Exercices — Logarithme et Exponentielle

Exercice 1

On considere la fonction f définie sur |0 ;+oo [ par f(x) = :

Inx et on désigne par ( C ) sa courbe .
1. Etude d’une fonction auxiliaire

a) Etudier les variations de la fonction g définie sur |0 ;4o [ par g(x) =x -1 + Inx .

b) Vérifier que g(1)=0.

¢) En déduire le signe de g sur |0 ;+oo | .

2. Etude de la fonction f .

g(x)

a) Démontrer que : Vx €]0 ;4o [, f'(x) = 5.
x

b) Déduire de la question 1. le signe de f’(x) et les variations de f .
¢) Déterminer les limites de fen O et en + oo .
d) Dresser le tableau de variation de f .
3. Représentations graphiques

a) Etudier suivant les valeurs de x la position relative de ( C ) par rapport a la courbe (I' ) d’équation y = 1Inx .
b) Déterminer la limite en oo de f (x) — Inx . Interpréter graphiquement le résultat .

¢) Construire la courbe (I' ), puis la courbe ( C ) dans le méme repere .
4. Calcul d’aire .

Calculer , en cm? , ’aire du domaine plan , limité par la courbe (I"), (C ), les droites d’équations x =1 et

X=e.

Probleme 2

Partie A

Soit la fonction g de R vers R définie par : g(x) = ;xt-ll —Inx.

1) a) Détermine I’ensemble de définition Z, de g.
b) Calcule les limites de g en 0 et en +oo.
2) a) Pour tout x € Z,, calcule g'(x).
b) Détermine le signe de g’(x) suivant les valeurs de x.
c¢) Etudie les variations de g, puis dresse son tableau de variation.
3) a) Calcule g(1) et g(2). Démontre que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique ¢ dans [1;2].

b) En déduis un encadrement de ¢ par deux décimaux consécutifs d’ordre 2.

Vx €]0;af,g(x) >0
¢) Justifie que : ) [,g(x)

Vx € ot 400, g(x) <0
Partie B

Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = Sﬂ:‘c et () sa courbe dans un repere orthogonal (O, L, J).
(Unité graphique : Ol =2 cm et OJ =4 cm).
1) a) Calcule les limites de f en O et en +-co.

b) Interprete graphiquement les résultats ci-dessus.

2) a) Démontre que Vx €]0; +oo, f/(x) = %Sﬁ;)lz)g(X)




b) En déduis les variations de f.
¢) Démontre que f(o) = m.
d) Dresse le tableau de variation de f. On prendra o = 1,8.

e) Construis (7).

Partie C
1) Démontre que pg)ur tout x > 1, 1}%‘3 < flx) < 1“7)‘
2) Onpose By = [ dx et By = [ dx.
a) Calcule E1, puis en utilisant une intégration par parties calcule Ej.
b) En déduis un encadrement de K = | 1% f(x)dx.
3) Soit .7 1’aire en cm? de la partie du plan délimitée par (%), la droite (OI) et les droites d’équations respectives
3

leax:?

a) Exprime .27 en fonction de K.

b) En déduis un encadrement de .7 en cm?.
Exercice 3
Premiere Partie : 17-01-2022

On considere la fonction f définie sur R™ par: f(0) =0 et

2 . . N £
f(x)=(x+2)e”x six >0 Etsoit ¢ sacourbe dans un repere orthonormé.

1) a) Montrer que f est continue a droite en 0.
b) Montrer que f est dérivable a droite en 0.
¢) Montrer que f est strictement croissante sur R,

2) a) Calculer la limite lim f(x).
X—>—+o0
2
t
b) Montrer que : (Vf ERT) 0<e"+7r—1< 3
—4 4 2
Mont D(MxeRL) — < —x<=—-=
¢) Montrer que : (Vx € R%) e < f(x) XS5
d) En déduire que la courbe ¢’ admet une asymptote oblique & qu’on déterminera par une équation cartésienne.

3) Tracer la droite & et la courbe % .

Deuxiéme Partie : n est un entier naturel non nul. On considere la fonction f;, définie sur R* par: f,(0) =0

2
et fu(x)=|x+- e si x>0
n
1) Montrer que f;, est dérivable a droite en O.
2) Etudier les variations de la fonction f, sur RT.

2
3) a) Montrer que I’équation f,(x) = — admet une unique solution a, dans R™.
n

2 2
b) Montrer que : (Vx> 0) (Vn € N*) f11(x) — port > fu(x) — .

¢) En déduire que la suite (a,),>; est décroissante puis qu’elle est convergente.

Onnote:a= lim a,
n—y+-oo

d) Montrer que : (Vn € N*) na, = Dein —2

e) Montrer que a = 0.



Exercice 4

Soit la fonction f définie par f(x) =x+vx>+1

1°) Déterminer I’ensemble de définition Df de f .

2°) Démontrer que pour tout x de Dy f(x) > x+ |x].
3°) En déduire le signe de f(x) sur Dy.

4°) Etudier la fonction et tracer sa courbe représentative (Cy).

5°) Soit g la fonction définie par g(x) =In (x +vVa2+1 >

a) résoudre I’équation g(x) = —In (3 - Zﬁ)
b) Démontrer que g est une fonction impaire ;

c) Etudier g et tracer sa courbe (Cg).

d) Démontrer que g est une bijection de R vers R ; et que pour tout entier relatif n,

el +e ™"
=n
£\ 2

Exercice 5

1 1 1
Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle ]0; +oo[ par f(x) = sz ~1 73 Inx .

1°) Etudier les variations de la fonction f ;
2°) Construire la courbe (Cf) de f dans un repere orthogonal d’unités graphiques : 10cm sur I’axe des
abscisses et Scm sur I’axe des ordonnées.

3°) On note A un réel strictement positif.

a) A I’aide d’une intégration par parties, calculer | /11 Inxdx ;
b) En déduire la valeur de I(A) = [ ;f f(x)dx . Donner une interprétation graphique de ce résultat.
¢) Déterminer la limite £ de I(A) quand A tend vers 0.

. . . 1 &
4°) Pour tout entier naturel n supérieure ou égal a 2 on pose : S, = — Z f <£>
n n
p=1

a) En utilisant le sens de variation de f sur |0; 1] ; démontrer que, pour p entier naturel vérifiant 1 < p <n—

I,ona:
1 1 "%1 1
Ly (”* ) < [ fear< 1r(2).
n n 14 n’ \n
s 1 /1 1 ]
b) En déduire que : S, — —f <> <I <> < S, ,puis que
n’ \n n

IRIORT0

c) Endéduireque: lim S, = >
n—-+oo



Exercice 6
1°) a) Etudier les variations de la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par :

~ x(x+2)
flx)= i) —1In(1+x)

b) Etudier les variations de la fonction g définie sur [0 ; +oo par :

g(x) zln(1+x)fx+1.

¢) Déduire des questions précédentes que, pour tout nombre réel x strictement positif,

X x(x+2)
——<In(l 1
i mdw<seey M
2
d) Démontrer que pour tout x >0, ;Eii 13 <x. (2).

2°) a) Déduire de (1) et (2) que pour tout y > 0,

1 1 1
— <In(l+-) < -.
I+y yooy

b) Déduire de (1) et (2)que pour tout z > 0,

-1
Z—< Inz < z—1.
Z

3°) Utiliser ’'un de ces encadrements pour encadrer Ina dans chaque cas suivant :

a=05; a=0,8 ; a=098 ;a=1,02 ;a=1,5.
Exercice 7

Le but de ce probleme est d’étudier la fonction f définie sur ]O ; +oo[ par :

flx)= % (x2 +1— lnx) et construire sa courbe représentative C f dans le plan muni d’un repere orthonormé
d’unité graphique : 2 cm.
1°) Soit g la fonction définie sur ]0 ; +oof par: g(x) = x> —2+Inx.

a) Etudier le sens de variation de g et ses limites en O et en +oo.

b) En déduire que 1’équation g(x) = 0 admet une solution ¢ et une seule et que 1,30 < o < 1,35.

c¢) Etudier le signe de g(x) .
2°) a) Etudier les limites de f en O et en +oo.

b) Exprimer f'(x) al’aide de g(x) . En déduire le sens de variation de f .

3°) a) Montrer que la droite (A) d’équation y = x est asymptote en +co 2 la courbe Cf .
b) Déterminer le point d’intersection A de Cf et (A) ; préciser la position de Cf par rapport a la droite (A).

¢) Construire la courbe Cf et la droite (A), en précisant la tangente en A a Cf .



Exercice 8
Partie A : On considere la fonction g définie sur]O ; + oo [par :

x+1
_ 1
8() =5 7 ~Inx

1°) Etudier le sens de variations de g.

2°) a) Calculer g(1) et g(2). Montrer que I’équation g(x)=0 admet une solution unique ¢ dans ] 0 ;+ oo [.
b) Trouver un encadrement de « d’amplitude 107"

3°) Déduire le signe de g(x) sur ]O ;+ oof.

Partie B : On considere la fonction f définie sur]0 ; + oo par :

_ 2Inx
X2 +4x

f()

On appelle (Cf) la courbe représentative de f dans un repeére orthogonal d’unité Graphique 2 cm.

1°) Etudier les limites de f en O et en +o0 puis interpréter graphiquement ces limites.
2(2x+1

2°) a) Montrer que, pour tout x de]0 ; + oo, f'(x) = ()(62):__;)2) x g(x).

b) En déduire les variations de f .

¢) Montrer que, f(a)= et donner le tableau de variation de f .

o2o+1)
3°) Construire la courbe (Cf) de f .

Partie C :On se propose de trouver un encadrement de I’aire A de ’ensemble des points M(X ; y) tels que

3
1 S X S 3
0<y<f(x)
1 1
1°) Montrer que, pour tout x >1 : —nzx < flx) < ey
X X
3
21
2°) a) Calculer I = /2 de ;
L 3 Inx
b) En utilisant une intégration par parties, calculer J = / —-dx.
1 X

3
3°) a) Déduire un encadrement de K = / ’ flx)dx.
1
2

b) Exprimer A en fonction de K, puis déduire une valeur approchée de A en cm~.
Exercice 9

L’objet du probleme est I’étude de quelques propriétés des fonctions f;, ; n € N* définies sur l'intervalle
nlnx

10 ;400 par : fr(x) =x—n— . La courbe représentative de f,, dans le plan muni d’un repere orthonormé
d’unité 2cm est notée (C,).
A) Etude des variations de f, ; n € N*,

1°) Soit, pour tout entier naturel non nul n, la fonction g, définie sur JO ; +eo[ par

2

gn(x) =x"—n+nlnx.

a) Etudier le sens de variation de g, et préciser ses limites en O et en +oo.
b) Montrer que 1’équation g,(x) =0 admet une solution unique oy, ; et que o, appartient a [1 ;3].
2°) a) Etablir que, pour x €]0 ; +oo[ : f,,'(x) = En (zx)

X

b) Déterminer le signe de g,(x)et en déduire le sens de variation de f;,.




3°) a) Déterminer les limites de f;, en O et en +oo.
b) Montrer que la droite (D,), d’équation y = x — n est asymptote a la courbe (C,), puis étudier la position de
(Cy) par rapport a (Dy) sur I’intervalle ] O ; +oof.
B) Etude des cas particuliersn=1etn=2.
1°) oy, étant le nombre définie en A) 1°) montrer que :
B Pourn=1, og=1 ; Pourn=2; 1,2<0p<l1,3.

2°) En utilisant les régles sur les inégalités et I’encadrement de ; ci-dessus montrer que f>(o) > —1,24. En
utilisant le sens de variation de f;,
montrer que f>( o) < —1,10.

3°) Donner les tableaux de variations de f| et de f5.

4°) Représenter dans le méme repere les droites (D) et (Dy) puis les courbes (Cp) et (Cp) .

C) Etude des positions relatives des courbes (C,).
1°) Pour tout entier naturel n, et pour tout réel x de I’intervalle ]0 ; +oo[ , calculer la différence f,(x) — fi+1(x) .
Calculer la limite de cette différence lorsque x tend vers + oo.
2°) Soit d la fonction définie sur ]0 ; +eo[ par d(x) =1+ IHTX
a) Etudier les variations de d , préciser ses limites en O et en +oo.

b) Déduire de la question précédente que 1’équation d(x) = 0 admet une solution unique 3 et que f8
appartient a I’intervalle ]O ; 1[.
¢) Montrer que, pour tout entier naturel non nul,ona f,(f8) = .
3°) A I’aide des résultats obtenus dans les questions C) 1°) et 2°), établir que toutes les courbes (C,) se coupent

en un point A que 1’on placera sur la figure.

Pour n € N*, préciser les positions relatives de (Cy) et (Cp1).
Probléme 10 : 11 points
Les parties A et B du probléme sont indépendantes.

PARTIE A : 8,5 points

-3
On considere la fonction f définie sur R par f(x) = ¢

7 et on note (Cy) la courbe représentative de f

dans le plan rapporté au repere orthonormé (O, i J) (umte sur les axes : 2cm )
1. (a) Calculer les limites de f & —oo et & +co. 0,5pt
(b) Montrer que la droite (D) d’équation y = x + 3 est asymptote a (Cy) a —0.0,5pt
On admet que la droite (D) d’équation y = x — 1 est asymptote a (Cy) a oo,

2. (a) Vérifier que pour tout réel x, on a : f/(x) = (Zij: 1 >2. 0,5pt
(b) Dresser le tableau de variations de f. 0,75pt
3. (a) Montrer que le point (0, 1) est le centre de symétrie de la courbe (Cy). 0,5pt
(b) Donner une équation de la tangente (7') a (Cy) au point /. 0,25pt
4. Etudier la position de la courbe (C 'r) par rapport a la droite d’équation y = 1. 0,5pt

5. Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet une solution unique « telle que

28 << -2/ 0,5pt



6. Tracer (Cy), ses asymptotes et la tangente (7). 2pts

4e*
ol 0,5pt

(b) En déduire les primitives de f sur R. 0,5pt

7. (a) Vérifier que pour tout réel x, f(x) =x+3 —

8. Soit A un réel strictement positif. On note (Ej ) le domaine du plan limité par la courbe (Cy), la droite

(D») et les droites d’équations respectives x = 0 et x = A.

(a) Hachurer (E;) sur le graphique de la question 4. 0,5pt

(b) Calculer en cm? et en fonction de A, I’aire .27, de (Ey). 0,5pt

(c) Calculer la limite quand A tend vers oo de .27 . 0,5pt
PARTIE B : 2,5 points

On considere les équations différentielles : (Ey): 2y" —y —y=2; (E;): 2y" —y —y=0.
1. Montrer qu’il existe une fonction constante f; solution de (E}). 0,5pt
2. Montrer qu’une fonction f est solution de (E7) si, et seulement si, f — fj est solution de (E;).  0,5pt
3. Résoudre (E;). 1pt
4. En déduire les solutions de (E}). 0,5pt
Exercice 11
1°¢ partie :
Soit g la fonction définie sur ]0;+oo[ par : g(x) =x—1—1Inx
D - a - Calculer g'(x) pour tout x €]0; +o9|.
b - Etudier les variations de la fonction g.
- En déduire que : g(x) > 0 pour tout x €]0;+oo|.
2°me partie :
f(x) =x>—xInx ; x>0

£(0)=0

(D - Déterminer Dy I’ensemble de définition de la fonction f .

Soit f la fonction définie par :

@) - a - Etudier la continuité de la fonction f a droite en 0 .
b - Etudier la dérivabilité de f en 0 a droite et interpréter le résultat géométriquement.
®- Calculer XE)TW f(x), puis étudier la branche infinie de courbe (¢s) au voisinage de +oo.
@ - a - Montrer que : Vx =0 :  f'(x) =x+g(x)
b - En déduire les variations de f sur Dy.
® - a - Montrer que la droite (A) d’équation y = x est une tangente a la courbe (6) au point A(1;1).
b - Etudier les positions relatives de (€y)et la droite (A).
® - a - Calculer f"(x) pour tout x > 0.
b - Déduire que la courbe (¢y)admet un point d’inflexion que 1I’on précisera.
- Tracer (€r) dans un repére orthonormé (O,?, f)

®)- a - Montrer que la fonction f admet une fonction réciproque ="' définie sur un intervalle J & déterminer .



b - Montrer que f~' est dérivable sur J.

¢ - Calculer (f_l)/(l).

d - Tracer (Cgf—l) dans le repére (O,Z])

Kd

3%m¢ partie :

uy — —

Soit (uy) ey la suite définie par : 2 ; (VneN).

Un+1 = f (”n)

D - Montrer que : (Yn € N): 0<u, <1.

- Montrer que la suite (uy,) est croissante.

®)- Montrer que la suite (u,)est convergente et déterminer sa limite

Exercice 12

On considere la fonction f définie et dérivable sur IR par : f(x) = x?e* — 2x + 3.

On note (Cy) la courbe représentative de f dans le plan muni du repere orthogonal direct (O,LJ)).

Unités graphiques : OI=1cm et OJ=0,5cm.

Partie A.

On désigne par g la fonction définie sur /R et définie par : g(x) = x(x+2)e* —2

1.
2.

Partie B

1.

. a) Déterminer la dérivée de u(x)

Calculer les limites de g en —oo et en +oo.
Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

a) Démontrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution ¢ dans IR et justifier que 0 < & < 1.

b) Déterminer un encadrement de o & 10~ 2pres.

Vx € |—oosaf,g(x) <0
Démontrer que :
>0

8
Vx € Jo; +oof, g(x)
= x2¢".

b) En déduire la primitive G de g qui prend la valeur 3 en 0.

a) Calculer la limite de f en —oo.
b) Démontrer que la droite (D): y = —2x+ 3 est asymptote a (Cy) en —oo.
¢) Etudier les positions de (Cy) et (D).

Démontrer que (Cy) admet en +-co une branche parabolique dont on précisera la direction.

a) Démontrer que Vx € IR; f'(x) = g(x).

b) En déduire les variations de f puis dresser son tableau de variation.

’ B 1
a) Démontrer que f(o) =3 — 20025

b) En déduire un encadrement de f(a) par deux décimaux d’ordre 2.

c¢) Déterminer le signe de f(x) et en déduire les positions de (Cy) et la droite (OI).

. Démontrer que (D) est la tangente a (Cy) au point d’abscisse 0.

Soit & la restriction de f & ]—oo; t].



a) Démontrer que /& admet une bijection réciproque 2~ dont on précisera les ensembles, de départ
et d’arrivée.
b) Justifier que 4! est dérivable en 3 et déterminer (h~')'(3)
7. Tracer (T) ; construire (Cy) et (Cj-1).

Exercice 13 ( 7 points)

Soit la fonction f définie sur J0, +o[ par : f(x) = 1+In (%7 )

et (¢'f) la courbe représentative de f dans un repeére orthonormé
1/ a- Calculer limy_,o+ f(x) .Interpréter le résultat graphiquement
b- Vérifier quelimy_, ;o f(Xx) = —oo
¢- Montrer que, pour tout x > 0, f(x) = 1 —In(x) —In (1 + x—lz)

d- Déduire lim,_, 1 %x) . Interpréter le résultat graphiquement

1-x°
x4x3

2/ a- Montrer que : f'(x) = , et dresser le tableau de variation de f sur |0, +oo|
b- Montrer que 1’équation : f(x) = 0 admet exactement deux solutions a et B tel que @ < 1 < f8

c- Sur la feuille annexe, On donne les points A(a,0), B(8,0) et C(1,1 —1n(2)) . Tracer (¢'f)
t2

X
3/ Soit F la fonction définie sur IR par : F(x) = /1 dt et G(x) = F(tan(x)),x €|-%, 5 [

1+t

a- Vérifier que F est dérivable sur IR et calculer F’(x)
_ 2

b- Montrer que G'(x) = tan?(x) pourtoutx € |—% .2 [

¢- Déduire que : G(x) = tan(x)— x+%—1 pourtoutx €| —%,

[SIE]

[

V3 2
d- Calculer alors a = / ——dt
1 1412

V3
4/ Soit 1= /1 In(1+2)dt
a- Montrer par intégration par parties que : I = (2v/3 — 1) In(2) —2a
b- Déduire que 7 = (2v3—1) In(2) +2(1 —3)+Z
c- Soit .7 ’aire de la partie limite par (¢'f) et I’axe des abscisses et les droites x = 1 et x = /3
Calculer &7 .



Exercice 14 : (7 points)

- =

Le plan est rapporté a un repére orthonormé (0,1, j) , toutes les courbes demandées seront tracées dans la figure

annexe ci-jointe.
e —1
A. Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) = pr
I" est sa courbe représentative dans le repere (0,7, f)
1°/ Montrer que f est une fonction impaire.
2°/ Montrer que pour tout x appartenant a IR, —1 < f(x) < 1.
3°/ Déterminer XEIPDO f(x) et montrer que XEIEDO f(x) =1 Interpréter les résultats obtenus
402

(2 +1)%
5°/a)Dresser le tableau de variations de f ; en déduire le signe de f(x) sur IR.

4°/ Montrer que f est dérivable sur IR et que f'(x) =

b) Montrer que f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle J que I’on précisera.
6°/ Soit o étant un nombre réel appartenant a |—1; 1],
a) Montrer que I’équation f(x) = o« admet une solution unique Xg.

. 1 1+
b) Justifi =i
) Justifier que xg 2n -

B. 1°/ Déterminer une équation de la tangente A; a I' au point d’abscisse 0.

< N 2 _1
). Donner une valeur approchée de xo a 107 prés pour a = 5.

2°/ Montrer que pour tout nombre t réel f'(r) = 1 — [f(¢)]* En déduire un encadrement de f”(¢).
a) Pour tout x > 0, déterminer un encadrement de [ f’(x)dt

b) justifier alors que 0 < f(x) < x En déduire les positions relative de T" et A;.
1
2
4°/ Montrer que le point B de la courbe I, d’ordonnée positive, ol le coefficient directeur de la
1
7)
5°/ On a placé les points A et B sur la figure 2 . Tracer I', Aj et A;.
eX _ X
B.1°/ Vérifier que  f(x) = — n e_x En déduire une primitive de f.
e‘+e
2°/ Calculer I’aire , en unités d’aire , de la surface comprise entre I, la droite d’équation y = x

3°/ Déterminer une équation de la tangente A, a I" au point A d’ordonnée

tangente est égal a % a pour coordonnées | Ln (1 + \@) ;

et les droites d’équations x =0etx=1?

3°/a) Calculer [y [f(x)]* dx

2 2
—1 1
b) En utilisant une intégration par parties, montrer que fol X (1 —[f (x)]z) dx = e2 T Ln (e 2+ )
e e

¢) En déduire alors fol x[f(x))*dx



Probleme 15

PARTIE A

On consideére la fonction g dérivable et définie sur |0;+oo| par : g(x) =¢*+2Inx
1. a. Déterminer lim,_,0g(x) et lim,, . g(x).

b. Calculer g'(x)

c. Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.
2. a. Démontrer que I'équation g(x) =0 admet une solution unique o sur |0;+oo[

b. Vérifier que 0,4 < a < 0,5.

c. Démontrer que !

Vx €]0;af, g(x) <O0;

Vx €]a; 4o, g(x) > 0.

PARTIE B

On consideére la fonction f définie sur |0;+oo[ par :
f(x)=€"4+2xInx—2xsix >0
f(0)=1
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormé
(0,1,J). L'unité graphique est 4 cm.
1. a. Déterminer lim, e f(x) et lim, o £,
b. Interpréter graphiquement les résultats.
2. a. Démontrer que f est continue en 0 .
b. Démontrer que lim, w = —oo,
c. La fonction f est-elle dérivable en 0 7 Justifier la réponse.
d. Interpréter graphiquement le résultat de la question 2.b.
3. On admet que f est dérivable sur |0;+-oo|.
a. Démontrer que : Vx € |0; 4|, f'(x) = g(x).
b. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.

4. Tracer la courbe (C) sur l'intervalle [0;2].

(On prendra a = 0,45 et on admettra que la courbe (C) coupe la droite (Ol) en deux points d’abscisses

respectives 0,3 et 0,6).
5. a. On pose K = jfxlnxdx.
A I'aide d'une intégration par parties, démontrer que : K =2In2 — %.

b. Soit o |'aire en cm2 de la partie du plan délimitée par la courbe , la droite (Ol) et les droites d'équations

respectives x =1 et x = 2.

Calculer o7 puis donner I'arrondi d’ordre 2 du résultat.



Exercice 16
I. On considere la fonction g définie sur R’ par: g(x) = 2x> +1—Inx

1. Calculer li li = +oo
Calculer lim g(x), et montrer que Jim glx)=+
2. a. Calculer g’(x) pour tout x de |0; +oo[
b. Dresser le tableau de variations de la fonction f
c. Déduire que pour tout x de ]0;+oo[: g(x) >0

: . P . ) 1
I Soit la fonction f définie sur |0; +oo par : 2x —2 + ==

-

Et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7; j).

1. Calculer xl_i>r(r)1+ fx)et XETM f(x)

Déterminer les branches infinies de la courbe (Cy)
Montrer que : (Vx €]0;+o0[); f'(x) = x%g(x)
Dresser le tableau de variations de la fonction f
Calculer f”(x) pour tout x de ]0; +oo|

Déterminer le point d’inflexion de la courbe (Cy)

A

Construire la courbe (Cy)

(Onprend 17 = 17| = lem,e2 ~ 4,5 et f (e%> ~ 7,3)

Exercice 17

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e** —2¢*+2. On note (¢) sa courbe représenative dans un repére

orthonormé (0,7, j) du plan.

1 Calculer Ern f(x). Interpréter graphiquement le résultat.
X—y—00

(® Calculer lim f(x)et lim @ Interpréter graphiquement le résultat.
X—>+oo X—r4o X

2 (@ Montrer que pour tout réel x, f'(x) = 2¢e*(e* —1).
(® Dresser le tableau de variation de f.

3 (2 Montrer que pour tout réel x, f”(x) =2¢*(2¢* — 1), ou f” désigne la fonction dérivée seconde de f.

5
(® En déduire que le point A <— In2, 4> est un point d’inflexion de la courbe (7).

4 On a tracé dans la figure 2 de I’annexe ci-jointe la tangente 7 a la courbe (%) au point A.
(@ Vérifier que le point B(In2,2) appartient a la courbe (%) et le construire dans figure 2.

—

(® Construire la courbe (%) dans le repere (0,1, j).

5 Soit o7 I'aire de la partie du plan limitée par la courbe (%), 1’axe des abscisses et les droites d’équations

1
x=0etx=1n2. Montrer que .o/ =21In2 — 5
6 Soit g la restriction de f a I'intervalle [0, +oo].
Montrer que g réalise une bijection de [0, 4-co| sur [1,+4-co].

(® Montrer que pour tout x € [1,+oo[, g7 (x) = In(1++/x—1).



© Construire, dans le repere (0,1, j), la courbe (¢”) de la fonction réciproque g~ de g.

2
(@ En exploitant le graphique, calculer / In(1++vx—1)dx.
1

Figure 2:

Probléme 18

On considere la fonction f définie sur IR par : f(x) = (2 —x)e* et on désigne par (Cf) sa courbe représentative
dans un repere orthonormé (O, I, J). Unité 1 cm.
1) Calculer la limite de f en en -oo et interpréter graphiquement le résultat.
2) Calculer xl—i&loo fx) et xETm fix) et interpréter graphiquement le résultat.
3) a- Démontrer que Vx € IR , £’(x) = (1-x)e".
b- Etudier le signe de f’(x) et en déduire le sens de variation de f.
c- Dresser le tableau de variation de f.

4) Déterminer les coordonnées des points d’intersection de (Cf) avec les axes (OI) et (OJ).

5) Construire (Cf).  On prendra e ~=2,7.
Probleme 19

On considere la fonction f définie sur IR par : f(x) = —x+2+ e~ *. On appelle (C) la courbe représentative de
f dans un plan rapporté a un repére orthonormé (O, I, J). (Unité 1 cm).

1. Déterminer les limites de f en - co et en + oo,
(e"+1)
et
b) Etudier les variations de f, puis dresser son tableau de variation.

2. a) Justifier que pour tout nombre réel x, f’(x) = —

¢) Montrer que 1’équation f (x) = 0 admet dans I’intervalle [2 ; 3] une solution unique «.
d) Déterminer un encadrement de ¢. par deux décimaux consécutifs d’ordre 1.

3. a) Démontrer que la droite (A) d’équation y = -x + 2 est une asymptote oblique a (C¢)
en + oo,
b) Préciser la position relative de (C) par rapport a la droite (A).
c¢) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0

4. Tracer les droites (A) ; (T) et la courbe (C).



Probléme 20

On considere la fonction f définie sur IR par : f(x) =2x+e *. On appelle (C) la courbe représentative de f
dans un plan rapporté a un repere orthonormé (O, I, J). (Unité 2 cm).

1 Déterminer les limites de f en - oo et en 4o .
2¢F—1
e
b) Etudier les variations de f, puis dresser son tableau de variation.

2. a) Justifier que pour tout nombre réel x, f’(x) =

3. a) Démontrer que la droite (A) d’équation y = 2x est asymptote oblique a (Cy) en + oo.
b) Préciser la position relative de (C) par rapport a la droite (A).
c¢) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.

4 Tracer les droites (A) ; (T) et la courbe (C).

Exercice 21
Soit g la fonction définie sur R par g(x) =e*(1 —x) + 1.
( Etudier le sens de variation de g.

@ Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution dans I’intervalle [1.27,1.28] on note ¢ cette

solution.

(® Déterminer le signe de g(x).

X
ex+1 .
On désigne par C la courbe de f dans un repére orthogonal (O, 1,]).

+2.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

(D Déterminer la limite de f en 4o et interpréter.

® Déterminer la limite de f en —co.
[b] Montrer que la droite D d’équation y = x + 2 est une asymptote a C.

Etudier la position de C par rapport a D.
® [a] Montrer que la fonction dérivée de f a méme signe que la fonction g.
[b] Dresser le tableau de variations de f.
(@ Tracer la courbe C ainsi que ses asymptotes et sa tangente au point d’abscisse Q.

Pour tout entier naturel n, tel que n > 2, on note D, I’ensemble des points M(x,y) du plan, dont les

coordonnées vérifient 2 < x <net2 <y < f(x) et on appelle A, son aire, exprimée en unités d’aire.

(D Faire apparaitre Ds sur la figure.

X

7
(@ Montrer que pour tout réel x > 2, —xe™* < < xe .
8 e*+1

n
3 Onpose I, = / xe *dx. A I’aide d’une intégration par parties, calculer I, en fonction de n.
2
® Ecrire un encadrement de A, en fonction de I,,.

(® Montrer que la suite (A,) est croissante et majorée.
Déterminer la limite de I, lorsque n tend vers +oo.

Que peut-on en déduire pour la limite de A, lorsque n tend vers +oo ?



Probléme 22 (11 points) :

I) Soit g la fonction numérique définie sur R par :
g(x)=1—(*+1)e ™

1) Montrer que g’'(x) = (x — 1)?¢* pour tout x de R puis en déduire le sens de
variations de la fonction g sur R

2) Vérifier que : g(0) = 0 puis en déduire le signe de g(x) sur chacun des
intervalles | — ;0] et [0; +ool.

II) Soit f la fonction numérique définie sur R par :

fx)=x—1+(x*+2x+3)e™

ihJ

et (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (0;:; j) (unité :1 cm ).
1) a) Montrer que lim f(x) = 4o,
X—>H-o0
b) Montrer que la droite (D) d’équation y = x— 1 est une asymptote oblique a la courbe (C) au
voisinage de 4
¢) Montrer que la courbe (C) est au-dessus de droite (D) sur R

2 2 3 X X
2) a) Vérifier que f(x) = YAeAS e e pour tout x de R puis calculer lim f(x).

ex X——o0
b) Montrer que lim @
X—— X

3) a) Montrer que f'(x) = g(x) pour tout x de R.

= —oo et interpréter le résultat géométriquement.

b) En déduire que la fonction f est décroissante sur | — oo;0] et croissante sur [0; +co.

¢) Dresser le tableau de variations de la fonction f.

4) Soit h la fonction définie R sur /(x) = f(x) —x et la droite (A) d’équationy =x

a) Montrer que I’équation /2(x) = 0 admet une unique solution o dans I’intervalle
12;3[(Onprend: f(2)~ 24 et f(3)~ 2.8)

b) Montrer que (C) est au-dessus de (A) sur intervalle] — «; | et en dessous de

(A) sur Pintervalle [o ; +oo]

5) Construire (D); (A) et (C) dans le méme repére (0;7; /).

6) a) Montrer que la fonction x — (x> +2x +2)e ™ est une primitive de la

Fonction x — —x%>¢~* sur R puis en déduire que fol e ¥dx = 2%3

b) A I’aide d’une intégration par parties montrer que fol xe Ydx = %

¢) Calculer en cm? ’aire du domaine plan limité par (C) et (D) et les droites
d’équations x = 0 et x = 1.

III) Soit(u,) la suite numérique définie par : uy =2 ef u, 1 = f(u,) pour tout n de N.
1) Montrer que 2 < u, < o pour tout n de N .

2) Montrer que la suite (i,) est décroissante.

(On pourra utiliser le résultat de la question II) 4. b))

3) En déduire que (u,) est convergente et déterminer sa limite



Exercice 23

1% partie:

Soit 4 la fonction définie sur R par:  h(x) =xe* +¢€* — 1.
© Calculer xgrfwh(x) et XE@Wh(x).
@ Calculer //(x) pour tout x € R, puis étudier les variations de la fonction 4.
© Calculer 4(0), puis déduire le signe de la fonction A.

2%me partie:

Soit g la fonction définie sur R par:  g(x) = xe* —x+ 1.
© Montrer que : g’'(x) = h(x) pour tout x € R.
® Etudier les variations de la fonction g.
© Calculer g(0), puis déduire que (Vx € R) : g(x) > 0.
O® a- Vérifierque (VxeR): gx)—e'=(x—1)(e"—1)

b - Déduire que (Vx € [0;1]) : g(x) <.

38m partie:

On considere la fonction f définie sur R par:  f(x) =In(xe* —x+1).
© a - Calculer xgrfm f(x)et xgrzlm f(x).

h
b - Montrer que (Vx € R) : f'(x) = —x) puis dresser le tableau de variation de f
x
| *— 1 1
@® a - Vérifier que (Vx € R*) : () = nxe’ —x+1) (ex —1+ )
X xe* —x+1 X
f(x)

b - Calculer : lim —— et interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X——oo X

oQ
~—

eX  xeX

b - Etudier la branche infinie de (4) au voisinage de +oo.

1 1
© a - Vérifier que (Vx €]0;+00[) : f(x) =x+1Inx+In <1 —— 4 >

—)

O Calculer f(1) puis tracer (¢7) dans un repere orthonormé (0,?, J)
4°™ partie:

Uy =1In2
Soit (Up) e la suite définie par : ;(Vn e N).

Up1=f (Un)
© Montrer par récurrence que (Vn € N): 0< U, < 1.

@® Montrer que la suite (U,) est décroissante.

© En déduire que la suite (U,) est convergente puis calculer sa limite.



Probléme 24 : (8pts)
Partie A : Etude d’une famille des fonctions
Soit n un entier naturel non nul ; (C,) est la courbe de la fonction f,, définie sur IR
par: fy(x)=(1—2e)".
1. Calculer : XEIJrrlw fn(x) puis interpréter graphiquement le résultat.

2. Suivant la parité de n ; calculer :  lim f,(x)
X—r—oo

3. a) Montrer que Vx € IR et n € IN*; la dérivée fide f, est: f/(x) = 2ne (1 —2¢ )" .
b) Suivant la parité de n, dresser le tableau de variation de f,.
4. a) Montrer que Vn € IN*; et x € IR ; f,,11(x) — fu(x) = —2¢7* fo(x)
b) En déduire que toutes les courbes (C,) passent par un point commun dont on déterminera

les coordonnées .
5. Etudier la position relative des courbes (Cy) et (Ca) .
6. Reproduire les tableaux de variations de f; et f, .
7. Construire les courbes (Cy) et (C3) dans le méme repere orthonormé (0;1;]).
8. Calculer I’aire du domaine du plan ; limité par les courbes (C;) et (C;) et les droites
d’équations : x =0 et x =1n(2).
Partie B : Calcul de probabilité

Un enfant s’exerce a tirer sur une cible située a la distance x (x en metre et x > 1) . La probabilité qu’il atteigne
la cible est p =2e¢™*. L’enfant tire n fois vers la cible de facons identiques et Indépendantes .

Onnote : Ay I’événement : « ’enfant atteint exactement k fois la cible ». (k€ INet0<k<n)

1. Justifier que : la probabilité qu’il rate la cible est: g =1—2¢™*

2. a) Montrer que p; = p(Ay) = Ckp* x g%
k=n
b) Justifierque Y pr=po+p1+p2+...pn=1.
k=0
¢) En déduire que la probabilité de I’événement B, : « I’enfant atteint la cible au moins une fois »

est: p,=p(B,) =1— fu(x) ou f, estlafonction définie dans la partie Aet x> 1 .

3. Sachant que I’enfant se situe a 2m de la cible, déterminer le nombre minimal de tirs qu’il doit effectuer

pour que la probabilité d’atteindre au moins une fois la cible dépasse 0,999.
Exercice 25
A/ Soit h la fonction définie sur [0, +oo[ par h(x) = xe* —e* + 1.

X
(D [a] Montrer que pour tout x € [0, +-oo[, h(x) = / te dt.
0

1 1
[b] Montrer alors que pour tout x € [0, 40|, §x2 <h(x) < Exzex.
o h
En déd lim —~.
n déduire x_1>r51+ 2
@ Soit f1a fonction définie sur [0, +oo[ par f(x) = eV* — (e+1)4/x. On désigne par (&) sa courbe représen-

—

tative dans un repére orthonormé (0,1, /)



fO) -1 e 1h(JR) e

Vérifi tout x € 10, 400, - c
[a] Vérifier que pour tout x € ]0, 4-oo] . 7 ; NG

. X) — p . p
[b] Montrer alors que lim L = —oo, Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
x—0F X
. . X . . £
Montrer que 1151_1 f(x) = oo et calculer 111}3 & Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X—r+oo X—too X

@ [a] Dresser le tableau de variation de f.

[b] Montrer que I’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions ¢ et §. Vérifier que 0 < a <

1< (In(e+1)) <B.
eV
On pose pour tout x € |0, +oo[, u(x) = . Montrer que : f(x) =0 <= u(x) =e+1.

VX

@ Soit A Iaire de la partie du plan limitée par (&r) et I’axe des abscisses.

B
Montrer que / eVidt =2 (e\/ﬁ(\/[?— 1) —eVe(a— 1))
o
[b] En déduire la valeur de A.

B/ On donne ci-dessous, le tableau de variation de la fonction f,, pour tout n de N* définie par : f,(x) =

evy — (e+’11> VA

1
O Montrer que f, {ln2 <e+ >] <.
n
[b] Montrer que I’équation f,(x) = 0 admet exactement deux solutions a;, et 3,. Vérifier que 0 < o, <
1
1< <ln2 <e+>> < By
n
@ Montrer que fy,+1(04) > 0 et que f+1(B,) > 0.

[b] En déduire que la suite (@) est strictement croissante et que la suite (f3,) est strictement décrois-
sante.
Montrer que les suites (@) et (f3,) sont convergentes.
® [a] Montrer que les restrictions u; et up de u respectivement a I; =0, 1] et I, = [1, +oo] réalisent des
bijections de I; et I, sur des intervalles que 1’on déterminera.
1
[b] Vérifier que pour tout n de N*, u;(c,) = e+ —. En déduire gl}rl o,
n n—-too
Vérifier que pour tout n de N*, u; ' ous (@) = fB,. Déterminer alors liIE B
n—r+oo
Exercice 26
. . L - . . -1 1
Soit g la fonction définie sur |0;4-oo] par g(x) ="' — +
1) Calculer g'(x) pour tout x de ]0;+oo[ , puis déterminer la monotonie de g
2) Calculer g(1), en déduire que Vx €]0;1]: g(x) <0 et Vx & [l;400[: g(x) >0
Soit f la fonction définie sur ]0;+oo[ par f(x) ="' —In(x) et (Cy) sa courbe représentative dans un repére
orthonormé direct (0,7, /)
1) Montrer que 1i1(1)1+f(x) = +oo, puis interpréter le résultat géométriquement
X—
2) a- Mont li =
) a- Montrer que x_l}rfmf(x) +oo

b- Montrer que lim 0 +oo, puis interpréter le résultat géométriquement

x—+too X

N



3) a- Montrer que Vx €]0;+oo] f'(x) = g(x)
b- Dresser le tableau des variations de f
c-Etudier la concavité de (Cy)
4) Construire (Cr) (on prend : f(2) = 2)
5) Déterminer graphiquement le nombre de solution de I'équation : &* = eln(xe?)
6) a- En utilisant une intégration par partie, Montrer que : flz In(x)dx=1In(4) —1

b- Calculer 'aire du domaine délimité par (Cy) et I'axe des abscisses et les droites d'équations x =

letx=2
7) Soit h la restriction de f sur l'intervalle I =]0; 1]

a- Montrer que & admet une fonction réciproque i~ définie sur un intervalle J que I'on déterminera
b- Construire (C,-1) dans le méme repere (0,1, )
c-Calculer (h~1)(2)

8) On consideére t la fonction définie sur |0; 4o par #(x) = x — f(x)

a partir de la courbe ci-contre de la fonction t
montrer que Vx € [1,2] f(x) <x

9) Soit (u,) une suite numériques définie comme

par : 1 0 1 2 3
u():% et Vvn €N = f(uy)
a- Montrer par récurrence que
VneN 1 <y,<2
b- Montrer que (u,) est décroissante
c- Déduire que (u,) est convergente

d- Calculer la limite de la suite (u,)

Exercice 27

1
A/ Soit f 1a fonction définie sur |0, 4-co[ par f(x) = ——————. On désigne par C la courbe de la fonction

(141n%(x))x
f dans un repere orthonormé (0,7, f) (unité graphique 2 cm).

1+Inx 2
a Montrer que pour tout x €]0, +oo[, f/(x :—<> .
) que p ] [ f'(x) (1120

b Dresser le tableau de variation de f.

¢ Montrer que Cy coupe la droite A: y = x en un seul point a préciser. (On admet que ce point

est un point d’inflexion de Cy.)
d Tracer Cy.
(2 a Montrer que f réalise une bijection de ]0, +-oo[ sur un intervalle J & préciser.
b Tracer la courbe C-1 de la fonction réciproque de f.

Soit g la fonction définie sur |—Z, Z | par g(x) = ™",
272



a Montrer que g admet une fonction réciproque h définie sur |0, +oo].
b Montrer que h est dérivable sur |0, 4-co[ et déterminer /4’ (x) en fonction de x.

1
¢ Calculer I’aire en cm? de la partie du plan limitée par C > Cy-1 et les droites d’équations x = —,
e

e
=—ety=0.
X 2ey

II/ On pose Iy = / f(x)dx et pour tout n € N*, [, = / f(x)(Inx)* dx.
1 1

(1 a Montrer que pour tout n € N, m <I,< Ml
b Calculer alors lim I,,.
n—y—+oo
1
(2) 'a Montrer que pour toutn € N, I, | +1, = —.
2n+1

b Montrer que la suite (I,) est décroissante puis calculer liIJIrl nly,.
n——+oo

n—1 (_ l)k-H
O toutn € N*, S, = .
(3) On pose pour tout n n kgb T
T
a Montrer que pour tout n € N*, S, = (—1)"I, — e
b Calculer alors lim S,,.
n——+-oo
Exercice 28 6.5 pts
. . . 2" — 1
Soit f la fonction definie sur R par f(x) = — 1
e

On désigne par (%) sa courbe representative dans le repére (0,7, J)
1 Calculer Ern f(x) . Interpréter graphiquement le résultat.
X——o0
(® Calculer lir}rl f(x) . Interpréter graphiquement le résultat.
X—>+o0

3e*
(e¥+1)2
(® Dresser le Tableau de variation de f

2 (@ Montrer que f'(x) = pour tout x € R

(© Montrer que ’equation f(x) =0 admet dans R une unique solution o .

Vérifier que —1 < o < _7

(@ Vérifier que @ = —In(2) .
3 Tracer (%) la courbe de f dans le repere (0,17, ) .

4 (2 Montrer que f admet une fonction reciproque f~' définie sur un intervalle J que 1’on précisera

® Construire (1) la courbe de f~' dans le méme repére (0,1,7) .
3e*

ef+1

(® Vérifier que F(x) =3In(e*+1) —x est une primitive de f.

5 (a Vérifier que f(x) = 1 pour tout x € R

6 Soit A un réel strictement inférieur a —1 .
On désigne par A(A) I’aire de la partie du plan limitée par la courbe (¢) et les droites d’équations

respectives y=0 ,x=—1 et x=21.



@ Montrer que A(A) =3In(e* +1)— A —3In(1+ l) 1.
e

(® Calculer ;Llim AL).

— —00

Probléme 29
Partie I

Soit g la fonction numérique définie sur R par :
gx)=1—(*+1)e™
1) Montrer que g'(x) = (x — 1)?e~* pour tout x de R puis en déduire le sens de variations de la fonction g
sur R.
2) Vérifier que g(0) = 0 puis en déduire le signe de g(x) sur chacun des intervalles | — co; 0] et [0; +oo].

Partie 11

Soit f la fonction numérique définie sur R par :
fx) =x—1+(*+2x+3)e™™

On désigne par (%) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,f‘7 _')) (unité : 1 cm).
1) a) Montrer que lim f(x) = Hoo.
X—r oo
b) Montrer que la droite (D) d’équation y = x — 1 est une asymptote oblique a la courbe (%) au
voisinage de +-oo.

¢) Montrer que la courbe (%) est au-dessus de la droite (D) sur R.

2 X X
+2x+3+
X + . re —e pour tout x de R puis calculer lim f(x).
x%—o@

2) a) Vérifier que f(x) =
f(x)

b) Montrer que lim ——= = —oo et interpréter le résultat géométriquement.
X——o0 X

3) a) Montrer que f'(x) = g(x) pour tout x de R.
b) En déduire que la fonction f est décroissante sur | —eo; 0] et croissante sur [0; +oo].
¢) Dresser le tableau de variations de la fonction f.
4) Soit h la fonction définie sur R par i(x) = f(x) —x et la droite (A) d’équation y = x.
a) Montrer que I’équation A(x) = 0 admet une unique solution ¢ dans I’intervalle |2;3]. (On prend :
f2)~24et £(3) ~2.8).
b) Montrer que (%) est au-dessus de (A) sur I'intervalle | — co; @] et en dessous de (A) sur I’intervalle
[ +-o].
5) Construire (D), (A) et (%) dans le méme repere (O, 1, ).

Ze~* sur R

6) a) Montrer que la fonction x — — (x> 4+ 2x+2)e ™ est une primitive de la fonction x — —x
2e—5

e

1
puis en déduire que / e ¥ dx =
0

e—2

e
¢) Calculer en cm? Iaire du domaine plan limité par (¢) et (D) et les droites d’équations x = 0 et

1
b) A I’aide d’une intégration par parties, montrer que / xe *dx =
0

x=1.



Partie 111
Soit (u,) la suite numérique définie par : up =2 et u,+1 = f(u,) pour tout n € N.
1) Montrer par récurrence que 2 < u, <  pour tout n de N.
2) Montrer que la suite (u,) est décroissante.

3) En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
Probléme 30 (08 points)
Partie I

Soit g la fonction numérique définie sur ]0,+oo[ par :
g(x) = —4+42x(1+1nx)

1. Calculer lim, o+ g(x) et limy_, 1 g(x). (On donne lim,_,y+ xInx = 0).
2. Etudier le sens de variation de la fonction g sur ]0, 4-co[, puis dresser son tableau de variations.
3. Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique o dans |0, +oo[ telle que 1,4 < o < 1,5.

4. Déterminer le signe de g(x) sur I’intervalle |0, 4.
Partie I1

Soit f la fonction numérique définie sur |0, +-oo par :

f(x)=(—4+2x)Inx

A

Soit (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0, 7, /)

1. a- Calculer lim, .o+ f(x) puis interpréter le résultat géométriquement.
b- Calculer lim,_, 4o f(x).
2. a- Montrer que pour tout x de I'intervalle ]0, 4-oo[ : f/(x) = @
b- En déduire le sens de variation de la fonction f puis dresser son tableau de variations.
3. Déterminer les points d’intersection de la courbe (Cy) avec I’axe des abscisses.

4. Ecrire 1’équation de la tangente (T') 2 la courbe (C) au point d’abscisse xg = 1.

5. Soit F la fonction définie sur |0, 4-oo[ par :
2 1,
F(x) = (x" —4x)Inx — 7% +4x

a- Vérifier que F est une fonction primitive de f sur I'intervalle |0, +-oo|.
b- Calculer I’aire du domaine délimité par la courbe (Cy), I’axe des abscisses et les droites d’équations

x=letx=2.



Probléeme 31
PARTIE A

On considere la fonction numérique f de la variable réelle x définie sur [0;+oo[ par:

) =Vx-e™

On note (%) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormal (O;?, 7) d’unité graphique 4
cm

1. Etudier la dérivabilité de f en O ; que peut-on en conclure pour la courbe (%)?

2. Montrer que pour x > 0; f'(x) = (152) x f(x)- En déduire le sens de variations de f.

3. Etudier la limite de f en 4o . Que peut-on en conclure pour la courbe (€)de f?

4. Tracer soigneusement la courbe (%).

5. On considere le domaine Z délimité par la courbe (%), I’axe des abscisses et les droites d’équations x = 0

et x=2A ou A estun réel positif.

a. Calculer le volume # /(1) en cm? du solide de révolution engendré par rotation de & autour de 1’axe des

abscisses.
b. Déterminer lim 7'(A)
A—too
PARTIE B

Le but de cette partie est la résolution de I’équation f(x) = x sur |0; 4oo|
1. On pose g(x) = Inx+2x
a. Montrer que sur ]0;+oo[ , les équations f(x) = x et g(x) = 0 sont équivalentes.
b. Etudier les variations de g et en déduire que 1’équation g(x) =0 admet une seule solution sur |0; o[ que
I’on notera .
c¢. Montrer que o appartient a I’intervalle [0,4;0,5].
2. En utilisant la courbe (%) donner une interprétation de o
3. a. Montrer que si x € [0,4;0,5] ona f(x) € [0,4;0,5].
b. Montrer que pour x € [0,4;0,5], ona |f'(x)| < §
4. On définit la suite (U,,) par Uy = 0,4 et pour tout n de N, U1 = f(U,)
a. Montrer que pour tout n de N, U, € [0,4;0,5].

b. Montrer que pour tout n de N, |U, 1| — a| < %|Un —af

¢. En déduire que pour tout n de N, |U, — a| < 0,1 x (%)"
d. En déduire que la suite (U,) est convergente et préciser sa limite.
5. A partir de quelle valeur ng de n est-on siir que U, représente une valeur approchée de o 2 107> pres?
PARTIE C
Soit F la fonction définie sur [0;+oo[ par : F(x) = [5\/7-e " dt
On ne cherchera pas a calculer F.
1. Calculer F’(x) pour tout x > 0. En déduire le sens de variation de F.
2. a. Montrer que pour t >0Qona: \/fgt—i-%
b. En déduire que F(x) < [ (t+3) e ' dt
c. Calculer [§ (t+1)-e"dt
d. En déduire que F(x) < %



Exercice 32

On considere la fonction f,, définie sur R par: f,(x) =1+ % —en.
n

1. a) Etudier le signe de f;. En déduire le tableau de variation de f,. On notera en particulier que f, admet
un maximum strictement positif que I’on calculera.
b) Montrer que la courbe C, représentant f,, admet une asymptote dont on précisera 1’équation. Tracer
G .
c¢) Démontrer que sur I’intervalle | —eo, 0] 1’équation f,(x) = 0 admet une racine unique que 1’on notera

Xp .

On se propose dans la suite de montrer que la suite (x,),>2 admet une limite / et de calculer /.

2 —1
2. On considere la fonction ¢ définie sur |1, +oo[ par @(x) = — +In <x+ i > .
X x
a) Déterminer le signe de @’. En déduire le signe de ¢.

b) Montrer que @(n) <0 puis que f,(—2) < 0. Déduire que x, > —2 .

. _ n 2n 2n+1 n
3. a) Etablir I’égalité 2nin | —— | | = l
a) Etablir egalefn<nn(n+l>> n+1[2n(n+1)+ n<n+1>}

2x+1
b) On considere la fonction 4 définie sur |0, 4o par : h(x) = 2()64——1—1) +In < ji 1> .
x(x x

Etudier le signe de /4'.En déduire le signe de A, puis celui de f, (Zn In < j_ I > )
n

¢) Montrer que x, < 2nin < " >
n+1

4. a) Déterminer lim 2nln< " )
n——-oo n+1

b) En déduire I’existence et la valeur de /.
Exercice 33
Soit f la fonction définie sur [0,4o0] par : f(x) =x+ % —Inx+ %(lnx)z.
Et soit (€) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,?, f) (unité Icm).

(M - Calucler lirr(l) f(x) puis interpréter le résultat géométriquement.
20
.. 1 1
@ —a — Vérifier que pour tout x de [0,+o0] f(x) =x+ 3 + 3 Inx—1 | Inx.

b — En déduire que : lim f(x) = H-oo.
x+f+o

Inx)>2 I 2
¢ — Montrer que pour tout x de [0, +oo|. (Inx) =4 < 1 ﬁ) , puis en
X NE

(Inx)?

déduire que lim =0.

xi++o
d — Montrer que (%f))c admet au voisinage +oo de une branche parabolique
de direction asymptotique la droite (A) d’équation y = x. @)
® —a — Montrer que pour tout x de [0,1] : (x—1)+1Inx <0, W
et que pour tout x de [1,+] : (x—1)+1Inx > 0.
b — Montrer que pour tout x de [0,+o0] : f'(x) = x— 1+l 7 /
¢ — Dresser le tableau de variations de la fonction f . ! / /%




2—Inx
2

@ —a — Montrer que : f"(x) = pour tout x de [0,4oo).

b — En déduire que la courbe (€r) admet deux points d’inflexion dont en déterminera les coordonnées.

® —a — Montrer que pour tout x de [0,+o0] : f(x)—x = (Inx— 1)? et en déduire la position relative de (¢y)
et (A).

xd

b — Tracer la droite (A) et la courbe (€r) dans le méme repére (0,?, ])

(6) — a — Montrer que la fonction H : x <+ xInx — x est une fonction primitive de la fonction h : x <> Inx sur
[0, +-o0].
b — A I’aide d’une intégration par parties, montrer que : /o c(lnx)z dx=e—2.
¢ — Calculer en cm?, la surface de la partie comprise entre la courbe (%) et la droite (A) et les droites

d’équations : x =1etx=e.
Exercice 34

On considere la fonction f définie sur [0, 4-oo] par : f(x) = x?In(1+1) six > 0et f(0) =0.
i

0 J

A

)

On note & la courbe de f dans un repere orthonormé (O,
Partie A :

1. a/ En appliquant les inégalités des accroissements finis , montrer que pour tout x > 0:

1 1 1
——<In{14+-)<—-.
14+x X X

b/ Montrer que f est continue et dérivable a droite en O.
¢/ Montrer que f est dérivable sur ]0,+co| et que pour tout x > 0,
_ 12,2 1 1
£ =32 [1n (14+4) = 55 .
d/ Dresser le tableau de variation de f.

)

X -

2. Pour tout réel x > 0, on pose g(x)
al Vérifier que pour tout x > 0, g’(x) = 2x° {ln (1+ %) - ﬁ] .
bl Montrer que 1’équation g(x) = 1 admet dans ]0, 4-co[ une solution unique ¢ et que 1 < o < 2.

3. Montrer que f admet une bijection réciproque 4 et tracer &.

Partie B :
. . . up € ]0, OC[.
On considére pour tout n > 0 la suite (u,) définie par :
Upy1 = h(u,) VYn € IN
1. Montrer que pourn € INona: 0 <u, <.
2. al Montrer que g(]0, a[) =]0,1].
b/ En déduire que la suite (u,) est strictement croissante.

¢/ Déterminer la limite de la suite (uy,).
Partie C:
On définie sur [0, +oo[ la fonction F par : F(x) = [ f(t)d.
1. a/ Etudier le signe de F(x) pour tout x > 0.

b/ Déterminer le sens de variation de F'.



¢/ Montrer que pour tout x > 1, F(x) < (1 —x)In2. En déduire la limite de F' en +-oo.

B n2 x*

2. a/ Montrer que pour tout x > 0, F (x) = T Zln (1+ %) + % fxl l%dt-
5 3 2 1 4
bl En déduire que pour tout x > 0, F(x) = i % +x§ — ;ﬁ + Zln(l +x)— %ln (1+1).

3. Calculer I’aire , en unités d’aires, de la partie du plan délimité par &, 1’axe des abscisses et les droites
d’équation respectives : x =0etx = 1.
Exercice 35 (6 points)
er
e +1 .
et soit C sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthonormé (O, i,]")

L. Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =

1. (a) Calculer liIJIrl f(x) et lim f(x). Interpréter graphiquement les résultats.
X—34o0 X—y—o0

2%

(b) Montrer que pour tout réel x on a : f’(x) = @&+

Dresser le tableau de variation de f.

2

(d) Donner une équation cartésienne de la tangente (T') a2 C au point .

1
(c) Montrer que le point I (O, —> est un centre de symétrie de C.

1
2. (a) Montrer que pour tout réel t on a : f'(t) < X
(b) En intégrant les deux membres de 1’inégalité précédente, montrer que pour x > 0
1
ona: f(x) < §(x+1).

(c) Déterminer alors la position de C par rapport a (T).
3. Tracer (T) et C dans le repere (0,1, j) (anneexe 1) de la page 4.

4. (a) Montrer que f réalise une bijection de R sur]0,1[.
(b) Exprimer f~1(x) en fonction de x.

(c) Construire, dans le méme repere (0,1, ), la courbe (C') de .

5. On désigne par & I’aire, en u.a, de la partie (E) du plan limitée par la courbe (C), I’axe des abscisses

et les droites d’équations x = —1 etx =0.

2
Montrer que &/ =1+1In (m)

IL. On considere la suite (Z,) définie pour tout entier naturel non nul n par :

1. Calculer Ip+I;. Déduire (Io).

2. (a) Montrer que (I,) est décroissante et positive.

(b) En déduire que (I,) est convergente.
3. Montrer que pour tout entier naturel non nuln,ona: I, < o
n

4. Trouver la limite de la suite (I,) .



Probléme 36

Dans tout le probleme on admettra que lim x"e™*

=0 pour tout entier naturel .
X—r+oo

Partie A
Soit g lafonction définie sur R par g(x) = 1 — (x> —2x+2)e™*
1. a) Calculer la limite de g en +-oo.

b) Vérifier que g(x) =1—(1— % + x%)xze_x pour tout nombre réel x # 0. En déduire la limite de g en +-co.
2. On admet que g est dérivable sur R.

a) Calculer la dérivée g’ de g et vérifier que g'(x) = (x —2)%e ™.

b) En déduire le signe de g’(x).
3. Etablir le tableau de variation de g.
4. a) Démontrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique sur R.

b) On désigne par ¢ cette solution.

Donner un encadrement d’amplitude 10~! de o.
5. Déduire de ce qui précede que :
Vx €]—oos0x[; g(x) <0 et Vx €]o;+oo[; g(x) >0
Partie B
Soit f 1a fonction définie sur R par f(x) =x— 1+ (x* +2)e ™.
1. a) Vérifier que f(x) =x[1— 1+ (x+ %)e‘x] pour tout réel # 0 .
En déduire la limite de f en —co.

b) Calculer la limite de f est dérivable en +co.

2. On admet que f est dérivable sur R.
Calculer la dérivée f’ de f et vérifier que f'(x) = g(x) pour tout x réel.

3. En déduire, a I’aide de la partie A, les variations de f et donner son tableau de variation.
4. Démontrer que f(ot) = a(1+2e~%).
5. a) Démontrer que la droite (A) d’équation y = x — 1 est asymptote oblique a (C) en +-co.

b) Préciser la position de (C) par rapport a (A).
6. Donner une équation de la tangente (7') a (C) en son point d’abscisse O.

7. Tracer (A), (T) puis (C).



Probléme 37 (11 points)

Les deux parties I et 1 sont indépendantes .

Partie I (2,25 points)

Soit g la fonction numérique définie sur | — 1, +oo[ par: |g(x) =In(x+1)+ e

x+1
1) a) Montrer que lim g(x) =40 et lim g(x) = —oo. (0,5 pt)
X—+o0 x——11
/ x+2 x—2
b) Montrer que pour tout x €] —1,+eo[: g'(x) = Gt Ip +(x+1)e = (0,5 pt)
x
2) Vérifier le signe de g’(x) et dresser le tableau de variations de g . (0,75 pt)
3) Ondonne g(0)=0. Déterminer le signe de la fonction g sur]— 1, oo . (0,5 pt)

Partie I (6 points)

Soit f la fonction numérique définie sur | — 1, +oo[ par: | f(x) =xln(x+ 1)+ (x—1)e* 2 +e72

1) a) Montrer que lim f(x) =40 et lim f(x) = oo. (1 pt)
x——1t X—poo
L) - PR .
b) Montrer que 11r41_1 —— = +oo, puis interpréter géométriquement le résultat . (1 pt)
X—+oo X
¢) Etudier les branches infinies de la courbe (€) représentative de f. 0,5 pt)
2) a) Montrer que pour tout x €] —1,+oo[: f(x) —x=x(In(x+1)— 1)+ (x—1)e* 242 (0,25 pt)
b) En déduire que f(x) <x pourtout x €]0,1]. (0,75 pt)
¢) En déduire que I’équation f(x) = x admet une unique solution ¢ dans |0, 1]. (0,75 pt)
3) a) Montrer que pour tout x €] —1,4+o0[ 1 f/(x) = g(x) . (0,75 pt)
b) Dresser le tableau de variations de la fonction f sur | —1,4co|. (0,5 pt)
4) Construire la courbe (%) dans un repére orthonormé (0,7, ) . (1 pt)

5) a) Vérifier que F est une primitive de f, sachant que : ’F (x) = "25 Ln(x+1) — % + 34 (x—2)e 2 +xe*2‘. (0,75 pt)

b) Montrer que ’aire ./ du domaine délimité par la courbe (%), I’axe des abscisses

1 1 3
et les droites d’équations x=0 et x=1 est: =13 + . (0,75 pt)
e e

Partie III (2,75 points)

Soit (U,) la suite numérique définie par : Uj €]0,1[ et U,y = f(U,) (neN).

1) Montrer par récurrence que : 0 < U, < 1 pourtout n € N. (0,75 pt)
2) Montrer que la suite (U,) est décroissante . (0,75 pt)
3) En déduire que la suite (U,) est convergente et déterminer sa limite . (1,25 pt)
Probleme 38

L. Soit g, la fonction définie sur |0; +oo [ par :
gn(x)=x—n-+ glnx.

1. Etudier les variations de g,. Déterminer les limites de g, en 0 et en +oo.



2. a. En déduire I’existence d’un réel positif a,, unique tel que g, (a,) = 0.
b. Montrer que : 1 < a, < 2.
c¢. Montrer que : In(a,) =2 — %an.
Exprimer g, (a,) en fonction de a, et de n. En déduire que a,; > a,.
3. a. Montrer que la suite de terme général a,, est convergente. On note ¢ sa limite.
b. En utilisant 2.c., calculer lim In(a,) et en déduire ¢.

n—r—+oo

c¢. Endéduire lim a,.
n——+oo

I1. Soit £ 1a fonction définie sur ]0; +oco par :

B 2x —Inx

Le plan est rapporté a un repere orthonormal (0 ik f) (unité graphique : 2 cm).

On appelle € la représentation graphique de f et 4 la représentation graphique de la fonction x — +/x.
1. Déterminer les limites de f en 0 et en +oo.

_ 81(x)

NG

2
3. Dresser le tableau de variations de f.
4

. Calculer f'(x). Vérifier que f'(x)

. Déterminer lim [f(x)—+/x]. Que peut-on déduire pour € ?

X—>+oo

5. Préciser les positions relatives de € et 6.

6. Dessiner % et 6.

II1. Etude de la suite (U, ) définie par : 2. Soit k un entier naturel tel que 0 <k <n-—1.
o X En utilisant les variations de f sur [1;+oo[, montrer que
Up=Y — (1 + ) .
= k! n k
1 k I+ 1 k+1
2 29x _Inx f<1+>§ (x)dx§f<l++>.
1. SoitJ:/ f(x)dx:/ dx. " " ! " "
1 1 2vx .
2 Inx 3. En déduire que :
a. Calculer J = / ——dx al’aide
2y /) f(1)
d’une intégration par parties. Y < J<U, < -
b. En déduire J.
1 2
Puis : Q §U,,<J+L).
n n
et lim U,
n—r—-o0

Probléme 39 (10 points)

On considere la fonction f définie sur [0; +oo par :
-1
flx)= ¢ ol On désigne par (Cy) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé
xe
(0:1, ) (unité graphique : 4 cm).

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire.
Soit g la fonction définie sur [0;+oo[ par: g(x) =x+2—e".
1) Etudier le sens de variation de g sur [0; +oo[ et déterminer la limite de g en +oo puis en déduire le tableau de

variation de g.



2-a) Montrer que 1’équation g(x) = 0 admet une solution unique & dans [0;+o] et que 1,14 < a < 1,15. b)

En déduire le signe de g suivant la valeur de x.

. : e'g(x)
Partie B : 1-a) Montrer que pour tout x € [0;+oo[, f/(x) = et 1)
xe
b) En déduire le sens de variation de f sur [0; o] .
1—e™
2-a) Mont =—,V 0; 00| .
a) Montrer que f(x) o x € [0; 400

b) En déduire la limite de f en +oo. Interpréter graphiquement le résultat trouvé.

3) Montrer que : f(a) = wrl
4) En utilisant I’encadrement de ¢ établi dans la question (A-2), donner un encadrement de f () d’amplitude

1072,
5) Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe (Cy) au point d’abscisse 0.

3 Hu
6—a)/ Etablir que Vx € [0;+oo[, f(x) =x+ W
b) Etudier le sens de variation de la fonction U sur [0;+oco[ . En déduire le signe de U(x) . c¢) Déduire des

avec U(x) =¢" ' —xe*—1.

résultats précédents la position relative de (C) par rapport a (T).

d) Représenter graphiquement (Cy) et la tangente (T).

Partie C : 1-a) Déterminer une primitive F de f sur [0;+oo].

On pourra utiliser I’expression de f(x) établie dans la question (B-2).

2) On note (D) le domaine délimité par (Cy), (T) et les droites d’équations x =0 et x=1. Calculer, en cm?
I’aire A du domaine (D).

3) Pour tout entiern > 0, pose :  V, = / flx)dx .

a) Calculer Vy, V) etV, . b) Interpréter graphlquement V.

¢) Montrer que pour tout n>2, f(n+1) / fx)dx < f(n).

En déduire que V4 <V, ; étudier la monotonie de la suite (V).

d) Déterminer la limite de la suite (V,).

Ondonne: e~2,72; e"*~3.12; ¢"15x3,16.

Bonus : On marque n points sur un cercle (n > 3). On en choisit 2 au hasard. a) Quelle est la probabilité pour
qu’ils soient consécutifs.

b) Méme question lorsque les n points sont sur une droite.

« Bonne chance »



Exercice 40

On considere la fonction numérique f définie par : f(x) = 2x + 1 — xe*~!. On note (Cf) sa courbe représentative

dans un repere orthonormé (o 0, f) d’unité graphique 2cm.
PARTIE A
Etude de f et construction de (Cf)
1°) Calculer les limites de f en —oo et en oo
2°) Démontrer que la droite (A) d’équation y = 2x + 1 est une asymptote a la courbe (Cf) en —oo
et préciser la position de (Cf) par rapport a (A).
3°) a) Calculer la dérivée premiere f’ et la dérivée seconde £ de f.
b) Etudier les variations de f° et dresser son tableau de variations.
¢) Calculer £’(1) et en déduire le signe de f’(x) pour tout réel x.
d) Dresser le tableau de variation de f.
4°) Montrer que 1’équation f(x) = 0 admet deux solutions o et B tels que 1,9 < o <2 et
—-0,6 <pB <-0,5.
5°) Calculer la limite de f(xx) quand x — 40 puis tracer (A) et (Cf)
PARTIE B (Recherche d’une approximation de o)
On considere la fonction g définie sur I’intervalle | 0; +oo[ par
g(x)=1+In <2+)1(>
1°) Démontrer que I’équation f(x) = 0 équivaut & g(x) = x sur |0; oo
2°) Etudier les variations de g
3°) Soit I =[1,9;2].
a) Montrer que pour tout x € I, g(x) € I
b) Montrer que pour tout x € I, |g(x)| < §
4°) Soit (U,) la suite numérique définie par : Uy = 2 et U, = g(U,) pour tout n de N.
a) Montrer que pour toutnde N ; U, € L.
b) Démontrer que pour tout n de N ; |Uy, 41 — a] < é |U, — |, puis, que
Un—al < (5)" % 75
¢) En déduire que la suite (U, ) converge et préciser sa limite.
PARTIE C (Calcul d’aire)
1°) En intégrant par parties, Calculer J = / ’ xeX ldx
2°) a) Calculer en unité d’aire (ua), I’aire A1 de la portion du plan limitée par la courbe (Cf),
I’axe des abscisses et les droitesld’équations x=1letx=0«a

b) Montrer que A = (ot — 1) (a - oc>

Ondonne e=2,72; " ~246; e 9 ~022; e °~0,20; In(3) ~ 0,92 et In(75) ~0,93.




Probléeme 41 D’ANALYSE (FONCTIONS NUMERIQUES)

A) Soit g la fonction définie sur |0, 4-oo| par:

g(x) =1+xInx
1) Montrer que la fonction g est décroissante et I'intervalle [0, 1] et croissante sur I'intervalle [1;-+oo]
3) En déduire que: Vx € [0;+o0[;g(x) >0

B) Soit f la fonction numérique définie par:

S S S
f(x) T xin six >

f(0)=0

—

(C) Est la courbe représentative de f dans un repere orthonormé (0;i; /) d’unité 2cm

1) Montrer que la fonction f est continue a droite en O
2) Montrer ZETOO f(x) = 0 puis interpréter le résultat géométriquement
3) a) Montrer que f fest dérivable a droz de O puis en déduire que (C) admet une demi-tangente (7') d’équation
y =x au point 0
b) Montrer que la courbe (C) est au-dessaus de (7') sur [0; 1] et au-dessous de (7') sur I'intervalle [1;+oo]
4) a) Montrer que : (Vx € [0, +oo[: f'(x) = (14:1;111;)2
b) Dresser le tableau de variation de f sur [0; 40| en justifiant votre réponse
5) Tracer (T') et la courbe (C) dans le repere (0,7, )
6) Déterminer graphiquement le nombre des solutions de I’équation
(E): 1 =2x+zlnx =0, en justifiant votre réponse
7) Soit h la restriction de f sur I’intervalle [1;+oo].
a) Montrer que 4 admet une fonction réciproque 2~ définie sur un intervalle J & déterminer
b) Tracer (CH ") la courbe de ! dans le repere (0;1, /)
8) Soit A I’aire en cm? du domaine délimité par la courbe (C) et ’axe des abscisses et les droites d’équations
x=letx=e
a) justifier que (Vx € [0,+o0]): f(x) <1

b) Montrer que (Vx € [1,¢]): 1 — = < f(x)



