Nombres complexes — Forme trigonométrique d’un complexe

Exercices corrigés

Sont abordés dans cette fiche :

e Exercice 1 : affixe d’un point, représentation d’un point-image dans le plan complexe, argu
complexe par lecture graphique Q

o [Exercice 2: module et argument d’un complexe, transformation d’une forme aIget@e n forme
trigonométrique

o Exercice 3 : reconnaissance d’une forme trigonométrique, propriétés des argumen

o Exercice 4 : puissance d’un complexe, formule de Moivre, module et argument d’un produit

e [Exercice 5 : valeur exacte d’un angle oriente, partie réelle et partie imggin un complexe

o [Exercice 6 : résolution d’une équation de degré 2 a une inconnue dans IV e des complexes

o [Exercice 7 : résolution d’une équation de degré 4 a une inconnue C

o [Exercice 8: détermination d’un lieu géométrique / caractéri ‘un ensemble de points (droite,
demi-droite, cercle, demi-cercle...) O

Remarque préliminaire :

Un nombre complexe peut généralement étre pré Sous trois formes (algébrique, trigonométrique et
exponentielle). Une forme trigonométrique ser@ tiellement en géométrie aux calculs de distances et
d’angles et s’avere tres efficace pour le produit uotient de complexes, le calcul de puissances..
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Exercice 1 (2 questions) Niveau : facile

1- Placer, dans le plan complexe, les points 4, B, C, D, E, F, G et H d’affixes respectifs :
zy =3 Zc = 21 zg=1+1i zg =3—3i
ZB=_2 ZD=_3I: ZF=1_i ZH=_2_2'

2- Préciser, sans calcul mais a 1’aide de considérations géométriques ou par simple lecture graphique,uUn
argument de chacun des nombres complexes z,, zg, z¢, Zp, Zp, Zg, ZF, Z¢ €t Zy.

Correction de I’exercice 1

1- Plagons, dans le plan complexe muni du repere orthonormal direct (@;%; es points A, B,C, D, E,
F,GetH.

Rappel : Point-image d’un complexe et affixe d’un point

Soit (0 ;1 ; ¥) un repere orthonormal du plan.

A tout nombre complexe z = a + bi (avec a et b réels); I(peut L SRR " M(z)
associer I’unique point M de coordonnées cartésiennes(g ; b).
On dit alors que M est le POINT-IMAGE@}I que z est 1 <

o | u a

I’AFFIXE du point M. 1

L’axe (O ;) est appelé AXE DES RE E@t laxe (0 ; V) est appelé AXE DES IMAGINAIRES PURS,
Le plan est quant a lui appelé PL AN PLEXE.

o z,=3=3+40i E

A, de coordonnées (3 @'I donc le point-image de z,4.

o zZp=-— —24 0i
B, de coordonnées'(—2 ; 0), est donc le point-image de zg. E

T g !
o éﬁ =0+2i S | 3
oordonnées (0 ; 2), est donc le point-image de z.. >

<

B o u 1A
zp = —3i =0+ (—-3)i 5 5
D, de coordonnées (0; —3), est donc le point-image de zp,. L ' F
o zp=1+i=1+1i [ TL A _9 !
E, de coordonnées (1 ; 1), est donc le point-image de z.
I G

o zp=1—-i=1+(-1)i
F, de coordonnées (1; —1), est donc le point-image de z.
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Z =3—3i =3+ (-3)i
G, de coordonnées (3 ; —3), est donc le point-image de z;.

Zy=—2—-2i=—2+(=2)i

H, de coordonneées (—2; —2), est donc le point-image de z.

2- Précisons un argument de chacun des nombres complexes z4, zg, ¢, Zp, Zg, ZF, Zg €t Zy.

Soit (0 ; u ; v) un repére orthonormal direct du plan complexe.

Tout point M(z) du plan complexe, distinct de 0, posséde aussi des M(z)
;8 { r=0M "
r; 0) avec S o
' 0 =(d;0M 5
(v ;0M) v A o
Le de z est le nombre réel positif (non nul), not¢ | 5

r, tel que r = OM.
Un de z, noté arg(z), est une mesure exprimée enlradians de I’angle orienté (ﬁ ,W)

L’écriture z = r(cos 6 + i sin 0) est appelée du complexe z.

arg(z,) = (4 ,ﬁ) = 0 (mod 2m)

SN A y direct
En effet, les vecteurs u et 0A ont méme direction et méme i ] sens dree
sens. R
y 3
On peut aussi remarquer que, comme A est ol % —> "4
sur I’axe des réels positifs, arg(z,) = 0 (med 27).
arg(zp) = (4; WB)) = 1 (mad 21) .
En effet, les vecteurs i et OB.onf méme direction mais | (#;0B)
sont de sens contraire. /
—2 v
On peut aussi-remarquer que, comme B est . ol

sur I’axe des réels négatifs, arg(zg) = m (mod 2m).

arg(z8= (;0C) = g (mod 2m)

En effet/“d2une part (ﬁ;ﬁ) = (U ; V) et, d’autre part, le C
repere (0% ; v) est orthonormal direct.

(ﬁ;O_C’)
(0 ; u ; v) est orthonormal direct signifie que : )\
(@) =5 (mod 2m) et |[]] = |I3]l = 1 3
On peut aussi remarquer que, comme C est 0| u

sur l’axe des imaginaires purs de partie imaginaire
- T
positive, arg(z;) = 5 (mod 2m).



o arg(zp) = (ﬁ;ﬁ) = —% (mod 2m)
car (4;0D) = (i ;—7) = (17;13’)+7r=%+n(m0d27r)
_37‘[
2

<Y

(mod 2m) = —g (mod 2m) »

Remarque : On peut aussi remarquer que, comme D est
sur l’axe des imaginaires purs de partie imaginaire (ﬁ;O_D))
négative, arg(zp) = —g (mod 2m).

o arg(zg) = (ﬁ;ﬁ) =% (mod 2m)

En effet, la demi-droite [OF) est la bissectrice de I’angle
(u;v).

o arg(zp) = (U ,ﬁ) = —% (mod 2m)
En effet, la demi-droite [OF) est la bissectrice de I’angle (: )

(U;-v). P
O (@:07)
S LI,

o arg(zg) = (i;06) = (i;0F) = —Qnod 2m)

<
W)
N
\ 4
l
w

. @1) = (ﬁ;ﬁ) = _%Tn (mod 2m)
3

ﬁt, la demi-droite [OH) est la bissectrice de 1’angle R
- 25). _y v
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Exercice 2 (1 question) Niveau : facile

Donner une forme trigonométrique des nombres complexes suivants :

z; = 2011 7y = —29i z; = —V2+iV2
z, = —1980 zs = 2+ 2iV3 3 3V3

Zg = —Z'l'Ti
Z3 = 2000i Zg = 3 -3

Correction de I’exercice 2

Rappel : Forme trigonométrique d’un complexe 4
Soit (0 ;1 ; v) un repére orthonormal direct du plan complexe et soit M le point d’affixe z = a + bi (ol a et b
désignent des réels non tous nuls). x

e Le MODULE de z est le nombre réel positif, noté r, défini

par: 7 = v/ a? + b? Ob ---------------- M(z)

o Un ARGUMENT de z (z # 0), noté arg(z), est une me@

7/ v 4 P
_ cos @ >
de ’angle orienté (i ; OM), définie par : < &Tp 0| u a
si -
r

e L’écriture r(cos® +isinf) est une @ME TRIGONOMETRIOQOUE de z, avec |z| =71 et
arg(z) = 6 (mod 2n). 4

>

”\

Remarques importantes : / :V
o |l existe plusieurs formes y'g ométriques d’un méme complexe z non nul puisqu’il existe plusieurs
arguments de z.
e Lenombre compl z = 0 n’admet pas de forme trigonométrique puisqu’il n’a pas d’argument.

Rappel : Valeurs‘trig%ﬂétriques remarquables / cosinus et sinus d’un angle 8 € [0 ; ]| (mod 2m)

: @ 9 n n n n 21 3 51 .

A 6 4 3 2 3 4 6
: 1

co 1 E E l 0 - _E _E -1
2 2 2 2 2 2
1

no 0 1 V2 V3 1 V3| V2 z 0
2 2 2 2 2 2

Pour les valeurs de cos 8 et sin 6 avec 8 € [—m; 0] (mod 2m), on utilise la parité de la fonction cosinus et

I’imparité de la fonction sinus ; en I’occurrence, pour tout 8 réel : cos(—8) = cos(6) et sin(—6) = —sin(0).

» Donnons une forme trigonométrique du nombre complexe z;.
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z; = 2011 = 2011 + 0i
Déterminons tout d’abord le module r de z;.

r=|z| =+2011% 4+ 0% = 2011

Déterminons désormais un argument 6 de z;.

2011

. cos O = 20—1 =1
0 = arg(z,) est défini par 0 donc 6 = arg(z;) = 0 (mod 2m)
sinf = m =0

Proposons enfin une forme trigonométrique de z;.

zy =1r(cos@ +isinf) = 2011(cos0 + isin0)

Donnons une forme trigonométrique du nombre complexe z,.
z, = —1980 = —1980 + 0i

Déterminons tout d’abord le module r de z,.

r=lz,| = \/(—1980)2 + 02 = 1980

Déterminons désormais un argument 6 de z,.

—1980
o cos = 1980 =AN
0 = arg(z,) est défini par 0 donc 6 = arg(z,) = m (mod 2m)
sinf = m =0

Proposons enfin une forme trigonomgtrique de z,.

z, =1r(cos O + isinf) = 1980(cos  + i sin )

Donnons une forme trigonométrique du nombre complexe z.
z3 = 2000 = 02000

Déterminons:tout d’abord le module r de z;.

r. =\zy| = +/ 0%+ 2000% = 2000

Déterminons désormais un argument 6 de z;.
0
cosO = W =0
000

sinf = mzl

6 = arg(zs) est défini par

NN

donc 6 = arg(z3) = g (mod 2m)

o

Proposons enfin une forme trigonométrique de z.



T T
z3 =1(cosf +isinf) = 2000 (cosE + isin E)

Donnons une forme trigonométrique du nombre complexe z,
Zy = —29i = 0+ (—29)i

Déterminons tout d’abord le module r de z,.

r=lz,] = /02 + (—=29)% = 29

Déterminons ensuite un argument 6 de z,.

0
o cost) =55=0
0 = arg(z,) est défini par

_99 donc 6 = arg(z,) = —% (mod 2m)
sin@ = W =-1

Proposons enfin une forme trigonométrique de z,.

z, =71(cosf +isinf) = 29 (cos (_7”) + isin (_Tﬂ))

Donnons une forme trigonométrique du nombre/gomptexe z

zs =2+ 2iV3 =2 + 2V3i

Déterminons tout d’abord le module r de zs

r=|zg| = /22+(2\/§)2=\/4+4x3=4

Déterminons désormais un argument 6 de zs.

s roso=5=5 .
0 = arg(zs) est définivpar . 23 3 donc 6 = arg(zs) = 7z (mod 2m)
sinf = T = 7

Proposons enfin“tine forme trigonométrique de zs.

T s
zs =4(co8'0 + isinf) = 4(cos§+ ising)

Donnons une forme trigonométrique du nombre complexe z,

Zg=3—3i=3+(=3)i

Déterminons tout d’abord le module r de z,.



r=|zg| = /32 +(=3)2=3V2

Déterminons désormais un argument 6 de zg.

cosf = 1_J2
- 32 20 2 -
0 = arg(z,) est défini par BJ_ ‘/17 7 donc 8 = arg(ze) = Tﬂ (mod 2m)
sinf = 3\/— T = T
Proposons enfin une forme trigonométrique de z. O
. . — _7-[ 3 . _7-[
2 = r(cos O + isinf) = 3v/2 (cos (T) + isin (T)) Q

« Donnons une forme trigonométrique du nombre complexe z-. . %
2y = —NT 4 VZ = 3+ 2 N

Déterminons tout d’abord le module r de z;. &

r=|z7|=J(—ﬁ)2+ﬁ2=2 C)
Déterminons désormais un argument 6 de z,. @

_J2

cosf = 2

don g(z7) = 4 (mod 21)
sinf = — 4
Proposons enfin une forme trigonom@gae Z7.

L 3p > 3n
Z7 =r(c059+lsm9)=2(%4 +lsmr)

« Donnons une f% trigonométrique du nombre complexe zg.
[ 4

6 = arg(z,) est défini par

Déterminons tout d’abord le module r de zg.

et = () (2E) < [ B
N A 4 ) T J16 16 (16 4 2

Déterminons désormais un argument 6 de zg.
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6 = arg(zg) est défini par

sinf = 4 =
\ 3

donc B = arg(zg) = 2?71 (mod 2m)

5
N[ G

Proposons enfin une forme trigonométrique de zg.

o 3 2 2w
28=r(cost9+lsm9)=§(cos—+lsm—)

3 3

Exercice 3 (2 questions) Niveau : facile

<

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes z;, z, et z; suivants et %uire un argument.

Zy = —2 (cos%+isinz) ZZ=—3(cos%+isinE) Z3 =\/§(cosg—isinz)

6 4 3

Correction de I’exercice 3

o
e Soit le nombre complexe suivant : 6
T VA
Z ‘='1 —2:( cos 3 + isin E)

Remarque : z; n’est pas écrit sous a s @e trigonomeétrique z; = r(cos 6 + isin @) (avec r > 0) car —2 est

négatif. Il convient donc de transfo [P€criture de z;.

/

> 1% méthode :

Rappel : Relations trigo triques / Angles associés
Pour tout x réel, a ,
@ /s _ ) | s o
cos(TT + X)h=\— cos x cos(z+x) = —sinx cos(z—x) = sinx cos(T — x) = — cos X
- — —si s s  sin(T— x) = si
sin( = TSmX i (— + x) =cosx sin (— — x) =cosx = Sin(m—x)=sinx
| 2 | 2 |

,‘ ! !

T s s s s s

z; =—2(cos—=+isin=)=2X(—1){cos—=+isin—)=2| —cos——isin—

L ( 6 6) ( )( 6 6) 6 6

—cosX —isinX

= 2| cos (n +%) +isin (n +%) =2 (COS%T"' isin%T>

cos(m+X) sin(r+X)

Nombres complexes — Forme trigonométrique d’un complexe — Exercices corrigés

© SOS DEVOIRS CORRIGES (marque déposée)




Une forme trigonométrique de z, est donc :
5 ( m +isi 77r)
CoSs 6 1SIn 6

7T
Un argument de z, est par conséquent e

2°M méthode :

Rappel : Propriétés des arguments

Pour tout z € C*, 0+

o argz= —argz (mod 2m) ﬂt 6

o arg(—z) =argz + mw (mod 2m)

o arg(—z) =m—argz (mod 2m)

&\% M, (2)

On peut aussi utiliser la relation arg(—z) = argz + m (mod 2m) ave@&m En effet,
s s s s s s
=-2 (cosE + isin 6) [2 (COSE + isin 6)] =—z avecOZ (COSE + isin 6) etargz = 3

Dés lors, argz, = arg(—z) —argz+7r—7r/6+1t ,@
e Soit le nombre complexe suivant : 1 O

—3 cos—+ isin )
b 4
Remarque : L’écriture de z, n’est de la forme z, = r(cos 8 + isin ) (avec r > 0) car —3 est négatif. Il
convient donc de transformer ure de z,.

> 1% méthode :

- co% % COS——lSIIlZ) 3(cos (n+%)+isin (n+%))
Une form

métrique de z, est donc :

3 5@ 5m
A& (cos T + isin T)

57
Un argument de z, est par conséquent Ve

> 2°™ méthode :

On peut aussi utiliser directement la relation arg(—z) = argz + m (mod 2m) avec z = /4. En effet,

Z, = -3 (cos%+ ising) =— 3(cos%+ isin%)] = —zavecz = 3(cos%+ ising) etargz =%
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Dés lors, argz, = arg(—z) = argz+m =n/4+nm =5n/4

o Soit le nombre complexe suivant :

Z3z = ﬁ(cosg— isin%)

Remarque : L’écriture de z3 n’est pas de la forme z3 = r(cos 8 + i sin ) (avec r > 0). Il convient don
transformer 1’écriture de z3.

On utilise la parite de la fonction X @ Xet
I’imparité de la fonction X sié X .)En effet,

2 =3 (_) -3 (_) pour tout X réel,
Une forme trigonométrique de z est donc :
V3 (COS (—371) + isin (—371)) N%

> 1% méthode :

Un argument de z; est par conséquent — % o
> 2°™ méthode :
On peut également utiliser la relation argz = —argz (mo 76 avec z = 7r/3 En effet,
T T
Z3 = \/§(cos§ — isin 3) =zavecz= cos—‘+ l& etargz =

Dés lors, argz; = arg(z) = —argz = —n/3 E

Exercice 4 (1 question) Niveau : moyen

. 1 ) i
Ecrire le complexe (\/§ @ sous forme trigonométrique.

Correction de ’exercice 4

Soit z le flombre complexe tel que z = v/3 — i.

—1=+V3+(-1)i

Déterminons dans un premier temps le module r de z.

r=|z| = \/(\/5)2 +(—-1)*=2

Déterminons dans un second temps un argument 6 de z.
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cosf =

0 = arg(z) est défini par donc 6 = arg(z) = %ﬂ (mod 2m)

SR b

sinf =
Proposons désormais une forme trigonométrique de z.

z=1r(cosf +isinf) =2 (cos (%ﬂ) + isin (%ﬂ))

Posons Z = 72012,

> 1% méthode : O

— T\ 12012 T 2012

2 = 2200 — [2 (cos(22) + tsin ()] = 2200 x (cos (<) # a5 (- %

Rappel : Formule d’Abraham De Moivre

Pour tout réel 6 et pour tout entier n, ¢

(cos @ + isinO)" = cos(nh) + isin(%\’

Ainsi, Oo
7 =222 x (cos (=) + sin (%n))2012 = 27012 x (CO 212 x (_?n)) +isin (2012 X (_?n)»

1006 1006 &
= 22012 (cos (— 3 n) + isin( n))

or, 4 Rappel - Comme 2 /3 est une mesure
10067’[ 10081’[ 2T 2@ de D’intervalle ] —1; 77.'], on dit que
= 336n3 168 x 21 + 2=

3 3 Y 2m/3 est la MESURE PRINCIPALE

de I’angle —1006m/3.
Autrement dit, c‘

1006 1006w 2T 2T
7 = 27012 (cos (— i sin (— 3 )) = 22012 <cos <?) + isin <?>>

En conclusion, le mod@ile de Z = (v3 — i)™ est 2212 et un argument de Z est 2rr/3.

> Zém:iﬁét ode :
Raptl : Module et argument d’un produit

ue soient les nombres complexes non nuls z et z’,
|z x Z'| = |z| x |Z']| arg(zz') = argz + argz' (mod 2m)
Quel que soit le nombre complexe non nul z et quel que soit 1’entier naturel n,

|z = |z|" arg(z™) = nargz (mod 2m)
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Commencons par déterminer le module de Z.

|Z] = |22012] = |7|2012 = 22012

Donnons désormais un argument de Z.

2012 T 1006w 1008 2w 2T
argZ = argz =2012argz = 2012 X (—g) T +? = 3367 +?

2w 2w
= 168 X2n+?=? (mod 2m)

Il en résulte que : O
21 21
7 = 22012 (cos (?) + isin <?>) % o

Exercice 5 (4 questions) Niveau : facile

1- Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes&i@ :

zy=—-1—1 Z =712,

2
3

4

Déterminer la forme algébrique de Z S{E

En déduire les valeurs exactes de cos @

Donner les valeurs exactes de cos =— 12 et

Correction de I’exercice 5

1- Ecrivons sous forme tr@ométrique les nombres complexes z;, z, et Z.

O

e Donnons tout (@rd une forme trigonométrique du nombre complexe z; = —1 — i.

2 =—1—i (—1)i

Déterr@e module r de z,.
@;I = J(—l)z +(-1)*=+2

Déterminons un argument 6 de z;.

cost9—_—1—_—‘/E
72

sin 6 e =2

7 2

6 = arg z, est défini par donc ® = argz, = % (mod 2m)
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Proposons désormais une forme trigonométrique de z,.

5n RY/4
zy =1r(cosf +isinf) = \/E(COST + isinT)

« Donnons dorénavant une forme trigonométrique du nombre complexe z,.

Zy =l—§i =cos(_—n)+isin(_—n)

QO

« Donnons enfin une forme trigonométrique du nombre complexe Z = z;z,. o

Z est le produit des nombres complexes z; et z, non nuls

Donc, d’une part, \%
Z| = |212,] = |z1] X |25] = V2 x 1 =+2 é

D’autre part,

50 ,~my 15 4 17r
argZ = arg(z,z,) = argz, + argz, = - ( )

12:\ 12
De ce fait, une écriture trigonométrique de Z est: o &

117 117
Z=\/§<cos + isin ) EO

12 12
2- Déterminons la forme algébr@e Z.
PN~ S S O A S :}
= Z1Zy = i > > 21 [ > i 21
1 VA1 @)1 VA VE 1 (1 VA (V1
) 21$£_2 2 2 2T\ 2 2
iZ
=—1
11n 11m
S-Qw‘nons les valeurs exactes de cos 5=~ T et sin——-
els : Partie réelle et partie imaginaire d’un complexe

Soit z un complexe écrit sous sa forme algébrique z = a + bi (avec a et b réels).
o Onditalorsque aestla PARTIE REELLE de zeton lanote a = Re(z).
o Ondit par ailleurs que b est la PARTIE IMAGINAIRE de zeton lanote b = Im(2).
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D’apres la premiére question,

11m 111‘[) 11m 11m

Z=\/§<COSE+1511’1E \/ECOSE'F\/ESIDEL

D’ou:
11w 11w
Re(Z) = \/ECOSE Im(Z) = \/Esinﬁ

D’apres la deuxiéme question,

o
D’ou:

Re(Z)=—<%+§) 22

Rappel : Egalité de deux nombres complexes

Deux nombres complexes sont EGAUX si, et seulement si, j Qméme partie réelle et méme partie
imaginaire.

>
Ainsi, par comparaison des écritures algébrique et trigon strique de Z,

11n 11r V3 1

Re(Z) = —=—= Im(Z) = — =

e(2) = \/_cos12 ( ) O m(Z) = \/_sm12 >3

On a donc d’une part : @4
11 1 \/_ 11n 1++3\ V2
\/_cos—=— = (:)cos x—@cos—=— X —

2 2 2

11 <\/_+\/T®
< COS =
Et d’autre part %

11m &1 11n (x/_ 1) 1 _11n_<\/§—1) V2

V2 sin T_E@Sinf xﬁ(:)sm 12 - >

@171_\/3—\/7
12 4

Remarque - On sait que, pour tout X réel, cos® X + sin®* X = 1. Vérifions ici I’égalité avec X =

2 2

2

1in
12

cos?—— + sin?— =
16

111271 11127t_[_<\/_+\/_>l I\/_ \/_l (\/—+\/—) (\/— Vv2)’

Nombres complexes — Forme trigonométrique d’un complexe — Exercices corrigés

© SOS DEVOIRS CORRIGES (marque déposée)




2 2
V2 +2V2V6+6 +\/gz—2\/€\/§+\/§ _2+2VI2+6+6-2V12+2 16

16 16 16 ~16

, . T . T
4- Précisons cos 5 et sin 7

D’apres les formules sur les angles associés, on a d’une part :

T ( 117'[)_ 11w V2+V6\| _V2+6
cos o =cos(m——— )= —cos—— = 2 = O
cos(m—X) —cosX Q

)
Et d’autre part : %

oom ( 11n>_ 11m VJ6—A2
Slnlz—SII‘I T 12 = Sin 12 4 o

sin(r—X) sin X \(
T

Remarque © On peut vérifier ces résultats en utilisant les

formules trigonométriques d’addition / soustraction : < )
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a) sin(b)

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

&
x Il suffit de poser a = m/3 et b = w/4 car

3 4 12 12 12

sin(a — b) = sin(a) cos(b) — cos(a) sinﬂ T_nm_ 4_” — 3_7T -

Exercice 6 (2 questions) Niveau : facile

Résoudre dans C 1’équation z + 5= 1 d’inconnue z et donner les solutions sous forme trigonométrique.

Correction de I’exercice 6

Remargue prealable : Tres souvent, par commodité d’écriture, on écrit les solutions complexes d’une équation
sous leur forme exponentielle, voire algébrique, mais trés rarement sous une forme trigonométrique.
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L’équation z +% = 1 est définie si et seulement si z # 0.

Pour tout z € C — {0},

1 1 Z2+1-z ,
z+—-—=1z4+4-—-1=0——=02"—2z4+1=0

Z VA VA
L’équation z + 7= 1 nous amene donc a résoudre une équation du second degré a une inconnue

coefficients réels.

Rappel : Equation du second degré a coefficients réels O

Soit az® + bz + ¢ un trindbme du second degré (avec a, b et c réels tels que a # 0). A= b?

6
solutions de az®> + bz+ ¢ =0 factorisation de@%bz +c

=b= VA b+ »{5

2a 27" a(z—z1)(z—zy)
z; E Retz, ER

—b — i\/]A] —b + i,/]A]
g =—— Zy = ———— /7
A< 0 2a 2a % a(z = z)(z - z,)

A> 0 A=

f' A
o/

z1€Cetz, €C; 2z, =273 ;S

Posons A le discriminant du trinbme du secogﬂ 72—z+41.

A=(-1)?—-4x1x1=-3
A< 0 donc le trinbme admet deux ra@complexes conjuguées :
—(-1)—i [1-3] 1 Rappel : Conjugué d’un nombre complexe
A= 2x1 Le CONJUGUE du nombre complexe z = a + ib (avec a et b réels)
1 ++/3i

o 2

Z #F 0$ 0 donc les solutions, notées S, de I’équation z + % = 1sont:

‘44 G (1Bl 1443

o2 2

Ecrivons ces solutions sous forme trigonométrique.

est le nombre complexe, noté z, tel que Z = a — ib.

1_2@1.=%—§i=cos(_?n)+isin(%n) —1+\/§i

Z]_=

Nombres complexes — Forme trigonométrique d’un complexe — Exercices corrigés

© SOS DEVOIRS CORRIGES (marque déposée)




Les solutions, notées S, de 1’équation z + % =1sont:

s = {cos (_?”) +isin (_?n) ; cos (g) +isin (g)}

Exercice 7 (2 questions) Niveau : facile

Résoudre dans C 1’équation z* + 4z2 + 3 = 0 d’inconnue z et écrire les solutions sous forme trigor@nque.

Correction de I’exercice 7

L’équation z* + 4z2 + 3 = 0 est définie pour tout z € C, N ,
Posons Z = z. Alors z* + 4z2 + 3 = 0 devient Z2 + 4Z + 3 = 0. Ré 2+47Z + 3 =0, dinconnue Z.

Cette équation est une équation du second degré a coeffime@ et a une inconnue. En posant A le
discriminant du trinéme du second degré Z2 + 4Z + 3,ona A= 4x1x3=

A> 0 donc Z2 + 4Z + 3 admet deux racines réelles dlst{@

_—4—x/1_—4—2 —4+V4  —4+2

1= 7o0x1 L=y =7 =1

Or, comme Z = z?, il s’ensuit que z* = 40u z2=7,=-1.

D’une part,
L4 : 2 __ .

N I (\/?i)z N [\/gl ou z = v/3i L’équation X“ = a admet :

. . . . e lsolutionréellesia=0:X=0

Ecrivons ces solutions so@me trigonométrique. ) ) :

e 2 solutions réelles si a>0
—TT —TT
z=—V3i =3( +&i)=\/§(cos(—)+isin(—)) X=—VaetX=+a
o 2 2 . . _
e 2 solutions complexes si a <0 :
T T
N Mo ian(l X=—l|a|li etX = /|a|i
= \/§(cos (2) + i sin (2))

Ecrivons ces solutions sous forme trigonométrique.

z=—i=0+(=1)i = cos (_T”) + isin(%n)

=041 (ﬂ)_l_..(ﬂ)

z=1= i=cos(=)+isin(=
2 2
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En résumé, les solutions de I’équation z* + 4z% + 3 = 0 sont :

V3 (cos (_7”) + isin (_7”)) ; V3 (cos (g) + isin (g)) ; COS (_7”) + isin (_7”) et cos (g) + isin (g)

Exercice 8 (1 question) Niveau : moyen
Dans chacun des cas suivants, déterminer 1’ensemble des points M d’affixe z tels que : O
I N _ T

1- argz = v (mod 2m) 5- arg(z + l) = E (mod 21) Q

2- z2€eR™ -
6- arg

3- argz = argz (mod 2m) (Z 1+l
7- arg(z—2) =ar ( (mod 2m)

4- argz = arg(—z) (mod 2m)

Correction de I’exercice 8

1- Déterminons I’ensemble des points M d’affixe z tels que Q = % (mod 2m).

argz = — (mod 2m) & (u OM) =— (mod 2m) @

L’ensemble des points recherchés est la deml-' uverte R
d’origine O et passant par le point d’affi Q i sm v 4 n
4
Rappel : Notions de demi-droite &ermte ouverte 0 =ﬂ’
Une demi-droite est dite ouverte si int d’origine qui la limite N

n’appartient pas a la demi te considérée. La demi-droite
Par ce symbole "), on montre que le
]0x) est donc la demi-d x), privée de son origine 0. point O est exclu de la demi-droite

tracée en rouge.

2- Détermi I ensemble des points M d’affixe z tels que z* € R™.

; PP S . P A
Rappel actérisation d’un réel et d’un imaginaire pur A sens direct

T
[

réel avec Re z > 0 & argz = 0 (/mod 2m)

o zreelaveCcRez < 0 & argz = m (mod 2m) B
argz =1 argz = 0
e zimaginaire pur & z =0 ouargz = /2 (mod m)
e zimaginaire puravec Imz >0 & argz = /2 (mod 2m) -
. .. ar = —=
e zimaginaire puravec Imz < 0 & argz = —n/2 (mod 2m) &7 2
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z> € R™ © z? = 0 ou argz? = w (mod 2m)

& z=0o0u2argz = (mod 2m)

/[
< z=0o0u argz = (mod m)

<N
|-
>

L’ensemble des points recherchés est I’axe des imaginaires d’un
repére du plan complexe.

3- Déterminons I’ensemble des points M d’affixe z tels que arg z = argz (mod 2m).
Tout d’abord, observons que, comme arg Z = arg z, z # 0.
Pour tout nombre complexe non nul z,

z=r(cosf +isinf)avecr >0etd € R.

Par suite, Par'ce symbGle O, on montre que
le_point. O%€St exclu de la droite

Z=r(cos@ —isinf) = r(cos(—0) +isin(—@)) avecr > 0 et & € R.|,fracée en rouge.

Par conséquent,

argz = argz (mod 2n) & —6 = 6 (mod 2m)

& 20 =0 (mod 2n) © 0 =0 (mod ) © argz = 0 (mod 1)

U
| -
o

L’ensemble des points recherchés est la droite des\réels, privée
de P’origine O d’un repére du plan complexe.

7

>
>
[N
u

OI\

On pouvait également utiliser'I’iine des propriétés des arguments : argZ = —argz (mod 2m).

4- Déterminons I’ensemble des points M d’affixe z tels que arg z = arg(—z) (mod 2m).
Tout d’abord, observons que, ¢omme arg z = arg(—z), z # 0.
Pour tout nombre complexe non nul z,
z=r(cosf fisind)avecr >0etd € R.
Par suite;
—z4=+1r(cosO —isinf) = r(—cosB —isinfB) = r(cos(r + 6) + isin(m + 6))avecr > 0eth € R.
Par conséquent,
argz = arg(—z) (mod 2n) © 0 = + 6 (mod 2m) © 0 = m (mod 2m), résultat absurde puisque 0 # 7 !
L’ensemble des points recherchés est I’ensemble vide.

On pouvait aussi utiliser I’une des propriétés des arguments : arg(—z) = argz + n (mod 2m)



5- Déterminons I’ensemble des points M d’affixe z tels que arg(z + i) = % (mod 2m).

Rappel : Affixe d’un vecteur et argument d’un angle
A(zy) +

orienté (u ; AB)
. . - o arg(zp — 4)
Le plan complexe est muni du repére (O ;u ; v) orthonormal

direct. A est un vecteur non nul du plan et M, d’affixe z,,, est v . B(zg)
un point du plan tel que OM = AB. 0(2) — arg(zy — 7o)
Alors, O
« AB apour affixe zy — 2, M(zg — Zg)
o (u ,E) = arg(zg — z4) é ‘

Soit 4 le point d’affixe 7, = —i. \%
arg(z+1i) =— (mod 2m) & arg(z — L)) =— (mod 2m) & arg(ﬁgﬁ (mod 2m)
o (i;AM) = E (mod 2m) O

En outre, R 6%/
n m V3 V3 1.
3 3 1 ’O

1
Zgtcos—+isin—=—i+—+si=—7—2
A 6 6 2 2

2 411-
L’ensemble des points recherchés es i-droite ouverte

]AB) ou A et B désignent les poin es respectifs z, = —i
V3_1,

etZB—_ 2

\

Remargue : Pour placer ave@lsmn le point B, il est préférable

v

d’envisager une forme t;i étrique de son affixe. of i
\/§ 1 ) o T W B
ZB=7—§I,— S(rg)+l$ln(—g) A

se trouvent sur le cercle de centre O et de rayon 1.

Les po%et
i

$Determ1nons I’ensemble des points M d’affixe z tels que arg( i +l) %(mod ).

Rappel : Affixe d’un angle orienté (ﬁ ; ﬁ)))

Le plan complexe est muni du repere (O ;U ; v) orthonormal direct. A, B, C et D sont quatre points du plan,
d’affixes respectifs z,, zg, z. et zj tels que z, # zp et z; # zp. Alors,

Zp
(4B ; CD)—arg(Z _ZA)
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Soient A et B désignent les points d’affixes respectifszy =1 —ietzz =2 +i.

z—2-1\ m 4
SR P 1
z—(2+i 1 /!
& arg (z—— El — 3) =3 (mod 1) . ,’II
Z—2Zg\ T 0 u /l
© arg (Z—ZA) =3 (mod m) y
A

_— T
@(MhBM)zEUmd@

L’ensemble des points recherchés est le cercle de diamétre |JAB[ (diamétre privé des points' A4 et B).

7- Déterminons I’ensemble des points M d’affixe z tels que arg(z — 2) = arg(iz <. 1) (mod 2m).

Quels que soient les nombres complexes non nuls z et z’,

z |z| z /
|_,| _ 2 arg(;) =argz —argz (mod 2m)
z

1|
Pour tout z complexe, iz — 1 = i(z + i).

Ainsi, en posant A et B les points d’affixes respectifsyz, = —i et zz = 2

arg(z — 2) = arg(iz — 1) (mod 2rw) < arg(z - 2) = arg(i(z + 1)) (mod 2m)
& arg(z — 2) = argi + arg(z + i) Amad 21r)

& arg(z — 2) —arg(z + i) = argi (mod 2m) v oA
z—2 T Z—Z T
S arg( ) = — (mod 2n) & arg( B) = — (mod 2m) R B
z+1 2 — Zy 2 5 ————
i .-

& (AM ; BM) =g (mod 2m) < (MA; MB) =% (mod 21) P

sens direct

Ainsi, M appartient a 1’'un des demi-cercles ouverts de diametre [AB]. Plus précisément, M appartient au
demi-cefclesouvert de diamétre JABJ (privé des points A et B), tel que (M4 ; MB) soit dans le sens direct.

Veérifions cette affirmation en trouvant un point du demi-cercle. Testons I’égalité avec z = 0.

z—2 0—2 -2 —2i oo
arg (5 7) = are (g ) = are () =ane () = a0 =3

L’affixe de O Vvérifie I’égalité donc le point O d’affixe 0 appartient au demi-cercle ouvert de diamétre [AB].

L’ensemble des points recherchés est le demi-cercle ouvert de diametre JAB|, c’est-a-dire le demi-cercle
privé des points A(—i) et B(2), qui contient le point 0(0).



