Exercices sur les Primitives — Intégrales

TSE - TSEXP

Primitives
Primitives directes

En utilisant les formules de primitives directes, calcule I’ensemble des primitives des fonctions
suivantes :

1-f()= 4 +x2 =4 ; 22f(0)=(?=3)° ;3 fl=3x3—x-1

4f@)=V=3x ¥2  ; 5f(0)= 5- % D 6- f(x) = 3(—x + 2)(3x + 2 )2
7-f(x) = Cos(—6x +5) ; 8- f(x)=3Sin(1—4x) ; 9- f(¥) = 57—

10- f(x) = ﬁ D11 () = (4 — ) (2x% —4x +1)%;12- f(x) = %
13- f() =Gy W f0= G- D(3x2 +6x +7) 15 f(x) = =

_ Sinx —Cosx
16- f(x) - (Cosx + Sinx)3

Primitives et linéarisation

En utilisant les formules de primitives directes, linéarise puis calcule I’ensemble des primitives
des fonctions suivantes :

1) f(x)=Sin’x ; 2) f(x)= Cossg ; 3) f(x) =SinxeCos’x ; 4) f(x)=Sin*(— x + 3)
Primitives vérifiant une condition

. Détermine la primitive F de la fonction f vérifiant les conditions indiquées :

1-f)=x*—x2—1 et FO)=7 ; 2-f(x)=(x—3)% et F(3)=0
3-f(x) = (3_2“3 et FO)=0 5—f(x)=#:+5 et F(0)=+5
6-f(x) = et F(5)=1 LT )= et B =1
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. Soit la fonction f : R - R

3x3—7x%+5x+1
X>—
(x—1)?
1) Détermine I'ensemble de définition

c
(x—1)?

2) Détermine lesréelsa ; betctelque: f(x) = ax + b +

3) En déduis la primitive de f qui s'annule en 0

- Soit les fonctions f et F définies par : f(x) = xv3 — 2x etF(x) = (ax? + bx + c)v3 — 2x

Détermine lesréels a; b et c tel quev x € ]—oo ; %] F soit une primitive de f sur ]—oo; ;]

Intégrales
Intégrations a I’aide d’une primitive
- En utilisant les formules des primitives, calcule les intégrales suivantes :

D= fol(‘}x3 —3x?+2x—5)dx ; 7) 1= flzL“dx

x2—2x45

us

> Sinx —Cosx
8) I= 271—.2

-3 (Cox + Sinx )

2) 1= ffn Sin(—2x + m)dx ;

3) 1= [ VAx + 9dx P 9) 1= [(x% = D - 3x + 1)%dx
ay1=—4f75 dx : 10) 1= [/ (=2x + 1)V5x? — 5% + & dx
5) 1= [*,(x + 2)Vx + 2dx 111) 1= [7] x? = 3x +2|dx

5 dx

6) 1=, = 112) 1= [#|cos(2x — m)|dx

Intégrations par parties

. En utilisant la formule de I’intégration par partie, calcule les intégrales suivantes :

1= fon xSin2xdx : 4)1= f_lz(x —5)V2 — xdx
2)1= f_zl — dx ; 5) I = [% x2Cos(x + m)dx
2
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3I= f: xV4x + 9dx
. Soient les intégrales | et J définies par : | = [2(x + 1)Cos?*2xdx et J=[?(x + 1)Sin®2xdx
1) Calcule: 1 +1J
2) Calcule : I - J en utilisant la technique de I’intégration par parties.
3) Déduisez —en les valeurs de | et J.

Intégrations par changement de variable

. En utilisant un changement de variable, calcule les intégrales suivantes :

NETR

J_ ; 2) 1= f J_
- Soit le polyndme p définie par : p(x) = x® — 12x — 16.
1) Montre que —2 est un zéro double de p.

2) En utilisant la méthode de I’intégration par partie et la méthode par changement de variable,

calcule I’intégrale : I :f45 p(x)dx

Intégrales et suites

- Soit l'intégrale 1, définie par :

I,= J2 Sin"xdx
1) En utilisant la technique d'intégration par parties, trouver une relation entre I,, et I,,_,

(On posera : Sin™x = Sin™ 1xsSinx).
2) Ondonne I, = %.Calcule L et I,

- Soit lintégrale I, définie par : I, = Jz_dx (n>0)

1) Calcule I,
2) Enintégrant par parties, Montre que Vn =1 ona: (2n+ 1), =v2 — 2nl,_;.
3) Endéduislavaleurdel, ; I, et I5.

- Soit l'intégrale 1, définie par : I,= f_ll(t2 —1"dt (n €N)

1) Démontre que I,= 2 fol(t2 — 1)™dt puis calcule I,
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2n
1+ 2n 1

m
N g T d
- Soit l'intégrale 1, définie par : I,=[* —COSan+ i

1) Détermine le seul réel a tel que : vV x [0 ; %] ona
2) Calcule la valeur de I.

2) Démontre que I,,=

1 _ aCosx aCosx

" Cosx | 1-— Sinx 14 Sinx’

3) Démontre a l'aide d'une intégration par partiesque : vn € N*ona:
2nl, =(2n—DI,_; + 2—2 (On pourra poser : ! = ! X —L )

V2 Cos2n +1y Cos2n—1x Cos2x

- Soit l'intégrale I,, définie par : Inzfo1 x"V1 — x%dx

1) Calcule L.

2) Enintégrant par parties, Montre que I,,= %

-1, (onposera x" = x e x"1)

- Soit l'intégrale I,, définie par : I, = fol L _dx avecn €N

x"+1

1) Montreque Vn € N; I, estcroissante et majorée.
2) Montrequevn € N;ona:1— n%l < I, <1 .Endéduis la limite de la suite I,,.

- Soit l'intégrale I, définie par : I,(x) = [, t"Int dx (n € N —{-1}etx > 0)

1) En utilisant une intégration par parties ; calcule I,, (x)
2) En déduis le calcul de /,, (x) = [;" t"(Int)? dt
3) a) Calcule I,,(e) — J, (e).

b) Détermine la limite de n©Jn(e)

—i quand n tend vers + co.

Intégrales linéaires

- Soient les intégrales | et J définies par : | = [# Coslzx dx et J= [} 60514,( dx
1) Calcule |
. i L. T . _ sinx
2) Soit la fonction définie sur [0 ; Z] par:f(x) = —-.
3 2

a) MontrequeV x € [0; %]ona:f’(x)z

b) En déduis une relation entre I et J.
¢) Calculel.

COS4X cos 2X
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Soient les intégrales suivantes :

I= [Zcos*xdx; ] = [Zsin*xdx et K = [?2sin*xcos®xdx
1) CalculelI-jetlI +] + K

2) En déduis lavaleurde : I + J - 3K puiscellesde I; JetK.

- Soient les intégrales | et J définies par :

— cosx 7 Sinx sinx
I=[2———dx et]= fo

0 cosx + sinx cosx + sinx

Calcule I + ] et I - ] puisen déduis les valeurs de I et J.

- On se propose de calcule I'intégrale J définie par J = fo a +ex)3 dx

1 e
o Trordx et B= [ T

1) Calcule les deux intégrales A et B tel que A =

1 ct
(1+02 +1_+t+(1+t)2 @

2) Détermine lesréels a; b et c tel que:

3) En posant t = e* dans I'égalité (1), calculé I = folﬁdx

4) a- A l'aide d'une intégration par partie, exprimer J en fonction de 1.

b- En déduis la valeur de J.
- On considére les intégrales I = [ cos*xdx et ] = [ sin*xdx.
1) a- Montre que l'intégrale I peut s'écrire I = fon cosx(cosx — cosxsin®x)dx
b- A l'aide d'une intégration par parties, Montre que I = foﬂ sin®xdx — %]
c- Montre de méme que J = [, cos®xdx — %I
2)a- Montrequel + ] =—

b- Montreque/-1 =0

c- En déduis les intégrales I et J.
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Calculs de valeurs moyennes

- L’intensité du courant qui circule dans une bobine en fonction du temps t, a été modélisée par
la fonction i telle que pour tout t € R; i(t) = 5sin (1007‘[t + %)

1) Détermine la période de cette fonction.
2) Calcule la valeur moyenne de I’intensité i du courant sur cette période.

- La variation de la température de la larve d’un volcan, a été modélisée par la fonction f telle
que pour toutt € [10;30], £(t) = 3t% + 2t oU t est exprimé en degré Celsius.

- Silalarve est a la température de 10°C alors le volcan est au repos.
- Si lalarve est a la température de 30°C alors le volcan rentre en éruption.

Qu’elle est la température moyenne de la larve ?

- Suite a un début de contamination de la maladie a Virus Ebola dans notre pays, on a constaté
que le nombre de personnes ayant contracté la maladie t jours aprés I’apparition des premiers
cas est donné par : f(t) = 45t2 —t3 Avect € [0;25].

Calcule le nombre moyen de personnes malades durant les huit premiers jours.

Calculs d’aires
- Soit la fonction f définie par f(x) = %xz —3x+4
1) Détermine la valeur de I’intégrale flsf(x)dx

2) Ci-dessous est donneée la courbe Cy représentative de la fonction f dans un repere
orthonormé(o ; 7; J).
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On souhaite Détermine la valeur de I’aire du domaine plan grisé.

a- Détermine les zéros xy et x; de lafonction f (avec xy < x4).
z - A z X0 5
b- Détermine la valeur de I’intégrale [, f (x)dx + fx1 f(x)dx.
c- Détermine la valeur de I’intégralef;: f)dx.
d- En déduis I’aire de la partie grisée sur le graphique. (Unité graphique : 2cm)

- Soit la fonction f définie par f(x) = x* + x3 — 3x% — 2x + 1.

Soit (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0 ;7; j) dont les unités
graphiques sont : 6¢m sur I’axe des abscisses et 2cm sur I’axe des ordonnées

Calcule I'aire du domaine hachuré en ¢m?

1\

On considére la courbe ci-dessous représentant une fonction polyndme f de degré 2 dans un
repéere orthonormé (0 ; 7; j) d’unité graphique : 2cm .

| 2) En déduire en cm?I’aire de la partie

yi
" On rappel que f(x) = ax® + bx + ¢
3+ 1 1) En utilisant le graphique, déterminer
2+ : lesréels a; b etc.
1r 1
| | I | |
3

Hachurée sur le graphique.
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- Soient f: - 2x? — 2x + 1 et g: » x3 — 3x + 3 deux fonctions de courbes respectives (Cf)
et (C,)dans un repére orthonormé (0 ; ; j) d’unité graphique : 2cm .

1) Tracer (C;) et (C,) dans le méme repére.
2) Calcule en cm? I’aire 5 de I’ensemble des points M compris entre les courbes (Cf) ;
(C,) et les droites d’équations x = —1 et x = 2.

- On donne la figure suivante dans un repere (O ;7; ) d’unité graphique 1 cm .

2N &3

1) Calcule en cm? les aires &%, ; &% et &% hachurer sur le graphique désignant respectivement
I’aire d’un demi-cercle, d’un triangle et d’un rectangle.

2) En déduis I’aire totale.
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