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AVANT PROPOS

La collection le TOP CHRONO a été congue pour répondre au besoin, maintes
fois, exprimé par les éleves de disposer d’un outil pratique et performant 3
moindre co(t, pour préparer efficacement leur examen de fin d’année.

La premiere partie de votre ouvrage est a la fois un aide mémoire, une
fiche efficace et synthétique, un résumé de cours simple mais trés fourni qui
rappelle les principaux résultats de chague chapitre ainsi que les méthodes 3

connaitre. _
Elle vous permet de réviser rapidement vos legons.
Cette partie comporte une gamme assez élargie d’exercices corrigés et des

exercices de perfectionnement permettant au candidat au bac de s‘auto-

evaluer.

La deuxiéme partie de TOP Chrono Mathématiques Bac D edition 2015 est
consacrée aux 10 derniers sujets entierement corrigés du baccalauréat (2014 ;
2013 : 2012 ; 2011 ; 2010 ; 2009 ; 2008 ; 2007 ; 2006 et 2005).

Le TOP CHRONO est conforme au programme officiel en vigueur en Cote
d’lvoire.

Nous espérons avoir rendu cet ouvrage assez attrayant pour qu’il soit un
précieux auxiliaire de votre travail personnel tout au long de I'année.

Nous osons croire gue cet ouvrage contribuera a ['amélioration des résultats
de fin d’année des candidats au baccalauréat de la série D.

l’auteur remercie d’avance toutes les bonnes volontés pour leurs remarques
et suggestions qui permettront d’améliorer a l'avenir le contenu de ce
document et en faire un outil incontournable pour le succés au BAC.

Nous adressons un profond remerciement a I'ensemble de nos collégues pour
leurs encouragements, leurs conseils, leur soutien et leurs contributions de

toutes sortes.

Les auteurs.
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Chapitre I: PROB

Jacques ou Jakob BERNOULLI
(27 décembre 1654, Bale - 16 aout 1705) est
un mathématicien et physicien suisse, frére
de Jean Bernoulli et oncle de Daniel
Bernoulli et Nicolas Bernoulli.

Son pére, conseiller détat et riche
commergant, le force d'abord a étudier la
théologie. Mais cette discipline n'intéresse
pas Jacques qui contre la volonté de son pére
se tourne vers les sciences, plus
particulierement les mathématiques.

Sa devise est « Invito sidera verso » (J'étudie les étoiles contre la
volonté de mon pére). ‘
Il se consacre a la physique et aux mathématiques.

I enseigne a l'universit¢é de Bale a partir de 1682, devenant
professeur de mathématiques en 1687.

Il mérita par ses travaux et ses découvertes d'étre nommeé associé de
I'Académie des sciences de Paris (1699) et de celle de Berlin (1701).
Jacques BERNOULLI est lauteur du premier ouvrage sur les
probabilités (Ars conjectandi, ouvrage posthume de 1713). 1l y
définit clairement les probabilités et introduit des notations encore en
vigueur. Il perfectionne également le calcul infinitésimal de Leibniz.
C'est également linventeur des coordonnées polaires, souvent
utilisées en géométrie et dans l'étude des nombres complexes. Il
développe encore le calcul intégral et étudie précisément la fonction
exponentielle et ses liens avec les fonctions logarithmiques.

Enfin, on peut citer la fameuse inégalité de BERNOULLI, (bien qu elle

fiit démontrée 19 ans avant lui par Barrow) :
Pour x > -1 et n entier strictement superieur al, (1+x)" <1 + nx.

Cette inégalité rentre dans une des constructions de la fonction

exponentielle.
BERNOULLI a également découvert une méthode pour calculer le

nombre pi.
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FICHE DE COURS

Quel modele de dénombrement choisir?

® Si I'énonceé contient le mot successif, il faut tenir compte de tous les

ordres dans lesquels on peut obtenir un événement donné.

On doit souvent multiplier par le nombre d'ordres possibles le résultat
trouvé pour un ordre déterminé.

® Sil'énonce contient les mots : successif et avec remise, cela signifie que

I'ordre dans lequel on considere les éléments a de l'importance et qu'un
élément peut éventuellement étre répété.

Le modele mathématique est |a p-liste.

® Si I'énoncé contient les mots successif et sans remise, cela signifie que

I'ordre dans lequel on considére les éléments a de I'importance mais que
tous les éléments considérés sont distincts (ou qu'il n'y a pas de
répétition d'éléments).
Le modele mathématique est I'arrangement.
® Si I'énoncé contient le mot simultanément, cela signifie que 'ordre
dans lequel on considére les éléments n'a pas d'importance.
Le modéle mathématique est la combinaison.

& Il ne s'agit que d'indications, elles admettent des exceptions.

Les principaux modéles de dénombrement

On fait un tirage de p éléments d’'un ensemble qui contient n éléments.

L'ordre a-t-il de I'importance ?

A
oul NON
/ T
La répétition est t- elle permise ? Combinaison
- N=CP
__,.-""-.
o (0 ]V} 4 NON -
i p=n?
p- liste
N=np o~
oul NON
- ~
Permutation Arrangement
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1. Probabilité simple
I;}an.s une épreuve ou tous les événements élémentaires d'un univers Q) sont
équiprobables, la probabilité d’un événement A est le nombre réel P(A)défini par:

P(A)= C:f”'d A _nombre de cas favorablesa la réalisation de A
Card Q nombre total de cas possibles

2. Probabilitée conditionnelle

Soient 2 événements A et B de probabilité non nulle tels que ANB=D. o
La probabilité de réalisation de A quand B est réalisé s'appelle probabilité
conditionnelle de A par rapport a B ou probabilité¢ de A sachant B.

P(A/B)=PB(A)=P_(§(%_B)

3. IndéPendance

Deux évenements A et B sont indépendants si la réalisation de I'un ne modifie pas la
réalisation de l'autre.

PB(A)zP(A)
Onaalors: PA(B)=P(B)

— P(ANB)=P(4)x P(B)

4, Espérance mathématique d’une variable
aléatoire

n
EX)=)_ X;p; = XqPy + XoPy + X3P3 + X4Pgq + e+ XpPn
i=1

5. Variance et écart-type d’une variable aléatoire

V(X) = E(X?) - (E(X))2 = fopf- ~(E)’* O (X)={V(X)
6. Epreuve de Bernoulli

On appelle épreuve de Bernoulli toute épreuve aléatoire ne conduisant qu'a 2

éventualités.
L‘'une de ces 2 éventualités est appelée succes avec pour probabilité D et ['autre

échec avec pour probabilité g =]-p.

7. Loi binomiale

Soit une suite de ¥ épreuves de Bernoulli identiques et indépendantes.
Soit P la probabilité du succés et § =1— prcelle de I'échec.
Soit X 1a variable aléatoire désignant le nombre de succes.

La probabilité d'avoir exactement k succes est P(X = k) = Cﬁpkq n—k

———
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METHODES PRATIQUES

Méthode: Comment construire un arbre
pondére ?

Pour construire un arbre pondéré, on peut appliquer les régles suivantes :

1. Les éveénements qui se trouvent aux extrémités des branches prlmalres forment
une partition de I'univers ().

2. Le poids d’'une branche primaire est la probabilité de I'événement qui se trouve a
son extréemité, _

3. La somme des poids des branches primaires vaut 1.

4. lLe poids d'une branche secondaire est la probabilité conditionnelle de
I'evenement qui se trouve a son extrémité sachant que le trajet menant a son
origine a été réalisé.

5. La somme des poids des branches secondaires issues d’un méme nceud vaut 1.

6. Le poids ou la probabilité d’un trajet est le produit des branches le constituant.

7. La probabilité d’'un événement associé a plusieurs trajets complets est la somme

des probabilités de ces trajets.
Branche B /

Secondaire

Branche

Primaire Trajet

B——__

g=1-p
Racine \ A é /

Noasud
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EXERCICES RESOLUS -

Probabilités simples

EXERCICE 1. Bac A 1995. Session normale.

On donnera les résultats sous forme de fractions irréductibles.

Une boijte contient 12 giteaux emballés séparément dans 12 paquets
identiques. 5 de ces gateaux sont parfumeés 3 la vanille, 4 autres au chocolat et
les 3 derniers a la banane.

Partie A. |

Un enfant choisit simultanément 3 giteaux.

1. Combien y-a-t-il de choix possibles ?

2. Quelle est la probabilité qu’il ait choisi :

a. Un gateau de chague sorte ?

b. 3 gateaux identiques ?

c. Exactement 2 variétés de gateaux?

Partie B. (Spécifique a la série Al)

S’il mangeait un giteau le matin, un gateau a midi et un géteau le soir :

1. Combien aurait-il eu de choix possibles ?

2. Quelle aurait été la probabilité de prendre :

a. un gateau a la vanille le matin, un gateau au chocolat a midi, un gateau ala
banane le soir ?

b. Un gateau de chague sorte ?

c. deux gateaux a la banane et un au chocolat ?

EXERCICE 2 : BacA sénégal session 2000

Une urne contient 3 boules jaunes, cing boules rouges et deux boules vertes.
A. On tire simultanément trois boules de I'urne. |

1. Quelle est la probabilité d"avoir un tirage unicolore ?

5 Quelle est la probabilité d"avoir exactement deux boules de méme couleur ?
B. On tire successivement sans remise trois boules.

1. Quelle est la probabilité d'avoir des boules rouges uniquement ?

5 Quelle est la probabilité de ne pas avoir une boule verte au deuxieme
tirage ? '

TOP CHRONO Mathématiques BACD Edition 2015
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EXERCICE 3. Bac A 1992, Session de remplacement.

Les 10 lettres du mot « MULTIPARES » sont inscrites sur 10 petits cartons
rectangulaires, placés dans un sac.

Tout alignement de 5 de ces cartons est
signification au non.

appelé « mot » gu’il ait une

On tire au hasard, successivement 5 cartons que |'on aligne dans I'ordre ou ils
se presentent.

1. Combien de mots de 5 lettres peut-on former ?

2. Combien peut-on former de mots de 5 lettres

a. commencant par la lettre A ?

b. commengant et se terminant par une consonne ?

€. comportant exactement une voyellé ?

EXERCICE 4.

Trois options sont offertes aux éléves d'une classe : espagnol, latin, musique.
Chaque éléve choisit une ou deux options. Le schéma ci-dessous indique le
nombre d'éléves pour chaque combinaison d'options possible.

Espagnol—

N\

Musique

On choisit un éleve au hasard dans cette classe.

Déterminer la probabilité des événements suivants :

1. I'éléve étudie I'espagnol,

2. I'éléve étudie uniquement I'espagnol,

3. I'éléve étudie I'espagnol et le latin,

4.1'éleve étudie I'espagnol ou le latin,

5. I'éléve étudie uniquement une des deux langues : espagnol ou latin (il peut
éventuellement faire aussi de la musique),

6. L'éléve étudie une seule des trois options.

TOP CHRONO Mathématiques BAC D Edition 2015
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Probabilités conditionnelles et indépendance

EXERCICE S.
Une maladie atteint 3% d’une population.
Un test de dépistage donne les résultats suivants :

® Chez les individus malades, 95% de tests sont positifs et 5% négatifs.

® Chez les individus non malades, 1% de tests sont positifs et 99% négatifs.

On note : M I'événement : « étre malade» et
T I'évenement : «le test est positif».
1. Construire un arbre pondéré correspondant a cette expérience al@toiie.
2. Donner la probabilité de I'événement « M M1 », puis cellede « M NI ».
3. Déterminer p(T)et p(T)
4. a. Calculer la probabilité de ne pas étre malade, sachant que le test est
positif
b. Calculer la probabilité d’étre malade, sachant que le test est négatif.
EXERCICE 6.
Les résultats d’une étude présentés par I'Institut National de la Statistique
révelent :
45 % de la population active sont des hommes.
25 % des femmes et 20% des hommes de cette population active sont au
chémage.
On interroge au hasard une personne.
1. Déterminez les probabilités des événements suivants :
a. H: « Etre un homme ».
b. F : « Etre une femme »,
c. « Etre au chdmage sachant qu’on est un homme »,
d. « Etre au chémage sachant qu’on est une femme ».
2. Calculez la probabilité pour qu’un individu de cette population active
interrogé au hasard soit au chémage. .
3. Quelle est la probabilité que l'individu interrogé soit une femme sachant
qu’il est au chémage ?
EXERCICE 1.
Dans une usine, la fabrication d’une piéce nécessite son passage sur deux
machines.
Notons : M, I'événement « la premiére machine tombe en panne » et
M, I'événement « la deuxiéme machine tombe en panne ».
Une étude a permis d’estimer que : P(M;) = 0,007 et P(M,) = 0,004
Lorsque M, est en panne, la probabilité pour que M; soit en panne est 0, 5
1. Calculez la probabilité pour que les deux machines soient en panne.

2. Calculez la probabilité pour que M; tombe en panne lorsque M, est en
panne.

—

Edition 2015
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EXERCICE 8.

Le secteur de production d'une entreprise est composé de 3 catégories de
personnel : les ingénieurs, les opérateurs de production, les agents de
maintenance.

Ily a 8% d’ingénieurs et 82% d’opérateurs de production.

Les femmes représentent 50% des ingénieurs, 60% des opérateurs de
production et 25% des agents de maintenance.

Partie A.

Dans cette partie, on interroge au hasard un membre du personnel de cette
entreprise. On note :

M I'événement « le personnel interrogé est un agent de maintenance » ;

O I'événement « le personnel interrogé est un opérateur de production» ;

| I'événement « le personnel interrogé est un ingénieur» ;

F I'événement « e personnel interrogé est une femme ».

1. Construire un arbre pondéré correspondant aux données.

2. Calculer la probabilité d’interroger :

a. un agent de maintenance ;

b. une femme agent de maintenance ;

c. une femme.

Partie B.

‘lLe service de maintenance effectue I'entretien des machines, mais il est appelé
aussi a intervenir en cas de panne. Pour cela une alarme est prévue,

Des études ont montré que sur une journée :

* La probabilité gu’il n’y ait pas de panne et que l'alarme se déclenche est
égale a 0,002 ;

e La probabilité qu’une panne survienne et que I'alarme ne se déclenche pas
est égale a 0,003 ;

e La probabilité qu’une panne se produise est égale a 0,04.

On note :

A l'événement : « I'alarme se déclenche» ;

B I'événement : « une panne se produit»,

1. Démontrer que la probabilité qu’une panne survienne et que I'alarme se
déclenche est égale a 0,037.

2. Calculer la probabilité que I'alarme se déclenche.

3. Calculer la probabilité quil y ait une panne sachant que l'alarme se
déclenche.

TOP CHRONO Mathématiques BAC D | Edition 2015
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Variables aléatoires

EXERCICE 9.
Soit une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est donnée par |g

tableau suivant :

X; 2 1 0 1 2
P(X =x,) 1 1 1 1 |
3 4 6 6 12

Calculer E(X) et O(X)
EXERCICE 10.

Un cirque posséde 10 fauves dont 4 lions.
Pour chaque représentation, le dompteur choisit 5 fauves au hasard.

Soit X |a variable aléatoire qui décompte le nombre de lions présentés au cours

d'une représentation.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

On donnera les résultats sous forme de fractions.

2. Calculer E(X) I'espérance mathématique de X. Interpreter ce résultat.

EXERCICE 11.
Une roue de loterie se €
sont rouges, quatre sont blancs

Un joueur fait tourner la roue
méme probabilité de s’arréter devant ce repére.

Sj le secteur repéré est rouge, le joueur gagne 16F ; s’il est blanc, il perd 12F ;
s’il est vert, il lance une deuxieme fois la roue : si le secteur repéré est rouge, |l
gagne 8F ; s’il est blanc, il perd 2F ; s'il est vert, il ne gagne rien et ne perd rien.

Xpest la variable aléatoire égale au gain algébrigue a I'issue d’une partie.

1. péterminez la loi de probabilité de X,
2. Calculez E(Xn]son espérance mathématique et montrez que

ompose de secteurs identiques : trois de ces secteurs
et n sont verts (avec n supérieur ou égal a 1).
devant un repére fixe ; chaque secteur a la

6n
E(Xy)=—2
n+7
3. f est la fonction définie sur ,50;—|—m[ par f(x):_ﬁl_s_i(_z
X+7

a. Etudiez les variations de f .
b. Déduisez-en la valeur de 72 pour laquelle E(X,)est maximale.

Quelle est la valeur correspondante de £(X),)?

—
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EXERCICE 12.

Une urne A contient quatre boules rouges et six boules noires.
Une urne B contient une boule rouge et neuf boules noires.
Les boules sont indiscernables au toucher.,

Partie A.

Un joueur dispose d’un dé a six faces, parfaitement équilibré, numéroté de 1 3

. X e
6. Il le lance une fois : s'il obtient 1, il tire au hasard une boule de I'urne A,
sinon il tire au hasard une boule de I'urne B.

1. Soit R 'évenement « le joueur obtient une boule rouge ».

Montrer que p(R)=0,15.
2. Sile joueur obtient une boule rouge, déterminer la probabuhte qu’elle
provienne de A.
Partie B.
Le joueur répéte deux fois I'épreuve décrite dans la partie A, dans des
conditions identiques et indépendantes (c’est-a-dire qu’a I'issue de la
premiére épreuve, les urnes retrouvent leur composition initiale).
Soit 72 un entier naturel non nul.
Lors de chacune des epreuves le joueur gagne ¥ Francs s'il obtlent une boule
rouge et perd deux Francs s’il obtient une boule noire.
On désigne par X la variable aléatoire correspondant au gam algebrlque du
joueur en Francs au terme des deux épreuves. . k"

i

La varlable aléatoire X prend donc les valeurs : 2n; H—Z et —4.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Exprimer I'espérance mathématigue E(X) de la variable aléatoire X en
fonctionde 7.

3. Pour quelles valeurs de # a-t-on E(X)>0?

Schéma de Bernoulli / Loi binomiale
EXERCICE 13.

1
On suppose que la probabilité de faire un garcon est .

Une famille a 5 enfants,
Calculer la probabilité pour qu’il y ait exactement 3 gargons.

TOP CHRONO Mathématiques BAC D Edition 2015
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EXERCICE 14. Bac 1993. Session de remplacement.
Sur une autoroute, deux carrefours successifs sont munis de feux tricolores A

et B.
La couleur du feu B est indépendante de celle du feu A.

La probabilité que le feu A soit vert est%.

La probabilité que le feu B soit vert est%.

La probabilité de couleur orange est toujours nulle.

1. Un automobiliste passe aux deux carrefours.

a. Calculer la probabilité qu'il rencontre deux feux verts.

b. Calculer la probahilité qu’il rencontre au moins un feu vert.

2. On ne s’occupe plus que du feu A.

Un automobiliste passe quatre fois a ce carrefour.

X est la variable aléatoire qui a pour valeur le nombre de feux verts que
I’automobiliste rencontre.

a. Trouver la loi de probabilité de X.

b. Calculer E(X) 'espérance mathématique de X.

Pouvait-on prévoir ce résultat ?

EXERCICE 15.

Un porte-monnaie contient quatre pieces de 500 F CFA et six pieces de 200 F
CFA. '

Un enfant tire au hasard et simultanément 3 piéces de ce porte-monnaie.

1. Calculer la probabilité de I'événement A : «tirer trois piéces de 500 F ».

2. Soit X la variable aléatoire égale au nombre de piéces de 500 F figurant -
parmi les trois piéces tirées.

a. Déterminer la loi de probabilité de X.

b. Calculer 'espérance mathématique et 'écart-type de X.

3. L'enfant répeéte cing fois I'expérience en mettant chaque fois les trois pieces
tirées dans le porte-monnaie.

Quelle est la probabilité que I'événement A se réalise trois fois a l'issue des
cing tirages ? e

TOP CHRONO Mathématiques BAC D Edition 2015
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EXERCICE 16. Bac D Sénégal session 2004
On dispose de deux urnes U; et U,.
L’'urne U, contient 2 boules blanches et 4 boules vertes.
L'urne U; contient 4 boules blanches et 2 boules vertes.

Dans chaque urne les tirages sont equiprobables et les urnes ont la méme

probabilite d'étre choisies. On choisit au hasard I'une des urnes et I'on extrait
?

une boule que I'on ne remet dans aucune urne: si la boule est verte, on

recommence le tirage dans la méme urne; si la boule est blanche, on
recommence le tirage dans I'autre urne,

1. Montrer que la probabilité de tirer deux boules blanches est %

2. Soit X la variable aléatoire qui prend la valeur +1 si on obtient deux boules
de la méme couleur et -1 pour deux couleurs distinctes,

Donner la loi de probabilité de X, son espérance mathématique E(X) et son
écart-type o(X)

3. On dit que I'on a obtenu un succes si les deux boules sont de méme couleur.
On répete I'expérience précédente 5 fois de suite.

Y est la variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre de « succés » parmi
ces 5 epreuves. Quelle est la probabilité p d’avoir 4 succés exactement ?
Donner une valeur approchée de p a 10" prés par excés. Calculer E(Y) et o(Y)

EXERCICE 17. Bac D Sénégal session 2001
Une urne contient 10 jetons numérotés de 1 a 10.

Une partie consiste a tirer successivement et sans remise 2 jetons de I'urne et

a noter dans l'ordre les deux nombres inscrits.

Tous les tirages sont supposés équiprobables.

1. Quelle est la probabilité des évenements :

A : '« les nombres inscrits sont strictement inférieur a 5 ».

B:«le premier nombre inscrit est strictement supérieur au double du
second ».

2. Un joueur effectue 7 parties successives, les parties étant supposées
indépendantes, quelle est la probabilité pour que & Iissue de la 7°™ partie
I'évenement B soit réalisé 2 fois exactement ? Au moins une fois ?
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EXERCICE 18. Bac 1999. Session normale.
Cet exercice a pour but de déterminer lesquels des avions a 2 ou a 4 moteurs

——

sont les plus sars.
Un avion ne s'écrase pas tant que la moitié au moins de ses moteurs

fonctionne.
Les moteurs d’un avion tombent en panne de maniére indépendante.

Soit P la probabilité pour qu’un moteur tombe en panne.

Partie A.
Dans cette partie : p=0,1.

1. Calculer la probabilité pour gu’un avion 3 2 moteurs s’écrase.
2. Calculer la probabilité pour qu’un avion & 4 moteurs ait ses 4 moteurs en

panne.
3. Calculer la probabilité pour qu'un avion a 4 moteurs ait exactement 3

moteurs en panne.
4. En déduire la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs s’écrase.

Partie B.
On revient au cas général.
1. Soit f(p) la probabilité pour qu’un avion & 2 moteurs s’écrase.

Démontrer que : f(p)-‘—'pz

2. 50it g2(p) la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs s’ écrase.
Démontrer que : g(p) = pz(—?;pz +4p].

3. 0n pose : h(p)=f(pP)—&(P)-

a. Etudier le signe de /1(p) en fonction de D.
b. En déduire, suivant les valeurs de p, dans quels avions il vaut mieux

monter.

e an e
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EXERCICE 19. Bac D 2003
1. Un dé A, bien équilibré possede -
» une face numérotée 1;

deux faces numérotées 2;

une face numérotée 4;

une face numérotée 5;

e une face numérotée 6.

a. On lance une fois le dé A et on lit le numéro inscrit sur la face supérieure.
Quelle est la probabilité d’obtenir le numéro 2 ?

b. On lance 3 fois de suite le dé et on note de la gauche vers la droite les
chiffres obtenus successivement. On obtient ainsi un nombre de trois chiffres.
Quelle est la probabilité d’obtenir le nombre 421?

2. Un autre dé B, bien équilibré posséde ;
* une face numérotée 1;

e deux faces numérotées 2;

e deux faces numérotées 4;

* une face numérotée 6.

On lance 3 fois de suite le dé B comme a la question 1.b.

Vérifier que la probabilité d’obtenir le nombre 421 est égale 5312['

3. Une urne contient 4 dés identiques au dé A et 6 dés identiques au dé B.
Egny tire au hasard un dé de l'urne et le lance 3 fois de suite pour obtenir un

nombre a 3 chiffres comme décrit précédemment.

' : : v 2
a. Démontrer que la probabilité d’obtenir 421 est égale a 135"

b. Egny a obtenu 421 ; calculer la probabilité qu’il ait joué avec un dé de type
A.

Edition 2015
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EXERCICE 20. Bac 2004. Session normale. T
Le chargement d'un camion remorque est composé de 60 sacs identiques dont
10 contiennent un produit non déclaré aux services de la douane.

Le trajet a parcourir comporte trois barrages de douane.
A chacun de ces barrages, le controle, obligatoire, consiste & examiner le

contenu de 5 sacs choisis au hasard (les contréles effectués aux différents
barrages sont indépendants).

. Le camionneur arrive a un barrage donné.
(On donnera un arrondi d’ordre 1 de chacun des résultats obtenus).

1. Calculer la probabilité pour qu’exactement 2 des 5 sacs controlés
contiennent le produit non déclaré.

2. Démontrer que la probabilité pour que I'un au moins des 5 sacs contrblés
contienne le produit non déclaré est egale a 0,6.

Il. Le camionneur sait que si I'un au moins des sacs du produit non déeclaré est
découvert a un barrage quelconqgue, il doit payer une taxe forfaitaire de
10 000F (dix mille francs) a ce barrage pour étre autorisé a continuer son
chemin avec tout son chargement.

Si le camionneur ne peut pas payer la taxe forfaitaire, tout son chargement est
saisi. _ |

1. On suppose que le camionneur paie la taxe chaque fois que le produit non
déclaré est découvert. ’

On note X la variable aléatoire égale a la somme totale que le camionneur
peut ainsi dépenser sur I'ensemble de son trajet.

a. Déterminer |a loi de probabilité de X.

b. Démontrer que I'espérance mathématique est égale a 18 000F.

2. On suppose que le camionneur n'a pas d’argent pour payer une éventuelle
taxe.

Calculer la probabilité pour que son chargement soit saisi.

—
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EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

Probabilités simples

EXERCICE 1.

Les codes informatiques de I'entreprise OMEGA sont constitués de trois
chiffres distincts suivis d’une lettre de I'alphabet francais.

Deux exemples de codes sont 2454 et 018Q.

1. Démontrer que le nombre de codes possibles est 18 720.

2. Aprés avoir codé son systéme, le chef du service informatique a oublié une
partie de son code. Il se souvient seulement que :

- |la lettre du code est une voyelle ;

- le code contient un seul chiffre pair ;

- aucun des chiffres du code n’est nul.

a. Démontrer que le nombre de codes conformes aux informations

précédentes est 1 440.
b. L'informaticien frappe au hasard trois (3) chiffres non nuls et distincts dont

un seul est pair et la lettre A.
Calculer la probabilité que I'informaticien trouve le bon code.
(Le résultat sera exprimé sous forme de fraction irréductible).

EXERCICE 2.
Tanoh écrit les lettres de son nom sur 5 cartons et les met dans un chapeau.

Ensuite, il tire successivement et sans remise 3 cartons du chapeau qu’il

dépose devant lui de gauche a droite.
Il obtient alors un mot (ayant un sens ou non).
1. Vérifier que I'on peut ainsi écrire 60 mots différents.

2. Parmi ces mots :

a. Combien finissent par la lettre T ?

b. Combien ne comportent aucune voyelle ?
¢. Combien commencent par une consonne ?
d. Combien comportent une seule consonne ? '
3. Démontrer que la probabilité d’avoir un mot termine par Test0,2.

4. Calculer la probabilité d’avoir un mot comportant au moins une voyelle.
5. Calculer la probabilité d’avoir un mot comportant les lettres O et H.
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Probabilités conditionnelles et indépendance

EXERCICE 3.

Une urne contient quatre boules : deux blanches et deux noires.

~ On tire au hasard une boule de I'urne, puis sans la montrer et sans la remettre
dans 'urne, on en tire une seconde.

1. Construire I'arbre pondéré de cette expérience aléatoire.

2. Sachant que la deuxiéme boule tirée est blanche, quelle est la probabilité
que:

a. la premiére soit blanche ?

b. la premiére soit noire ?

EXERCICE 4.

La production d’une usine est assurée 3 60% par une machine A et a 40% par
une machine B.

La machine A fabrique 1% de pieces défectueuses et la machine B, 3%.

On choisit une piece au hasard a la sortie de I'usine.

1. Construire I'arbre pondéré de cette expérience aleatoire.

2. Quelle est la probabilité que :

a. cette piece soit défectueuse et produite par B ?

b. cette piece soit défectueuse ?

c. cette piéce ait été produite par B sachant qu’elle est défectueuse ?

EXERCICE 5.

A

Une usine fabrique des piéces.
Une étude statistique a montré que 2% de la production est défectueuse.

Chaque piéce est soumise a un contrdle de fabrication.

Ce controle refuse 99% des pieces défectueuses et accepte 97% des pieces
non défectueuses.

On choisit au hasard une piéLe avant son passage au controle.

Calculer la probabilité que la piéce soit acceptée.

EXERCICE 6.

Dans une usine, trois machines M1, M2 et M3 produisent respectivement
50%, 30% et 20% des piéces.

Parmi les piéces produites par ces machines, il y a respectivement 2%, 3% et
5% de pieces défectueuses.

1. Construire I'arbre pondéré de cette expérience aléatoire.

2. Calculer la probabilité d’obtenir :

a. une piece defectueuse.

b. une piéce défectueuse provenant de la machine M1.

—
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EXERCICE 7.

Une classe est constituée de 12 garcons et 24 filles,

8 gargons et n filles de cette classe ont choisi de pratiquer la musique.

On choisit au hasard un élgve de cette classe.

1. Calculez la probabilité des événements :

a. G : « cet éléve soit un garcon ».

b. Il pratique la musique sachant que c’est un garcon.,

2. a. Exprimer en fonction de n, I3 probabilité de P(M) de I'événement :
« I'éleve pratique la musique»,

b. Pour quelle valeur de n, P(M) et P(G) sont-ils indépendants ?
EXERCICE 8.

Le sang humain est classé en 4 groupes distincts A, B, AB et O.
Indépendamment du groupe, le sang peut posséder ou non le facteur Rhésus,
Quand le sang possede ce facteur, il est dit de Rhésus positif (Rh+) ;

sinon, il est dit de Rhésus négatif (Rh-).

Dans une population, les groupes sanguins se répartissent comme suit :

A B AB O

40% 10% 5% 45%

Pour chaque groupe sanguin, les proportions d’individus possédant ou non le
facteur Rhésus sont les suivantes : '

Groupe | A B AB 0]
Rh+ 82% 81% 83% 80%
Rh- 18% 19% 17% 20%

Un individu ayant un sang du groupe O et Rh- est appelé un donneur universel.

On choisit un individu au hasard.

1. Construire I'arbre pondéré de cette expérience aléatoire.
2. Quelle est la probabilité que cet individu :

a. soit du groupe O ?

b. soit un donneur universel ?

c. ait un sang Rh - ?
3. Si cet individu est choisi parmi ceux ayant le facteur Rh -, quelle est la

probabilité qu’il ne soit pas du groupe O ?
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T

EXERCICE 9.
Pour prévenir deux défectuosites A et

on décide de soumettre I'ensemble des piéces a
statistiques menées sur un grand effectif ont montré que :

B des pieces fabriquees par une usine,
des tests. Les etudes

8 % des piéces présentent le défaut A ;

Parmi les pieces présentant le défaut A, 15 % ontle défaut B ;

Parmi les pieces ne présentant pas le défaut A, 5 % ont le défaut B.

On prend au hasard une piéce produite et on considére les évenements.

suivants :

A - «la piece présente le défautA»etB:
1. Une piéce est prise au hasard.

2. Calculez la probabilité qu’elle présente les deux défauts A et B.

b. Calculez la probabilité qu’elle présente le défaut B et ne présente pas le
défaut A.

c. En déduire que la probabilité de B est égale a 0,058.
obtenir une piéce bonne (c’est-a-dire ne

«la piece présente le défaut B ».

2. Démontrez que la probabilité d’
présentant ni le défaut A, ni le défaut B) est 0,874.

3. La piéce tirée au hasard présente le défaut B.

Quelle est la probabilité pour qu’elle présente le défaut A ?
4. La piéce tirée au hasard ne présente pas le défaut B. h
Quelle est la probabilité pour qu’elle présente le défaut A ?

EXERCICE 10.
On soumet, & la naissance, une population d’enfants 3 un test pour dépister la

présence d’un caractere génétique A.
La probabilité qu’un enfant ayant le caractére A ait un test positif est 0,99.
La probabilité qu’un enfant n’ayant pas le caractere A ait un test négatif est
0,98.
On utilise le test avec une population pour laguelle des études statistiques ont
montré qu’un enfant sur 1000 était porteur du caractere A.
1. Représenter la situation par un arbre pondére.
?. D?terminer la probabilité qu’un enfant pris au hasard dans la population
étudiée ait un test positif.
3. Déterminer la probabilité qu’un
enfant ayant un test positif soi
ey positif soit porteur du

—
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EXERCICE 11.

On dispose de deux urnes A et B,

L'urne A contient 4 boules blanches et 1 boule noire.

L'urne B contient 2 boules blanches et 3 boules noires.

On choisit une urne au hasard, puis une boule dans I'urne choisie.
1. Construire I'arbre pondéré de cette expérience aléatoire.

2. Quelle est la probabilité de tirer une boule noire

a. sachant que l'urne choisie est A ?

b. sachant que l'urne choisie est B ?

3. En déduire la probabilité de tirer une boule noire.

EXERCICE 12.
Une etude épidéemiologique concernant une certaine maladie a été réalisée

dans des familles ayant deux enfants de moins de 10 ans, une fille et un
garcon. |
On a constaté que 20% des filles et 50% des gargons sont touchés par la |
maladie.

Par ailleurs, dans les familles ou la fille est touchée par la maladie, le gargon
I'est aussi dans 70 % des cas.

On choisit au hasard une des familles ayant fait I'objet de cette étude.
Calculez la probabilité des évenements suivants :

1. A ' « Les deux enfants sont atteints par la maladie » ;

2. B : « Au moins un des deux enfants est atteint » ;

3. C: « Aucun des deux enfants n'est atteint » ;

4. D : « La fille soit atteinte sachant que le garcon I'est aussi » ;

5. E - « La fille soit atteinte sachant que le gargon ne l'est pas ».

Variables aléatoires

EXERCICE 13. i :
Soit une variable aléatoire X dont la loi de probabilité est partiellement

donnée par le tableau suivant :
X. -1 0 3 2 4

i
P(X =x;)

I . - Rl .
3 4 °
1. Compléter le tableau.

2. Calculer E(X) et O(X)

TOP CHRONO Mathématiques BAC D Edition 2015
Scanned by CamScanner



24

EXERCICE 14. '
La loi de probabilité d'une variable aléatoire X est donnee par le tableau

suivant :

X

-1

I;(X =xr.)

—

4

0
!

3

2
1

12

| —] W

Représenter la fonction de répartition de X, notée F.

EXERCICE 15.
Une urne contient six boules indiscernables : deux vertes et guatre rouges.

On tire simultanément trois boules de l'urne.
Soit X la variable aléatoire qui associe a chaque tirage le nombre de boules

vertes obtenues.
1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Calculer E(X) et O(X).

EXERCICE 16.
On lance deux piéces équilibrées.
On note X la variable aléatoire qui associe a chaque lancer le nombre de

« FACE ».
1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. calculer E(X) et O(X).

3. Représenter la fonction de répartition de X.

EXERCICE 17.
Toutes les probabilités seront données sous forme de fractions irréductibles.

Une urne contient huit boules blanches et deux boules rouges.
Un joueur extrait simultanément trois boules de ['urne.

On suppose que tous les tirages sont équiprobables.

1. A l'issue d'un tirage de trois boules :

® <i aucune boule n'est rouge, le joueur perd 10 francs ;
e <i une seule boule est rouge, le joueur gagne 5 francs ;

e si deux boules sont rouges, le joueur gagne 20 francs.

X est la variable qui associe le gain algébrique du joueur a l'issue d'un tirage.
a. Donner la loi de probabilité de X.

b. Calculer £(X )I'espérance mathématique de X.

2. Le joueur joue deux fois de suite selon les mémes régles en remettant dans
I'urne, aprés chaque tirage, les trois boules extraites.

Y est la variable aléatoire qui associe le gain algébrique du joueur a l'issue des
deux tirages. Donner les valeurs possibles pour Y.

Izéterminer la probabilité que le joueur gagne exactement 10 francs a l'issue
es deux parties. (On pourra s'aider d'un arbre).

—
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Schéma de Bernoulli/ Loj binomiale

EXERCICE 18.
On lance une piece équilibrée quatre fois de suite,

1. Quelle est la probabilité d’obtenir ay moins une fois FACE ?
2. Combien de fois faut-il lancer

la piece pour que la probabilité d’obtenir au
moins une fois FACE soit supérieure 3 0,997

EXERCICE 19.

Les quatre faces d’un dé tétraédrique régulier sont numérotées de 0 3 3.

On suppose que, lorsque I'on jette le dé, chaque face a la méme probabilité
d’étre cachée.

On considére la variable aléatoire. X égale au produit des trois numéros
visibles. '

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. On jette le dé cing fois de suite.

Quelle est la probabilite d’obtenir au moins une fois I'événement « X =0 » ?

3. Quel est le nombre minimal de lancers de dé pour que la probabilité
d’obtenir au moins une fois « X =0 » dépasse 0,99999 ?

EXERCICE 20.

1. Une entreprise fabrique des vélos de course dans deux usines A et B. _
.. Pour un_période donnée, l'usine. A fabrigue 2400 veélos dont 6% sont
défectueux, I'usine B fabrique 4000 vélos dont 7% sont défectueux.

Ces deux productions sont stockées dans le dépbt central de I'entreprise.

On tire au hasard I'un de ces vélos. {

a. Quelle est la probabilité pour que ce vélo soit defectueyx ?

b. Quelle est la probabilité pour que ce vélo ne soit pas ‘defectueux? ‘

2. Des tests effectués sur les vélos vendus ont montre que 90% czle ces vélos
fonctionnaient encore parfaitement a la fin de la période de garantie,

Un club cycliste en achéte 6.

Notons X la variable aléatoire qui ;orzpte le n;:;e
arfaitement au terme de la période ae garantic. o ‘

2. Expliquez pourquoi la loi de probabilité de X est une loi binomiale.

Quelle est son espérance mathématique ?

b. Quelle est la probabilité pour qu‘au terme

b1. Tous les vélos fonctionnent ?

b2. Aucun vélo ne fonctionne ? ) . 5
b3. Au moins la moitié des vélos achetés fonctionne

b4. Au plus la moitié des vélos fonctionne ?

mbre de vélos qui fonctionnent

de la période de garantie :
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PROBLEMES DE SYNTHESE

EXERCICE 21. Bac blanc 2009. Groupe Scolaire les Archanges,
Une université propose aux étudiants trois orientations et trois seulement :

Une filiere A, une filiere B et une filiere C,
Chaque étudiant de I’ université est inscrit dans une des trois filiéres et une

seule.
® Les effectifs de la filiere A sont le double de ceux de la filiere B.

e Les effectifs de la filiere B sont le triple de ceux de la filiere C.

On sait de plus que :
e 20% des étudiants de la filiére A sont des filles ;

e 30% des étudiants de la filiére B sont des filles ;

e 40% des étudiants de la filiere C sont des filles.
On choisit au hasard un étudiant de cette université,
On note A I'événement : « L'étudiant est inscrit dans la filiére An.
On note B I'événement : « L'étudiant est inscrit dans la filiere B».
On note C 'évenement : « L'étudiant est inscrit dans la filiére C».
On note F 'événement : « L'étudiant est une fille».
On note G I'événement : « L'étudiant est un garcon».
1. Calculer les probabilités des évenements A, B, et C.
2. Réaliser un arbre de choix pondéré.
3. Calculer la probabilité que I'étudiant soit inscrit dans la filiere A et soit une

fille.

4. Montrer que p(F)==

5. Calculer la probabilité que I'étudiant soit inscrit dans la filiere A sachant que
c'est une fille,

6. L'étudiant, choisi au hasard, n'est pas inscrit dans la filiere A.

Calculer alors la probabilité que ce soit une fille.

7. On prend cing (5) étudiants.

On désigne par X la variable aléatoire donnant le nombre de filles parmi les 5
étudiants.

a. Donner les différentes valeurs prises par la variable aléatoire X.

b. Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X.

c. Calculer 'espérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X.

——
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EXERCICE 22. Bac blanc 2009. Lycée municipal 1 d
Deux caisses indiscernables A et B contiennent des poulets in
toucher.
La caisse A contient 4 poulets rouges et 2 poulets noirs.
La caisse B contient 3 poulets rouges et 1 poulet noir.

1. On choisit une caisse au hasard, on tire au hasard un poulet de cette caisse
et on note la couleur du poulet.

Démontrer que la probabilité pour que le poule
17

24

2. De la caisse choisie, on tire simultanément et au hasard deux poulets.
Calculer la probabilité de tirer au moins un poulet noir.

3. Le client paie alors 1000 F pour un poulet noir tiré et 2000 F pour un poulet
rouge tire.

Soit X la variable aléatoire qui associe la somme a payer aprés chaque tirage
simultané de deux poulets.

a. Déterminer I'ensemble des valeurs prises par X.

b. Déterminer la loi de probabilité de X.

c. Calculer 'espérance mathématique E(X).

'Attécoubé.
discernables au

t choisi soit rouge est égale 3

4. Le client reprend R fois I'expérience de la question2, neNet n>2 .

a. Déterminer en fonction de 1 la probabilité de ne jamais tirer de poulet noir,
En déduire la probabhilité Pn de tirer au moins un poulet noir.

b. Calculer la valeur minimale de 7 pour que I‘'on ait F, 2 0,8

EXERCICE 23. Bac 1998. Session de remplacement.

On dispose d’un dé en forme de tétraedre régulier et homogéne dont les
quatre faces sont marquées des nombres 1, 3,7 et 10. Lorsque le dé est posé,
trois faces sont visibles.

1. Calculer la probabilité pour que le dé se pose sur une face donnée.

2. Soit X la variable aléatoire égale a la somme des nombres visibles apres un

lancer.

a. Donner I'ensemble des valeurs prises par X.

b. Calculer la probabilité de I'événement (X 2 14). . .

Soit /1 un entier naturel non nul. On lance le dé H fois et apres chaque
lancer, on calcule la somme X des nombres visibles.

3. a. Calculer la probabilité Pn pour que I'événement (X 2 14) se réalise au

moins une fois au cours des /7 lancers. P
b. Calculer la plus petite valeur de n pour laquelle on'a: I, 20,999,
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CICE 24. Bac 1991. Session normale.
és cubiques équilibrés dont les faces sopy

e,

On lance simultanément deux d

numérotées de 1 a 6. ' _ N
On dit qu’on obtient un « double » si les deux faces supeérieures des dgs

portent des chiffres identiques. | |
A chaque lancer, si le joueur fait un « double », il gagne 500F ; sinon il perd

100F.

1. On lance les dés une fois. Calculer |a probabilité de gagner 500F.

2. On lance les dés trois fois.

Soit X la variable aléatoire associée a la somme gagnée ou perdue apres les 3
lancers.

a. Quel est 'ensemble des valeurs prises par X ?

b. Etablir Ia loi de probabilité de X.

3. On lance les dés A fois.

a. Calculer, en fonction de M, la probabilité, notée ¢,,, de ne jamais faire un

« double ».
b. Calculer, en fonction de R, la probabilité, notee p,,, de faire au moins un

« double ».
¢. Quelle est la valeur minimum de ¥ pour que 'on ait D), < 0,8

Onprendra: In0,2=-1,61; ln%=—0,19 ’

EXERCICE 25. Bac 1995. Session normale.
Un sac contient 6 boules jaunes, 3 boules vertes et une boule rouge
indiscernables au toucher. On tire au hasard et simultanément 2 boules.
1. Quelle est la probabilité de tirer 2 boules de méme couleur?
2. Soit X la variable aléatoire qui, a chaque tirage de 2 boules, associe :
+ 2 si les deux boules sont de méme couleur et
- 2 si les deux boules sont de couleurs différentes.
a. Déterminer la loi de probabilité de X.
b. vérifier que : E(X)=-0,4.
3. On recommence 3 fois la méme épreuve, en notant a chaque fois la valeur X
obtenue, et en remettant les deux boules dans le sac apres chaque tirage.
Soit Y la variable aléatoire égale a la somme des 3 valeurs obtenues par X,
a. Déterminer la loi de probabilité de Y.
b. Calculer 'espérance mathématique de Y.
c. Interpréter le résultat obtenu & la question 3.b.
Les résultats seront donnés sous forme de nombres décimaux d’ordre 3.

—
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EXERCICE 26. Bac 1996. Session normale.

PARTIE A.
Une urne contient 10 boules
{6 Boules BLANCHES

4 Boules ROUGES
On tire 2 boules simulta nément,

1. Soit X |a variable aléatoire qui, a chaque tirage de 2 boules, associe le
nombre de boules rouges tirées.

a. Donner la loi de probabilité de x.

b. Calculer I'espérance mathématique de X,

2. Calculer la probabilité pour que les 2 boules tirées soient de méme
couleur.

indiscernables au  toucher:

PARTIE B.
Soit un entier 7 tel que: 2<n<g8.
Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher :
n Boules BLANCHES
10—n Boules ROUGES
On tire 2 boules simultanément.
1. Démontrer que la probabilité P(n) de tirer 2 boules de la méme

n2—20n+90
90
2. Quel doit étre le nombre n de boules blanches pour que P(n) soit

minimum ? Calculer ce minimum.

EXERCICE 217,

Un dé cubique a quatre faces noires et deux faces blanches.

Quand on lance ce dé, toutes les faces ont la méme probabilité
d’apparition.

On lance ce dé cing fois de suite.

1. Quelle est la probabilité pour qu’une face blanche apparaisse pour la
premiere fois au cinquiéme lancer.

2. Quelle est la probabilité pour gu’une face blanche apparaisse au moins
une fois ?

3. On appelle X la variable aléatoire qui a chaque épreuve fait
correspondre le nombre de faces noires obtenues.

a. Quelle est la loi de probabilité de X ?

b. Calculez son espérance mathématique.

couleur est : P(n)= 2
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EXERCICE 28. Bac 1993. Session normale.
Le propriétaire d'une loterie met en vente des billets numérotés 1 a 50.
La regle du jeu est la suivante :
- Sile numéro du billet se termine par 0 ou 5, le client gagne 2000F.
- Si le numéro du billet se termine par 3 ; 6 ou 9, le client gagne 1000F.
- Dans les autres cas, le client ne gagne rien.
1. Le client choisit un seul billet.
On suppose que chaque billet a la méme chance d’étre tire.
a. Quelle est la probabilité pour qu’il gagne 1000F ?
b. Quelle est la probabilité pour qu’il gagne 2000F ?
c. Soit X la variable aléatoire qui, a chaque billet tire, associe le gain
réalisé. Calculer E(X).
2. Trouvant qu'il y a trop de gagnants, le propriétaire décide de retirer de

la vente un certain nombre # de billets terminés par Oou 5 {Oﬁn.‘él())

Le client tire alors un billet parmi ceux restants.

Soit X” la variable aléatoire qui, a chague billet tiré, associe le gain
réalise.

a. Déterminer, en fonction de 71, E(X,,)-

b. En déduire le nombre minimal de billets a retirer pour que:
E(X,,)<500

3. Le propriétaire enléve 7 billets terminés par O ou 5.

Un client tire simultanément 2 billets parmi ceux restants.

a. Quelle est la probabilité pour qu’il gagne 4000F ?

b. Quelle est la probabilité pour qu’il ne gagne pas ?

-
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CORRECTION DES EXERCICES
Probabilités simples

EXERCICE 1.
Partie A.

1. On a un tirage simultané de 3 gateaux. || s’agit d’'une combinaison.,
Le nombre total de choix possibles est : cardSIZ——-C%2:22O

2, Calculons les probabilités des événements suivants:

a. A : «il consomme un gateau de chaque sorte »

card A=C1XC1XC1l=5x4%3=60 donc p(aj=CardA_ 60 _ 3
A B e A= ardl 23011

b. B : « il consomme 3 gateaux identiques »

—r 3l p Il a3 - _cardB_15 _ 3
cardB=C 3C3+C3=10+4+1 15 donc PB)="""75=5>5=77

c. C: « il consomme exactement 2 variétés de gateaux »

cardC= czxcl—l—czxchrczxcl —10x7+6x8+3%x9=145

cardC 145 29
card) 220 44

nc P(C)=

Partie B.
1. Dans cette partie, I'ordre est important et il n’y a pas de répetition.

Il s’agit donc d’un arrangement de 3 gateaux tirés parmi 12.
Le nombre total de choix possibles est : cardSl= A3 =12x11x10=1320

2. Calculons les probabilités des éevenements suwants.
a. A : «il consomme un gateau a la vanille le matin, un gateau au chocolat

3 midi, un giteau a la banane le soir».
card A=AIXALXA1=5x4x3=60 donc PIA)=

b. B : «il consomme un giteau de chaque sorte »
card B=[{AIXA X A3 |x3!=60x6=360

On multiplie par 3 ! car il faut permuter les 3 variétés de gateaux pendant

cardA_ 60 _ 1
card) 1320 22

les 3 temps de la journee.
D P{B) = _.C_Cﬂ’._d_@ = _3_69.. T'_-_._3_
one P cardq) 1320 11
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c. C: «il consomme deux gateaux a la banane et un au chocol

cardC:[A%XA}1]X3:24><3:72

On multiplie par 3 car le gteau au chocolat peut et
moments différents de la journée (Matin, Midi ou Soir).
cardC_ 72 _ 3

card} 1320 55

at »

re mangé en 3

Donc P(B)=

EXERCICE 2.
Une urne contient 3 boules jaunes, 5 boul

A. On tire simultanément trois boules de 'urne.
card(§)=C3,=120.
1. Soit A I’événement « avoir un tirage unicolore »
Il s’agit de tirer trois boules de méme couleur.

—c34c3= —11donc _ card(A) _ 11
card(A)=Cg +C(3 10+1=11 P(A) card(c) 150

es rouges et 2 boules vertes.

éme couleur »

card(B) _ 79
R

2. Spit B I'évenement « avoir exactement 2 boules de m

2 1 2 1 2 1 =
card(c?)-—c3xC‘? +CE xCg +C3 % Cq = -

B. On tire successivement sans remise trois boules.

card(§2)= A3, =10x9x8=720
nement « avoir des boules rouges uniguement » ;

1. Soit C I'éve
C)—= A3 = 5x 4 x3=60donc p(C)= card(C) _ 60 _ 1
euip)=g () card(€)) 720 12

2. Soit D I'événement « pas de boules vertes au deuxiéme tirage ».

D=D, UD, avec
D; : « pas de boules vertes au deuxiéme tirage mais la 1%® boule tirée est

verten ; et
D, « pas de boules vertes au deuxiéme tirage et la 1¥® boule tirée n'est

pas verte»
Ona: .D:L ﬁDz =

card{Dl):2><8><8:=128 -Card(Dz):8><7><8:448
p(p)—card(D) _ card(D,)+card(D,) 128+448 576 4
card(()) card(()) 720 720 5
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EXFRCICE .3. Bac A 1992. Session de remplacement.
1.L ot_*dre est important et il n’y a pas de répétition.
Il s’agit donc d’un arrangement de § lettres tirées parmi 10.

N, :,«415{:l =10X9%8x7x6=30240 mots de 5 lettres

2. Déterminons le nombre de mots de S lettres :
a. A:« commengant par la lettre A ».

A
1 9 8 7 s
N, =1xA$ =1x9x8x7x6=3024 mots de 5 lettres

b. B : «kcommencgant et se terminant par une consonnen.
consonne consonne
6 8 7 6 5
NB:6><8><7><6><5=10 080 mots de 5 lettres

c. C: «comportant exactement une voyelle».
voyelle

4 6 5 4 3
NC=(4><6><5><4><3)><5=7 200mots de 5 lettres

On multiplie par 5 car la voyelle peut occuper 5 positions différentes.

EXERCICE 4.

La classe comprend 36 éleves.

1. Le nombre d'éléves étudiant I'espagnol est égala: 8 +4 + 10 = 22.

Si on choisit un éléve au hasard, la probabilité pour qu'il étudie 'espagnol
. .22 11

est donc égale a 3618

2. Le nombre d'éléves étudiant uniquement I'espagnol est égal a 8.

Si on choisit un éleve au hasard, la probabilité pour qu'il étudie
8 2

uniquement l'espagnol est donc égale a 36 = 9

3. Le nombre d'éléves étudiant I'espagnol et le latin est égal a 4.
Si on choisit un éléve au hasard, la probabilité pour qu'il étudie I'espagnol

4 1
et le latin est donc égale a 36 = 9

4. Le nombre d'éléves étudiant I'espagnol ou le latin est égal 3 :
8+10+4+3+6=31.
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Si on choisit un éléve au hasard, la probabilité pour qu'il étudie I'espagnol

1
2 I sique, le

5. Le nombre d'éléves étudiant I'espagnol, I'espagnol et la musique,
latin, le latin et la musique est égala 8 + 10+ 3+6= 27‘. o |
Si on choisit un éléve au hasard, la probabilité pour qu 'il étudie espag:m
I'espagnol et la musique, le latin, le latin et la musique est donc égale a
21 E
36 4° | _ o
6. Le nombre d'éléves étudiant une seule des trois options est égal a

8+6+5=19. o
Si on choisit un éléve au hasard, |a probabilité pour qu'il étudie une seule

19

des trois options est donc égale a 6"

ou le latin est donc égale a

Probabilités conditionnelles et indépendance

EXERCICE 5. -
1. L'arbre pondéré correspondant a I'expérience aléatoire.
19050 =095 T
M ~ T
5 =
3 =0, 100=095
=001
a7 M /
1_66—097 M
99
100 =030 .
2. Calculons les probabilités des événements « MAT » et « MAT ».
_ 95 _ 285 _noes
pMNT)=pM)xp, (T)= IUU 100~ 0000 - 0283
99 9603 "
£ V — e S _'L)
pM D)= p(M)x py (T)= [{)U 100~ 10000 o0

—
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3, péterminer p(7T)et p(_?_’)

e p(T) est obtenue en évaluant |e poids de I'ensem
terminées par7 .

p(T)= p(M AT)+ p(M AT) =0,0285+]%%><ﬁlm=0,0285+[},0097=0,0382

® p(T) est obtenue en évaluant le poids de I'ensemble
terminées par T .

T=pMAT)+p(M~T)=_—3 .3 .97 99 _
p(T)= p( )+ p(MT) 700700 * 700 105 =968

4. a. La probabilité de ne pas &tre malade sachant que

positif est pT(_H)

ble des branches

des branches

le test est

. PIMOT) 0.97%0,01
pT(M)— o) 0.0382 =0,25393

b. La probabilité d’étre malade sachant que le test est négatif est

pr(M)

MnNT
PT(M)ZP( NT)_0,03%0,05 _

== 0,00156
p(T) 0,9618
EXERCICE 6.
Arbre de probabilité y C
H 80 =g
45 100

100
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1. Déterminons les probabilités des événements suivants :
a. H: « Etre un homme ».

_ 100 20
b. F : « Etre une femme ».
;J(F)——S—S-AA—I—O,SS

c. « Etre au chomage sachant qu’on est un homme ».

_ 20 _ 1 _
Py F)=15=5= %2

d. « Etre au chémage sachant qu’on est une femme ».

25 1
2. Calculons la probabilité pour qu’un individu de cette population active
interrogé au hasard soit au chémage.

p(C)= p(HNC)+ p(FNC)= p(H)x p g (C)+ p(F)x pp(C)

45 20 , 55 25 _ 2275 _ 91 _g92
P(O)= 155" To0+ 160100 — 10000 400~ »2%°
3. Calculons la probabilité que individu interrogé soit une femme sachant

qu’il est au chomage.

p FAC  p(F)%pg(C)

F)i= _
P =50 2(C)
55,25 1375
p . (F)=100 100 __ 10000 _ 1375 . 400
¢ 9l 91 10000 91
400 400
5500 _55_
P (F)=5150 =91 »0%
EXERCICE 1.

p(M)=0,007 ; p(M2)=0,004 : le(Mz)zﬂ,S

1. Calculons la probabilité pour que les deux machines soient en panne.

PUM, My)= p(M )% Py (M5)=0,007x0,5=0,0035

2. Calculons la probabilité pour que M; tombe en panne lorsque M; est en
panne.

pM,NM 00035
e = 8
p(M,) 0,004 LLiE

pMz(Ml)z

—
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EXERCICE 8.

Partie A.

1. Construction d'un arbre pondéré correspondant aux données.

50

y F
8 | "
100 20, ,H
60
100
O
40 ] i |
100
10 100 F
100 M
75 H
100

2. Calculons la probabilité que la personne d’interrogée soit :
a. un agent de maintenance ;

01 _
PUH)=155=19 ="

b. une femme agent de maintenance ;
p(MﬁF)=p(M)XpM(F)=£x£=L=U‘[}25

100 100 40
c. une femme.

p(F)= p(NF)+ p(ONF)+pMNF)
2(F)= p)x p, (F)+ pO)x poy(F)+ p(M)X py (F)

8 50,8 60,10 25
P(F)=150"T00 T 100 100 ' T00 100

400 |, 4920 , 250 _ 5570 _ 557 _
PF)= 10600+ 10000 T 70000 10000 1000 0,557

TOP CHRONO Mathématiques BACD Edition 2015

Scanned by CamScannef



38

Partie B.
1. Démontrons que la probabilité qu’une panne survienne et que
I'alarme se déclenche est égale a 0,037.

Onveut calculer: p(BNA)
Or p(B)=p(BNA)+ p(BNA) donc p(BNA)= p(B)— p(BNA)
Dot p(BNA)=0,04—0,003=0,037

5. Calculons la probabilité que l'alarme se déclenche.

p(A)= p(BNA)+p(BNA)= 0,037+0,002=0,039

3. Calculons la probabilité qu'il y ait une panne sachant que I'alarme se
déclenche.

pANB _ 0,037 _37_(.949

e — ——

P B)= o(A) 0,039 39

Variables aléatoires

EXERCICE 9.
Calculons E(X) et O(X)

_ 1 1 1 1 A=
E(X)=(-2) §+(—I)XZ+DXE+IXE+2X12 1

V(X)z(-—?.)zx%+(—l)2x%+02x%+12x%+22xrli—[:z] _ 251} 743
o) = V)= 27 =1,320

EXERCICE 10.
1. Le cirque posséde 10 fauves dont 4 lions.
Le dompteur choisit au hasard 5 fauves a chaque représentation.

Le dompteur 3 CISO =252 fagons de choisir 5 fauves parmi les 10 presents.

Pour k entier compris entre 0 et 4,ilya Cﬁ facons de choisir k lions et

Cg_-kfagons de choisir (5 - k) autres fauves.
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CkxC3—k
Ainsi,nousavons: p(X = k) =—4 6 (xentier compris entre 0 et 4).
CS
10
Ce qui nous donne la loi de probabilité de X :
xi 0 1 2 3 4
. l 5 10 5 I
P(X= o i ! L4 S .3
ik Y] 7] 1 71 7y)
2. L'espérance mathématique de X est donné par
E(X)=0x— +1x2 +2x 10 1
(X)= x42+>< + ><21+3>< +4x42 2

L'espérance mathemathue de X est donc de 2 lions.
Interprétation :

En moyenne, on dénombre deux lions au cours de chague représentation.

EXERCICE 11.

3
7-+n

A S S0 s 16F

L’ensemble des valeurs prises par la variable aléatoire est :

Xy ={~12;-2;0;8;16]
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1. Déterminons la loi de probabilité de X/,
4  4(T+n)_ 28+4n
4 T+n (T+n7* (T+n)?

_ _ 4 _  4n

PlXy=—2)= 7+n S e (7 +n)2
)

O — n n
Pk =il 7+n 7T+n (7_*,”)3

_ 3 _ 3nm
P(X =8)= +nx7+n (74_”)2

37

P(X” 3 ( + ?T) 214 3n

=16
N ET T+n)?  (T+n)?
Loi de probabilité

X -12 2 0 8 16
P(X, =x) | 28+4n 4n n’ 3n 21+3n
W= GEmE T2 | Gem? | T+n2 | G+n)

2. Calculons E(Xn)et montrons que g(X )= 161"-'2

n-+7
284-4n 4n n? 3n 214 3n
EX,)= —12 o + 0 + 8 x———=+ 16 x
Xn) x{?+n}2+ x(7+n)2 x(?+n]2 x{?+n)z+ (7.;.,,}2
E(X. )= —336—48n—8n+0+24n+336+48n_ 16n
L (74 n)? ”+72
3. f est la fonction définie sur [0;4—00[ par f(x)= 16}{2
- xX—+7
a. Etudions les variations de f .
_ 16x _ 16x
fo= g7l X2H10x+49
)= _16(x2 +14x+49)— (2x+14)(16x) 16x24-224x 4784 —32x% —224x
[x2 +14x+49] |x+?]
f.(x)_—lﬁx +?34 _—16(x2 - 49) —16(x — ?]{x-l—?) —16(x— ?) _16(7- x}
x+7] x+7] (x+7] )47 (x7l
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3
» X+7 >0 lesignede f'(x)est leméme que celuide (7 —x)

VXE!UH—@_}

b

X 0 7 + 00

f(x) + 0 .

f@| / Z \
0 0
_16x7 _ 112 112 4
)= 2 .. 2.1396 7

7+7° 14

b. Déduisons la valeur de n pour laquelle E{Xn}est maximale.

E(X))=—201 = f(n)
n+7

Ondéduit dutableaude variation précédentque n=7
etontire E(X;)= f(}'}-:%
EXERCICE 12.

Partie A.
A : « on obtient 1 au lancer dudé» B : « on n’obtient pas 1 au lancer du dé»

N : « on tire une boule noire»

R : « on tire une boule rouge»

Ml
—
=

ol
vy
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1. Soit R I’événement « le joueur obtient une boule rouge ».
Montrons que p(R)=0,15.

P(R)= p(ANR)+ p(BNR)= p(A)x p [(R)+ p(B)* pp(K)

1.4 5.1 _4.5_9_3_09)5
PR)=e* 15t 6 0~ 6050 60 20
2. Si le joueur obtient une boule rouge, déterminons la probabilité qu’elle

provienne de A.

1.4 4
M X
pR(A):pA R_6710_60_4,20_4_0444

P(R) 3 3 60 3 0O
20 20
Partie B.
1. Déterminons la loi de probabilite de X.
L’ensemble des valeurs prises per la variable aléatoire est :

ijllr?;i’.—fi:n—él}
P(X =2m)=C2 0,15 20857 =1 0.15 2 1= 0.15 7 =0,0025
P(X=n=2)=C} 0,15'x 0,85 =2x 0,15 x 0,85 =0,255

P =—4)=CY 0,15 x 0,85 =1x1x 0,85 2 _ 0,857 =0,7225

X, 2n n—72 —d
P(X=x,) 0,0225 0.255 0.7225

2. Exprimons E(X) I'’espérance mathématique de la variable aleatoire X
en fonction de /1.

E(X)=2n(0,0225)+ (n—4)(0,255) +(—4)(0,7225)
E£(X)=0,045n+0,255n—0,51—2,89=—3,4+0,3n

3. Déterminons les valeurs de /1 pour lesquelles ona: E(X)>0
E(X)>045—3,4+0,30>00,3023,4¢>n> 22 n>11,33
n=12 |
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Schéma de Bernoulli / Loi binomiale
EXERCICE 13.

Avoir une naissance simple conduit & 2 éventualités -
soit on a un garcon, soit on a une fille,
C'est donc une épreuve de Bernoulli.

On pourralt considérer |'épreuve « avoir un gar¢on » comme le succes de

I
probablllte pP= 1 et I'épreuve « avoir une fille » comme I'échec de probabilité

1 3

=l—p=l—s=2

=lpsl=gag
Cing naissances successives constituent une suc

cession de 5 épreuves de
Bernoulli.

Pour calculer la probabilité d’avoir exactement 3 gargons, on utilise alors la loi

binomiale de paramétres § et l.

I
3117 (3)° 1 .9 _ 90 _ 45 _
P(X—3)“C5[E] {E] _10’“’6&"?{_1024_512*0’088

EXERCICE 14.

1. a. Les deux feux A et B sont indépendants.
La probabilité de rencnntrer 2 feux verts est :

b. Soit C: « il rencontre au moins un feu vert»,

- I 3.1 I |
P(C)Y=P(A)x P(B)+ P(A)x P(B)+P(A)><P(B)—-4-><2+4><2 a f
2. Il s’agit ici, d’une épreuve de BERNOULLI qui se répéte 4 fois.
En effet, a chaque passage, soit il rencontre le feu vert avec une probabilité

]

P =%ou il ne le rencontre pas avec une probabilité g =1—p=z.

a. Les différentes valeurs de la variable aléatoire sont: X ={0; I; 2; 3; 4
0 4 4
3 1y (1 ]
Por=0=C[3) "[E] {4) =25
1

ror=n=C(3) {zJ= {J[-J "2

=i 1] o5

=7
3
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P(X =3) C4(3] x[ ] _4XF_TSE
4 0 4
4(3 sl s DL
ro0-Ciif A 43 -
X 0 1 2 3 4 | XP(X=x)
P(X=x,) 1 12 54 | 08 8l 1
; 256 256 256 256 256
b. Espérance mathémathue 268
12 108 . 4. 81 _ 768 _

BOX) = 0% g+ X g +2X 53X + e = 7
L'on pouvait prévoir ce résultat car la probabilité de rencontrer le feu vert au
feu A est %

Comme il passe 4 fois a ce feu, il a alors 3 chances de rencontrer le feu vert
d’ol la valeur de E(X)=3.

EXERCICE 15.
1. Total des pieces = 10

2. a. Loi de probabilité
XE€)=0,1,2,3

0,c3 1, 02
3
ClO ClU 120 2
C Cl 3000
PX=2=—43-0 =35 =15 Plx=3)=-4 =13~
ClO C10
Loi de probabilité
Xi 0 1 2 3
P 20 60 36 4
' 120 120 120 130

b. Calcul de I'espérance mathernathue de la variance et de I'écart-type :

E(X) 60 36 4 _144 6
XI=) % py= DX120+1 120 "0 T3 = 0 =5 = 12
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- 2.4 2. 20
VIXI=3 % P =0"x o +12x 20 422 38 4 325 4 pyp g c¢
120 120 120 .
a(X)=(X)=0,56=0,75
3.0n aici une variable aléatoire de Bernoulli de parameétre n=5 et p=-1—
Soit Y cette variable aléatoire *

P(Y =3)=C} x

EXERCICE 16.
1.

1 2 1 2
30 X1 —55| =3.46.10-4

g B
B =323 W
zi B

B w0 o
il 35 AV
B

{‘
182 a5 B 4 & N
U2< B

26 AV

® il
1/5 W/
A est 'événement « tirer 2 blanches »

P(A)=1ix2x341.4,2_8 _2

2°"6 6 2 6 6 36 9
2 X est la variable aléatoire qui prend la valeur +1 si on obtient deux boules de
méme couleur et -1 pour deux boules de couleurs distinctes.
P(X =1)=P(A)+ P(B)ou B est I'évenement « tirer 2 verts »

P(Q}:lxgxl,}_lxixé:%ﬂl 7

276 52 B B 30 41
P(X=1)=P(A)+PB)=5+35=g
- T in __49
PIX=—1)=1—P(X=1)=g5

= . 49 . P -
E(X)=—1xg5+1%55="56~ a5 s
2 49 2 _41__
r¢ex)=—»"L ><§5+I X 55 IE(X)]
.

_ 90 (4 _1_ 16 _2009 __
V(X)=5g [?G] =1—5035 = %025 9,992
o(X)= [%gg%;/o,wz:o,t)%
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3. Y suit une loi binomiale de paramétres gﬁl et5

P(Y=4)=5><[ ]x49~02
E(y)___5><41 41

90 18
s 41 41 2009
viY)= SX_ [1 90] 1620
a(v)= 2202 =1,114

EXERCICE 117.
1. Soit Q I'univers de cette épreuve. On a card{ﬂ):Afo =90

Ag
card(A)= A2—12 =3 P{A}__Al_:_=_ﬂ

. En appelant (x, y) le couple des entiers naturels tirés :
={(x,y) tels que x>2y avec x,y€{1,2,.. ., 10}}
On a par comptage : card(B)=20

DoncP(B)—Sg g

2. Appelons C I'événement « B est réalisé 2 fois exactement »
En appelant D I’ événement « B est réalisé au moins une fois »

2 e 16, 3125 _ 1050000 _
PIC)=CZx|g ]""[9] =21x53%55040 4782969  °°

Dest 'événement « B n’est réalisé aucune fois »

P(5)=C?2><[g]? = P(D)=1—P(5)=1—C2 x[g]7=o,ss

EXERCICE 18.
Soit P la probabilité pour qu’un moteur tombe en panne.

A. Dans cette partie: P=0,1.
1. La probabilité pour qu‘un avion a 2 moteurs s’écrase.
Un avion a deux moteurs s’écrase si ses deux moteurs sont en panne.

q=Px£=P2=0,1xo,1=0,01

2. La probabilité pour qu’un avion 3 4 moteurs ait ses 4 moteurs en
panne.

P,=PxPxPxP=P*%=0,1x0,1x0,1x0,1=0,0001

—
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. N mMoteur en panne est donc une épreuve de
Bernoulli.

La probabilité pour qu’'un avion 3 4 moteurs ait exactement 3 moteurs en
Panne se détermine par la loj

bindmiale de paramétres P=0,1et k=3.

1
0,9 =4x 0,001 x 0,9 =0,0036
4. La probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs s’écrase.
Un avion & 4 moteurs s’écrase s ses 4 mo
moteurs en panne.

_ a3 a3
P3~P X =3 “C4 0,1

teurs sont en panne ou s’il a trois
Py =P, +P;=0,0001+0,0036=0,0037

B. On revient au cas général.

1. f(P) est |a probabilité PoOUr qu’un avion a 2 moteurs s’écrase.
Démontrons que ; f(P)= p?

Un avion & deux moteurs s’écrase si ses deux moteurs sont en panne.
f(P)=PxP=p2

2. g (P) est la probabilité pour qu’un avion a 4 moteurs s’écrase.

Démontronsque: g P =P2 —3P2 L 4p

Un avion a 4 moteurs s’écrase si ses 4 moteurs sont en panne ou s’il a trois
moteurs en panne.

gP=P'+P(X=3=p4 +C3P3(1—P)=P* +4P3(1—P)
=P4+4P3 —4P4 =3Pt 1 4P3=p2 _3p2 4 4p

g P =P2_3P244p

3. On pose: h(P)=f(P)—g(P}

a. Etude du signe de h (P) en fonction de P.

hP=fP-gP=P_p2_3p2 4p =P?(1+3p2 *4P]=P2[3P2 —4P+l]

P2>0 = lesignedeh P dépend du signe de 3P2 —4P 41
3P2—4P+1 =3 P [P—%

i P 0 siPE}O;%

- h P <0 siPE%;I{ o hP =0 siPEl%;l}
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b. En déduisons, suivant les valeurs de P, dans quels avions il vaut
mieux monter.

OSiPEh);l[{ alors h P >0 = f P >g P unavionadmoteursest plus sir.

081PE alors h P <0 = f P <g P unaviona2moteurs est plus str.

\3
-SiP€l§:1 alors h P =0 = f P =g P: lerisqueestleméme.
EXERCICE 19. Bac 2003

1. a. La probabilité d’obtenir le numéro 2.
On dispose de 2 faces portant le chiffre 2 sur un ensemble de 6 faces :

21
P2 =2=2.
20 =%=3
b. La probabilité d’obtenir le nombre 421,

Obtenir 421 revient a obtenir 4 au premier lancer, 2 au second lancer et 1au

3éme

lancer.

P ({421}) = P {{8}) xP ({2}) xP “1}}-6 é é 1(;8'

2. Vérifions que la probabilité d’obtenir, ici, le nombre 421 est égalea— 57

P ({421}) = P ({a}) xP ({2}) xP ({1}) = é é : 51_‘4

|m

3. a. Démontrons que la probabilité d’obtenir 421, dans ce cas, est égale a l

(F5 ]
Ln

Soit N I'évenement « obtenir le nombre 421 ».
Comme l'urne contient 1N dés dont 4 identiques au dé A et 6 identiques au dé B,
alors |la probabilité d’obtenir 421 est égale a la somme de 4/10 de la probabilité du
cas 1.b et 6/10 de Ia probabilité du cas 2.
1 6 1 2
P(N)=P({421}) == X108 +5%5 =15
b. Egny a obtenu 421.
Calculons la probabilité qu’il ait joué avec un dé de type A.
Soit A I'évéenement « jouer avec un dé de type A ».
Ici, il s’agit donc de calculer la probabilité de jouer avec un dé de type A sachant

qu’on obtient 421.

-

4 1
P(ANN) 10" 108 2 135 1
P (A)= = = P, (A= —
N PIN) 2 VA= 10852 =3
135 :
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EXERCICE 20. Bac 2004, Session normale.

I. 1. On choisit 5 sacs Parmi les 60 sacs du chargement.

e
card{d=C2, =5461512,

0 ') [
Soit A l'événement : « Exactement 2 sacs contiennent le produit non déclaré ».

card A=C2 xC3 =882000 — p(a)=CardA_ 882000 _
107750 4) card$)~ saisiz.— 02

2. 50it B : « I'un au moins des 5 sacs contrélés contient le produit non déclaré »°

L A .
L'evénement contraire est B : « aucun des 5 sacs contrdlés ne contient le produit
non déclaré »

= o
. pB)—cardB _Cey s B -
On a: P(B)_cardﬂ_c5 ~0,4 Dp'ot: P(8)=1-P(F)=1-0,4=0,6

IL. 1. a. Sur le trajet, il y a trois barrages.
A chaque barrage, si le produit non déclaré est saisi, le camionneur paie 10 D0OOF.
Dol : X = {0 ; 10 000 ; 20 000 ; 30 000}.

L’expérience conduit 3 2 éventualités : le produit non déclaré est saisi ou non.

Il s’agit donc d’une expérience de Bernoulli.

L’expérience étant répétée 3 fois (il y a 3 barrages), la variable aléatoire suit la loi

binomiale suivante : P(X = k) =CXpKq"~k =k (0,6)k(0,4)3*

Carn=3;ke{0;1;2;3),p=0,6 etq=0,4.

Sik=0: P(X=0) =C_,?{D,5)'?(D,4]3“D =(0,4)3 =0,064
Sik=1: P(X=1)=C2(0,6)'(0,4)?=0,288

Sik=2: P(X=2)=C}(0,6)*(0,4)'=0,432

Sik=3: P{X:3}:C§*(D,6}3[0,4)G =(O,6)3 =0,216
La loi de probabilité de X est :

X 0 10 000 20 000 30 000

P(X & ::f-) 0,064 0,288 0,432 0,216

1. b. L'espérance mathématique E(X).

E(X) = 0x0,064+ 10 000x0,288+ 20 000x0,432 + 30 000x0,216 = 18 000.

2. On suppose que le camionneur ne peut payer la taxe.

Le produit est saisi dans les cas suivants :

- le produit est détecté des le 1* barrage.

- le produit n'est pas détecté au 1* barrage mais est détecté au 2*™ barrage.

- le produit n’est pas détecté aux 2 barrages précédents mais est détecté au 3éme

barrage.
La probabilité de saisir le chargement est : p = 0,6 + 0,4x0,6 + (0,4)?x0,6 = 0,936.
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T: NOMBRES COMPLEXES |

] Abraham de MOIVRE est né le 26 mai 1667
3 Vitry-le-Francois. Protestant, 1l est obligé
H'immigrer a Londres en 1685. En 1695, il
onnait la consécration quand Halley rapporte a
a Royal Society de Londres que de Moivre a
méliore "la méthode des fluxions” (le ‘calcul
Hifféerentiel) de Newton.

Deux ans plus tard, De Moivre devient membre
hssocié de cette société. Ses recherches les
hnnées suivantes concernent I'astronomie et
_ i iverses méthodes de résolution d'équation.

C'est dans un mémoire de 1707 qu'apparait la formule qu'on appelle
désormais la formule de De Moivre

Chapitre

a A ———

N e
[cosx+zsmx) —CcoSnx—+isinux

L'apport de De Moivre ¢st fondamental en prebabilites.
Dans son ouvrage, Doctrine of chance, paru en 1718, il explique la
formule des probabilités composees.
De Moivre montre en particulier que la loi binomiale tend, en un
certain sens, vers la loi normale (ou loi de Laplace-Gauss), la fameuse

loi "a la courbe en cloche”.
L'autre ouvrage majeur de De Moivre est Miscellanea Analytica

(mélanges analytiques) paru en 1730. C'est dans cet ouvrage
qu'apparait pour la premiére fois la formule de Stirling qui donne un

équivalent du nombre n!
Y figurent également des travaux ‘sur les suites récurrentes, la
trigonomeétrie, les fractions rationnelles. :

Une jolie légende entoure la mort de De Moivre, survenue le 27
novembre 1754 a Londres, dans la pauvrete.

On raconte que De Moivre s'était rendu compte qul dormait
chaque nuit 15 minutes supplémentaires. S'aidant de cette suite
arithmétique, il avait deviné le jour de sa mort, celul ou il dormirait

pendant 24H! Il ne s'était pas trompé!
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FICHE DE COURS

Soit Z=a-1ib (avecaethb deux nombr
1. Module et argument d'
algébrique :

Le module de z est : |z|= a2 +h2

es réels) un nombre complexe.
un nombre complexe écrit sous forme

'msf?= Re(Z) ___a
= 2
Un argument 6 de z est donné par : F a2 462
o Im(Z) b
sinf)=—="=
I Jc.-2+h2

2. Forme trigonométrique ou forme exponentielle d'un nombre
complexe :

z= p(cosf+isin 6) Forme trigonométrique

]p=Z| et 0 =arg(z).

Z= p&”a Forme exponentielle

3. Conjugué d'un nombre complexe :
sous forme algébrique et sous forme exponentielle :

Z=a—ib=pe~it = pfcos(-@jﬂsin{—@)]
\
4. Module et argument d'un produit Z*Z' et d'un quotient —;—

zxz"=|z|><|z" et arg(zxz')=(argz+argz']+k2n‘

ﬁj% et arg[%)=(arg2-—arg2')+k2fr
5. Résoudre une équation du second degreé avec a, b et c complexes :
Soit I'équation az? +bz+c=0, avec a, b et c complexes
A =b%—4ac son discriminant
Premier cas : A_G]R
e Si A>0, alors I'équation admet deux solutions réelles distinctes :
z =—-—-'b_‘/E etz =——_b+ﬁ
I 2a 2 2a
e Si A=0, alors I'éguation admet une solution : Z, ='§‘2’

e Si A<0, alors I'équation admet deux solutions complexes conjuguées :

_—b—iN—A —b+iN—A
g =—0—NTA “TiNTH
2a 2a

l et 22=
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Deuxieme cas: AZ R
I'équation admet deux solutions complexes
—:_@ et Z.= —b—0 (6 étant une racine carrée de A)
17 2a 2" 2a

_Différentes caractérisations du fait que z est réel :

Z

6

3. avec I'écriture algébrique : zER < z=acos0

b. avec I'argument : zeRearg - = 0 +km

c. avec le conjugué : ccR&z=z

7. Différentes caractérisations du fait que z est imaginaire pur :
3. avec I'écriture algébrique : z€iR & z=iasin0

b. avec I'argument : zeiR&<arg z = %I-}-k’ﬂ‘

c. avec le conjugué : zCiR&z=—2

8. Calculer une longueur avec des complexes :

s
4B=|z _ZA|:\][XB_IA]2 +Hrp=4)

9. Calculer des angles avec des complexes :

——

D Zp—Zc

mes —=arg

10. Montrer que deux droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires :

Z g : -
On montre que : 22— est un nombre 1maginaire pur

Zy—Z,
Z,—2Z
ou encore que : arg 7‘9—‘? =Tt k2n
B=Z4,) 2

11. Montrer que trois points A, B et C sont alignés :

Zy—2F y
On montre que : =2 =4 est un nombre réel

Z.—Z,
L,—2Z
ou encore que : arg %?’—" =04 k27
C ~ A
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12. Traduire que ABC est rectangle isocéleen B :

On montre que gd-i“r ou ZB —Z4 =—]
13. Traduire que ABC est équilatéral :
On montre que : = = — —
q T B Z C Zz B Z C
Z Z Z —Z —iT
ou encore que : A—e3 ouZ _A=¢ 3,
we: 7 7. Z"T
14. Cosinus et sinus de uelt.!ues angles Particuliers
ZlzlZlEz |22 &%
4 0 6 4 3 2 3 4 6
sin & 0 1 £ _"‘E 1 —‘@ _J_E_ 5 0
2 2 2 2 2 2
cose | 1 B 1210 o 2|28 -
2 2 2 2 2 2

METHODES PRATIQUES

M1: Quand utiliser le r.:nnjut__:_[ué d’un nombre complexe ?

® Pour écrire sous forme algébrique un nombre complexe qui a une

forme de quotient, on multiplie son numérateur et son dénominateur par
le conjugué du dénominateur.

® Pour prouver que Z est un nombre réel, on démontre que Z=2

® Pour prouver que Z est un imaginaire pur, on démontre que Z=—Z2

M2: Quand utiliser les formes trigonométriques ?

® Pour calculer les puissances de certains nombres complexes, on les écrit

sous forme trigonométrique ou exponentielle et on utilise la formule de
Maivre.

® Pour calculer les valeurs exactes du sinus et du cosinus de certains

angles, on peut identifier les formes algébrique et trigonométrique.
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M3. Recherche algébrique des racines carrées d’un nombre

complexe
SoitZ=a+ib et soit z = x + iy une racine carrée de Z
22=72<|z|2=|Z| et (x+iy)2=a+ib

x2+y2= |7 et (x2-y2+2xy)=a+ib
XEfy? = |z| 1

S ix2—y? = a (2)
2xy = b (3)

Remarqgue :Si b > 0 alors x et y ont le méme signe.
Si b < 0 alors x et y ont des signes contraires.

B ZA
M4: Quand utiliser le rapport Z Z'_

Soit ZA‘ ZB et ZC les affixes des points d:stnncts A BetC.

Z Z
® Pour prouver que A, B et C sont alignés, on démontre que Z Z
est un réel.
® Pour prouver que le triangle ABC est rectangle en A ou alors que les

Z B —Z 4
droites (AB) et (AC) sont perpendiculaires, on démontre que 7

est un imaginaire pur.
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EXERCICES RESOLUS

FORME ALGEBRIQUE
EXERCICE 1.
Déterminer la forme algébriquede : Z {I—ZX-FSI}t Z,= i+gjr

FORME TRIGONOMETRIQUE / FORME
EXPONENTIELLE

EXERCICE 2. 4
Soit les nombres complexes : Z] =141, 22 =21, Z:,’ =5 ét Z4 =1—3i

1. Déterminer le module et un argument des nombres complexes ci-dessus.
2. En déduire leur forme trigonométrique puis leur forme exponentielle.

EXERCICE 3.
Soit les nombres complexes : Z] =1+4iet 22 =1+3i

1. Déterminer 121’ et |Zz|

2. Déterminer : arg Zi et arg 2'2

3. En déduire le module et un argument des nombres complexes suivants :

= 1+.-:]1+:\5], - ::F 1+.':]?

EXERCICE 4.
2001
B4l
g g

EXERCICE S.
On donne z==1+if3 et z'=1+i | .
1. Calculer le module puis un argument des nombres complexes z ef Zz

Calculer Z =

2. Ecrire -‘z-, sous forme trigonométrique
Z

3. Ecrire Ez;sous forme algébrique
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ENSEMBLES DE POINTS

EXERCICE 6. BAC Blanc 2001. Cours UNESCO Plateau

On considére les points E (i), F (3-i) et G (1+2i).

1. Placer ces points dans le plan muni d’un repére orthonormé (unité : 1cm).
2. Déterminer et construire :

a. 'ensemble (B) des points M (z) tels que ; |z—1'| =3

b. 'ensemble (H) des points M (2) tels que : |z —1i| = [Z —3+f|
c. 'ensemble (R) des points M (z) tels que : Arg(z —i) = Arg(zﬁ. —zﬁ.)

EXERCICE 7.
Le plan est muni d’un repére orthonormal direct O, uv .
Au point m d’affixe z= x+iy, avec z #1i, on associe le point M d’affixe
_Z¥3
zZ—1
1. Exprimer les coordonnées X et Y de M 2 I'aide des coordonnées x et y de m.
2. Déterminer I'ensemble des points m tels que :
a. Z soit réel.
b. Z soit imaginaire pur.

TRIGONOMETRIE
EXERCICE 8.

Déterminer cos(39) et sin(39) en fonction de cos@ et sin@.

EXERCICE 9.
Linéariser cos> @

RESOLUTION D’EQUATIONS
EXERCICE 10. -
Déterminer les racines carrées de Z =3—4i

EXERCICE 11. BacD Sénégal 2003
Dans I'ensemble Cdes nombres complexes, on considére I'équation

E :23+(1—-8)22 —(23+4i)z—3424i =0
1. Montrer que £ admet une solution imaginaire pure et la déterminer.
2. Montrer quel+2i et—2+ 3/ sont solutionde E .
3. Donner I'ensemble des solutions de £ .
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FIGURES GEOMETRIQUES

ICE12.

On désigne par R, S et T les points du plan complexe d’ affixes définies
respectivement par: K =3— 2J3+2i: §=3-23-2/; T=3

1. Déterminer le module et un argument du nombre : U = g ;:

¥

2. En déduire la nature du triangle RST.

' VALEURS EXACTES DE COSINUS ET DE SINUS

EXERCICE 13. Bac Sénégal 2005
1. Résoudre dans C, 23 #1

2. a. Développer [f—hf]
b. Smt I’équation E : 23 =442 —1—i

En posant u ——-——_—,
V2—if2

' forme trigonométrique les racines de I’équations E.

]
3. En déduire les valeurs exactes de cos% et sm-s17

déterminer sous forme algébrique puis sous
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EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

FORME ALGEBRIQUE
EXERCICE 1.
On donne : Zl =2-3i et Zz=1+f
Calculer les nombres complexes : ZI+ZZ; ZI-Z2; ZIXZZ; ZIZ; 212; %
FORME TRIGONOMETRIQUE / FORME
EXPONENTIELLE
EXERCICE 2.
Donner la forme trigonométrique des nombres complexes suivants :
4

Bl .yl o _a w5 (%)

Zl—T+-2-J : ZZ_FI-_J' : Z3—(1+1J3_} : Z4—ﬂ
ir. A3 i3f. 513 T _in

Z=-2e4; Z,=(1+if e 4; Z,=(1-i)e 3; Z;=5(cosZ~sin%]

EXERCICE 3.

On donne z=1+i et z'=3-i
1. Calculer le module puis un argument des nombres complexes z ef z'

2. Ecrire sous forme trigonométrique puis sous forme algébrique le

-produit zxz',

3. En déduire les valeurs exactes de cos% et sin%
ENSEMBLES DE POINTS
EXERCICE 4.

£ i X _E=2i
Soit z==—1 ; onpose Z = o

Déterminer puis construire 'ensemble des points M d’affixe z tels que :

1. Z soit réel
2. Z soit imaginaire pur.
EXERCICE 5.

Pour tout nombre complexe z différent de 2i, on donne Z =

z+1
z-21
Onposez=x+iy et Z=X+iY oux, vy, XetY sont des nombres réels.

1. Calculer X et Y en fonction de x et y.
2. Déterminer I'ensemble E;des points M, tels que Z soit réel.
T

3. Déterminer 'ensemble E; des points M, tels que Z ait pour argument 5
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EXERCICE 6.
Déterminer I'ensemble des points M du plan complexe d’affixe Z telle que :

a. lz-2|=lz+l| ; b lz+l+fl=|z—2—3:' A |fz—1,=|z+2+i|

d. |z—l+3:‘|=2 i |:'z—3+i]=5 i - z+32'- =3, 8 ’(1_;‘J§]2—J§—f|=4
EXERCICE 7. -
Représenter I'ensemble des points d’affixe Z tels que.:
1. Arg Z =T0 :

2.|g|=2etdrg Z =2

3.Re Z =—1

4.|z2l=2et Im Z =1

TRIGONONMETRIE

EXERCICE 8.

Ecrire en fonction decosx et sinx :

a. Sindx b. cOS5x

EXERCICE 9.

Linéariser les expressions suivantes :
a.costx bsin?x csindx et d sinZx-cosdx

RESOLUTION D’EQUATIONS
EXERCICE 10.

On donne le polynome P (z) défini par:
P(x)=234+(2+)z2 +(—3+4i)z—10+5i

1. Montrer que (2 —i) est un zéro de P.

2. Trouver deux nombres complexes a et b tels que :

P(x) :(z—-Z—I—l\")(Z2 +az—+b) Puis factoriser P(z).

3. Résoudre dans C I'équation : P(z) =0.

EXERCICE 11.

On pose P(z) =z4 323 422 3241,

o désigne un complexe quelconque.

1. Montrer que si & est solution de I'équation P(z) =0, il en est de méme

= |
e_
de xetd 5

2. a. Calculer P(1+1i)
b. En déduire la résolution de I'équation P(z)=0 :
3. Ecrire sous la forme d’un produit de deux polynémes du second degré.
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| EXERCICE 12.
" Onpose P(z)=2z%—623 +23z2 342426 L
1.a désigne un complexe quelconque. Montrerque Pa =P o .
En déduire que si P{a)=0 alors P({Cx)=0

2. Calculer P(1+1).

En déduire 2 solutions complexes de I'équation P(2)=0.

3. AD)=(z—(1+D) ] z—(1-D)]
a. Veérifier que le polyndme P (z) est divisible par Q (z)
b. Résoudre dans C, I'équation P(z)=0.

EXERCICE 13.
1. Calculer (1—-1)29t (1+1)?

2. Soit (E) : z4 +8iz2 +48=0.
Montrer que si & est solution de (E), —a I'est également.

3. Développer le produit [22 +12:'][22 -—41’] .
4. Résoudre (E)

FIGURES GEOMETRIQUES
EXERCICE 14.

On considére les points A, B, C et D d'affixes respectives:
A=—1+iV3; b=—1-iy3; c=3—-ietd=3 +i

1. Placer A, B, C et D sur une figure dans le plan complexe muni d’un

repére orthonormal O, u,v Unité:4cm.
2. Déterminer le module et I'argument principal de Z = ; ;

Quelle conclusion peut-on tirer ?
3. Montrer que A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on

précisera le centre |, le rayon et une équation. Construire ce cercle.
4. Quelle est |a nature du quadrilatere ABCD ?
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EXERCICE 15.
Tousdes résultats demandés seront justifiés.

cos%—i—:‘sin%

On pose : Zz=?;, ou Z'_ldésigne le nombre complexe conjugué de Z],

Soit le nombre complexe Zl =3

Zg:r
23 =_Zl : Z4 =ZIE'

1. Déterminer la forme algébrique des nombres complexes Zl’ Zz et 23 '

2. Déterminé®le module et un argument des nombres complexes 22 et Z,.

3
;3
3. a. Montrer que 24 =3¢ 6 .

b. En déduire le module et un argument du nombre complexe Z4 .

c. Quelle est la forme algébrique de Z4 ?

4. Le plan complexe est muni d'un repére orthonormal O,u,v (Unité
graphique : 2 cm).
On considére les points A, B, C et D d'affixes respectives Z] : Z2 ; 2'3 et 24.

a. Montrer que les points A, B, C et D sont sur un méme cercle dont on
précisera le centre et le rayon. Construire ce cercle. g

b. Construire les points A, B, C et D en utilisant leurs ordonnées.
c. Calculer les distances AC et BD.
d. Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ?

EXERCICE 16.

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O, |, J) (unité : 1cm)
Soit les points A, B, C d’affixes respectives

ZA =—-3497; ZB:2+61 et ZC :_—l+:

1. Placer les points A, B et C.

2. Déterminer le centre, le rayon et I'équation du cercle (C) circonscrit au
triangle ABC. E

'3, Soit D le symétrique de B par rapport au point K d’affixe ZK =21 5i.

Calculer les coordonnées de D.
4. Quelle est la nature du quadrilatere ABCD ? Justifier.
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PROBLEMES DE SYNTHESE

EXERCICE 17. Bac D Sénégal 2002

1. a. Calculer le module et I'argument du nombre complexe : @ = g:%hﬂ
b. En déduire ses racines carrées
2. Résoudre dans C I'équation suivante z2 +(~f§—7f)z —“4(3+N§) =0
3. Soit z1 la solution imaginaire pur et 22 I"autre solution, montre que
Zy— 2j

y =4

4. Dans le plan complexe, rapporté a un repére orthonormal [O,?l',E;], A, B,
C sont les points d’affixes respectives 2i, 2y Zy.
Préciser la nature du triangle (ABC) en utilisant 1. a.

EXERCICE 18. Bac D Sénégal 2001

Le plan complexe P est muni d'un repere orthonormal direct O,u,v

Soit f I'application de C\ 2i versC définije par: f(z)= iz ;i
a.Resoudredans C : f(z)=z.
Donner les solutions Z et z2 sous forme algébrique puis sous forme

trigonomeétrique
b. Calculer 214 +z§l

1. Soit M z un pointde P

Soit I' 'ensemble des points M Z tels que f(2)soit un imaginaire pur.
Donner une équation cartésiennede I' . Tracer I .

2. Montrer que |z|=1 équivaut a |f(z)‘ =].
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EXERCICE 19. Bac blanc 2009. Lycée municipal 1 d’Attécoubé.

Partie A.

Soient Zzet wudeux nombres complexes tels que: z=3+i et

u:ﬁ[]—l-f]

On pose : Z=u~22
1. a. Déterminer le module et I'argument principal de Zet U.
b. En déduire le module et I'argument principal de Z.
2. a. Ecrire Z sous forme algébrique et sous forme trigonométrique.

Ik T

b. En déduire les valeurs exactes de COS — et SIN—

12 12
c. Calculer Zl 2

Partie B.

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, |, J). L'unité est le centimétre.

A, B e C sont des points du plan d'affixes respectives

ZA=3."; ZBz4+f; ZC,=2—3I'

1. Placer les points A, B et C dans le repére (O, 1, J).
2. Calculer ZD I’affixe du point D pour que ABCD soit un parallélogramme.

3. On pose Z:~ZZ—_431—I_ avecz=4-+41i
Déterminer et construire 'ensemble des points M d’affixe Zz tels que :

a. |Z]=1

b. Z soitimaginaire pur.
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CORRECTION DES EXERCICES

FORME ALGEBRIQUE

EXERCICE 1. Déterminons la forme algébrique.
Z,=(1-2)(4+5i)=4+5i-8i—10i% =4+ 5i—8i—10x(~1)=4-3i+10=14-3;

_B-5)(4-2%) 12-6i-20i+102 _12-6i-20i-10_2-26i_ 1 13i
2" (4+2i)(4-2i) 42 4722 - T6+4 20 10 10

FORME TRIGONOMETRIQUE / FORME
EXPONENTIELLE

EXFRCICE 2.
1. Datermlnons le module et un argument des nombres complexes.
Z |=[l+=v12+12 =2 3HS]-J52+0 =25=5
e 1L Q cosf= 3 =]
cos? 75 2 ,:Q:E 3 =8=0
s 1 _V2 4 sin6’=g:0
7’5 2 | 5
02:_2 = —\B.’f|=d 2+J§ =2
cos@===0 cos
12- =6 =-‘72£ E B =56= ___3{31'_
sm6’=§ 51119:—-2_
2. En déduisons leurs formes trigonométrique et exponentielie.
It
Z = ﬁ(cos%ﬂsin %) 3 Z= e 4
iT
= 7T +isi E 3 e 2
Z2 —2(cosf+1sm 5 ) : 2'2 2e
Z3 =5(cos0+isin0) : Z3 =5et0
_I'R'
= —Z |+isin| -Z : =2¢ 3
2'4 2 cos( 3]+15m[ 3]] : 24 2e
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EXERCICE 3.

3"=J12+J§2=2

1 2
cosf=—=3=
2 Ji 2 >:>A}‘g VA =€=_7£
1. 42 ! 4
sinf=—=2Y&
3 2
c056'=% .
= Arg|Z,|=0=%-
sm8=-‘]2§ ( 2) 3

3. Calcul du module et d’'un argument des nombres complexes
suivants:

3‘ ‘1+z 1+IJ_J| ‘1+r|><|1+x/_z| 2Zx2=22

arg[Z J arg(l-s—:)[lﬂfj arg(1+z)+arg(l+;\/_]—£+£=l’z

4 3 12
‘Z ‘:‘ 141 a [1+z]_=\/_
4 1+i3 |!+EJ§|
arg[Z4)=arg[li";j_\—arg[l+z)—arg(1+zf)—%_ _73{:—153'

7

=|1+i7:\/§7=\/§6x\/§=23x\/§=8ﬁ

R[]

j =arg[l+i} .-7><arg[1+z}: %: 17

J

arg[z5

I
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Ve
2 2

2001
EXERCICE 4. Calculde Z =

Point méthode :

n
Pour déterminer la forme algébrique de Z :[ZIJ , ONn peut procéder comme suit :

1. Déterminer la forme trigonométrique de ZI
2. Utiliser la formule de Moivre pour déterminer la forme trigopnométrique de YA

3. DélerminerAI'g(Z) la mesure principale de arg(ZJ

4. Revenirala forme algébrique de Z

On p;f)SEIZ ———-+ I l ' 1, COSQ:E et Sinﬁz_l.::) A]g[zl]z_%{_

Zl=(cos(%]+isin(%n 2 2
:[005[2001;r]+isin[20017r”

z=(zl)20m=[°°5[%}+i5i”(%n . ’

2000w 3. owmi | 200177 _ T
- =334-2=334—5 = 2N 3347 Z
7T

2001

200177

La mesure principale de G est donc — -

Z=(cos[ 73-]+1sm[ ZH 0+ix(=1)=—1i

2

EXERCICE 5.

Ondonne z=—1+if3 et z'=1+i
1. Calculons le module puis un argument des nombres complexes z ef z'

el =|- 143 = i-1)? + (3% = IT3= VB =2

Soit 6 unargument de z

cosd Re(z) _—1
4 2], _an
sfn9=|m(z)=£ .
2 2
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[2]=p+i=Va2 +2 = iT1=12

Soit 6" unargument de z'

cosg'=Relz) _ 1 _2
Cinr-a 1 [
sing'=Im(2) _ 1 _J2 4
2l 2 2
2. Ecrivons =; sous forme trigonométrique
2|_H_2_282
3 I I R R
arg(Z)=arg(z)-arg(z')+ 2km =2 T 4 2k =87 3T 4 o =27 4 2k

3 4 12 12 12

z ST 5m
. =2 (cos2t 12 +isin=o 12)
3.

Ecrivons Esous forme algébrique

Z —1+:J‘=( 1+iB)(1—i) _ —1+iB+i+83 _ -1+ B+iB+i
Z 1+i A+)1-7 12 412 12 412
5_(—1+J§)+(1+J§}f:—1+~/§+1+~!§,-
z 2
4.

En déduisons les valeurs exactes de cos[slg) et sm[?g)

J_(cos——ﬂ—rsmig] et £,=_1+"{_+1+‘j§f
ST _-—1—|—J§ 1+3 .
Donc: J_(C0512 —Hsmlz)-— 5 ek
o sm_—14+3 57 _ 1443
D'ol: ﬁcoslz 5 et J—smlz 5

On en déduit:

sr_ —1+v3 _—2+6
12 22 2
5m_1+V3_J2+6
"I27 28 2

COos
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ENSEMBLES DE POINTS

EXERCICE 6. BAC Blanc 2001. Cours UNESCO Plateau
1. Construction des points E, F et G puis construction des ensembles de points

......

P Foanm ©

PN PN R
R T
.....

T LT T T T TR R
: ¥ H : :

.......................
..................
..................

..................

TrrEEiidEisssaaaas

5 Déterminp‘ﬁ;":""""I""m""""m
a.|Z-i|=3 & 'Z-ZE’ =3 & (B) est le cercle de centre E(i) et de rayon 3.

b. [Z—i|:|Z—3+z'[<:::>|ZF:'|=~Z—(3—£)|<:>|Z—ZE =|Z-ZF|
=> (H) est la médiatrice du segment [EF].
& Arg(z_f)=Arg(zG_zE]@Arg(zM_zE‘ =Arg[zG-zE)

E'ﬂrﬁf_ZE
Z.—Z,

Le point M E[EG donc R est le demi-droite IEG :

& & Arg

:(}@MBS[EG,EM _0

TOP CHRONO Mathématiques BAC D Edition 2015

Scanned by CamScanner '



69

EXERCICE 1. ]
1. Expression des coordonnées de X et Y de M a l'aide des coordonnees x ety

de m.
On pose: Z=X+iY etz=x+1y

F_2Z+3 _ x+iy+3 _ (x+3)+iy _ [(x"'?’]""'y x“"()"—]]:l
z—1 x+iy—i x+i(y-1) Fﬁ_i(y_l)J x—f(y—-l)J

x(x+3}+zxy—1 (x+3 (y—1)+y(y—l}

L=
+{y—1)
3 x(x+3)+y(y—l)+l[xy (x+3)(y—l)]
x2 +(y—1)°
2+3x+_}’ —y+i[xy—xy+x— 3y+3]
2+(y-4}
. x2+ 32 +3x— y+z[x 3y+3l x +y2+3x e x—-3y+3 I
_ 2
x2+(y—-l) 2"'(3"1} +(y-1)

x +y2+3x Y et y=_X" —3y+3
2
+(v=1)" x2+(y-1)
2. a. Ensemble des pmnts m tels que Z soit réel.

7 réel > Im(Z)=0 ¥ =0 X 3Y*3 —06 x-3y+3=0
x2+(y-1)
1

Z réel ¢:>—3y=-—x-3<:>y:~§x+1

On en déduit: X =

L'ensemble de points m tels que Z soit réel est la droite (D): y=%x+l

b. Ensemble des points m tels que Z soit imaginaire pur.

2
ZE:’R'#R&(Z):O@X=O@ ¥ *3‘2J’ 0

-4

ZeiR &x +3x+y —y=0& x+3

s P 2
; 3 I 10 -0 [ 3] l] J10
R — | —|—=l=U0&= 1 X1T= —t | i
ZErIR@xﬂ—z +’y 3 l4} +2 +\y > >
L'ensemble des points m tels que Z soit imaginaire pur est le cercle
. 3 1 J10
de centre A |- 5 3 ¢t de rayon >
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TRIGONOMETRIE
EXERCICE 8.

Déterminons 008(39) et sin(BQ] en fonction de 0059 et sin9.
Point méthode -

Pour écrireCOS(ngJ ct sin(n@) en fonction de cOs & et siné,

.. (4
® On pose la formule de Moivre COS(H9)+fSin(H{9)=(CDS€+ZSIH9)
* On développe le second membre de cette égalité au moyen du binéme de Newton.

* On identifie cos(nr‘?) avec la partie réelle du second membre développé et sm(nﬂ)
avec la partie imaginaire du second membre développé.

cos 36 +isin 36 z[c-::-sffi-‘—I—JIT.'sirn‘_EJ]3

= lcos3 64 3cos29 isinf +3cosf isinf 2 +1isin@ 3
= co0s3 0+ 3icos2 fsinf)—3 cosOsin?0 — isin30
= cos3 0 —3coslsinl + £[3c052 0sin0 — sin30
Par identification, on a :
COS (6' ): cos3 6 —3cosbsin2e ; sin (6' } 3cos2 @sin @ — sin30
EXFRCICE 9.

Linéariser (.‘,0539
Point méthode :

Pour linéariser cos” Gou sin"?@ , on peut procéder comme suit

® Poser la formule d'Euler cosf = l(z +E) ou Sinf = _1_ (z _E)
2 21
1

h 1]
e Puis écrire cos”?@ = —-(z+2') ou sin”@ = —1—,(2—5)
2 27
® Développer ensune le second membre de I'égalité au moyen du bindbme de Newton.
e Utiliser les formules d’Euler cOSn@ = 2[2” 4z ] ou sinnf —?]. (z” _HJ
pour revenir & des expressions avec COSn& ou sinn@
3 i

:%[33 +3223+3152 +E3]

1 zZ~4+zZ

cosé'=-l_ zZ4+z - cos3 ) — 5

2

=:>c{}539 =%[ 3+32+3E+53] car zz=1
-3 1 = [|_1 : o
—cos3 6 :ZIT[%[ZB —+Z ]-1-3-2- Z-}-Z ]"Z cos30 +3cosp
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RESOLUTION D’EQUATIONS

EXERCICE 10. Déterminons les racines carrées de Z=3-4
|Z{=|3-—4f1=J32 +42 = 0116 =+25=5
x2+y%= [Z]

Soit z =X -+ Iy une racine carrée de Z, on a: x2 —-y2 = Re[Z]

2xy = Im[Z]

Pour tout z= x -+ iy une racine carrée de 7 —3—4i, le systéme devient :
x24+y2=5 () 2x2=8 ()+(2) fov SO
2_y2=3 2 & [2¢=2 (O-(Q) = y2 =1
2xy=—4 3) xy=—2 3) xy <0

x=2 ou x=-—2
= y=1 ou y=-—I
x et y sont de signes contraires.
Les racines carrées de Z =3—4i sont z=2—jietz'=—2+1

EXERCICE 11. Sénégal 2003

£ 23 +(1—8i)z2 —(23+4i)z—3+24i=0
1. a. Posons Z = IX, xelR
- — x2 1 8ix?2 —23ix+4x —3424i=0
—x2 +4x~—3]+z'[—x3 4+8x2 —23x+24|=0

—x24+4x—3=0
—x34+8x2—23x+24=0

x = 3est solution commune aux deux équations Z, = 3i

b. A I'aide du schéma de Horner ci-dessous, on montre que 14 27 est solution de

E

1 1-8i -23-4i -3+24i
1+2i 1+2i 14-2i 3-24i
1 2-6i -9-6i 0

par la méme méthode, on montre que —2 -+ 31/ est solution de E .

c. lensemble des solutions de E est: 37;1+2i;—243i
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72 .
FIGURES GEOMETRIQUES
EXERCICE 12,

1. Déterminons le module et un argument du nombre : U/ = ST

| R-T
ULRST:_T (3-23- ~2i)-3 —2J3._—2:'=2J§+2f_(2‘/§+2‘f)(2‘5+2’)
[3 283 +21J -3 —23+2i 2@-25_(2\5—-2:’J(2~/§+21’J

ki

2
28| +2x23%2j '
u-(28) 16“2’*(2’) _12+8(3i-4_8+83i_1+3i
A, | 16 16 2
U=§+71
> |U|=1i+‘/§i—' 12 B
77“{7] [7]\] =4 =1=1
® 9=arg(U)
cos@=1
= G=areg(U)=Z
sint9=€l g( J 3
2. En déduisons la nature du triangle RST, -
_ S—T|_
.]U|_1<:>R__§__1<:>{R_ 3—1@[3—2'*]:,34@3?:1{? ()
oarg[U]—?(i}argg g—gﬁmes‘TR,TSF% (2)‘

- (D et(2) = RST estun triangle équilatéral.
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EXERCICE 13. Bac Sénégal 2005

1. 23—1:0 si et seulement si 2“1[22+z+]]=0 ‘

Résolvons I'équation : z242z41=0
2

A=1—4:-3=[fJ§]

Donc z::l_;_f\/g_ou Z:-_—ljz_—i—\/z

, _1- —1+i3
d’ott =3 —1 =0 siet seulementsi z=lou Z=——F—— l IJ_ouz— 2

3
2. a. Développons Ji—fﬁ]

[Ji.—fﬁf’ =[J§—1J§][J5-—:'J’Z]2 (B -idE) 41 =42 —1i |

b.z3 =42 —1—i

4l
Onpose: U —=—=—"T7= & Z=uJ2—iN2
J‘—d\f

3 Ji—fﬁ] =4J§ -
I |

Donc 23 =Uu

On en déduitque : U

ﬂ———]“fﬁ —e_lzgrou U= _142_5\/3- =€!2§T

D'aprés1).0Ona: u=lou u=
or z=u 2—iN2

vonez =2 =il ou z=({B—iB) =158 o 2 =(\2 12} 1415
S S I

C'est-a-dire Z= \E e fﬁ ou Z= 5 5 ou

= "‘[2-2"'\/_6- -}-fﬁ;—‘lg qui sont les racines de E sous forme algébrique.

Exprimons ces racines sous forme trigonomeétrique.

Ona: —u\/_—hf'“ux.?‘(_ J_l 2ue 4
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‘donc:’
T
Pouru =1, on obtient Z=2¢ 4
~i21 28 m
Pouru=e ,onobtient Z=2¢ 3¢ 4'—26’
j2T Zﬂ' —im T

Pour u = E 3_ , on obtient Z — 28 3e 4 -—28 12

d’ou les racines de E sous forme trigonométrique sont :
—iT —llm S
23 4 2e 12 ,2e 12

3.En dedulre les valeurs exactes de COS-S—— et Sih == T

12 12

Onaeu: 26’ 12 __"-\/_-I—J__H\F;J_

de:e 12 = 2+J—+1J_1"‘/—

i —2+46 . 57 _ 246
D =
ou 00512 7\ et Sin=2 12 4
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[ Chapite - NOMBRES COMPLEXES EY TRANSFORMATIONS DU PLAN

Carl Friedrich GAUSS

né a Brunswick le 30 avril 1777,
décédé le 23 février 1855 a Gottingen
(Allemagne)

GAUSS apprit seul a lire et a compter a

I'age de 3 ans. Remarquant ses aptitudes,
le duc de Brunswick lui accorda une
bourse en 1792 afin de lui permettre de }
poursuivre son instruction. Il fréquenta le

college Caroline de 1792 a 1795 et formula
a cette époque la méthode des moindres

carrés et une conjecture sur la répartition
des nombres premiers.

En 1795, GAUSS se rendit a Géttingen ou il découvrit le théoréme
fondamental des résidus quadratiques.

GAUSS développa le concept des nombres complexes et en 1799
l'université de Helmstedt lui décerna le titre de docteur pour sa thése
qui donnait la premiére démonstration du théoréme fondamental de
I'algébre.

A l'age de 24 ans, il publia Disquisitiones arithmeticae, sa théorie
des nombres, un des travaux les plus remarquables de I'histoire des
mathématiques.

I1 calcula aussi les orbites de petits astéroides tels Cérés et Pallas.
GAUSS calcula l'orbite en utilisant la méthode des moindres carrés et
prédit correctement ou et quand Cérés réapparaitrait. Aprés cette
réussite il accepta un poste d'astronome a l'observatoire de Gottingen.
En 1820, GAUSS inventa l'héliotrope, un instrument muni d'un
miroir mobile qui réfléchissait les rayons du soleil; il fut utilisé en
géodésie. Pendant la fin des années 1820, en collaboration avec le
physicien Wilhelm Weber, GAUSS effectua des recherches de base en
électromagnétisme, en mécanique, en acoustique et en optique.

En 1833, il construisit le premier télégraphe.

GAUSS faisait une étude soigneuse des journaux étrangers dans la
salle de lecture de Goéttingen, et en particulier, des nouvelles
financiéres. Cela lui permit de gérer une fortune personnelle
considérable par des spéculations boursiéres. Il mourut fort riche.
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FICHE DE COURS

Reconnaitre une transformation du plan

Soit une transformation du plan d’écriture complexe

Z'=az+b (aeC,beC)

acR*?

ouIl NON ouI NON
Translation Homothétie Rotation Similitude plane
: directe
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Eléments caracteéristiques d'une transformation du plan

acR* ad R* a=|a 210
. a=] a1 |a|= a]#1
Ecriture '
complexe Z=q0gz+b
H théti ) Similitude
" Translation d:mo erttlea ::::tat:une plane directe
Transformations d rappo _ angle
du plan -7 et de et de :3 Pp I I
centre O centre g |d'angle &
et de centre
—— e angle & |® rapport Ial
rappo
i O =arg(a) e angle @
; @ =arg(a
Eléments . |Vaffixe de e centre gla)
caractéristiques | ;7 est b Q(w) ®centre |e centre
b Qo) | o)
0=—— h b
- 7 2
il -4 _m l—a

Editian 2015
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EXERCICES RESOLUS

ETUDE DES SIMILITUDES DU PLAN

EXERCICE 1.

Pour chacune des similitudes di
caractéristiques (rapport, angle et centre év
1.S d’écriture complexe z'=—3z+1-5i
2.5 d’écriture complexe z'=(l+i)z-—f

3 S d’écriture complexe z'=z+1+1
4.5 [ d'écriture complexe Z'=iz-1+2i

rectes S, donner la nature et les éléments
entuel).

EXERCICE 2.
Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct (0, 1,))

Donner dans chacun des cas I'écriture complexe de f.
1. S est 'nomothétie de centre O et de rapport 2.

2. S est la rotation de centre € d’affixe i et d’angle -

3. S est la similitude directe de centre Q d’affixe 1-2i, de rapport J2 et
T

d’angle T

EXERCICE 3.

Soient A, B, C et D les points d’affixes :

ZA =—1—I, ZB-:,!', ZC =1+3i etZD =541

Soit § la similitude directe transformant Aen CetBen D.
1. Déterminer le rapport k etl'angle 8deS.

2. Déterminer I'écriture complexe f associéea$S

3. Déterminer I'affixe de €2le centre de S.

EXERCICE 4. Bac 2003. Deuxiéme session

Le plan complexe est muni du repére orthonormé (O, 1, J), (unité : 2cm).
1. On considére I'équation : (E) :

ZeC, 7Z3-2Z?+4(1+)Z+16+16i=0

Verifier que :

VZeC,Z3 -2iZ2 +4(1+)Z +16416i= Z+2 |22 = 2(1+i)Z +8(1+1)

2. a. Déterminer les racines carrées du nombre complexe - 8- 6i.
b. Résoudre dansC, I'équation : (Ey) : Z2—2(1+i)Z+8(1+i)=0
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C. En déduire les solutions de I'équation (E).

3. Soit A, B et C les points respectives - 2 ; 4i et 2- 2i.
a. Faire une figure.

b. Soit K le milieu de [BC).

On considere la similitude directe S de centre A, qui transforme B en K.

Déterminer et construire I'image (C’) du cercle {C) de diamétre [AB] par la
similitude S.

c. Déterminer I'écriture complexe de S.
d. Déterminer I'angle et le rapport de S.

EXERCICE 5. BAC blanc 2009. Lycée Mamie Fétai de Bingerville
On considére le polynéme P(z)=2z% —4 14/ z3 +12iz2 +8(1—i)z—20

1. Déterminer les nombres complexes b et ¢ pour que, pour toutzeC, on
ait : P(z)={zz+25)(zz+bz+c)

2. Résoudre dans C, 'équation: P z =0

3. Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O, 1, J).

On considere les points A, B, C et D d'affixes respectives
ZA =1-—1, ZB=—1+1', ZC=I+3:' et ZD=3+!'

a. Faire une figure. :

b. Démontrer que ABCD est un carré.

4. Soit S la similitude directe transformant A en A et CenB. -

a. Determiner |'écriture complexe de S. ;

b
2
d

. Déterminer les éléments caractéristiques de S.
. Déterminer I'image du point B par S
_Construire I'image du carré ABCD par S.

EXERCICE 6. Bac 2000 session normale
Dans le plan complexe muni du repére orthonorme (0, |, J), les points A et
B ont pour affixes respectives J3+i et —\f—+1
On désigne par S la similitude directe d’écriture complexe :

z'=3_21J§Z—'J§+I

1. Déterminer les images par S des points O et A

7 Déterminer les éléments caractéristiques de S.

3. Soit (C) le cercle de centre O et de rayon 2 et (C’) son image parS.
a. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (C’).

b. Construire (C').
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EXERCICE 1. Bac 2004. Session normale

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé (O, |, J), on

considere les points A, B et C d’affixes respectives ZA’ZB et ZC telles

que: ZA=41, ZB;2ﬁ+21 et ZC:w2ﬁ+2f.

1. Déterminer le module et 'argument principal de chacun des nombres

complexes ZA’ZB et ZC'

2. Utiliser les résultats précédents pour place:; les points A, B et C.
Unité graphique : 1 cm.
3. Démontrer que I\e triangle OBA est équilatéral.
4. Déemontrer que le quadrilatére OBAC est un losange.
5. On désigne par K le milieu du segment [OA] et par S la similitude
directe de centré O qui transforme B en K.
a. Déterminer I'écriture complexe de S.
b. Calculer I'affixe de I’imége par S du point [ milieu du segment [AC]:
c. En déduire que I'image par S de la médiatrice du segment [AC] est la
droite (Ol).
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EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

ETUDE DES SIMILITUDES DU PLAN

EXERCICE 1.

Le plan est rapporté 3 un repére orthonormal direct (O, 1,))
On considere I'application F qui a tout point M d’affixe Z associe le point

M’ d’affixe z'définie par: z'=u?z+u—1 ob u désigne un nombre
complexe.

1. a. Déterminer I'ensemble des nombres complexes u pour lesquels F est
une translation.

b. Caractériser F pour chacune des valeurs trouvées.

2. a. Déterminer I'ensemble des nombres complexes u pour lesquels F est

une rotation d’angle de mesure %

b. Caractériser F pour chacune des valeurs trouvées.

EXERCICE 2. Extrait BAC 93
Soient A, B, C et D les points du plan P d’affixes respectives :
2;2i;2+41i;4+2i,
1. Faire une figure et démontrer que ABCD est un carré.
2. Determiner la similitude plane directe S telle que S (A) = B et 5(C) = D.
On précisera les éléments caractéristiques de S.
3. Construire I'image de B par S. Justifier.

EXERCICE 3. Extrait BAC 94
1. Déterminer () I'ensemble des points M d’affixe z tels que:
‘l—fz+2i|:2.

2. Etudier la transformation F du plan qui, a tout point M d’affixe z,
associe le pointz’ telleque: z'= 1=/ z+42f

3, Déterminer I'image du cercle (C) de centre (2 ; -1) et de rayon 1 par F.

EXERCICE 4. Devoir de niveau 2002. Lycée Municipal d’Attécoubé
1. Le plan complexe P est rapporté au repere orthonorme (O, |, J),

(Unité : 2cm). On considere les points A(2; 0),B(2;3) et C(-1; 3).

a. Faire une figure et placer les points A, B et C.

b. Donner la nature du triangle ABC.
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2. On designe par F la similitude du plan qui transforme le point A en A et
le point B en C.

a. Donner les éléments caractéristiques de F.

b. Déterminer le centre K et le rayon du cercle (C) circons_crit au triangle
ABC.

c. Quelle est I'image de ce cercle par la transformation du plan F.
(On en donnera la nature et les éléments caractéristiques).

EXERCICE 5. BAC 95

1. Résoudre dans C I"équation : z?’ﬂf:O.
2. Soit le plan complexe muni du repére orthonormé (0, 1, J) ; unité : 2cm.

. V1) of B.1 ;
On donne les polnt:sA[--2 5 | B -5 15| et C(0:1).
On considére la similitude directe S de centre O, de rapport 2 et d’angle

de mesure .

3 e
Soit M un point quelconque d’affixe z et M’ |e point:tel que M’" =S (M).
a. Determiner I'affixe 2’ du point M’ en fonction de z.’ _
b. Déterminer et placer A’, B’ et C' les images respectives des ponts A, B
et C par S. ;
3. Calculer I'aire du triangle A’B’C’ en fonction de I'aire du triangle ABC.
4. Trouver une homothétie de centre O transformant globalement le
triangle ABC en le triangle A’B’C’. Justifier votre reponse,

J

EXERCICE 6. Bac D Sénégal 1999

Dans I'ensemble C des nombres complexes on considére I"équation
E:z34(3-2)z2+(1—4))z—1—-2i=0

1. a. Vérifier que (E) admet une solution réelle.

. b. Achever la résolution de I'équation (E)

2. Dans le plan complexe on désigne par A, B, C les points d’affixes

i =—1: =21 n—. 1
respectafszA I: Zp +1; 2 =i
) _ Zp—z
a. Determiner le module et argument de ;—_Ei
S A

b. En déduire la nature du triangle ABC.

c. Donner le centre, le rapport et I"'angle de la similitude

plane directe qui
laisse invariant A et transforme B en C.
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EXERCICE 7.

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, I, J) d’unité : 1 cm.

On désigne par A B, C, D les points d’affixes respectives :

2+i;3;-3i;-2+5i.

On considére I'application f qui a tout point M d’affixe z, associe le point

M’ d'affixe 2 * définie par: z'=—2Iz—2+1.

1. Donner la nature et les éléments caractéristiques de f .

2. Veérifier que f(A4)=C etque f(B)=D.
z'—-i

z—1

4. En déduire une mesure de |'angle (W,W) et en déduire que

IM’ =2 M.

3. Démontrer que pour toutz#i,ona: =-2i

EXERCICE 8. BAC 97 remplacement
1. Soit (E) I'équation dans C suivante : z¥+(i—3)z3-iz+1+i3=0
a. Développer, réduire et ordonner le polynéme :

p(z)z[z—ﬁ+fj(z3—:').
b. Résoudre (E).
2. Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, 1, J) (unité : 4

cm). On considére les points :

A d’affixe J3_’2+1 , B d’affixe — Jg i d’affixe —i.

a. Placer les points A, Bet C.

b. Justifier que le triangle ABC est équilatéral.

3. Soit €2 le milieu du segment [AC] et S la similitude directe de centre (2
qui transforme A en B.

a. Déterminer les éléments caractéristiques de S.

b. Démontrer gue I'image du point O par S est le point C.
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CORRECTION DES EXERCICES

'EXERCICE 1.

Nature et éléments caractéristiques des similitudes directes f .
1. f d'écriture complexe z'=—3z+1-5/

a=-3€R eta=1donc f est.une homothétie

e derapport k =|—3|=3

B I=5 _1—5i_ 1

Ed 1——3 & 4

e de centre le point {2 d'affixe w tel que w= —gi

2. f d’écriture complexe z'=(1+f)z—f
a=1+i gRet |l+i‘ =+v2 =1 donc f est une similitude plane directe
e de rapport k=’l+:‘|=~f§

e d'angle 0 =arg(a)=arg 1+
| _2 L _ 2

cos = —_ = "etsinf=—=Y2 = 6’:%

2 2 2 2

e de centre le point {2 d'affixe w tel que w= b e R W

I—a 1—1+i —i

3. f d'écriture complexe z'=z+1+1
a=1€R donc f est une translation de vecteur u d'affixe b=1+i

a4, f d'écriture complexe z'=iz—1+2i
a=igR et |a|=[i|=1 donc f est une rotation

e dangle &=arg(a)=arg|i)
s

_0_ - _1_ -
cosH—T—Oetsmé’—Tﬂl = @ 5

e de centre le point Q d'affixe @ tel que
b _1+2i _(1+2)(1-7)_—-1-i+2i-2_-3+i_-3,1;
[—a 1-i  (1-1)(1-1) 2 2 2 2

)=
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EXERCICE 2. Ecriture complexe de /.
1. / est 'homothétie de centre O et de rapport 2.

z'=az+b

k=|a=2 = a=2 ou aq=-2
__b _ _

O=1—=0 = b=0

Donc l'écriture complexe de f est: z'=2z

2. [ estla rotation de centre QQ d’affixe / et d’angle —%
Z'=az+b

k:‘dl:l -iX

= 2 = _r i Sl —E =
9=arg(a)=—-% = a=e cos( 2)+zsm( 2] i
o= = b=w(-a)=i(l—(=i)=iQ+i)=i-1=—1+i
Donc l'écriture complexe de f est: z'=—iz—1+i

3. f estia similitude directe de centreﬂ(l -—21'), de rapport J2 et d’angle

x

3

Z'=az+b

;ial‘:lg;‘:i_ " #a__h\/je'g :_-ﬁ[cos[%]-i-isin[%]]:Ji["l—;+—‘g-f]=H‘i
= K}

w=% = b=w(l-a)=1-2 1-1+i =1-2i(-)=—i-2=-2—i

Donc I'écriture complexe de f est: z'= 14+i z—2—]
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EXERCICE 3.
A, B, C et D ont pour affixes : ZA:—-I—-I', ZBZI', ZC=1—|—3£ et ZD—_—S_H

=N

[A§] [[();'D}

1. Déterminons le rapport k et l'angle fde S.
— 3
L CD ~ZD C’ |5+r 1+:‘_‘4 21'_ 654 _ 20 _ _Jies

4B lz _zl ‘1—;1—:' l+2  I+4 5
Zp—LZc o
o 0= meSlAB CD] argZ—Z— arg 511.4__%:']
4—2i_4-2i 1-2i _4-8i—2i—4_—10i__»; — T =
1+2i 142 1-2i 5 5 o = arge ): 2

2. Déterminons I'écriture complexe f associée a S.
f(z2)=az+b
S(A)=C < az,+b=2z, )]
SB)=D & azB"'b:zD (2)
_ e _Zpe D_—4+2f_4-_2_f=—2i
D-@) = a(zA ZB)_ grép. = 8= =1=7 1+

Z,7%p

(2):>azﬁ+b=zD¢:>b=zD azp —(5+1) (—21)><:_5+;+2;><:-5+r =2ed
D'ou I'écriture complexe [ est: f (2)=-2iz+3+i

3. Déterminons l'affixe de € le centre de S.

Soit @ l'affixe de QQ
b o_ 3+ _3+i_ G+)(1=2i) _3—6i+i+2_5-5i_|_j

@= = _= s
I—a 1-(=20) 1+2i (1+20)(1-2i) 5 5

—
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EXERCICE 4 : Bac 2003 deuxiérne session
1, Vérifions que :

VZ €C, 2> 2122 4+ 4(1 +H)Z +16 - 16] Z 42

1*'* méthode : Ia division euclidienne

2% —20+-HZ +801 + )

Z3 =272 +4(1+)Z +16+16; , Z42
—z3_272 5
=2(1+1)Z2 + 4(1+)Z 27 =2(1+)Z+8(1+i)
2(1+1)Z2 +4(1+1)Z
8(1+1)Z +16+16i
~8(1+/)Z-16-16i
00
- 2™ méthode : la méthode de HORNER
1 -2i 4+4i 16+16i
-2 -2 4+4i -16-16i
1 -2-2j 8+8j 0

2. a. Déterminons les racines carrées du nombre complexe -8-6i.

Soit Z=—8—6i = ZJ=|—8—61F|=\/82+62:J64+36=JI(]0=I{)
s0it d=x+iy uneracinecarréedeZ, ona:
x2+)2 =|Z] 24p2=10 () |[22=2 B+
¥—y2=ReZ & [x2-)2=-8 (2) & [2)2=18 ()—(2)
2xy=Im Z exy== e

x2 =]

x=] ou x=~1
< y?=9 & |y=3 ou y=-3
xy <0 x et y sont de signes contraires

On en déduit que les racines carrées de Z = —8—6i sont:
0=1-3i et §'=—|+3;
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b. Résolvons, dansC, Z2—21+iZ+8 14+i =0

&'=b'2—ac= 1+52—31+1’ =2f-—-8—3§=f8—6f = A'=—8-—-6i
Les racines carrées de A'=—8—6i sont. 5§5=1—3i et &§'=—1+3i
Les solutions de I'équation: 72_21+4iZ+81+i =0 sont

' 1+i +1-=3i -

Z=_b+5= B =2 ZI:Z-—ZI
1 a 1 |
u_' 1+i =143i :

27 a
S, ={2-2i;4i }
c. En déduisons les solutions de I'équation (E).
(E): Z3-2iZ22+4(1+1)Z+16+16i=0
& [Z+2]{22—2(l+i)Z+8(1+:')]=0
= [2+2]=0 ou Z2-2(1+i)Z+8(1+i)=0

Finalement, 'ensembledessolutionsde I'€quation (£) est TS ={—2;2—2f ;41’}

3. a. Construction de la figure.

PR R T ey o N ;J ............
ki 3 \©
------ N RN 4
IIIIII it N
o 1 '} (SO T
e ) [} 5 MR R
-3 = =1 o l LY,
R . Bk LA S
2ot N e
_-.(F'. e S : %
b : =
A . - - om i ‘
b
....... "
i B ol s e T ;
l bt R s 8
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b. Soit K le milieu de [BC],
Soit 5 la similitude directe de centre A, qui transforme B en K

Déterminons puis construisons I'image (C’) du cercle (C) de diamétre [AB]

par la similitude S.

=ZB+ZC ___4;'+2—2i=2+2i__1+f-
2 T

K estle milieu de[BC] = Z,

Lasimilitude Sesttelleque: S(A)=AerS(B)=K = s[[as]]:[AK]
Onen déduit que: :

I'image du cercle (C) de diamétre [ABJ estle cercle (C') de diamétre [/IK] = S[[AB]J

c. Déterminons I'écriture complexe de S,
Soit f(Z)=aZ+b Iécriture complexe associée 4 la similitude S.

SA)=A=fZ)=Z, az,+b=2, (I
SBY=K = f(Zp)=Z; & aZ,+b=Z, (2)
()-(2)= a(z,-2,)=2,-2,

_Z,-Z, =-2—(1+:‘)_ B (—3—:’)(—2+4E) 10-10i _1;, .
- Zy~Zg ~2—(4.t') “—2—45_(—2~4f)(—2+4f]-_ 20 wa(l_l]

De(l),on tire: aZ, +b=Z,=b=Z, -aZ, =—2—%[l—f]x(—2)

=b==2+|-i==1-i
azé(l—i] et b=—l—i = f(Z)=%(I-f)Z—l—f

d. Déterminons I'angle et le rapport de S.
1¢" méthode (utilisant I’écriture complexe de la similitude)

At B g
f(Z)—j[l .ch 1-i
eSoit k£ lerapportdelasimilitude: k:[a|

=1=N=11-)=Ly2:12 =12
k(1) 1-i)= 72
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eSoit & langledelasimilitude: &=arg(a)

@ =arg(a ]_arg[%[l ):arg[%—%—i]
1
_Re(@) 5 _1.2_1_42
COSQ—-—lal——Tlf_jxﬁ_Jj_ >
9 F 93_%
1
] _Im(a)—“_z"'—l 2 :—J_z—g
sind d === fxﬁ % 5
2

2¢me mathode (utilisant les points et leurs images respectives par la
similitude)

La similitude S est telleque: S(A4)=Aet S(B)= K=>S[[AB”_|AK|

On en déduit que:
e ax P Z) P+ _w_ M _1_8

e e e e e e 41y

AB ’z zl |2+4; 20 2xy0 2 2
34

0= mes(ﬁAK’ argz' ZA] g12+4

b. Constructionde (C'). : @ i i . i i i i P & iwb odlilildll

—arg|=|1—

& H
-------------

......
-----

..........................

..............................

---------------------------

.....

............

................................
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EXERCICE S. BAC blanc 2009, Lycée Mamie Fétai de Bingerville

1. Déterminons les nombres b et ¢ tels que :P(z)=[22 +2EJ(22 +bz+c]

o . ;
P(-}—[z +2l](22 +bz+c}<::> P(z}--:“+bz3+czz+2r'zz+2sz+2£c

< P(z)=z% +p23 +[r:-i-2.i]z2 +2ibz + 2ic
Or P(2)=2% = 4(1+i)23 +12iz2 +8(1—i)2-20
Dou: z% 4423 +(C+2£)22 +2ibz + 2ic = 24 -4[1 +f)23 +12iz2 +8(I —i)z—ZU
Par identification, on a:
o b=—4(l+:‘)
e C+2i=12i & ¢c=12i-2i=10i
Donc P(z2)= (22 + 21‘)[22 —4(1+)z+1 Df]
2. Résolvons dansC, I'équation : P(z)=0

P(z)=0 < [z2 +2f)[z2—4(1+f)z+10f)=0

P(z)=0 & z2+2i=0 ou z2—4(1+i)z+10i=0
& z2=-2i (1) ou z2-4(1+N)z+10i=0 (2)
e Résolvons dans C l'équation (1): z2=-2j

Les nombres z €C tels que zZ = —2i sont les racines carrées de Z = —2j
Il s'agit donc de déterminer les racines carrées de Z =—2i
Déterminons les racines carréesde £ =—2i
’z|=|—-2;[= 2
Soit z=x+iy uneracinecarréedeZ =-2{, ona:
x2+y?=|Z| 2+32=2 (1) 2x2=2  (D+(2)
Ix2- )2 =Re(Z) < x2-32=0 (2) « {2y?2=2 (D—=(2)
= — =_]
Sey=Ti ( Z) 2xy==2 xy
x2 = x=1 ou x=—1
= y2: < {y=1 ou y=-1I
xy <0 x et y sont de signes contraires
Les racinescarréesde Z =—2/ sont: z =1—i et zy=— 14
Les solutions de I'équation (1) sont: z =I—i et z,=—1+i
Edition 2015
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e Résolvons dans C, I'équation (2): z2 414z +10i= 0

a=|—4(l+i)|2 _Ax1x10i=16(1+ )% —40i
A = 16(1 4 2i — 1) — 40i = 16(2i) —40i =321 —40i

=—38i

Déterminons les racines carrées de & = —8i
|&l=|~—8f‘ —8
soit &= x-+iy uneracinecarree de A=-—8i, ona:

x2 + y2 =‘&l x2 +y2 -8 () 2x2 =8 (D)+(2)
Ix2 —y2 =Re Q) « 2 -2 =0 (2) & [20* =8 (D —(2)

) = Ji— _—4
2xy =m (&) % B 2
x2 =4 x=2 ou x=-—2

&= y2=4 & |ly=2 ou y=-2

xy <0 x et y sont de signes contraires
Les racines carrées de A =—8i sont: §=2-—2i et §'=—2-+2i
L _—brs A +2-2  444i42-2 _6+2 _3,;
3 2a 2 2 2
, i o hia W L I REY
4 2a 2 2 2

Les solutions de I'équation (2) sont: 23-—:3+fetz4:=1+3r‘

e Finalement les solutions de 'équation p(z) =0 sont:

z,=1—-i;zz=—1+f; zj=3+fetz4——-1—i—3i

S{Cz-{j—r'; i F3E 1+3;'}

—
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3. ZA =]—i, ZB=-1+:‘, ZC.=I+3£ etZD=3+i

a. Figure.

b. Démontrons que ABCD est un carré.

¢ Montrons que ABCD est un parallélogramme
Z =Zp—Z, =(—1+)—(1—)=—2+2i
Z,.=Zp—Zp=(1+3)—@+)=-2+2
ZAB‘:ZDC"' o AB=DC = ABCD estun parallélogramme.
e Déterminons la mesure des cotés [AB] et [BC].
AB=}ZB—ZA|=|(—]+:‘)—(l—f)|=|—-2+2r'|=\l21 +22 =8=242
B‘C='ZC —ZBH(] +3i)—(—1 +1‘)[=‘2+2:'[= 22 +22=8=22

AB=BC

e Déterminons la mesure de I'angle BA;BC]
o] Z—2Z (143)— (=141 2+2fl
mes|BA ; BC|=arg _—ZA_ZB i (A=) —(=1+7) g|2—21

242 204+ _1+i_ DA+ _142i4+i 14212 _;
=21 20—=i) 1—i (1—){d+i) 2 2 2
BA; BC|=arg| 22! |=arg() =7 = (B4)L(BO)

=ar

5{2_2[

CONCLUSION : ‘ o )

ABCD est un parallélogramme dont 2 cotes consécutifs ont méme mesure et
forment un angle droit : ABCD est un carré.

mes
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4. Soit S la similitude directe transformant A en A et Cen B.
a. Déterminons l'écriture complexe de S.

z'=az+b
S(A)=4 < azA+b:zA 1)

S(O)=B & aic+b=z )

247 _(=p-(=1+D)_2-2
H-@2) = a[A C] zy~fg = a7 Z 4 TU-n-(1+30) -4

(I—I)XI —-' _I (-*1) i+1 1+I——(1+I)
—2:‘ —(=2D)xi _2,{52 2x(-) 2 2

(2):>azc+b:zB ©b=zp-az —(—l+r)——-(l+1’)(l+31)

:>a-

= b_—l+r——( —2+4i)=-1+i+1-2i=-i

D'ot: I'écriture complexe de S est: Z' = —-(1 +i)z—1

b. Déterminons les éléments caracter:sthues de S
e S(A)=A & A(l—i)estlecentre de la similitude S

S T W,
. o Lerapport k—§|l+r|_§J_r 5

e Langle 6 = arg l?’lf(l+f)]

; 1 7 IR N .
=_Z_

mosie 2 2 ﬁ 2 2

2 = Qzﬂ

l 1 2 1 _ 2 4

’ 1 :,_2 s

sind=—5=2*E=F" 2

2

c. Déterminons l'image du point B par S

Soit B'=S(B)
z ,=.%(I+E)ZB —i:%(1+z')(—1+z‘)-—f*—%(—-lﬂ—i—-l)—i:—l—i

d. S (ABCD) = ACB'D'carS(A) =A;S(C)=B;S(B)=B'etS (D) =D’
Déterminons D' = S (D)

1 5
Z =§(l+z)z :——(1+1)(3+1)—-1 —-—(3+r+3: )—i -—-(7+4I)—'I—-1+f

p—]
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EXERCICE 6. BAC 2000. Session normale
1. Les images par S des pomts O et Asont:

Y

2=y 2= B+i=200_ i B o S©O)=3
YY) -

e s J_+r~ ‘rx Bti-fti=B i = S(A)=

2. Les éléments caractéristiques de S.

L'écriture complexe de la similitude directe Sest: z'= IJ_ —3 +I

Cette écriture a la forme z'=az +b avec q:i_z_"@ et bz_,ﬁ_H’

_ B3 3—i V32 ‘ '
== ZR et 2;J§= 3 Z‘E =J£_2=J§ donc S est une

similitude plane directe :

e de rapport k:[alz 3_21‘\& =3
e d’angle
[“ Re a 2
A * COSB:T_%:\?
: a
f=arga=arg 3 3}=-—£ car
2 6 -
Sinf?—lma— f‘" I
RN

e de centre le point A[ﬁ + :') car S(A)=A

3. Soit (C) le cercle de centre O et de rayon 2 et (C’) son image par S.

a. Nature et éléments caractéristiques de (C’').
'image d’un cercle par une similitude est un cercle donc (C’) est un cerc!e

Les éléments caractéristiques de (C’) sont :
e Son rayon R'=kxR=3x2=23
e Son centre O'=8(0)=B
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b. Construction de (C').

EXERCICE 1. Bac 2004. Session normale
; % |zA| = /4% =4 soit 6, unargumentde Z,,ona:

0,=3=0
costA= a d'aaArng:9A=%
smt’5'A=2£=1
f J4x3+4=4 soit OyunargumentdeZg,ona
f 28_4
G =582 =
'8 S 1 Td'ouArng—6'3=-g-

|lz|=v4x3+4 =4 soit 6 unargumentdeZ., ona:

g.——28B_-3
T2 gonArgs =6, =2
sinf/ r%_% 6

2.0na: |2A‘=|ZB|='zCl:4®OA:OB:OC

Donc les points A, B et C appartiennent au cercle C (0 ; 4).
3. Démontrons que le triangle OBA est équilatéral.

AB=z, |=lzy —2,|=[2B~2}|=
Comme AB = OA = OB alors le triangle OBA est équilatéral.

c—
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4, Démontrons que OBAC est un losange,

@:]ZCA’:,ZA — 7 ':[2;*-2&’:
Comme OB =B =LA~ CO= 48t deplus (OB) est parallele 3 (CA) (carz,
08

Donc le quadrilatere OBAC est un losange.
5.Kestle milieu de [OA] ; S est la similitude directe
a. Détermination de I"écriture complexe de §.

zCA]

de centre O telle que S (B) = K.

Méthode 1
Le rapportkde S : k= OK _|&| _ i _2_1
0T0 08 |z| 4 3 2
Bl K 2 4
z z
Car2; =20 _“A_ %A .5
k— 7 2 R
L'angle orienté Gde s :
2 z
0=Arg(-%)=Arg(K)=Arg(z,) - Arg(z,) =T —T T
Zos Z, 2 6 3
Le centre de S st le point O tel que 20 = 0.
7T
L’écriture complexe est donc : z‘-——zerz’*.z 2
cia L3 L e 143
Onendéduit: 2 =2 (—+=)z2= z
en dédui 2( 5 +2) a

Méthode 2
L’écriture complexe de S est de la forme : Z'=az+b avec a et b des nombres

complexes et IU| = i IR

S(0)=0etS(B)=Kdou:
b=0 b=0

B oy 2 iN3—=i) <=1 1+3i
2i=a(23+2i) + = 2(J§ g = MR TN 7

._1+J§fz
i]

dou Z =
Z_ -2 :
b. L milieu de [AC] donc Z, :—‘52——*‘1 =—J343i

' —}_‘%@(_ﬁ +3;):%(~J§ —3i+3i-33)=2,=—3

Z =
L

c. (LO) est la médiatrice du segment [AC].OrS(0)=0etS(L)=L

z'Lz— 3 alors L’ €(0l). Donc S ((OL)) = (Ol).

Uimage de la médiatrice (LO) est (Ol).
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Chapitre IV: STATISTIQUES

Andreil Andreievitch Markov

(2 juin 1856 - 20 juillet1922)
Mathématicien russe.

| Né¢ en 1856 a Riazan, il étudia a
4] 'Université d'Etat de Saint-Pétersbourg en
#| 1874 sous la tutelle de Tchebychev et en

1886, il devint membre de I'Académie des

I| Sciences de Saint-Pétersbourg.

Ses travaux sur la théorie des probabilités 'ont amené a metire au
point les chaines de Markov qui l'ont rendu célébre. Ceux-ci peuvent
représenter les prémices de la théorie du calcul stochastique. Il étudia
en 1913 la succession des lettres dans le roman Eugene Onéguine
d'Alexandre Pouchkine. Markov nota que les lettres utilisées (qui se
répartissent selon les statistiques spécifiques de l'alphabet russe)
'suivent en fait des contraintes trés précises: chaque iettre dépend
é.troitement de la précédente. On appela par la suite les groupements
dans lesquels une lettre d'un texte dépend de la précédente - avec unc

certaine probabilité - une chaine de Markov.

I
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FICHE DE COURS

Nuage de points
Le plan est muni d'un repére orthogonal.

L'ensemble des points M ..d 4 5
if € coordonnées xi,yj- est appelé nuage de points

associé a la serie.
Point moyen d’un nuage de points

On appelle point moyen d'un nuage de points représentant une série,

le point & de cordonnées (XG, }’G) ol et YG =¥ = Z}’j '
N

Covariance X =X = .&L

La covariance d'une série stallsthue a 2 caractéres X et Y, de moyennes respectives X
et ¥ et deffectif total N est le nombre réel noté COV(X,Y)ou axy tel que :

2on. x,-% y -7 3
14 ] - J COV X, == ”i'j'x.r'yj
Effectif toral ~ ** “O"'N = Eraitiomal

Droite de régressionde Yen X
La droite (D) de régression de Y en fonction de X passe par le point G[,‘?, }7), point

COV(X,¥)= _Xe¥

moyen du nuage de point,

o o _COV(X.,Y) e
Son équation est : y=ax+b. Avec a= 70 et b=Y—aX.

Droite de régressionde X enY

La droite (D') de régression de X en fonction de Y passe par le point G[J_{, }7], point

moyen du nuage de point.

Son équation est: x=a'y+b'. Avec a'=C05((£’Y) et b'=X-aY.

Remarque G[f, F] appartient aux 2 droites de régression.

Pour tracer ces droites, il suffit donc de délerminer un autre pqint vérifiant I'équation.

Corrélation linéaire
Deux variables statistiques X et Y sont dites en corrélation linéaire lorsque la courbe de

régression de Y en X et la courbe de régression de X en Y sont des droites. g
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i

Coefficient de corrélation linéaire
On appelle coefficient de comrélation linéaire d'une série statistique double de caractére

COV(X.Y)
NZo9040D

(X, Y), le nombre réel r défini par : ' =

Propriétés :
*si 0,87 <|F"| <1 alors la corrélation linéaire entre les 2 variables est forte.
L e | alors la comrélation est parfaite.

Estimation, Prévision
Lorsqu'il existe une bonne corrélation linéaire, il est possible de prévoir la valeur de y

connaissant celle de x, en utilisant I'équation de la droite de régression de y en x ; et vice-

versa.

METHODES PRATIQUES

M1 : Comment calcule- t-on la variance de la variable X?

Pour calculer la variance de la variable X, on peut procéder comme suit !

e Calculer X la moyenne de la variable X, puis calculer X~ le carré de la moyenne ().
e Déterminer le carré de chaque modalite.

e Multiplier colonne par colonne le carré de chaque modalité par son effeclif
correspondant.

e Calculer la somme des produits obtenus ci-dessus.

e Diviser cette somme par I'effectif total : on obtient ainsi la moyenne des carrées(2).

e Soustraire de la moyenne des carrés (2) le carré de la moyenne (1): on obtient la

variance.

NB : On procédera de méme pour calculer la variance de /a variable Y.

VIZ : Commment calcule-t-on la covariance des variables X et Y?

Pour calculer la covariance des variables X et Y, on peut procéder comme suit :
e Calculer X la moyenne de la variable X.
e Calculer Y la moyenne de la variable Y.

e Calculer le produit X1 . (1).

e Déterminer le carré de chaque modalité.

* Multiplier colonne par colonne chaque variable X a la variable Y correspondante.
® Calculer la somme des produits obtenus ci-dessus.

* Diviser cette somme par I'effectif total. (2)

® Calculer la différence (2)—(1) : on obtient la covariance des variables X et Y.

B—

—
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EXERCICES RESOLUS

EXERCICE 1. Bac D 1999, Session normale.

Un pharmacien observe, durant les 6 premiers mois de I'ouverture de son officine, |
chiffre d'affaires en millions de Francs CFA. Le résultat de I

le tableau suivant ol x désigne le numéro du mois et y le chif

e
observation est résumé dans
fre d'affaires correspondant.

X 1 2 3 4 5 6
Yy 12 113 |15 |19 |21 |22

1. Calculer X et Yles moyennes des variables x et y.

2. Représenter graphiquement le nuage de points de cette série statistique double ainsi
que le point moyen G. (Unités : 2 cm en abscisses et 1 cm pour 2 unités en ordonnges).
3. Calculer la variance V(x) de x et la covariance COV(X.Y)de x ety.

Les résultats seront donnés sous forme de fractions imréductibles.

4. Démontrer qu'une équation de la droite de régression (D) de y en x est:

yzg—g-x+9,2

5. Tracer la droite (D).

6. En utilisant la droite (D), calculer une estimation du chiffre d'affaires de cette pharmacie
a la fin du 7#me mois,

EXERCICE 2.

En prévision du lancement d’'un nouveau produit, une société a effectué une enquéte
aupres de clients éventuels pour fixer le prix de vente (en milliers de francs) de ce produit,

Les resultats sont donnés dans le tableau ci-dessous :

Prix de vente en milliers de francs xi | 9 10 |11 12 114 {15]16 117

Nombre d'acheteurs potentiels yi 180 |1 160 | 150 | 130 | 1008080 | 70

1. Représenter graphiquement le nuage de points de cette série statistique.

(Unité : 1 cm pour 1000 francs en abscisse, 1cm pour 10 acheteurs en ordonnée).

2. Déterminer les coordonnées du point G.

3. Déterminer le coefficient de corrélation linéaire r. Interpréter le résultat obtenu.

4. Déterminer une équation de la droite (D) de régression de y en x. Tracer (D).

5. Estimer graphiquement le prix maximum a fixer pour qu'il y ait au moins 50 acheteurs
potentiels. oue

6. En utilisant I'équation de la droite (D) de régression de y en x, déterminer :

a. le nombre d'acheteurs a prévoir si le prix est fixé @ 13 000 F.

b. le prix a fixer pour que le nombre d'acheteurs potentiels soit supérieur a 250.
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EXERCICE 3. Bac D 2000. Session de remplacement
Pour préparer la retraite de ses membres, une coopération a planté en 1991 des
anacardiers qui sont rentrés en production trois ans plus tard. Le tableau statistique
suivant donne I'évolution des productions depuis 12 premiére année de récolte.
Ordre X de 'année de production 1 2 3 4 5 6 i
Année de production 1996
Quantité Y, de production (en tonnes) | 118 | 146 | 184 | 247 |267 |278 |255
1. En quelle année celte coopérative a-t-elle obtenu 278 tonnes d'anacarde ?
2. Recopier et compléter le tableau statistique ci-dessus.
3. Représenter dans le plan muni du repére orthogonal (O, |, J), le nuage de points de la
série statistique double (X, Yi).
On prendra : En abscisses 2 cm pour unité et en ordonnées 1 cm pour 20 tonnes.
4. Déterminer I'arrondi d'ordre 2 du coefficient de corrélation lineaire de la distribution -
statistique (X, Yi).
5. La corrélation entre les variables X et Y est-elle bonne ? Justifier.
6. Déterminer par la méthode des moindres carrés, une équation de la droite de
régression gui permet d'estimer 'année en fonction de la production.
7. En quelle année |la coopérative produira-t-elle 350 tonnes ?
EXERCICE 4. Sénégal bac D 1999
L'étude du commerce extérieur d'un pays de 1990 a 1996 pour les importations et les
exportations exprimés en milliards de francs donne le tableau suivant :

Importation X|2,8]3,2|3,8|44]6,4|57]7.4

ExportationY| 2 12,6|3,2|3,8] 5 |55]6,5

1. Calculer :

a. les moyennes jf- et ? :

b. les variances V(X) et V(Y)

c. les écarts types a(X) et a(Y)

2. Calculer le coefficient de corrélation entre X et Y,

Existe t-il une corrélation entre les importations et les exportations.

EXERCICE 5. Sénegal bac D 2000

On donne la série statistique suivante a deux variables :
Xi|1.2|1.4}16]|1,8] 2

Yi|13 121416 ] [
Par la méthode des moindres carrees, on a obtenu ['équation de la droite de régression de
y en x, a savoir: Yy =9x+40,6

1. Calculer X

2. Exprimer Y en fonction de a

3. En utilisant 1. et 2., montrer que [ =20).

p—
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EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

EXERCICE 1.

On consideére la série statistique déterminée par le tableal ci-contre.

X.
1

-3

-1

0

Yy

1

-1

4

1. Représenter le nuage de points associé & cette série.

2. Déterminer les coordonnées du point moyen G.

3. Determiner V(X) et V(Y)

4. Calculer Cov (X, Y) la covariance des variables X et Y,

5. Determiner une équation de la droite de régression de y en x et de la droite de
régression de x en y. Tracer ces deux droites.

6. Calculer le coefficient de corrélation de cette série et l'interpréter.

EXERCICE 2.

On considére la série statistique déterminée par le tableau ci-dessous.

I

10

1

13

15

i

18

Yi

105

107

110

111

112

115

1. Représenter le nuage de points associé a cette série.

2. Déterminer les coordonnées du point moyen G.

3. Determiner V(X) et V(Y)

4. Calculer Cov (X, Y) la covariance des variables X et Y,

5. Déterminer une équation de la droite (D) de régression de y en x. Tracer la droite (D).
6

. Calculer le coefficient de carrélation de cette série et l'interpréter.

EXERCICE 3.

Le directeur des ressources humaines d'une entreprise doit embaucher des ouvriers.

Lors de précédents recrutements pour des postes analogues, il a fait une étude statistique

et a dressé le tableau suivant :

Salaires proposés X; 60.000 64.000 68.000 72.000

Nombre de candidatures y; 11 17 20 25

1. Représenter le nuage de points associé a cette série.
2. Déterminer une équation de la droite de régression de y en X.
3. En déduire une estimation du salaire que doit proposer le directeur s'il veut recruter 30

auvriers.
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EXERCICE 4.

Le tableau suivant donne le poids yen kg d'un nourrisson, X jours aprés sa naissance.,
X 5 7 10 14 18 22 26
Yi 3,61 3,70 3.75 3,85 3,90 4,05 4,12

1. Représenter le nuage de points associe a cette série.

2. Déterminer une équation de la droite (D) de régression de y en x et la représenter.

9. Donner une estimation du poids du poids du nourrisson 30 jours aprés sa naissance,
EXERCICE 5.

Le tableau suivant donne, pour six anneées, les montants x des frais de publicité d'une

entreprise et y de son chiffre d'affaires, exprimés en millions de francs.

Xi 5.8 4 6.4 46 52 3

Vi 128 102 138 116 118 142

1. Représenter le nuage de points associé a cette serie.
2. Calculer le coefficient de corrélation linéaire de cette serie.
Le résultat permet-il d'envisager un ajustement linéaire ?
3..Déterminer |a droite de régression de y en x.
" 4, En déduire :
a. une estimation de chiffre d'affaires si I'on engage 9 millions de francs de publicité.
b. une estimation du budget de publicité a prévoir si l'on désire realiser un chiffre d'affaires
de 200 millions de francs.
EXERCICE 6. -

Les dépenses X; et les chiffres d’affaires ¥; bimensuels d'une grande entreprise ont

donné en 1982 la nomenclature suivante, aprés une étude statistique.

Les montants sont exprimés en dizaines de millions de francs CFA.

X 12 17 11 13 31 20
Y; g9 130 92 108 232 150

1. Placer le nuage de points pour 1< i < 6 dans un plan muni d'un repére orthogonal.

2. Déterminer les équations des deux droites de régressionde y en x etde x en y.
3. Calculer le coefficient de corrélation linéaire r de la série statistique.
Que peut-on en déduire 7
4. Quel (le) est en deux mois :
a. La dépense si le chiffre d'affaires bimensuel est de deux (2) milliards de FCFA.

b. Le chiffre d'affaires si la dépense bimensuelle est de 300 millions ?
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PROBLEMES DE SYNTHESE

EXERCICE 7.
Le

tableau suivant présente les notes obtenues par cing éléves d'une méme classe en
Frangais et en Philosophie au baccalauréat 2011,

On désigne par x; la note en Frangais et y; la note en philosophie.

Note i 8 g 12 : 12" 13

1. Déterminer les coordonnées du point moyen G.

2. Calculer ¥ 1e coefficient de corrélation linéaire entre les variables X et Y.
Interpréter le résultat obtenu.
3. a. Donner par la méthode des moindres carrés, I'équation de (D), droite de régression
de y en x.
b. Tracer (D).
4. Suivant cet ajustement, quel serait la note en philosophie d'un éléve qui a obtenu 9 en

francais.

EXERCICE 8.

. Ce tableau ci-dessous donne I'evolution du tirage (en milliers d’exemplaires) d'un journal

durant les sept derniers mais.

Mois xi 1 2 3 .- 9 3 6 7

Tiroge vi . 4 6 8 10 10 12

1. a. Représenter le nuage de points associé a cette série dans un repére orthogonal.
b. Calculer les coordonnées du point moyen G de ce nuage de points. |
2. Déterminer par la méthode des moindres carres, I'équalion de la droite de régression de
y en Xx.
3. Calculer ¥ le coefficient de corrélation lineaire entre x et y. Interpréter.
4. en supposant que I'évolution du tirage de ce journal se poursuive ainsi dans les mois

futurs, estimez le tirage lors du dixiéme mois.
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EXERCICE 9.

Le tableau suivant donne l'age Xe

t la moyenne Y des maxima de tension

artérielle en

fonction de I'dge d'une population féminine.
X 36 42 48 54 60 66
Y 11 .8 14 12,6 15 15,5 15,1
1. Représenter le nuage de points dans un repére orthogonal (O, 1, J)
(1 cm pour 3 ans et 1 cm pour ['unité de tension artérielle).
2 Calculer la moyenne et |a variance des variables X et Y.
3. a. Trouver une équation de la droite de régression de Y en X.
b. Trouver une équation de la droite de régression de X en Y.
c. Représenter ces deux droites dans le repére (O, |, J).
4. Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre les variables X et Y.
5. Une personne de 70 ans a une tension de maximale de 16,2.
Cela vous parait-il normal ?
EXERCICE 10.
La série statistique suivante comporte 2 variables :
X= les dépenses militaires en milliards de F.
Y = I'effectif de I'armée en milliers.
X Y
Allemagne 224,6 447.0
Belgique 21,6 75,7
France 2414 417.5
Grande-Bretagne 2341 2935
ltalie 136,7 354,0
Pays-Bas 41,7 88 .3
1. Construire le nuage de points associé & cette série statistique double.
2. Déterminer le point moyen du nuage. Le placer dans le repére précedent.
3. Déterminer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y puis l'interpréter.
4. a. Déterminer une équation de la droite de régression de y en x.
b. Déterminer une équation de la droite de régression de x en y.
5. Construire ces deux droites dans le repére précédent.
Edition 2015
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EXERCICE 11.

Le tableau suivant représente I'évolution du chiffre d'affaires en millions de francs d'une
entreprise pendant 10 années (de 1995 a 2004),

Année 1995 | 1996 | 1997 | 1908 1988 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004
Rang de I'année :
x, 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Chiffres  d'affaires

y; 110 | 130 | 154 | 180 | 190 | 210 240 | 245 | 270 | 295

1. Représenter le nuage de points associé 3 cette série.

(Unité : 2 em pour une unité en abscisse ; 1 cm pour 20 millions de francs en ordonnée)
2. Determiner les coordonnées du point moyen G. Le placer dans le repére.

3. Calculer le coefficient de corrélation de cette série et l'interpréter.

4. Determiner une équation de la droite (D) de régression de y en x.

5. Déterminer le chiffre d'affaires en 2010, si I'évolution continue.

EXERCICE 12.

Le tableau suivant donne le bénéfice net en millions de francs d'une entreprise.
L]

Année 1980 | 1985 | 1990 | 1995 | 1998 | 2000 | 2002 | 2003

Rang de I'année xf. 0 5 10 15 18 20 22 23

Bénéfice net yi 3 3,6 381 46 | 4,8 52 | 54 | 58

1. Représenter le nuage de points associe a cette série.
. Déterminer les coordonnées du point moyen G. Le placer dans le repére.
. Calculer le coefficient de corrélation de cette série et l'interpréter.

Déterminer une équation de la droite (D) de régression de y en x.

O A WN

. En utilisant I'ajustement linéaire précédent, déterminer :

1]

. le bénéfice net en 1992.

b. I'année ol le bénéfice net prévu dépassera 7 millions de francs.
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EXERCICE 13.

Le tableau suivant donne la consommation ivoirienne de riz en tonnes pour la periode de

2001 & 2008.
Année 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007 2008
Consommation en tonnes | 7740 | 7800 | 7880 | 7900 7920 | 8000 | 8020 8060

X5 Rang de I'année a partir de 2000.
;! Consommation de riz en tonnes.

1. Représenter le nuage de points associé a cette série.
(Unité : 2 cm pour une unité en abscisse : 1 cm pour 20 tonnes de riz en ordonnée).
2. Determiner les coordonnées du point moyen G. Le placer dans le repere.

3. Déterminer I'équation de la droite (D) de régression de y en x.

4. Représenter (D).
5. Calculer une valeur approchée, a une tonne prés, de la consommation ivoirienne de riz

en 2015.

EXERCICE 14.

On considére la série statistique & deux variables donnant le poids en Kg et la taille en cm

d'enfants de 60 mois de sexe masculin.

Poids

x. 20 18 | 17 1 20 | 20 | 17 | 20 18 | 21 19 20 23 18 20
I

Taille

v, 1121106 11051 110|111 106 112|108 1112|106 | 108 | 114 ) 107 | 110
1

1. Représenter le nuage de points associé a cetle serie.

2. Déterminer les coordonnées du point moyen G. Le placer dans le repére.

3. Calculer le coefficient de corrélation linéaire r et l'interpréter.

3. Déterminer I'équation de la droite (D) de régression de y en x.

4. Représenter (D).

5. En utilisant I'équation de (D), déterminer |a taille en cm pour un enfant de 26 Kag.
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EXERCICE 15. Sénégal bac D 2005

Une entreprise a mis au point un NOuveau produit et cherche 2 fixer le prix de vente.,
Une enquéte est réalisée aupres des clients potentiels -
tableau suivant ol vy;

les résultats sont donnés dans le
represente le nombre d'exemplaires du point que les clients sont

disposés a acheter si le prix de vente exprime en milliers de francs, est x;

X 60 80 100 | 120 140 | 160 | 180
vi 952 | 805 | 630 | 522 | 510 | a2a
X la variable statistique dont les valeurs sont Xi

200
205 84

ety celle dont les valeurs sont les yi.
1. Calculer le coefficient de corrélation linéaire de y et x.

La valeur trouvée justifie-t-elle la recherche d'un ajustement linéaire ?
2. Déterminer I'équation de la droite de régression de y en x.
3. Les frais de conception du produit se sont élevés a 28 millions de francs.

Le prix de fabrication de chaque produit est de 25 000 francs.
a. Déduire de la précédente question que le bénéfice z en fonction du prix de vente x est
donné par I'égalité: Z=—5,95x% +1426,25x—59937,50s x et z sont
exprimés en milliers de francs.

b. Déterminer le prix de vente x permettant de réaliser un bénéfice maximum et calculer ce
bénéfice.

NB : Prendre 2 chiffres aprés la virgule sans arrondir.

RAPPEL : Bénéfice = Prix de vente - prix de revient.
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CORRECTION
EXERCICE 1. Bac D 1999 session normale.

Pour les calculs, on pourra s'aider du tableau ci-dessous :

x|y xayi | x® |y

1 |12 |12 |1 | 144
13 |26 |4 |676
15 |45 |9 |225
19 |76 |16 361

21 | 105] 25| 441

D]l bh L] M

22 | 132 | 36| 484

21|102| 396 |91|2.331 | Total

1. Calcul de X et Yles moyennes des variables x et y.

6
lexj :2‘1:1:3'5 ny

X=——=%572 I T

2. Le nuage de points de la série statistique ainsi que le point moyen G.
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3. Calcul de la v;riance V(x) de x et Ia covariance Cov (x, y) de x et Y.
_91 (1Y _70_35 * 396 (7 39 13

2
4. Montrons qu'une équation de

est: y=g—§-x+9,2
13

cov(X,Y)_ 5 _13 12 156 78 L7 74 78 7
a= ==y =2-_V_10 — =] T =28t —
V(X) 35 2x35 70 35 et b=Y ax =17 35x2 9,2
12

la droite de régression (D) de y en x

Donc I'équation de la droite de régression est : yz%x +9,2
S. Tracé de la droite (D). (Voir nuage de points)
La droite (D) passe par le point moyen point G (3,5; 17) et par un autre point que

F’'on détermine en remplacant dans I'équation de la droite de régression, x par une
valeur que I'on chaisira.

Par exemple, six = 0, on obtienty = 9,2,
(D) passe donc également par le point A (0;9,2).

6. Calcul d’une estimation du chiffre d’affaires de cette pharmacie a la
fin du 78¢me mois,

Le 7°™® mois correspond 3 X =7.

Il s’agit de déterminer la valeur de y associée a cette valeur de x.

Pour x=7, y= -;"'-g—x 7 +9,2 =24 8 millions de francs CFA.
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EXERCICE 2.

1. Représentation graphique du nuage de points de cette série statistique.
(Unité : 1 cm pour 1000 francs en abscisse, 1cm pour 10 acheteurs en ordonnée).

2. Déterminons les coardonneées du point G.

E: 67
X = 13 =9—r10+|1+12;|4+15+]6+17=13

= G (13;120)

| _1804160+150+130+100+ 90+ 80 70
= 2 =120
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3. Déterminons le CDEHICIEN de corrélation linéaire r et Interprétons le réstiltat.

cov(X, Y)—Z i L_XoF

- 9><180+IO><160-|-1|><150+12xl30+14x100+15x90+I6><80+I7x70
: -13x120
cov(X,Y)=-103,75

V(X)=ZL—I' P10 +112 4122+ 1424152+ 162417

g ~13?

V(X)= 7499

V(Y)= Z —-Y= ‘302+160‘+1502+l30;+Iqoz+l902+301+702_|202

V(Y)—MSG,OD} |
cov(X, _

p=_COVXLY) _ 103,75 _ _ 995

JV(X)»V(¥) [7,499x1450,003

0,87 < M <1:il existe alors une forte corrélation linéaire entre les variables X et Y.
L'on peut donc faire un ajustement linéaire entre X et Y.
4. Equation de la droite (D) de régression de y en x.

(D). y=ax+b
_cov(X.,Y)_ —103, 75 _ _
A="V(xy 7499 ~ 1388

y=ax+b = b=y-ax=120- -13,88 x13=299,83
(D): y=-13,88x+299,83
Tracé de (D) : (D) passe par le point moyenG (13;120), déterminons un second
point en remplagant par exemple x par 10. On trouve y = 161,03.
On obtient: A(10;161,03)
5. Pour qu'il y ait au moins 50 acheteurs potentiels, on lit graphiquement que le prix &
fixer ne doit pas dépasser 18 000 francs.
6.a. Sile prix estfixé a 13000 F,ona:x=13.
Le nombre d'acheteurs a prévoirest: Y =— l3,88>(13 -|-299,83 =1} 9,399—“'1 19
b. Il s'agit de déterminer x pour y= 250.

__ ~ 1—299,83
13,88x+299,83 = x= ~13.88

Pour y=250, ona:x= 250- 1%9898 83 =3,59 milliers de frs=3590 F
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EXERCICE 3: Bac D 2000. Session de remplacement

1. La coopérative a obtenu 278 tonnes d'anacarde en 1999.

2. Tableau statistique.

Ordre X 4 2 5 4 5 6 7
de lI'année de production

Année de production 1994 | 1995 | 1996 7997 | 7998 | 1998 | 2000

Quantité Y; 118 146 184 247 267 278 255
de production (en tonnes)

3. Le nuage de points de la série statistique double (X, Y)).
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On pourra s aider du tableau ci-dessous pour calculer les différentes valeurs statistiques

Xi Yi X,.Yi X2 yi?
1 118 1643032 1 13924
2 146 24897088 4 21316
3 184 168196608 9 33856
4 247 964430272 16 61009

v B 267 2379270375 25 71289
6 278 4640749632 36 77284
7 255 5687411625 49 65025
28 1.4985 13.866.598.632 140 343.703 | Total

”:%: ; ?:1—4,?9—5=2|3,571

) =120-a2 =4 ; v(1)=2B78 (513 571)° =3487,857

cov(X:Y) = ’3366293’532 ~(4x213,571)=108,286

4. Coefficient de corrélation linéaire de la distribution statistique (X, Y)).

__cov(X,¥) _ 108286 __(9167~0.92
OOV (Y) J4x3487,857

5. La corrélation entre les variables X et Y est-elle bonne ? Justifier.

r=0,92>0,87 = ilexisteune bonnecorrélation entre les variables X etY.
6. Equation de la droite de régression qui permet d’estimer l'année en fonction de
la production.

Il s’agit de la droite de régressionde x eny.

q'=SoUXY) 108286 o 31 o p'=X¥ —a'¥ =4-0,031x213,571=-2,62
VY)  3487,857

Donc I'équation de la droite de régression est : X=0,031y—2,62

7. Année de production de 350 tonnes par la coopérative.
Il s’agit ici, de déterminer x sachant que y = 350

x=0,031x350-2,62=28,23
C’est donc la 8®™ année que la coopérative produira 350 tonnes.
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EXERCICE 4.
1

a. X=4,81 ; Y=4,08
b.V(X)=2,97 ; V(Y)=2,68

c.o(X)=WV(X)={2,97=1,72 ; olY)=V(V)=/2,68=164

2.r~0,98.

0,87 E‘flil, il existe donc une bonne corrélation entre les importations et les

~ exportations.

EXERCICE 5.

Par la méthode des moindre carrés, en a obtenu I'équation de la droite de

régression de y en x suivante : Yy =9x 40,6
1. Caleulons X

5
%
==l o6
X
2. Expression de Y en fonction de a.
5

i 554t
v ="t 55+
Y= 5 5
3. Trouvons la valeur de 2.
ona: y=9x+0,6=ax+bavec b=Y —aX
555+2‘_9x1,6=0,6
pou =20

Donc :

TOP CHRONO Mathématiques BAC D

Edition 2015

Scanned by CamScanner



117

e ._=— — e — — -
Chapitre V: |
P =
Karl Tl’teodor WEIERSTRASS, né le 31 octobre
aux dires de son

1815 a Ostenfelde, était,
collégue Hermite, le législateur de l'analyse.

(_‘:e_ qualificatif de législateur est associé ala
rigueur nouvelle qu'il a imposée.

Au 1}fcee,’WEIERSTRASS est trés brillant en
mathématiques. En dépit de cela, son peére le
contramt & suivre des études de droit et
d'économie.

Apreés 4 ans a l'université de Bonn, il ressort sans
le moindre dipléme.

A compter de 1842, Karl WEIERSTRASS est
professeur dans le secondaire.

Il poursuit seul des recherches sur les fonctions
elliptiques.

Ce n'est qu'en 1854, a prés de 40 ans que g :
WEIERSTRASS accéde d'un coup a la célébrité -5 B
grace a son article Zur Theorie des Abelschen Functionen qu'il publie dans le
prestigieux Journal de Crelle.

Il y résume l'essentiel des découvertes qu'il a faites au cours des 15 derniéres
annees. En 1856, il obtient une chaire a Berlin, tandis qu'il publie la version
compléte de son premier article.

L'ceuvre mathématique de WEIERSTRASS commence par la théorie des
fonctions . abéliennes et elliptiques. WEIERSTRASS se signale aussi par sa
volonté d'algébrisation de 'analyse.

Les principes de la théorie des fonctions doivent reposer selon lui sur des
principes algébriques clairs. C'est ainsi que WEIERSTRASS donne les
premiéres définitions claires et rigoureuses des nombres réels, de la
continuité.

En passant, il découvre une fonction continue nulle part dérivable, ce qui
choquera beaucoup l'intuition des analystes de 'époque.

WEIERSTRASS contribue également grandement a la théorie des fonctions
analytiques. Il y démontre les théorémes de dérivation terme 4 terme, le principe
du prolongement analytique.

En 1861, il est victime d'une attaque qui I'éloigne de ses cours pendant un an. Il
passe ses 3 derniéres années dans un fauteuil roulant, et décede le 19 février

1897 a Berlin.
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FICHE DE COURS

LIMITES

Limite de fonctions élementaires

uelques propriétés sur les limites
Propriété 1

im x =w+ |im %% =+o Jim x° =+= Jim Vx =+
X—r+m X—=r+m X =+ o0 X=r+o0

im x =-= Ilim x* =+ |im % =-o

X—3—o K== X=p =00
Propriété 2

. 1 . 1 . 1 1

—_ = 0 — =0 —_— = u —_— = 0

J‘_[Pm X xl'!mw x? .J'_,'IL x° xl'_ﬂl Ix

. 1 A 1 i 1 .

= = ey — =

)!I—brpnu X J!I—I:-I:]ao Xz ,tlH)I]w Xs
Propriété 3

i 1 . 1 . . 1

—_— =+4on —_— = —00 — =400 — =+4a0

',!Q X I,!L_-Q X . I,If?;' x2 I,g;l x?
Propriété 4

n étant untentier naturel ;

lim 1 o : i ' _{+oc- Si n est pair
xpa (x—a)n x%ﬂ: (x —a}n —o0  si n est impair

Fonctions polyndmes, fonctions rationnelles

Propriété 4

Une fonction polynéme a méme limite en + oo (ou — <o) que son monéme de plus haut
degré

lim (o x"+a  xn-1 = i
. (@x"+a _ x -l-...+alx+ﬂ0)—x_i{ - a,xn.

ProEriélé 5

Une fonction rationnelle @ méme limite en + vo fou - =) que le quotient
des mondémes de plus haut degré du numérateur et dy dénominateur.
a.xP+a _xPli  +ax+a

xﬂg bp q bpﬁl 1 =0 = lim il
100 ph x94 q H vg
; x9-14 +b1x+b0 X—>+o0 'quq
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Opération sur les limites

Somme
f ( (‘ +a0 —o0 +o0
il
g ( +®Wou—o0 | 4o —0 —0
! A QO A1y — _ L
f +g (+ (| +Pou—cwo | +o0 % lforme indéterminée
Produit
f £ (%0 0 o0
g & o0 o0 0
f Xg C N (l <0 fﬂrmE’ o0
regle des signes indéterminée régle des signes
Quotient
f ( ( 0 ( o0 0
g ('#0 0 0 o0 4 w0
f f +f- oo f oc
. " orme g forme
= e a gauchefa |. .. . . 10 |
g ("' gdroite, indéterminée resgigi::s indéterminée

Limite de la composée de deux fonctions

Soit |a fonction composée ng définie sur un intervalle | contenant @ (ou dont (0

est une borne).

xli_rpag(x)zf et Xli_n}wff(x):(?'

Limite de la racine carrée

alors Jim_ fogx)=¢'

Jim_ f(x) 2(£20) +oo
X‘@a\{f(x) JE + o0
Limite de la puissance
X‘ﬂ]af(x) £ 0 + 0 — o0
lim N X + o0 si n pair
X— af (x) (n 0 T - si n impair
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Limite & gqauche, limite & droite.

Définition

* On appelle limite de f a gauche en a, la limite de f quand x tend vers a tout en

leurs inférieures 3 a. Onlanote lim_J(X).
gardant des valeurs inferieure A Cff( )

<

* On appelle limite de f a droite en a, la limite de f quand x tend vers a tout en

ardant des valeurs supeéerieures a a. On la note lim X).
g ; Jim_f(x)

>

PrqPriété ]

Jim, flx)=t e Jim £lx) - Jim, Fx)-

Formes indéterminées

On appelle formes indéterminées, les cas ou I'on ne peut conclure.
On distingue 4 types de formes indéterminées :

. . . OO
+oo+(—00) 3 Ox(+0) ; 3 3 2
ASYMPTOTES
limite interprétation

| La droite d'équation X —=—(0est

lim_f(x)=240c0 |

X—d3a . asymptote verticale a Cf l
|

La droite d'équation y:b est

‘f

La droite d’equation : y:ﬂX+b est

“f

_I}i@oof(x)=b

X asymptote horizontale 3 en

'infini.

x_fr:EDQ'f(X)_(GX"_b)]:O

asymptote oblique 3 en l'infini.
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CONTINUITE

Définition

Soit 0 un nombre réel et f une fonction définie en (1 .
f estcontinueen @ X|j_r}nﬂf()()=f(0)

Rematﬂe

Graphiquement, lorsque fn’est pas continue en d, on constate que lorsqu’on

parcourt la courbe de f, on est oblige de lever la main au point d’abscisse Q.

Prupri_ééé 1

Soient f et g deux fonctions continues en @,

. f+g, fxg, kf[keR} sont continues en .

* Si g(ﬂ)io, a!ors-gf; est continue en .

«si f(a)>0 alors Jf(a) est continueen .

Prupriété 8

Toute fonction polynome est continue en tout point de R.

Toute fonction rationnelle est continue en tout point de son ensemble de
définition.
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METHODES PRATIQUES

M1 : Comment calculer des limites aux points qui annulent
le dénominateur ?

Calculer la valeur prise par le numérateur.
e Si elle est différente de 0, la limite est infinie ; étudier alors le signe du

dénominateur.
* Si elle est égale a 0, factoriser le numérateur et le dénominateur puis

simplifier.

M2 : Comment calculer des limites a ’infini ?

ePenser lors d'une forme indéterminée, a mettre en facteur le terme de plus
haut degré. |

«Si les théorémes des opérations sur les limites ne s’appliquent pas, lorsque Ia
fonctionfest une fonction irrationnelle : multiplier et diviser par I'expression
conjuguée.

Remarque : On retiendra les principes suivants :
+o0—o0: factoriser le terme dominant

o0 . . . ; ; :
&= factoriser le terme dominant au numérateur et au dénominateur puis

simplifier

0

0 : factoriser le terme tendant vers 0 au numérateur et au dénominateur puis
simplifier

Ox o0: se ramener en général 3 'une des formes > ou 0
o0

0
M3: Comment démontrer qu’une droite est asymptote
oblique?

La fonctinnfest représentée par (Cf) et la droite (D) a pour équation
y=ax+b

e Démontrer que la différencef(x)—(ax+b) tend vers O lorsque x tend
vers l'infini.

* L'étude du signe de cette différence donne I3 position de (Cf)par rapport a

(D).
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EXERCICES RESOLUS

Limites aux points qui annulent Je dénominateur
EXERCICE 1: calculer les limites suivantes :

1

; X -3 . + . +1
d. I|m1 5 b. Ilm g‘x S c. lim J;

X—1Xx° =1 X332 X“—x-2 x=0x+Jx

X< X<2 x>0
d. lim X +x-6 lim ¥X7+1-1 . sin5x
. L g. [lim X111 o b

x=2x*-5x +86 x—0 X x—>0 2x

Limites a I’infini
EXERCICE 2: calculer les limites suivantes :

3
a. lim —2x3 —3x% 49 b. lim X t2x
X— 4 X—=+n0 x2.8

» - _ S . 2 .
C’x—llT-me 2—Jx-3, x>3 a. x,ﬂ”ﬁ% 2X“+3-5x ‘
Limites de la composée de deux fonctions
EXERCICE 3: calculer les limites suivantes :

. 3 - - 2x+7 . - _1_
a. X_ﬂmm\f~6x +7x°-5 b X_h’I:n*_% g & X_Immxsmx
Hsymptotes
EXERCICE 4

x2—-3

On donne : f(){)=

X—2
Démontrer que la droite (D) d’équation: Y =X -2 est asymptote oblique a [Cf)
en +o,
EXERCICE 5
On donne f(X): 2‘::; .

1. Déterminer Df I'ensemble de définition de f
2. Calculer es limites de f aux bornes deDf.

3, En déduire I'existence d’asymptotes a la courbe représentative de f , paralléles
aux axes des coordonnées, et indiquer leurs équations.
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Continuite
EXERCICE 6
2
_ X =X tX
Soit les fonctions f et g définies sur IR par :f(X ——h et Q(X)— 'X'
1. Calculer les limites a gauche et a droite de f etgeno.
2. Les fonctions f et g admettent-elles une limite au point 0 ?
3. Etudier la continuité de f et g enO.
EXERCICE 1.
Soit les fonctions numériques f et g définies respectivement par :
2 b _— -
VxeR\ 2 f)=*=2  [Vx€]-ox:2 gx)=x—I

- ?

f2)=4 Vx€[2+~| gx)=2

Etudier la continuité des fonctions f et g en 2.

Prolongement par continuité
EXERCICE 8

1. Dans chacun des cas suivants, préciser |'ensemble de définition de la fonction f
et déterminer (s’il existe) le prolongement par continuité de cette fonction en xp.

a. _f(x):x;f‘b_c x=0 ; & f(x)=ta2'x x,=0

2. Vérifier que la fonction g définie par g(.X)=-—— est le prolongement par
14+41+x

continuité en 0 de la fonction f définie par : f(x)= ————]-I_;c_l

Fonctions continues et strictement monotones - bijection
EXERCICE 9

1. Montrer que [ X1 Jx+2réalise une bijection de l'intervalle [ —2:4+m» [sur
un intervalle que I'on déterminera.
2. Soit f"lla bijection réciproque de f . Expliciter f—1
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EXERCICE 10

Soit la fonction f dérivable et définie sur ]"13+00[par flx)= X—=2
. x+1
1. Démontrer que f est strictement croissante sur ]—1; +od

| 2. Démontrer que f est une bijection de ]—-1;+oo[ sur un intervalle K que I'on
précisera.

3. Soit f_l la bijection réciproque de f.
a. Dresser le tableau de variation de f_l.

b. Expliciter f_l_

EXERCICE 11

Soit la fonction g dérivable et définie sur ]| —00; 3[ par g(x)=x2 —6x+5
1. Etudier le sens de variation de g sur ]—00;3[.
e

2. Démontrer que g est une bijection de ]—00;3[ sur un intervalle K que l'on
précisera.

3. Soit g“l la bijection réciproque de @ .
a. Dresser le tableau de variation de g_l.

b. Expliciter g“l.

EXERCICE 12

soit f(X)=x3+3x—7

1. Calculer f'(X).

2. Etudier |le sens de variation def.

3. Dresser le tableau de variation de f .

4. Caleuler f(1) et f(2).

5. Montrer que I'équation f(x)-:Cl admet une solution unique o telleque 1 < a < 2
6. Déterminer une valeur approchée de a a 107 prés.

EXERCICE 13

Rechercher les extremums relatifs des fonctions définies par :

1. f(x)=x3—6x2+2 2. f(x)=3x%—4ax3
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EXERCICE 14. \

Le plan est rapporté 3 un repere orthonormé (O, 1, ).
On considére la fonction fdéfinie par la représentation graph_ique_ (C) CI dessfoys.

FMTWE K

Par lecture graphique :

1. Déterminer I'ensemble de définition Dfde la fonction f

2. Préciser les valeurs de la dérivée f' de faux points d’abscisses :
-1,5;-0,5;0,5et1,5.

3. Dresser le tableau de variation def,

4. (C) admet trois asymptotes dont une oblique et deux verticales.
Déterminer les équations de chacune de ces asymptotes.
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EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

Limites aux points qui annulent le dénominateur
EXERCICE 1. Calculer 1a limite de la fonction / lorsque x tend vers 1.

_X"=2x-5 X2 -4x+3 JOX +4 -3
a. f(x)= ———___5“4 b F0)=522 6 f(x)= .
EXERCICE 2. Calculer les limites suivantes :
- 3x—4 - I -
a. lim b, lim =Xt ¢. lim —_X*2
x—{}E xX-=2 x—>~1x2_1 x—>—2‘c2 43542
)
F Lt —=8¢44 ; 1-2x X-5
x> X-—I ¢ ,1]1111,{ /- JIEEPSJ_ X
g lim 12¥X*3 5 qjp B-x g sinx
x——-3 x+3 x—2x2—-4 = X=>m X
. lim SIN7Zx k. limtanx , jiy 1
<2
EXERCICE 3

Etudier la limite de la fonction f en xo
(On calculera eventuellement les limites a gauche et a droite en xo).

a. f(x)—-f_n—_i x, =4 3 b f(x)= -"fxs x, =4

Limite a gauche, limite a droite
EXERCICE 4

On donne la fonction de R vers Rdéfinie par :
pour x<0 f(x)— 2;( 3 1. Calculer la limite a gauche et la
+2 limite a droite en O de f .

{ pour x>0 f(x)_2x2+x+3 2. La fonction f admet-elle une
245x-2 limiteen0?
S (0)—0
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Limites a ’infini

EXERCICE 5
i 35,2 6x+3 . pim 24—
odim —x?4+5x4+7x+2 b I“ﬂ»\,j s O LHim 2+% 2
d. _lim x° +x e lim YX£3 f. _lim Jx2 +x+1
-X—'—"-u:;x:i_u! X—+ x—2 R e o .5
3
+2 .
2. l_ﬂ$%—5x+\!x+2 h. hmm 2+12 i I_ly}rlmx—x!x -1
Limites de fonctions composées
EXERCICE 6
im_ [4+] ligh_[32—7)
% IJJ}I?FlGO 4+I_2 o $—OO l+I“ e x_l}lzli-]oo( X= J
9 5 15 B
' - 31 y T e . hm
d Jim (i-0] e fim 35 limE
 lim_sin| 7% | n lim _cos|~% | i limcosJx
g I—?*—msmlzxﬂ o im %3 N JX
2 ) , '
J- J}lr)nz(tanx) chl_l;l;lr 1+cost l. J}E:_I}Tcos[smx]
HAsymptotes

EXERCICE 1

()= —3x+2 f(x)_4x —-2x-1 ; f‘(x)zxz"-'f_ﬂ

2x-3 x*-x-12 7 X2+ x+1
4. f( J__?.I'!‘l g f{x):i‘t:‘ ;2.1'4‘1 6. f(.r)-— ,TJ 31

a. Déterminer [ - I'ensemble de définition de f

b. Calculer les limites de f aux bornes de D’{.

¢. En déduire I'existence d’asymptotes a la courbe représentative de f , paralléles
aux axes des coordonnées, et indiquer leurs équations.
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EXERCICE 8

On considere la fonction f définie par: f(X]‘—-%x-—l—k-—n—?‘—- pour tout

(x—1)°
x€]1;4-od
Soit C la courbe représentative de f .
1. Etudier les limites de f aux bornes de Iintervalle d’étude.
2. Montrer que la droite D d’équation :%x—l est asymptote a C.

3. Quelle est I'équation de la deuxiéme asymptote ?

4. Etudier la position de C par rapport a |a droite D d’équation y=%x—1.

Continuite
EXERCICE 9

1. Etudier la continuité en —1 de la fonction f définie par :
Vxe]-co—1 f(x)=x2+4x+3
Vxe[ -+ f(x)=x3
2. Etudier la continuité en 1 de la fonction f définie par :
VJCE] —m;][ f(x)=x
a. {Vx€|l;+oo f(x)z%
F=1

) VXE]—oo;l[ f(x)=x2
| ‘v’xe[l;+oo[ f(x)=x+1

Prolongement par continuité
'EXERCICE 10

Peut-on prolonger la fonction f suivante par continuité en a ?
Si oui, précisez le prolongement.

1. f(x)=3ﬁr“2_x2+5 a=2

2, = Jx+1-2

g=3
Jx+13—4
X<+ x
3. f(x)= = 23 a=0
. —X]
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Fonctions continues et strictement monotones
EXERCICE 11

Soit fla fonction définie sur IR par f(X)=X3 +x—5
1. Montrer que f est une bijection de [1;2] dans un intervalle J que l'on
déterminera.

2. Montrer que I‘équatinn)\’3 +X—5:0 admet une unique solution comprise
entre 1 et 2.

EXERCICE 12

Dans chacun des cas suivants, étudier le sens de variation de f

En déduire que I'équation f(X)=0 admet une solution unique dans |
1. f(x)=x3-3x+1 1=[0:1]

Z, f(x)z%x3-—x2+x+1 I=[-1:1]

EXERCICE 13

On considere I'équation: JC3 —-9x2 +24x—-17=0.
1. Montrer que cette équation admet trois solutions et encadrer chacune d’elles par
deux entiers consécutifs.

2. Trouver une valeur approchée de la plus grande solution, a 0,1 prés.

EXERCICE 14

La fonction £ a pourlableau de vanation . xr

= wd 1 40
IS I

a) Donner en utilisant le tableau le nombre de solulions de I'équalion f(x) =0 et de I'*quation f{x)=5
b) Donner les limites de £ correspondant a ce tableau

EXERCICE 15

Sur le dessin crcontre sont représentées la courbe T‘-‘rjl' ' g S
(&) représentative de £ et deux droites dy el dy. § - . o \
En utilisant ce graphigue e 5
- ol |
17 Donner les valeurs de . (sans jushfication) e e . 111 N
D G £ . i ) L Gy 2k (\®
g T BT x=—rd . . i ~
a2 1 .

2% Déterminer les asymptotes 5 la courbe
{sans justfication)

3°) Donner les solutions de Féquation  (uslifier)
ofl= =2
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PROBLEMES DE SYNTHESE

EXERCICE 16. Bac blanc 2009, Groupe scolaire les anges de Yopougon

1. On considére la fonction numer:quef définie par : f(x)— x+|+—\fx2

On désigne par (Cf) la représentation graphique de f dans le plan muni d’un

repére orthonormé (0O, |, J).
a. Calculer les limites de f en +coet en —oo

b. Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

2. Montrer que les droites (D) et (D) déquations respectives

y=1et y=—x+1 sont asymptotes 2 [C},J respectivement en +<oet en
-_(x) -

3. Construire(cf).

4.a. Montrer que f est une bijection de IR sur un ensemble K que 'on précisera.

i -1 - 2 o L3
b. Soit f la bijection réciproque de . Dresser le tableau de variation de f 1.

c. Calculer f(O) et en déduire (fﬁl)'{%]

d. Représenter graphiquementful.
_EXERCICE 17

Soit la fonction numérique f dérivable et définie de R vers [0:+oor par :

2 L
f(xl_x +1

1. Trouver l'intervalle J tel que : J:f[l:o;-!- OOD

2..Montrer que f est une bijection de [0;+OO[ sur J.
3. a. Etudier le sens de variation de f ‘et dresser son tableau de variation.

b. Représenter graphiquement [CJ‘.

J la courbe de fdans le plan muni d’un
repere orthonorme.
4. Sans expliciter I'application réciproque f_l
' . 3 T —e
a. Représenter graphiquement {(, f-1 ] la courbe de f

b: Calculer (fhl)'{i)
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CORRECTION DES EXERCICES

LIMITES AUX POINTS QUI ANNULENT LE DENOMINATEUR
EXERCICE 1. Calculons les limites suivantes :

da. llmx 3
x—1x% -1
x<|

S P i s rers ).
Quand x tend vers 1, le numérateur est non nul alors que le dénominateur tend vers 0

Il convient dans ce cas d'étudier le signe du dénominateur.
; -
On c-:mst.mcquc‘ﬂ"IEl—m;—f [U' 1:+ %I.XZ—[}-O ct VIE[—-I.] ! x“—1«<0

: ) . |
-VxE]—];l;.x2—1<0et lim x2—=1=0 donc lim 2 =—00
i x—] )."-*[I har
x<
A G- onc ]Im llm + o0
OI x? I s 3}:2.._, x—il X —] Il( 91' -'1
x< I‘i

car Ilmé: 3)— —2 et l1m
1

.VA’E“;-!-CX]I,I —l>0et Ilmx —l=0donc lim ——=+nrcv
—] x— | x*—1
x>1
x—3 =3 . _
Or = =[x =35y done Jim 5= = lim(x—3}5r 7 =00
x> x>1
car lim [x— 3] —2et llm 1 =—00
X— x—1x2—1
x>
b lim 22x+5
X—ox“—x—2
x<2

Quand X tend vers 2, le numérateur est non nul alors que le dénominateur s'annule.
Il convient dans ce cas d'étudier le signe du dénominateur.

2

On constate que Yx € I—DO;— ]i'uf2;+r>u{, x“—x—=2>0

et Vxe]*1;2(,x2—x—2<0
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. V-TE}—'DO;_ I[U]2;+O-Oi, X2—x—2>0 et lin12x2—x-—2:0
X—
. 1
donc ;l_l_}%xz__xhzz-FOO
b o 7
Or 2x+5 — 2 5 1
Xoal kst xX2—x—2
donc J!-erlzxzx+52_llm 2x+5 5 1 =4+00
x>2 e lr_:;z x __x__z

car lim [Zx—i— 5]=9 et lim—1
ST .1‘—422 xX:—x-2
>

-Vx*E:;-l;Zi, X*—x—2<0et ]in%xz—x—2=0
1 X—

=00

] ——
donc l@ﬁm o0
x<?
2x+5
Orxz—-x—Z [2r+5]x —x—2
. 2x45 -
donc i{g}zm—ll_@ _x+5]m o0
x< 2 x< 2
carlim[2x+5] 0 et hm——l— — 00
x—2 1‘222.1' —x—2
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1

c. lim Jx

x—0 x4 +fx
x>0

» Premiére méthode: -
Quand x tend vers 0. le numérateur est non nul alors que le dénomin aretir S'am

+1

1l convient dans ce cas d'étudier le signe du dénominateur.

On constate gue VX € ] 0:+ f'x;[ x+Jx>0

Jltl_l;l’hx-f-ﬁ 0= 11 0x+-J___+m
a0 1 l
VIE‘!U:+001,JJ—C>0€I I1mJ_ Oﬂlln;ﬁ=+ooe!£;mnrﬁ+l—+m
] ] 1
+1 J_-i—
e = [im¥* = lim + ] =400
Ofx%-f [f ]:H—f i}ﬂxﬁ—ﬁ :;;3 x+Jx
- | 1
P . oo ef llm———-—l-oo
. J‘H}%} JE_H =t —0x+Jx
x>0 x:::{) *
Deuxieme méthode :( factorisation puis simplification)
l L J_ ‘E+1]><l
|
J_+] ‘E—}' _ -] 1
X
e [H‘f +1] +1]
1
+1
X liml=yoo
dmrcllm o
x>0 x>0
d lim X2+ x-0

x—=2x*-5x+6
Quand x tend vers 2, le numérateur et le dénominateur tendent vers 0.

Il convient, dans ce cas, de factoriser le numérateur et le dénominateur par (x -2)
puis de les simplifier par ce facteur commun.
Ong: X +Xx=6 _ (x=2)(x+3) _ x+3

"x2-5x+6 (x-2)(x-3) x-3

X3+ X— 6 lim x+3 2+3 51:_5

D li
Dnch?ZX —5x+6 Xx—2x-3 2-3

Edition 2015
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)
N
x—0 X
Quand X tend vers 0, le numérateur et le dénomin

Cependant, la factorisation ne convient pas.
~ e, il faut multiplier le numér

ateur tendent vers 0.

ateur et le dénominateur par le conjugué du numérateur.

m_l_[m—l][mﬂ] [ ] J (l)

g x[\/xTH+I} x[\/xz‘%-l-i-l]

—_ X +1 1 _ X
[Jx +1 +1J x[\p‘ +1) Vx2+1+1
[ 2
£ 2 X0 /x24141 2
car lim x=0 et lim Vx?+1+1=2
x—0 xX—0
£ i sinSx
" x>0 2x
Ici, I'astuce consiste a faire apparaitre la limite de référence lim SN =]
: . X->0 X
sindx _sindx 5 _sindx 5
2x = 2x "5 "Bx 72
On pose X =5x: quand x tend vers 0, X tend vers 0.
. sinbx . sindx 5 _ l sin X 5 5 sz
5 Im 5 car
,u!]—n;'o 2Xx ,x!r—TO Sk 2 X0 X )\J—zu

LIMITES R L’INFINI
EXERCICE 2. Calculons les limites suivantes :

i e -
x—IETrxJ- 2x°> —3x¢+1

la fonction x— —2x3 —3x2+1 est une fonction polynéme,

onaalors: lim —2x3—-3x2+4+1= |lim —=-2x3=—o0
X— 1+ X—+00
car lim x3= -
L. +00 et —2<0
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b. lim X3 +2x
3
lim +2x lim Z.= lim x=+4o0

x—>+no X246 X—+00y2 x—+00
xh}nlm\fx 2-Jx-3, x23

_(Jx 2—lx— 3)(Jx =0 el 3) (J:'( )—(J — )2
JE =Dl ~3 Jx-2+yx-3

=(x—2)-—-(x—~3)= 1

IJx=2+Ix-3 Ix-2+Jx-3

. 1 _
xﬂ:."lm‘*""‘z“f"“a‘xﬂmwx >+ dx—3 =0

arxlt)rrlex—2+Jx—3_+oo

Vx-2-Jx-3

d. lim 2x?+3-5x
X—+ 00

V2x%+3 SX—‘X [2+—] ~5x=Vx2 2+ ~5x= |X|/— 5x

Vx€|0;+00, |[X|=x

(Remarque: ici, on prend x sur|0;+ ~ [car la limite se calcule en + )

XT3 -5x =[x 242 ~6x = 10 2+3 5x=x|2+3 5
X

V2x?2+3-5x= Ilm x{2+——5=—oo

car IIT%){ +o00 et hm [’2+— l V2 - 5<U[ _Hm%x—_o

lim
X—+00
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LIMITES DE LA COMPOSEE DE DEUX FONCTIONS

EXERCICE 3: calculons les limites suivantes :
a. lim J-6x3+7x%*_5
X——00 -

lim -6x°+7x*-5= lim _Gx3= i
i x?-5 x—!!)-nlco B6x3 =+ carXJLrp_oox3=—ooet-5<0

lim J—6x3+?x2—5= lim ,f)(=+dg
A== —>+00
T X—>4+o\ x-4

2x+7 _ a2
im im £2=2 = lim [2X*7_ jim /X =/
XS0 x4 = x e x 2 x W oV =2 ",x!'ﬂg x =i
1
C. —
yJim xsmx

On pose f(x):%sinx et g(x):ul—, on a alors foi:;(,vr).—.,}vrsin1

xﬁl‘lmg(x)— +m1h0 et Ilm f(x)— “mo—;:stnx - “m SI:'X

1 , _ ~
donc llm ,!c'sm:F xﬂmmfﬁg(x)_kll_%f(x)J
ASYMPTOTES
EXERCICE 14

X2-3 X*=3-x-2 342 2-3-x-4
Hp s =x_2—x+2= k=2 - x—2 -~ £=0
11m lf(x) x+2]_x-]-+[r-{r-looﬁ_0

Donc la droite (D): y=x+2 est asymptote oblique 4 (C) en + oo

EXERCICE 5. On donne f(x)-—z" ;
s 2

xeDf @x—3:=0@x=3@Df=R\|3]=i—oo;3lul3;+oq
2. Df=]—oo;3[u]3;+oo{
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x-l—%rla]—-loof(x)_ hmm x—3 Hxll)r-l—loo x 2

. _ 2x-4 : 2X
xﬁ)[_ll]mf(x) xll}r-ll}oox 3 xl—llrl}aw X 2

_2x-4 _ 8 1
flx)= = =(2x—4)x 3
oVx<3, x— _3<0=>lim—Ll_=—o0
x—>3x 3
x4 _
donchm;’(:n.) 11m 1= x]_l}I‘sl'l(Ql 4)x 3 00
car lim(2x—4)=2 et llmLz—c@
x—3 x—{}3xm3
eVx>3, x—3>0=>lim—1_ =+
x—>3x—3
: 1o 2X =4 _
dOl’lCll_}u)H%f(x)-—ll:‘l% e x!,;:-3 (2x—4)x e =400
car lim(2x—4) 2 et lim— !l =40

3. ]1m f(x)-— 11m f(x) 2
donc (D): y=2 est asymptote horizontale a (C) en+ et en—
e lim flx)=—oc0 et }g}_,} fx)=4+o0

donc la droite d'équation x =3 est asymptote verticale a (C)

Continuité

EXERCICE 6
1. Calculons la limite & gauche et la limite a droite de f et G en 0.
— Xl
o fix)=2
f=H
lim f0)= lim. 2= lim S, I|m — A= o %
x—0 f() x—TO X x—0 X f(x) I_n:] x*)!'ﬂ"o }’E_l
2
X< +|x
glx)=2"1
o
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lim, gx)=lim XK= jim 4y, 2—x
e < X x>0 =X x—0 —X

= lim Xx=1)_ Ilm ——(x —1) -—Ilm —Xx+1=1

Xx—0 —X
<< , ,_-_: <
lim g(x)= lim X_T*IXl_ lim X2+{x) _ lim X%+ x
x20 X XI,LTOX—H =1
>

2. lim fF(x)+ lim f(x)dﬂnc fn’admet pas de limite en 0.
X:)D X—;U
!J:r!?}g(X)z E%g(x)=1 donc g admet une limite en 0 et y%g(x)ﬂ.

3. f et g ne sont pas définies en 0 donc f et g ne sont pas continues en 0.
EXERCICE 1
o

» Etude de la continuité en 2 de la fonction [ définie par‘VxE]R\ 2 flx)= x2 3
x_
/(2)=4

D, =R
/
x2—4,_ (x=2)(x+2) _
|lm f[x]_hm2 - 4@2 5 Ilm2 X+2=4

lim. f(x)=4=f(2) donc f est continue en 2.
X—2
« Etude de la continuité en 2 de la fonction { définie par

Vxe]-»2[ g(x)=x-I
Vx€E[ 2+ g(x)=2

OnaD =R

hm g(x)ullm x—1=1; lim g(x)=g(2)=2
X—2 X—2 X—2

< < >

Iim2 Q‘(X)=g(2)=2don-: @ est continue 3 droite en 2.
X

>
Cependant : lim g[x):: lim g(x) donc @ n’est pas continue en 2.
X—2 X—2

< >

TOP CHRONO Mathématiques BAC D Edition 2015

Scanned by CamScanner



140

PROLONGEMENT PAR CONTINUITE
EXERCICE 8

1La. flx)= XJ)}F xg=0

Ensemble de définition

-’CEDf@xEO et Jx =0 x>0 et x#0<> x>0 donc Df=]0;+uo[

Prolongement par continuité
0gD ;= 0; +00L

X=X |im XMX=1)_ x i = limwx—-1=-1
fd=272 = lim, HPS=x-1=> lim, fi0)= I,

donc f peut étre prolongée par continuité en 0.

Soit g le prolongement par continuité de f en 0.

][9("’)=Xmﬁ Vxero L g=ix—1 Yx€E[D,+od
19(0)=-1

b. flx)=20% x, =0

Ensemble de définition

xeDf@x:tO et cosx=0 & x=0 et xz_g-i—k?r

donc szﬂ{\ 0;323—!—k7r] avec keEZ

Prolongement par continuité

UQDf:]R\{U;%—I—k?TI avec k€Z

sinx
_ tanx_cogx_smx | _sinx 1
X)= — = X
f( ) X X cosx X X cCOsX
sin x
lm =1

; siny 1 _
L'm;f(x)_l'_r;n - Cms)‘r_h::c'a'r ||m

) Gosx =1 car |jmcosx=1

x—0
Donc f est prolongeable par continuité en 0.
Soit g le prolongement par continuité de f en 0.
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VxER\lO;%—}—k?r] avec keZ

tanx

g(x)=
g(0)=1

2. Vérifions que g(x)=
I+JI+x
_l+x =1
Fp=ttir ],

est le prolongement par continuité en 0 de

xEDf<:>1+x2()etx¢0<:>x2—lefxa&0<:>Df=[—l;+cn[\{0}

. m i {\ﬂTx—l)[Jﬁ_xﬂ]:[m)z_wz: Lt oe]
X(\fl_-l-_x-i-l) x[MH) x(ﬁﬂ]

— X 1
= = g(x
X(VI+x+1) T+x+1 &)
Cette fonction & est définie sur [—1;+0'J[.

Donc g est le prolongement par continuité en 0 de la foncticmf ;

FONCTIONS CONTINUES ET STRICTEMENT MONOTONES
EXERCICE 9. Bijection

La fonction f est définie sur l'intervalle [ -2:4w [

Elle est dérivable, donc continue, sur l'intervalle 1 ~2;+m(.
- [

Deplus, M _Jx+2=0=F(-2) donc f est également continue en -2.
X——

On en déduit que f est continue sur [ -2; +-:0[ :

vxe]-2i+e0./1x)=5 b dou f'(x)>0 et £(x)> F(=2)

Dressons le tableau de variations de f :

r ]2 +oo f est continue et strictement croissante sur l'intervalle
S @ & [—2;+co[,
+o0
& / f réalise donc une bijection de [ -2:+ m[ sur
ﬂ [05+c0[
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EXERCICE 10 . L,
Soit la fonction f dérivable et définie sur ]—1; 4o par f(x):m

1. Démontrons que [ est strictement croissante sur ]—1;+od.
| 1—(x—2}_x—|—1-—x+2__ 3
—1: X =X+ - -
Vx€l—1;+oof, f'lx) T iP P P
Vxel—1+od, —2—>0 = f'(x)>0
(x+1) '
donc f est strictement croissante sur ]—1;+od.

2. Démontrons que f est une bijection de ]—1;+OO[ sur un intervalle K que I'on
précisera.

f est continue et strictement croissante sur ]—1;4+oq|
donc f est une bijection de ]—1;,4o0[ sur K

avec K= f(]—1,+od[)=], E.mﬁlﬂ"')ix_“fﬂmﬂ") [=]—c0 1]

li ==t t i —

carerq_lf(x) oo € x_lmcof(x) 1
>

3. Soit f'l la bijection réciproque de f

a. Dressons le tableau de variation de f—1.

X -1 1
(f1)'(x) -+
(Fhea | _q — =20

b. Explicitons f_l-
Soit x€]—1;+o0| et y€]—oc;1[ tel que f(x)=y.

. _ X—2 __
ona: f(x)=y < e <& yix+1)=x-2

< yxty=x—2 & yx—x=—y-—2

< xy-l)=—y-2 < X=}£f§ car 1—y=0

Donc f~l(x)= ’1(—:-{2.

\
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EXERCICE 11

Soit |a fonction g dérivable et définie sur | —o0; 3[ par g{x):X2 —6x+5
1. Etudions le sens de variation de g sur |—oc; 3.

Vx€]—00;3], g'(x)=2x—6=2(x—3)

Vx€]l—o;3[, x—3<0 = g'(x)<0

donc g est strictement décroissante sur 1—o0; 3.

2. Démontrons que g est une bijection de |—0o¢; 3[ sur un intervalle K que Ion
précisera.

g est continue et strictement décroissante sur ]—oc; 3[
donc g est une bijection de ]—oo;3[ sur K
avec K=g(]—o0;3[)=] lim.g(x);  lim  g(x)[=]—4;+od]
<
car}(l@BQ(x)zg{?)):-—d et lim_g(x)=+occ
<

3. Soit g1 1a bijection réciproque de g .

a. Dressons le tableau de variation de g_l.

X —4 | -+ 00

(G~ 1)' () =

g~ H | > s
b. Expliciter g 1,

Soit x€]—oo;3[ et ye]—4;+oq| tel gue gix):y.

on a:g(x)ﬁy <:>ﬂx2—‘w16x4l—5:\y &> (x—3)2—9+5=y
& (x—32—-4=y & (x—3)¢=y+4
& x—3=—y+4 car y+4}0 et x—3<0
& x=3—Jy+4

Donc g~ Y(x)=3—-J/x+4
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EXERCICE 12. f(x)=x3+43X~7"
1. calcul de f'(x) gt
VxeR. f'(x)=3x%4+3=3(x%+1)
2. Etude du sens de variation.
VxR, f'(x) = 3(,‘{2 +1) > () donc f est strictement croissante sur R.
3. Tableau de variation de f .

X
7o) .
Bl || e

4.calculde f(1) et f(2)

Ff)=B+3x1-7=4-7=-3

()= +3x2-7=8+6-7=7

5. f est continue et strictement croissante sur[1;2] et f(])Xf(Z) <0
donc I'équation f(x) =0 admet une solution unique & sur j} 1 : 2 [

6. Valeur approchée de & a 10 —2 prés.

Déterminons un encadrement de & d’amplitude 10 —2 par la méthode de
balayage.

X 1,0 g 51 | 1,2 1,3 1,4 1.5 1,6 1.7 1,8 1.5 2
Signede| : 5 2 + + + + + + +
f(x)
Doncl,3< X <1,4
X 1,3 |1,31|1,32|1,33|1,3a| 135 1,36 | 1,37 [ 1,38 [ 1,39 [ 1,40
Signede| i . , + + + + + + +
f(x)

Donc 1,33 < (X < 1,34, par conséquent une valeur approchée de & a 10?2 pres est
1,33,

EXERCICE 13. Recherchons les extremums locaux des fonctions suivantes :

1. flx)=x3—6x2+42 Df =R

£ (x)=3x?~12x=3x(x—4)
['(x)=0=3x(x-4)=0=3x=00ux-4=0<x=0 oux=4
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Tableau de variationde f
X

RO T S N
J(x) - \-30/

f ' (X) s'annule et change de signe en 0 et en 4.
F(0)=2et f(4)=-30

On déduit que : 2 est un maximum relatif de f et -30 est un minimum relatif de f .

2. f(x)=3x%—4x3 D =R

f(x)=12x3 =12x2 =12x2(x-1)
['(x)=0=12x2(x-1)=0=12x2 =0 oux—1=0<=x=0 ou x =1
Tableau de variation de f

7@ S T R

| TT——— o _—

f r(JC) s'annule en 0 mais n’y change pas de signe ;

f n’admet pas d’extremum en 0.
f' (x) s’annule et change de signe en 1.
f(])=—-1 donc -1 est un minimum relatif de la fonction f.
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EXERCICE 14.
1. Déterminons I'ensemble de définition Dfde la fonction f

Df
1 -
2. Les valeurs de f aux points d’abscisses : -1,5;-0,5; 0,5 et 1,5.

f'(=1,5=0; f'(-0,5=0; f'(0,5=0; f'(1,5=0

:I—oo;—llLJ}"— 1;1[U|1;+ooi

3. Dressons |e tableau de variation def.

X — -1,5 -1 -0,5 0,5 1 1,5 -+ 0

R |

+ér-
MLANIN NN

4, Déterminons les equations des 3 asymptotes.
Les asymptotes verticales ont pour équation X =—]1 et x=1

L’asymptote oblique passe par les points de coordonnées (—1; 3) et (2;3)
y=ax+b

—3=G(—1)+b - {—3=—a+b s {—3+a=b

< —-3+a=3-20a < a+20=3+3 & 30=6 < a=%=2
—3=—0g+b = -3+a=b = -342=p = —1=5p

a=2et b=1

y =2x+1est I"équation de I"asymptote oblique.
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Le mathématicien suisse, Leonhard EULER, est né en
1707 pres de Bile en Suisse,

Il entre a V'Université de Bile 3 13 ans pour y étudier la
philosophie et le droit et obtient son dipléme a 16 ans.
Il s’installe ensuite en 1727 3 Saint-Pétersbourg en
Russie se marie et devient pére de 13 enfants.

Emmené par sa passion et son acharnement au travail,
EULER laisse une ceuvre gigantesque de 886 livres et
articles qui abordent presque tous les domaines des
mathématiques et des sciences en général.

EULER établit |a célebre constante, notée y (gamma), qui
@ porte aujourd’hui son nom ;
I +% +-%— +.,.+]H]—lnn = 0,57721566490153286060...

On ne sait toujours pas s’il s’agit d’un nombre rationnel ou irrationnel.

Il propose le célebre /Tpour le nombre Pi, Ia lettre i pour la racine carrée de -1 et |e
fameux e base des logarithmes népériens.

Y= lim

n——+00

Il établit & ce sujet, une formule liant ces trois nombres : €/f +1=0et une
seconde mettant en relation la trigonométrie et

e =cosx+isinx.
EULER fonde I‘analyse fonctionnelle en donnant une définition précise de la notion
de fonction. Nous lui devons la notation f(x) et I'utilisation de la lettre grecque £

comme symbole de sommation. Ainsi, 1+2+3+---+|000=]%%0k
k=1

EULER développe également le calcul différentiel et-la méthode des fluxions et

met en place la notion d’équation aux dérivées partielles et le calcul des variations
par la recherche des extrema sur les courbes.

On lui a attribué la célebre droite d’EULER (passant par le centre de gravité, le
centre du cercle circonscrit et I'orthocentre d’un triangle).
Euler écrit aussi des ouvrages de physiques (1765).

I’analyse complexe

Il v définit le centre d’'inertie, les moments d’inertie et les axes principaux d’inertie
et traite de la mécanique du point matériel.

EULER s’intéresse également a des problémes d’astronomie tels que I'étude des
orbites des planétes ou la trajectoire des comeétes.

EULER s'occupe également de philosophie dans « Lettres a une princesse
d'Allemagne » écrites de 1760 a 1762.

EULER meurt a Saint-Pétersbourg en 1783 alors agé de 76 ans.
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FICHE DE COURS
DERIVATION

Nombre dérivé en X
Définition
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant X, .

fx)—1(x,)

X—-XD

admet une limite

On dit que f est dérivable en Xusi la guantité

finie quand Xtend vers X

1
Cette limite est appelée nombre dérivé en XO et notée f (XD).

Nombre dérivé a droite. Nombre dérivé a gauche
Définition

o Jirg TP

existe et est finie, on dit que f est dérivable a droite

>
en XU.
1 o " et .
On note alors fd (Xo)cette limite, appelée « nombre dérivé a droite » en XU.
On définit de fagon similaire le nombre dérivé a gauche fg t(,"('{]).

Théoréme

f est dérivable en XO si et seulement si f est dérivable a droite et a gauche en X

et fdl(xg):fg '(XO)'
Interprétation graphique

Pmpriété

Si fest dérivable en XD alors sa courbe représentative admet au point MD

0

d’abscisse XO une tangente de coefficient directeur ft(XD)'

Remargue

Si fd'(xo)et fg'(XO) existent et sont finis mais sont différents, la courbe admet

deux demi -tangentes en MD et fait un « angle » en ce point.
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FONCTIONS DERIVEES

Dérivées de fonctions élémentaires
| e . —————— =

Fonction f Fonction dérivée [ '
X—ik x—0
X—aX X—da
X—> 1 x-ﬁk__l

X X2
x—xr X—H'Xr_l

1 —f
X A

' 1
x—X X—ors
X 20X
Xx—COSX Xx——SInx
x—SinX x—>COSX

Opérations sur les dérivées

fonction Fonction dérivée
f+g f'+g’
kf Kf'
fxg f'xg+g'xf
1 —g
g g2
f f'xg—g'xf
g g2
fog g'x f'og
fn nf wf?
& —nf
f n fn—l—l
I
\]T 2 Jf
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RPPLICATIONS DE LA DERIVATION
I_Ilquatinn de la tangente

au point A d'abscisse d est:

‘f

Une équation de la tangente (T) 3

y=f'la)x(x—a)+f(a)

Etude des variations

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K.
f' est positivesurK < f est croissante sur K.

f' est négativesurK & f est décroissante sur K.

!
_f est nulle sur K = f est constante sur K,

Extremums relatifs
Soit fune fonction dérivable sur un intervalle ] a; b [ et xoun élément appartenant

ala;bl.
- I - -
Si f s’annule et change de signe en xoalors f admet un extremum relatif en xo.

X a Xo b X a Xo b
F]+ ° - feo - o

X M
o L Mo | ~m
fadmet un maximum fadmet un minimum
relatif M en xo. relatif m en xo.

Dérivation et continuité
Propriété 9
Si une fonction est dérivable sur un intervalle K, alors elle est continue sur K

Remarque

La réciproque n’est pas toujours vraie.
En effet, une fonction peut étre continue sur un intervalle K sans y étre dérivable

TOP CHRONO Mathématiques BAC D Edition 2015

Scanned by CamScanner



151
LES PRIMITIVES

1. Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I; on appelle primitive de f sur | toute

fonction F définie sur | telle que F'Zf.

2. Propriétés

* Toute fonction définie et continue sur un intervalle | admet des primitives sur I.

* Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle |, F une primitive de f
sur | et k un nombre réel.

La fonction G définie sur | par G(X)ZF(X) —+K est encore une primitive de f
sur |,

= Parmi toutes les primitives d’une fonction sur un intervalle |, il en existe une et une
seule prenant une valeur donnée yp pour une valeur x de la variable.
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3 - Tableaux des primitives

Tableau 1: Primitives de fonctions usuelles  Tableau 2 : Opéralions et Compositions

f(x) F(x) F et G sont des primitives respectives de
R
0 k - f et g a et b sont 2 réels quelconques.
I x4k
a ax+k FONCTION PRIMITIVE
2 f+g F+G
X 4 +k
x2 x +k ] o
3 f(ax+Db) —F(ax+b)
\ Ir+l :
® e Fxcos Sin 7
# =13 fxsin f —cos f
1 S 7 0
ol 2
xH (”_l)xn—] f f
__I__ EJJ_C +k _f_: 9
Jx I ~J.7
cos(x) sin{x) + k& I
- p— Fu f
sin(x) cos(x)+k rearsg|
l =1+tan’x tanx +k i —1
cos? x T e
: _)fn' (;?—I)f”“"
cos(ax+b) Esinu.?.?c+£;v} +k
sin(ax+h) —%C(JS{:II-!—!.’)) +k
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METHODES PRATIQUES

M1: Comment étudier la dérivabilité en un point?

im 4 X)—f(x,)
X=X, X-—XD

Etudier I'existence de

M2: Comment calculer la dérivée de la réciproque d’une fonction
continue et strictement monotone?

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle |, et f_l
la bijection réciproque de f

Pour calculer(f_l)‘(ﬁ) , ON peut procéder comme suit :

- On détermine ¥, la solution de I'équation f(X):B

-On calcu!ef'(a{) et on vérifie que f'(Of)ID

- On conclue (f_l)l(ﬁ)z_fﬁ

M3 : Comment calculer une primitive ?

e On peut lire le tableau des primitives et utiliser les théoremes sur les opérations
et primitives.

e On peut décomposer la fonction en somme de fonctions dont on connait des
primitives. '

e On peut linéariser les fonctions trigonométriques.
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EXERCICES RESOLUS

Dérivabhilite
EXERCICE 1 : Etudier la dérivabilité de [ en a.
a. f(x)=x*+1 a=1

b. f(x)=|x| a=0
(F(x)=2x+1 si x<0

& |F(x)=x*+1 si x20

Calcul de fonctions dérivées
EXERCICE 2

Calculer l1a fonction dérivée de chacune des fonctions numeériques fdéfinies par:
a) f(x)=x3+£ b) f ()= (x* +4) ¢) f(x)=sinxcosx; d) f(x)= 5Jx
e) f(x)=5: 0 S()=70-1); g f(x)=2x-3x3+6x-7.
n f(x)=x"; i) f(x)=0¥=-3x+1)"; ) J(x) = sin*.cos?x

EXERCICE 3

Calculer |a fonction dérivée de chacune des fonctions numériques définies par

a)f ()=’ b)f(x}=2x—l+4 ) f ()= —=id) f ()= m
X

x2 . 3x=2 x2 +1
e) f(x)=sin(-2x+10} f) f(x)=cos7x.sin(-3x+1) g f(x) = cos?(5x—1)

Recherche de primitives

EXERCICE 4. Primitives de fonctions polynémes
1. Déterminer des primitives sur R des fonctions suivantes :

)
XX ; x> x% xHx3; x> -=5
2. Déterminer des primitives sur IR des fonctions :
x> 2x ; x—-3x2; x—8x3

3. Déterminer une primitive sur R de la fonction : x> 8)(3 —3){2 +2x-5

TOP CHRONO Mathématiques BACD Edition 2015

Scanned by CamScanner



155
EXERCICE 5. Primitives immédiates

1. Déterminer une primitive sur [{ de chacune des
f: x—>0; g: X2 . h: X5 X2
2. Determiner toutes les primitives sur ]D; -H)O[ de chacune des fonctions
suivantes:i:xl—'—)}%; 2 X \j]ﬁf_

3. Déterminer deux primitives sur IR de |3 fonction : f: X"">2X3 Fax—1

fonctions suivantes :

EXERCICE 6. Fonctions siﬂples

Déterminer deux primitives sur]o;—l—OO[ de chacune des fonctions suivantes :

: 3 . L. %,
SR b e X2 S —xJ2

EXERCICE 1. Fonction rationnelle

Déterminer deux primitives sur ]O,—|—OO[ de la fonction
fr x—38+22+1
x2

EXERCICE 8. Puissance
Determiner deux primitives sur R de f: X|—>5(4X—1)6 ;

- , . 7
et deux primitives 5ur]1,+OO[ deg. X ——— .
(3x+2)°

EXERCICE 9_. Fonction Racine carrée

Déterminer une primitive sur ]—1,—|—OO[ de f: X— 1

¥3x+5
et une primitive sur |2; +OO[de g. Xr— X+l .
X2 +2x—8

EXERCICE 10. Primitives et dérivées

1. Soit (J la fonction définie sur ]O,-l"OO[ par Q(X):XJ?.
Calculer la dérivée de { sur ]O,—|—OO[

Z: Soitf la fonction définie sur ]0,+OC[ par f(X}ZJXM .
Déduire de |la premiére question une primitive de f sur]OJ +OC[ .
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Primitives de fonctions trigonométriques

EXERCICE 11.

Déterminer une primitive F de Ia fonctinnf

Li f(x)=cos3x 2 f(x)=sin4x

Recherche de primitives sous conditions

EXERCICE 12.

Déterminer la primitive F de la fonction fvérifiant la condition indiquée :

. f(x)=2x+1 I=R F()y=2

2._f(x):x—|—llx2+2x+3]3 I=R  F(0)=]
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EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

Derivabilite
EXERCICE 1

Etudiez la dérivahilité en a de la fonction _f

f(x)zlxz—ﬁéli #=72 2 Jhkr)=snR a=0

3. f(x)=\sinx a=0 . 4. f(x)=xysin®x a=0
5. J(x)=yx—2 g=32
EXERCICE 2

f(x)=x2-1, si x<I
Soit f la fonction définie par :

f(x)z%—;—}* si x>1
1. Démontrer que f est continue en 1.
2. Etudier la dérivabilité de f enl,
3. Interpréter graphiquement le résultat

Calcul de fonctions dérivées
EXERCICE 3

Indiquer I'ensemble de dérivabilité de la fonction_f, puis calculer sa dérivée :

_ 3 , 5 , =5
. f=x%-7 2. fl)=3x+4"> 3. f(x)= 3x24+2x-4
3
o X2 4x ; _u3x—42 6. _[ 2 1}
4' j(-‘r)_Bx}_] 5 f("‘)_lx_l j( ) i’ _3

7. j'(x):Jx3+7r—l 8. f(x)={3+cos2x 9. f(x)=+1+sin3x
10. fi(x )_\# _ C fx)= Jﬁ_l? 12. f(x)“m
13. f(x)=cos>2x 14. f(_x)=(1+ Simn,j2 15. _f'(x)ﬂSin(?m‘z}

16. f(XJZSiH(ZXE) 17. f(x)=sinJX 18. f(x)=sin*(mx)
vy __SIN3Xx
19. f(x)= =

20. f(x)=sin3xec0s2x 2I. _f'(.t')z{sin3.1')-tat1x

4 )
£ f(-"):";x’f},' 23. f'(x)=@3 I).\f 241 24, f(_\-)_—_.":g’lx}_
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Bpplications de la dérivation
EXERCICE 4

Pour chacune des fonctions suivantes, écrire une équation de la tangente au point A
d'abscisse a de la représentation graphique de Ia fonction f

1. £ x—3x2—5x+1 Poura=-1,a=2eta=3
2.f:x-—-)x—1+—l—— Poura=-4,a=leta=2
' x+2
bid
3. f: x—>tanx F’a:::ura:le,a=.a=i';-etazE
4. [ x—5J2x=3 Poura=6
EXERCICE 5

Etudier le signe de la dérivée et donner le tableau de variations def :

- 3 : 2 3 ~ 2x2 +4x—1
l. =% _x ;2 f@X=x-x-1" ;3. f(x)==
7= J(x) / x2 +1
4, f(x)=+2—x sur]:!—rx;;'li ;5. f(x)=sin2x sur !:[O:fr

EXERCICE 6

Soit f 1a fonction définie sur Rpar f(x)= ;x
x<+4
1. Calculer les limites de f en +CC eten —00

En déduire I'équation de I'asymptote .E[Cf ]

2. Etudier les variations de f et dresser le tableau de variation.

3. Déterminer une équation de la tangente T 3 ((}J au point d’abscisse 0.

'I{ i
Etudier la position de | C p ]par rapport a sa tangente T,
\

Dérivée de la réciproque
EXERCICE 7

1. Montrer que f est une bijection.

2. Calculer (_f'_')'(xg Jle nombre dérivé en Xy de lafonction réciproque f_l :

Foi T | 17 | ga
a'f'_o'fh'_){o‘”’ x0=§ : ?

XH>sinx x}_)‘-'x_l

xX+3
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Recherche de primitives
EXERCICE 8 Déterminer une primitive de f

LA0=x"=3x+5 2. f(x) =2x(x2 + 3y

3. f(x)=18(3x—2)°

o g
4S@=x+1 -3 5 f(0)=33x2-6 (3 —6x)2 6. f(x)= x—3 3
A 3x+1 3 552
1. f(x)= ) :g 8. f(x) = I;I‘ 9 fly=2 izx il
" 3 2—+—]
10. f(x) = —=F 1. f(x)= 12. 25 T
(x2 +1)2 (3x+4)" £ (3 +2x)3
- S
13.f(0)=\B-2x 14.f(0)=G-Dx?-2x-3 15.f(x)=x [x2—|1
_ 1 — —4x+6
16. f(x)=x+—+ 17. ()= —= 18. f(x) = ——x-—
Jx vx—1 7@ J=x2 +3x+1
2 2
19. f(x) =—=2 20. f(x) = S, e
x? —1 [x3_1]3 3\1'1—3('
EXERCICE 9
3 2
soit f(x)= 37 —7x7+ox+1 10 +od
2
(x—1)
1. Déterminer a, b et c réels tels que f(x)=GX+b+( 1)2
X_

2. En déduire une primitive de f sur ]1, +OO[
EXERCICE 10

1. Déterminer a et b tels que f(X)_

x+1+
2. En déduire une primitive de f sur ]1,+OO[
EXERCICE 11

Soit g(x)=(x+2)0Jx+2 sur |—2;+0oq]
1. Calculerg'(X).

2. En déduire une primitive de f(X):\,‘x +2 sur ]_'2:+OO[
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Recherche de primitives vérifiant une condition
EXERCICE 12

Déterminer la primitive F de la fonction fvériﬁant la condition indiquee :

Lf(=x*=x*=1 J= I et F(O)=7
2f(wc)_Lr_‘E 1=Jo+ee et F(1)=0

g, f(x)=(2x—3)(x2—3x—6)2 7= 1 et F(=D)=9

4.f(x)= 3x /= Ret F(Z)=-2
(x2+l]
(x—

5.f(x)= )E’ 1= 1 et FG3)=0
6f(x)- 2]—:0;3[ et F(0)=0
(3- x)
R [=V-w;l[ et F(0)=15
i Jx2—6x+5 i} )
8.f(x)= I= 1 et FO)=1

-

2 i ey |
9.f(x)=sm[3x+5] I= 1 e F(E) %
10.f(x)=sinxcos’x I= E e F(xr)=0

]]f )_ Sll'lx I::[O_E}r el F(E):l
cos x 2 3

_ Sinx—Xxcosx e s -
12./(0)=""— =10+ et F(Z)=1

Primitives de fonctions trigonométriques
EXERCICE 13. Déterminer une primitive de f

l. /(x)=cosx+sinx 2. f(x)=2cosxesinx 3. f(x)=cos(2x +3)

4. f(x)=cos2xecos3x 5. f(x)=cosxs sinx—2 6. f(x)=cos2x—2cosx

7. f(x)=sinx cos*x 8. f(x)=sin? xecos x 9. f(x)=cosxssin’ x
10. f(.x)zcoszxsin:'}x l ].f{x)=sin4 X*COS X 12, f(x)=cosxssin> x
13. (x)=cos3 x 14. f(x)=cos> x 15, f(x)=sin0 x
16. f(x)= 4 ] 17. f(x :l 3 4+ i3 ‘ 5 d - Sinx
f(x)=cosx = J(x) 3( x*+sm|x? +x| 18. f(x) o
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CORRECTION DES EXERCICES

DERIVABILITE
EXERCICE 1. Etudions la dérivabilité de f en q.

a. f(x)=x*+1 a=1

FOO)-F() _ x*+1-2 _ x2—1_(X—1)(x+1)

xf—1 X=1 ~x=A  —x=1 =Xt

i FOO=F() _ s

e = limx+1=2

lim F)=7(1)

AL v existe et est finie donc f est dérivable en 1 et 7 =2

b. f(x)=|x] a=0

On aalors; JO=SO@_M_—=x__,

— e —— —

x—-0 X X

lim f(x)-£(0) -

x>0 x-0
<

lim £ *)-/(0)

x?() x—0
et f ©)=-1
° Vxe]0;+00[, |x|=x

existe et est finie donc f est dérivable & gauche en 0

Onaa[ors: x—0 _?"E_l

s JOG= L)
3151;% x-0 =1

lim f(x)—(j}’({)) existe et est finie donc fest dérivable a droite en 0
x;){) X

etf d'(O) =1
fg' O* [ '(0) donc f n'est pas dérivable en 0.
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f(x)=2x+1 six<0
f(x)=x*4+1 si x>0

-Vxel—oo;ﬂ[,f(x)=2x+l
f(x)—f(0)=2x+1“1=E:2

X X

On a alors:

lim f(x) f(D) -

x—»D x—0

llII?)f(x) Of( ) existe et est finie donc f est dérivable a gauche en 0
X— X

et fg (0)=

-VxEEOH*DOl,f(x):xz—I—l

On a alors: f{x)—f(0)=x2+l—1=ﬁ:x
x X

lim LX) = f(o)—llmx 0

—>0 x—0 x—*o

lim £&)=/(0)
xf;O x—0
etf,'(0)=0

j:g '(0) zfd '(0) donc f n'est pas dérivable en 0.

CALCUL DE FONCTIONS DERIVEES
EXERCICE 2. Calculons la fonction dérivée :

a. f'(x)=[x3+%] =3x2 +(—l]=3x2 '__1?

IZ X

existe et est finie donc f est dérivable a droite en 0

b. £{(X)= lx3(x2+4)] =3x2(x2 +4)+x3(2x) = 3x% +12x2 4 2x4 —5.1.L"'+|23r2

e, fF{x)= [smx.cosx] =COSX.COSX+Sin x(—sm X)=(cosx)’ —(s;in;vc)2

d. f'(x)=[5(\b?}] =5(JE]'=5[2\1§]=23£
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t

e. ['10)=(3]=3(x) =11=1

3
¢ =752 1)] <7(x2 -] =7(20) 16

g f'(x)=[2x3 —3x2 +6x-7} =6x2-6x+6

h. f'(::c)=[3n:'7]'r-l'?x“s

| 10 ;
i.f'(x)=[[x2 -—3x+1) ] =10(x2 —3x+])(x2-3x+l)=Iﬂ(2x——3)(x2—-3x+1)

if(x)= [sin3 X.C0s? x]' = [sin3 x]' cos? x+sin3 x[.cos? x]'
=(3cosxsin? x).cos? x +sin’ x.(~2sin Xc0Ss x)
=(3cos’ xsin? x)+(—2sin* xcosx)
=3cos® xsin? x—-2sin% xcosx
EXERCICE 3. Calculons la fonction géﬁvée
a-f'(x)=[ 21 J - i +3x_22 =) 2
X~ +3x-2 (xz +3x—2) (xz +3x-2]2 (xz +3x_—2]2

oo ' '_ -—[4.‘c2+l) ~ _8 ~
b.f(x)_(zxﬂll +[4x§+]} _2+3m_2+3[4x2 x‘) _2_[4,324;]

e ) Ex(VE)
c.f'(x):[xj)_c} - (i;;z) - { (x)2 = ]

)
Rl [zgf‘x} [?ELJM

x3 x3 X

I
—t
X
QI
+
=
——
=
L
| P |

TOP CHRONO Mathématiques BAC D Edition 2015

Scanned by CamScanner



164

- 4
(1 )T Tt
d.f(x)—[ frx—J _(mf 4x—1
I 4 = &

o B E e -
T ToaxDl dx—1 2(ax-1VAx-1  (4x—1)¥4x-l

e. f'(x) =[Sin(—2x+l 0)] =—2cos(—2x+10)

)/ '(x)=[cos 7xsin (—3x+1)]
=(cos Tx)' sin(=3x+1)+cos7x/sin(-3x +1)]
=(~7sin 7x).sin(—3x+1)+cos 7x.[—3 cos(—3x+1]]
=-7sin7x.sin(—3x+1)-3cos 7x.cos(—3x+1)

1

g)f'(x) =[C052(5x—-l)}' 2{(1:05(51‘—1))2] = 2[{:05(5.1’—])]‘.005(5;1:—1)
= 2[-5 sin(Sx——l)].cos(Sx—l) =—1 Osin(Sx—l}cos(Sx—l)

Recherche de primitives
EXERCICE 4. Primitives de fonctions polynomes

1. Des primitives de X X sont de la forme: X %x2+koﬁ kelR

Des primitives de X2 xzsont de la forme: X %13 +kon kelR

Des primitives de x|—>x3 sont de |la forme: x|—>-1-x4+km:. kelR

4
Des primitives de XF>—25 sont: XI>—=5x+kou kR

2. Des primitives de X+> 2X sont de la forme X x2 +kou kelR

Des primitives de X+ —3x2 sont de la forme X > —x> +kou keR

Des primitives de X > 8x3 sont de I forme XH> 2x4+k ou kelR

3. A l'aide des questions précédentes, une primitive sur R de la fonction
x> 8x3 —3x2+4+2x-5 est par exemple : X 2x4 —-x3 +.)(.'2 —5x
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EXERCICE 5. Primitives immédiates

1. Les primitives sur IR de f - X0 sontx = kot keR
Une primitivede g : XF> 2 est G : x }— 2%

Une primitive de h : XH> X2 est H - X2 lxﬁ
6

_— . 1
2. Les primitives de i : JCI—-}?suntl : JCH—--}IE+ko£| keR

Les primitives de j : xl—)-\/l?-sont] : XI—->2JE+koi1 keR

3. Deux primitives sur IR de la fonction f: X1 27 +3x—1sont:
1. 3
xi—)§x4 +%x2—x+2 et X %x“ +2x2—x+18

2
EXERCICE 6. Fonctions simples

Deux primitives de f sont par exemple : xb——)—%+g§x3 et xl—)—-§+lx3—12
X
Deux primitives de g sont par exemple :

9
xl—>4J)—C—i2_gx2 et xt—>4Jf—-‘/22x2+7

EXERCICE 7. Fonction rationnelle

La fonction f peut s'écrire : f X 3x+2+-1-2-
X
Deux primitives de la fonction f sont par exemple :
3.0 1 3.0 1
= - = XeH 22X~
xi—>2x +2x xetx+—>2 =
EXERCICE 8. Puissance

' L
e On utilise la formule suivante (H”] =nuu’ ! avec u(x)=4x-—1 et n=7.

Deux primitives de fsur R sont donc: X!——>2—58-(4X——1)7et

5 AV —
xi—:»—jg(/-'lx 1)/ —1 | |
' nu

; 1
ili rmule suivant : =
e On utilise la fo [ | H”_"l

5 avec u(x)=3x+2 et n=4,
U

7
et
12(3x+2)4

Deux primitives de g sur ]1:+0o[ sontdonc: X+ —

7 -
12(3x+2)4

X+——

v
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EXERCICE 11. Racine canée

Onutnllselaformule[\f_) 2\{.

® Avec u(x)=3x+5 Une primitive sur ] = b +co[defest donc :

xl—)z'q'

e Avec u(x) x2 +2x 8 Une primitive sur ] 2;+co[ de {f estdonc:

x> {x2+2x—8
EXERCICE 12. Primitives et dérivées i 5
o 3K

!
Sri 0; t: g(x) =(xvx) =X +XX =
1. § est dérivable sur ] 0;+oof g(x) ( ) SI% 24X
2. A l'aide de la question précédente, on remarquant que .

FR)=3x3VE=2.g'()

Une primitive defsur ]0:+0of est donc: X %XJJ_C

Primitives de fonctions trigonométriques
EXERCICE 13.
Déterminer une primitive Ede la fonctionf

1. f(x)=cosdx
La puissance de la fonction trigonométrique est impaire.
Il convient de transformer l'expression comme suit:

-

cos3 x=cos$xecosZx=cos x*[l —sin?x|=cosx— cosxesin? x

-
F(x)zsinx—m% -

2. f(x)=sin%x
La puissance de la fonction trigonométrique est paire.

Il convient de linéariser l'expression en utilisant une formule d' EULER
(Voir le cours sur les nombres complexes)

On Obliem:f(x)zSin4x——(LOS4A 4cos2x+3)

8 4
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Recherche de primitives sous conditions
EXERCICE 14.

Déterminer la primitive F de la fonction fvérifiant la condition indiquée :

L. 7(x)=2x+1 I=R Fy=2
F(x)=x2+4x+k

Fy=2&12+14+k=2&24+k= 7@&3\Jd0nLF(x) x2 4x
2. f(x)= x+1‘r+2x+3] =R F)=I

fx)= —><2 x+1[ 2+2x+3] _*x 2/+2 [x-+2x+3]

| {x2—1—2x+3] q 4
% . +k=g><[x2+2x+3} +k
4

F(0)=I<:>%><(02+2><0+3] +h=1 /
©ﬂ+k=l@k—l—8] <:>k:8 Blc;»k"

. F(x)=

S ST R T TR
4 ;
Done F(X)=-é-><[x2+2x+3] _%
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le nom de NEPER, a laissé son

Chapitre VII:
John NAPIER, plus connu 50Us

nom dans la postérite mathématique

logarithmes.

Né en 1550, il est issu
A 13 ans, il est envoyé al'U
archives révelent qu'il n'y a obten
On pense qu'il a poursuivi 5es ét

pour son invention des

d'une riche famille écossaise.
niversité de Saint Andrews, dont les

u aucun dipléme.
udes peut-étre a Paris ou en

Italie.
En 1571, il est de retour en Ecosse. || gére activement sa

propriété, commerce beaucoup, et développe une approche

scientifique de I'agriculture.

Par ses contemporains, John NAPIER est surtout connu
Il est un fervent protestant. Il écrit en 1593 son ouvrage le plus
elation of Saint John ». Il y fait une

des Révélations. Cet ouvrage lui vaudra une certaine réputation

comme théologien.
célebre, « a Plaine Discovery of the Whole Rev

lecture du livre

jusque sur le continent.
Les activités mathématiques ne constituaient donc qu‘un passe-temps pour Neper.

On le connaft pour avoir popularisé la notation du point pour séparer la partie
entiére et la partie fractionnaire d'un nombre en écriture décimale. Surtout, il est
passionné par le fait de rendre le plus simple et le plus rapide possible les calculs
portant sur les multiplications, les divisions et les extractions de racine carrée de
grands nombres. Cela le conduit d'une part a l'invention des os de Neper, des petits
biatons de bois sur lesquels sont inscrits les tables de multiplication, et qui
permettent de simplifier ces opérations. Surtout, cela le conduit a l'invention des
logarithmes.

Le logarithme transforme donc multiplications en additions, racines carrées en
division par 2... Napier publie son invention dans Mirifici logarithmorum canonis
descriptio (description de la regle magnifique des logarithmes). C'est Briggs, un
mathématicien anglais, qui publia des tables trés complétes de ces !ogarithmesl car
Napier s'éteint le 4 avril 1617, apparemment des suites d'une crise de gautte’ Les
logarithmes se propageront trés rapidement, sous |'impulsion des astrnnc;mes
comme des commergants. Deux cents ans aprés leur invention, Laplace dira que les
logarithmes, en abrégeant leurs labeurs, "doublait la vie des astronomes”
Terminons cette biographie par une petite anecdote. Dans ces temps un eul
irrationnels, les esprits brillants comme Napier étajent souvent vus comme ?jes
mag[ciens. La léegende rapporte que, confronté a des problemes de vols. Napier
aurait annoncé pouvoir reconnaitre le voleur parmi ses serviteurs grice 3 i 6
magique. Chaque serviteur est envoyé dans une piéce obscure cégres I‘SUH_ ED?
Napier I'a malicieusement enduit de suie noire et le voleur qui n‘ose c:'aser allﬂIlrna -
de peur d'étre démasqué, est le seul a revenir la main prop're! ke
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FICHE DE COURS

Deéfinition

On appelle fonction logarithme népérien, notée IN, 1a fonction ftelle que

Df='10;+ooi_,f'(x)=% et In1=0

Propriétés Algébriques

olnlaxb]——-lnaﬂnb ............ eln[arl*——rlna
1_

elnB——lnb ............ O Ing=1na-lnb ......... ) InJE:%Ina
Limites de référence <
1. lim  Inx=%s60 3. lim !"X_g im nQ+x)_

X—+00 + " x—oo X > x“—n:[) X
2. lim_ Inx=—o0 4. lim - xlnx=0 6. lim Inx _
Dérivée et sens de variation
Deérivée
Vx€l0;4+od, (Inx)'=-}{
Varia;tion

VXE]O;-FOO ’ %)’0 = (Inx)' >0 donc la fonction IN est continue et

strictement croissante "

~
Le nombre e

Le nombre e est I'unique nombre réel appartenant a

e~2,718

2;3 tel que INne=1.
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Représentation Graphique

Conséquences des variations de la fonction In

oVa>0 et b>0, Ina=lnb < a=b
eVa>0 et b>0, Ina<lnb < a<b

Cas Particuliers

eVa>0 , Ina=0 < a=1
Va>0, Ina>0 < a>1

oVa>0 , lna=1 & g=e
Va>0 , Ina>1 & a>e

Ensemble de définition de fonctions de type f(x)——_ln(u(x))
xeD,_, < u(x)>0

F

Dérivée de f(x)=In(u(x))

Propriété :

si une fonction U est positive et ne s'annule Pas sur un intervalle /, alors |n[u) est

dérivable sur / et, pour tout xde / ; (Inu)' (X): U_'_()L
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METHODES PRATIQUES

M1 : Résolut

ion d’équation

Pour résoudre une équation contenant des fonctions de la forme In(ax—l—b), on
peut procéder comme suit - '
* Déterminer V 'ensemble de validité de I'équation

V est l'intersection des ensembles de définition de toutes les fonctions contenues
dans I'equation.

* Mettre I'équation sous la forme InA=InB.

* Utiliser la propriété : " |nG:|ﬂb < a=b"

* Puis résoudre I'équation équivalente obtenue.
* Déterminer S I'ensemble des solutions en tenant compte de I'ensemble de
validité V.

Exemple 1. IRésoudre dans R, In(x—l—Z):In(—x—{-S)
" Ondétermine V I'ensemble de validité de I'équation:
xeV & x+2>0 et—x+5>0

< x>—2 et —x>-—-5

< x>—2 et x<5

O

2

«w 1O

V=]—2;5l
= Equations équivalentes
In(x+2)=In(—x+5) < x+2=—x+5& x+x=—2+5
& 2x=3 — x=% |

= Ensemble de solution

3 i) _|3
iev_l 2;5 = S —H

R
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M2 : Résolution d’inéquation

Pour résoudre une inéquation contenant des fonctions de la forme In(ax —}-b),
on peut utiliser le méme procédé que pour les équations:
e Déterminer V 'ensemble de validiteé.

e Mettre |'équation sous la forme InA >InB

"
» Utiliser la propriété : " Ina>|nb ~ a>b
« Résoudre |'inéquation équivalente obtenue.

« Déterminer S I'ensemble des solutions en tenant compte de l'ensemble de
validité V.

Exemple 2. Résoudre dans R, In (X —|—3)=| n (—X —|—2) ]

= On détermine V I'ensemble de validité de I’équation:

xcV < x+3>0 et—x+2>0
& x>—3 et —x>-—2
& x>—3 et x<2

Sam 9]

| }

-3 2
V=-3;2

= Equations équivalentes

In(x+3)>In(—x+2) & x+3>—x+2& x+x>—3+2
& 2x>—1 o x>zl

¥,
= Ensemble de solution :
O C O
- l I
3 -5 2
1
> S =|—=z:2
R~ 2’
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M3: Comment déterminer les primitives d’

' une fonction en
faisant apparaitre Y 7

1
® Faire apparaitre, dans I"expression de la fonction u

'O ou U est une fonction
strictement positive.

® Les primitives de % sont les fonctions de la forme Inu—l—k

M4: Comment déterminer les primitives de certaines
fonctions rationnelles ?

® Ecrire la fonction rationnelle sous la forme d’une somme de fonctions dont on

connait des primitives.

® Pour calculer les coefficients des termes de la somme, on procede par
identification. ™

® On détermine la primitive de chaque fonction de la somme,

: /"'\
1
/
““._ . Edition 2015
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EXERCICES RESOLUS

Utilisation des propriétés algébriques

EXERCICE 1. Ecrire en fonction de IN2 et IN3

In6; In8§; Inl 2] } Iny3

EXERCICE 2.

a. Exprimer, en fonction de INn2et IN3 :

A=In36 ; B=In% : C=In2—2? . D=InJ6 ; E=In(3.e5]

b. Simplifier :

ﬁ—lnt\/_+1]+ln[\/§ 1} —In[5+1)—ln(5—1]

“Calcul de limites et de dérivées
EXERCICE 3. Calculer les limites suivantes :

i x 2 lim x3lnx 3 Ilim x—Inx
1, llmox—l—5+ln Jimy em.
o lim L1Hnx o imin@—x) e lim JnX
x— +o02—Inx x—1 Xx— oo Xx—1
EXERCICE 4.

: 1
Déterminer Df I'ensemble de definition de fpuis calculer f (X)la fonction

dérivée de f(X)
1. f(x)=In—=5x+10. 2 f(x)=Inx+47.

3, f{x)zlnszﬂ-x—zj.

Résolution d’équations et d’inéquations
EXERCICE 5. Résoudre dans IR

1.In2x4+8 =Inx—2 2.In3x—9 =0 3.In —2x+4 =In x

EXF"RCICE 6. Résoudre dans [

1, In 2X+1<Inx+4 21Iln—2x+2>0
r“x
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EXERCICE 1.

Soit la fUIFIEtiDn f définie de R dans IR{ par :
flx)=8x3 —10x2 —x+-3
1. a. Calculer f(l)

b. Ecrire le polyndme f(X)sous forme d’un produit de deux polynémes.
2. Résoudre I'équation : XER, f(x):

3. Résoudre I'éduation : XER, 8(IHX)3 -—10(1[1)()2 —Inx+43=0
EXERCICE 8.

1. Résoudre dans IR, réquation : X2 4+2x—24=0
2. Utiliser le résultat da la 1%® question pour résoudre les equations suivantes b

2. In(x—3)+In(x+5)=2In3 bv.Inj(x—3)(x+5)=2In3 {
Calcul de primitives

EXERCICE 3. Déterminer une primitive des fonctions f suivantes :

1 f(x)=—1__ |f= Lo 5 2 f()= I=R

x2+5

3./ (x)= +3 1-]1+00|
=

EXERCICE 10. Extrait du bac D 2006, Session normale.

Soitf la fonction dérivable et définie sur |0; + oc| par f(X}:X+%+!ﬂX}£

on note () sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthogonal
(O, 1, J). L'unité est 4 cm sur (Ol) et 2 cm sur (0J).

(D)est la droite d'équation Y =2X.

Calculer A I'aire en cm? de la partie du plan délimitée par(C), (D) et les droites

d'équations respectives x=e 2eax=1.
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EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT
Utilisation des propriétés algébriques

EXERCICE 1.

1. Exprimer, en fonction de INn2et IN3 :

In72 ; In ; ;In256 IN216 : In243 ; In288 ; In6,75

2. Exprimer, en fonction de In2et INS :
IN250 : In200 ; In2000 ; |n(10—4) ; In1,25

3. Exprimer, en fonction de In2et In5 :In1000 ; 625 In\f_ 1In400

"6
EXERCICE 2.

1. Simplifier les expressions suivantes :

"~A_éln6'2+an§ . len(eu@) : C‘:fne+ln% g D=Ine2_Ine—2

2. Simplifier les sommes : 5
E:!n[2+J§)+In(2+\f2+J§]+In(2—xf2+~f§) . F=In5+In52+Iny5

G=1n567—in72-1n%+|n2_1? . H=InV135-In15+INy75 —_InV27

Calcul de limites
EXERCICE 3. Calculer les limites des fonctions suivantes en O et en+ o :

2
J(x)=Inx ; g(X)zln[xzj; h(x)=Inx+ x—7 -

f(X)—ﬁ+1ﬂx j(x)=In 1+ . k(x)=2xInx
x+1
EXERCICE 4. calculer les limites suivantes
_ o Inl4x2
I Iff’ (1—=x)In(l—x) (poser X =1-—x); x—]ﬂo@"_}?‘ (poser X =1+ x2)
| ,
2.x_I+11J1r1%"Tx ; S.J@'xln(x}z (poser X = JX)

. | Iy, 2 4
5. lim_ xln(i4+d) (poserx =1y, 6.x]ﬂlnxln,l+%] (posch:]-{-%)

F"Q‘( 1
— .
£ y

TOP CHRONO Mathématiques BAC D

Edition 2015
Scanned by CamScanner




177
EXERCICE 5. Calculer les limites suivantes

- . ; :
Lo iim In(l+x%); 2. lim_In(1-x); 3.0im In(l-x); 4. lim ln(i+L2) -
X

5. lim_In(3=2x~x2). 6. lim (e +x+1): 7. Jim In[2x+3}

x—=3 x—-1 x+]1
2x+3Y\ : )
8. fll_ml [ . ] Q.J[Toln(cosx); iﬂ.xlgq; In(cosx)

l._lim_In(lnx); 1. l xlnx) - xInx
x—>+00 (Inx) 1 ln(lnx) 2131_';’1 In <1 | 2. lim_In =)

Calcul de dérivées
EXERCICE 6. Déterminer f'(x) la fonction dérivée de la fonction [ :

1.f(x)=xInx. 2.f(x)=(1nx)2. 3.f(X)=m-. 4_f(x)=1%

._ )
5.f(x)=x%Inx. 6.f(x)=[11"1x]3_ 7.1 (x)=JXInx; 8.f(x) = [lnxj
(‘)f(x)_lj:_.m_x; IOf( ) x ; 11 f(x)— lzf(x) 1nx

In{x —1)'

EXERCICE 1. Déterminer f‘(x) la fonction dérivée de la fonction f :

1Lf(x)=In(=x). 2.f(x)= 1n(x-+1) 3./(0)=In(yX): 4.f(x)=In(Inx)

3 f(x)zln( } 6.5 ()= m[x”] 7.f(x0)= 1n£1+ J 8./(x)=In(tan
x

Calcul de primitives

EXERCICE 8. Déterminer, sur I'intervalle I, une primitive de f :

]
= . = I=R

l.fix)= T +l l! 3,+00 2 f1x)= E-H

inx o T ) -l |
3. 1{x)= [=]0;40d . 4.f(x)= xlnx I=]1;+00|

cosx , ] ] | |

= . 5

W=y =0 s 8JR=ggt e
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EXERCICE 9.

w3+3x2+4x+3

Soit la fonction fdéfinie sur ] =154 00[ par- f(JL') s (1+x)2

1. Déterminer 4 nombres réels a, b, c et d tels que:

f(x)=ax+b+ S+ d

1+x (]."i'x)

2. En déduire une primitive Fde fsur :]-—l:+°0[

2

EXERCICE 10. Bac Blanc 2006. Lycée Municipal de Yopougon
P RN == )
Le but de I'exercice est de trouver une primitive Fsur ]—oo;

I[ de la fonction f

2x+1 1
définie par: f(x)=- + ]
. (x=1? Jx2+1 |
2
lOn pose alors g(x) = (;x_-'l-)lz . h(x)= Y= 3et k(;f) = In(x+ VX% + 1]

1. a. Démontrer que : Vx€ |-e0:1|, g(x)= +—
a 1 [ (x—1)2 |
b. En déduire une expression de G(x) ot (G est une primitive de g sur ]—00 2 [

!
2. a. Calculerk (:x_‘)

b. En déduire une primitive de B sur :J—w; 1 [
3. En utilisant les résultats précédents, trouver une expression de F(x).

Résolution d’équations et d’inéquations

EXERCICE 11. Résoudre dans IR chacune des équations suivantes :

a.ln(x+1)=In(2x—3). bInQ2x+1)= In[ x2 —1]; c2In(x+2)=In (5x+ 6)

d.In(x(x+1))=0. en(x+1)=In(5x+1) fAn(7-2x)=In(3x+1)
gin(x+4)+In(x-2)=In(5x-4). Aln(2x-3)—In(x-2)=Inx.
in(x+5)+In(x=2)=In8 jIn(x—D+In(x+1)=In(-2x-2),
kln(x=D+In(x+1)=In(-2x-2). LIn(5x+2)=In(x+2)=In(x-2).

EXERCICE 12. Résoudre dans IR chacune des équations suivantes :

I.In(x)=2. 2.In(x)=-3: 3. ln(x‘z):‘); 4, (1n(X})2=16; 1 ]n[l]-:?;
X

6. ln[l—x)=l; 7. ln(x—2)=—4; 8. In(2-5x)=1. 9. ln(zx"'l,J:U
. x+3
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EXERCICE 13. Résoudre dans R chacune des inéquations suivantes :

c:.]ﬂ.r}ln[Zx—l); b.21nx£ln[5x-—6]; c.2lnx+1<0. d.(lnx)z—efl::()
e.In{2x=1)<0. f.In(x+1)<0. g.In(x+1)*<0, hin(x2~4x+7)<In4
:'.1n(2—x)+'ln(x+4}>1n(3x+2); J-In(x=3)+In(x—1)<In(2x+3

EXERCICE 14.

Résoudre dans R, les équations suivantes :

1. x2—3x—4=0
2. 21n(1—x)=ln(5+x)
3. 1n(3x+4]=21n(x)
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1. Ecrivons en fonction de IN2 et In3
eIn6=In(3x2)=In(3)+In(2) eIn8=In(23)=3In2
1 2| —|n2—In3

_3]— In3 -:In 3} In2

eln

In\%)=ln8——ln9=ln(23)ﬂln(32):3In2—21n3

|nJ§——~%In3

EXERCICE 2.
a. Expression en fonction de In2et In3 :

A=In36=ln|32><22]=ln32 +1n22 =2In3+2In2

B——'ln§=ln9—1n8=ln32—11123 =2In3—3In2

e :n%_lnz In27=|n2—1n33=1112—3ln3

=InJ_—§1n6=%ln 2%3 =5 L 1n2+1n3 —u—ln2—|—2ln3
E=In 3e5]=1n3+|ne5=1n3+5me_1n3+5x1_5+1n3
b. Simplification :

F=InB+1+In B3-1 =In[B+] x ﬁ—l]=ln[d’3_2—12

=In3—-1 =In2

B _ . B+1 B+1 J_+I G +1
G=In5+1—In 5-1 Y IJ_ WS = -2![ ]

EXERCICE 3. calculons les limites suivantes :
1. Iim0x+5+lnx=—oo
X—

Car lim x+5=5 et Ilm Inx=—o00

x— 0 x—0
2. lim_ x3lnx= Ilm x2.xInx=0
X— —0

X—

car lim x2=0 et lim xlnx=0
x—0
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Clim x—=Inx= Inx

3){——}-1—00 x—llT_Dox(l ) +00

car lim x=4o00 et |ﬂX=
X— 400 X-—l:!r-{]joo X

.. lim 1tInx
Xx—+002—Inx

On pose: X=Inx quand x— + co, X— + oo
lim 1+inx _ lim 14+ X X

x—+oo2—lnx X—++c:>o2 X X—Ilmoo—x ~&
5. lim In(1—x)
X—
I|m1 x=1-1=0
Jlm In(1— x)—- hm InX=—0c0
6. lim nx
x— +oox—1
Inx _ Inx  x_Inx, X
x—1 x—1 X X x-—1
lim JnX — im InXy X _p
Xx—4+ooX—1 x—+oo X “X—1
' Inx _ X _— |im X=1
car lim I0X=0 et -l X;= lim_ X

EXERCICE 4. Déterminons [D . puis calculons f'(X}

f

1. f(x)=In —5x+10.
XxCD . & —5x+10>0—-5x>—105x<106x<2

f

Df::‘—oo;Z[

)\—(=5x+10) _ -5 _ -5 _ 1
fiix) —5x+10 —5x+10 —5(x—2) x-—2

\
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2. f(X)=Inx+7.
XED . < x+7>0 & x>—7

)C

D =]—7;+ool

_(x+7) =_ 1
fix)= x-+7 4

3, f(x)"-ln.xz—l—x 2|
xXeD @‘xz-lrx 2|>0<:>x2—!—x _2=0<(x—1)(x+2)=0

f

e x=] et x=—2 donc D, =R\{-21}

f

F'(x )_(x2—|~x —2)'_ 2x+1
X2ix—2 x24x-2
EXERCICE 5. Résolvons dans IR
1. In2x+8 =In x—2
+ Ensemble de validite V
xcV<s 2x+8>0 et x—2>0 & 2x> 8 et x>2
—8

= x>T et x>2 & x>—4 et x>2
O O
! |
| 2
=|2;+00

« Equations équivalentes :

IN2x+8=Inx—2 & 2x+8=x-2

< X—Xx=—8-2 & x=-10

—10¢V donc SR =&
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2.In3x—9 =0

* Ensemble de validité v

XEV & 3x—9>0 & >9 & x> o x>3
V=\3;+oo\

« Equations équivalentes -

IN3x—9 =0 < |In3x—9 =In1l
& 3x—9=1 < 3x=10 < x=l§
10 _|10
3 ~3,33 €V donc SIR_\?]
3.In —2x+4 =In x

* Ensemble de validité v

XxXeV& —2x+4>0 et x>0 & —2x>—4 et x>0

&S 2x<4 et x>0 & x<4§- et x>0
& x<2 et x>0
ro—
vzo;zl 0 2

= Equations équivalentes

In—2x+4 =Inx & 2x+4=x & —2x—x=—-4

& —3x=—4 & 3x=4 & x:%

4 |4
§EV donc SR _}ﬁ}
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EXERCICE 6. Résolvons dans R
1. In2x4+1 <ln x+4

e Ensemble de validité V

xcV < 2x+1>0 et x+4>0 < 2x>—1 et x>—4
= x>fzi et x>—4

C_
)
ad) _1
} 2

o
!

e Inéquations équivalentes

In2x+1 <In(x+4) & 2x+1<x+4 <= 2x—x<4-1

<~ x<3
Fo—
1221 :
S]R:‘_%;?"
2.In —2x+42 >0

e Ensemble de validité V

XeEV <= —2x+2>0 <& —2x>—-2 & 2x<2
sEquations équivalentes

In—2x+2>0 < In—2x42>In1 & —2x42>1

& —2x>1-2 & —2x>—1 & 2x<1

<=>x<%- — 4

£ e
2

1

) I
2

]R
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EXERCICE 1.
f(x)=8x3—10x2 —x 43
1.a. Calculons f(l)
f(1)=8(1)*—10(1)2 —143=8—10—1+3=11—11=0
b. Ecrivons f(X)sous forme d’'un produit de deux polyndémes

f(x)=(x—1)(ax2 +bx+c)
Factorisation par la méthode de Horner
8x3 —10x% —x+3 |x—1

—8x3 +8x2 8x% —2x—3

Ixt—x
2x* —2x
-3x2+3
3x2—3
0 0
a=8;b=—2 etc=-3
Flx)=(x—1)(8x2 —2x—3)
2. Résolvons I’équation : XER, f(x):O
Flx)=0<(x—1)(8x2—2x—3)=0
S x—1=0 ou 8x2 —2x—3=0
ex=1 ou 8x2—2x—3=0
Résolvons 8)(2 —2x—3=0

—=(—2)2—4x8(—3)=4+96=100>0

A=100=

w—2-10_—8 _ 1 . , _2+10_12 _3

1~ 2x8 16 2 ' “27 2x8 16 4
1,—1.3

R 2’4
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3, Résolvons |'équation :

xR, 8(Inx)3 —10(Inx)2 —Inx+3=0

- Ensemble de validité

xcVe x>0 donc v=|0;+oo[

- Equation équivalentes :
On pose : X=InXx

L’équation devient : 8X3—*10X2-X-|-3—_—'0

_3
& X=1 ou X:—% ou X_Ef
< lnx=1 ou Inx:—% ou Inx=%
1 3
& x—=el—eou x=e 2 ou x=et
3,62
—A ool s %
SR
EXERCICE 8

1. Résolvons dans IR, I'équation : Xz +2x—24=0
A=22 —4x1(—24)=44+96=100 => JA=10

_ 2-10_-12__, . , _-—2410 _8 _
X =% ) B 4 s =i

st

R

2. Résolvons les équations suivantes :

a.In(x—3)+In(x+5)=2In3

¢ Ensemble de validitée V

xeV&e&x—3>0et x+5>0
Sx>3 el X>—>H

V:}3;+oo|
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* Equations équivalentes ;

INnX—3 +In(x+4+5)=2In3 <« In| X—3 (x+5)|=In32

= In[ X—3 (x+5)l=[n9
< X—3 (x+5)=9

& x24-5x—3x—15=9
& x245x—3x—-15—9=0

& x242x—24=0
o X=—6 ou X:4

—6&V et 4ev

SR=\4

b. IN

* Ensemble de validité V

(x—3)(x+5)}=2|n3

xeV & (x—3)(x+5)>0

X

—0O0 -5 3 ‘oo

(x—3)(x+5)

& 11 - (’ +

xeV <= xEl—cx::;

donc V=

eEquations équivalentes

——5’ ou x613;+o<::

—oo;—SlulB;-l—oo1

In x—3 +In{x+5)=2In3 & In| x—3 (x+5)|=In32

= Inl x—3(x+5)]=ln9
& x—3(x+5)=9

& x24-5x—3x—15=9
< x24-5x—3x—15—9=0

e x24-2x—24=0
Sx=—6 ou x=4

—6€V et 4e€V = S = —6;4

TOP CHRONO Mathématiq

ues BACD Edition 2015

Scanned by CamScanner



188

EXERCICE 9. Déterminons une primitive des fonctions f suivantes

le f(x)z;l__ 1=+

fx)= i_llliF(x)slmx—lH-k:In x—1+k

Yo fX)=—2 /=R

X245
) 245] 1
f(x)=12><;§'—'jrgz-é-x[;2+5 =>F(x):%xln’x2+5|+k—-jxln[x2+5]+k
e f(x)=x-1|~3+[ 112 =|l;+oo|]
.
f(x)—(x+3) [l _ll] =>ff(x)-—lnfl+3[-v——+k*ln@+l)——-—+k
x—1

EXERCICE 10, Extrait du bac D 2006. Session normale.
1 1 (2 Inx t 2 1
= [ (fx)-y)dx= || ~+ dx.UA= [ | + xInx |dx.UAd
=2 o > i N &

X

|
A =[2ln x+; In? x] Ud=2xUA=2x8cm* =16 cm?

~*
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5 leve E:-!utot mediocre, il manifeste cependant un godt
S8ia fnarque pour les inventions mécaniques.

B || exécute divers modéles avec des outils qu'il achéte sur ses
. Economies.

fFest & 21 ans seulement que NEWTON généralise Ila
sfameuse formule connue aujourd’hui sous le nom de binéme
&.t'e NEWTON,

: ~ En 1665, NEWTON concoit fe calcul différentiel et
ntegral qu'il appelle le calcul des fluxions. Il généralise les

méthodes déja utilisées pour la construction de tangentes a
une courbe et pour le calcul de surfaces délimitées par une courbe.

Mais la paternité de I'invention du calcul infinitésimal est un sujet de contestation

gui oppose Isaac NEWTON et le philosophe et mathématicien allemand Gottfried
Von LEIBNIZ.

Cependant, la postérité ne croit au plagiat ni de I'un ni de l'autre.

La légende raconte que, un jour, assis sous un pommier, la chute d'une

pomme attire son attention sur la pesanteur. Il congoit la théorie de la gravitation
universelle.

Il explique gque tout corps, dans I'espace et sur la Terre, subit les effets d'une force
appelée gravité. Poursuivant les travaux de Kepler, il se demande si c'est la méme
cause qui retient la lune dans l'orbite gu'elle décrit autour de la Terre, et les
planétes dans leurs orbites autour du soleil.

En hommage a ses travaux, son nom est donné a une unité de mesure de force
utilisée en physique, le NEWTON.

NEWTON entreprend des expériences sur la réfraction de la lumiére a travers
les prismes. Il découvre la composition de la lumiere, calcule les différents effets de
réfraction, et fonde sa théorie sur cette matiére.
En 1672, il entre i la Royal Society de Londres, en lui présentant la description d’'un
télescope qui porte son nom. NEWTON a l'idée de remplacer une lentille par un
miroir concave (forme d’une cuillere) qui réfléchit la lumiére sans la décomposer.
Le télescope de NEWTON long d’a peine 20 ¢cm grossit 40 fois. '

En 1705, il est anobli par la Reine Anne d’Angleterre pour se faire appeler Sir Isaac
NEWTON. ) _ o .

En 1707, il fait publier en latin un ouvrage de mathématique, I'Arithmétique
universelle, qui n’était que le texte des cours d'algebre qLI’I’! dlSpEHS'rE‘- ,

Il laisse de nombreux écrits sur des questions théologiques qui presentent en
particulier ses réflexions sur les Prophéties ou des travaux sur l'interprétation de
I'Apocalypse NEWTON meurt le 20 mars 1727.
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FICHE DE COURS

DEFINITION

: X ;
On appelle fonction exponentielle népérienne notee EXP(X) ou €7, la fonction
réciproque de la fonction In (X)

exp: R — RY,
x +— eX

Conséquences de la définition

o VXCR, eX estdéfinie c'est adire Deyp =R.
e VxeRR, eX>0

o VacR et Vb>0, e9=b < a=Inb

o VacR, Ined=a

o Vb>0, elnb=p

Propriétés Rlgébriques

VacR et VbeR
0 Ea_l_b:eaXEb : e el = ed n; '
o"f’ar_‘b=€:1: 0cb=1
e eb
Remarque I: V=1 ; el=¢ ; 8_1:%

Remarque 2 : Les propriétés algébriques de E’X, ci-dessus, sont les mémes que
celles de la fonction puissance.

En effet, on rappelle que VYneR et VYmelR
m n
0 XM =xNexm @ xM = xn " g xn-m=X_ g y—n_1
xm xN
Ensemble de définition

VxEeR, f(X):E”X existe toujours, donc Df =R
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Limites de référence

1. i X = :
X— oo & =T® 2|

3. x—“}m-—oo eX=Q 4. lim xeX =0

X —»—00 x>0 X

Remarque 3: on constate, ici, que :
* leslimites en + QO donnent <+ 00O
¢ les limites en —00 donnent 0.

DERIVATION ET SENS DE VARIATION
. ex est continue et dérivable sur IR et [ex]'zex
. E‘X >0 donc ex est strictement croissante sur R

Représentation Graphique

CREE
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ns réciproques l'une de

192
C ]par la symétrie
In

NX et eX sont des bijectio

Remarque 4. Les fonctions |
t étre obtenue a partir de
Coxopet ¢

I"autre. Donc
orthogonale d’axe (A ) : y=X
RENLARENE

: H X
: 4
4

i
’1--:‘-":-
r
g

4 i I
el B 1
11
L.
]

< a<b
< a<0

Conségquences des variations de exp(x)
© ed <eb
oel]

oel—eb & ag=b
ecl—1 <« a=0

Ensemble de définition et dérivée

Propriété 1:

Soit f(X):EGX+b
. D :R
f ' b I
. festdérivable sur Ret f (X)=(ef’x+ ) :axeax—l—b
Le signe de fl dépend du signe de 0.

-si >0 alors fest strictement croissante,
-5i @<<0 alors fest strictement décroissante,
Edition 2015
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Propriété 2:
Soit U une fonction d’ensemble de définition D, , |
u
La fonction f:-eu a pour ensemble de définition D :DU

f

* Si U est dérivable sur un intervalle K alors f est dérivable sur Ket on a:
1

f'=u'xev

Primitive de u'xeV

Propriété :

Soit U une fonction dérivable sur un intervalle K

. L 1
La fonction f—U xelu , pour primitive sur K la fonction F=elU.

Fonction exponentielle de hase a

Définition :

Soit O un nombre réel strictement positif.

On appelle fonction exponentielle de base d la fonction notée:

g i *
exp,: R — R+
X — aX
On a: VXER, GXZEXIna (G>0)
Croissance comparée

Au voisinage de —+CQ, la fonction exponentielle (E’x) I’'emporte sur la fonction

*
puissance (X&, C\:ER_J; et la fonction puissance I'emporte sur la fonction
logarithme (In)
Limites de référence

1

m ex cy=To (a> ' Ce—X

A o (a>0) 2. lim  x%e™X=0
Inx :

3. lim >0) 4. lim x%Inx=
) o & =0 (ax>0) xl Ox Inx _0 (o >0)

5. ' ApX —
xjf'loo Ngs=0
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METHODES PRATIQUES

M1 : Résolution d’équation

Pour résoudre une équation de la forme E’AIE’B, prendre le logarithme
népérien des deux membres de I'équation.

Exemple : Résoudre dansR, I’équation : 84X+1 :82X+7

e4x+1:e2x+7 &S |ne4x+1:|nezx+7
& Ax+1=2x+7
& 4x—2x=7-1
&S IX—D

:6:3
<~ X >

Sr=|3]

IM2: Résolution d’une inéquation
On peut procéder comme suit :
e Utiliser les propriétés algébriques de la fonction exponentielle pour se ramener

3 une inéquation de la forme E.’A <€B

® Utiliser la proprié'&é : EA <E’B & A<B

e Effectuer, éventuellement, le changement de variable X :E'X.
® Résoudre I'inéquation équivalente obtenue.

e Déterminer S I'ensemble des solutions.

M3: Comment déterminer les primitives d’une fonction
comportant des exponentielles ?

1
® Faire apparaitre une expression de la formelU el
o En déduire les primitives de la forme €4 +k (k€R)
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EXERCICES RESOLUS

Utilisation des propriétés algébriques
EXERCICE 1.

a. Ecrire plus simplement les expressions suivantes:

A=(eX+1)(eX—1); B=e2¥xel2x; Cz%z;; D=e—2x_ €241
e

b. Vérifier les égalités suivantes:

A lef4e= :
2

Calcul de limites
EXERCICE&CaIcuIer les limites suivantes

i X - X _
1. hmox—|—e 1 2. lim_(eX—5)

X—

eX __e—X 2

_a . ex—1_1—e*
5 =] = 8

eX+1 1+e X

—

EXEHC_ICE 3.Calculer les limites suivantes

X X
1. lim (x—eX) 2. lim & . i B =6
x—++c>o(x &l 2 x—l‘iﬁoo)(—-l 3 X!Lnl x—1

Calcul de dérivées
EXERCICE 4.0éterminer f'(X)Ia fonction dérivée de f(X)

1. f(x)=7x+2+eX 2. f(x)=e—2Xx+1 3 f(x)zaef’:f_:-l7

Calcul de primitives
EXERCICE 5. Déterminer une primitive des fonctions [ suivantes :

1. f(x)=eX—2 2. f(x)=e2x+5 3. f(x)=xex?

Résolution d’équations et d’inéquations
EXERCICE 6.Résoudre dans IR tes équa‘tions suivantes :
I 1. e5x+l —pex+4 7 edx+2—7 3. e3x+H1—
EXERCICE 7. Résoudre dans IR chacune des équations suivantes :
1. x242x—3=0 2.(Inx)24+2Inx—3=0 3.e2X42eX—-3=0
EXERCICE 8.Résoudre dans IR .

2
1. In[x—I—Z]:{J 2. In[x—t—3]<2 3. [lnx] +Inx—2=0
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EXERCICE 9. Résoudre dans R .
1. E.Sx+1 <92x+3 2. ex+2 >4

3. ex+1>_3 4. ex+1 <—5

EXERCICE 10.
O coneidierels fonction polynéme définie par : P(x)=x? —x2—4x+4.
1. Calculer P(Z):—‘O.
2. a. Vérifier que P(x)=(x—2)(x? + x—2).
b. En déduire les solutions de I'équation (E) P(X}:U.
3. Utiliser les résultats de la question 2. pour résoudre dans R les equations

suivantes :

a. (E1) : (Inx)3 —(Inx)2 —4Inx+4=0.
b. (E) : €3X —e2X —d4eX +4=0.

EX_B_RCICE IL
Soit le polynome P(X)=X% +2x3 —16x2 —2x+15
1. Vérifier que 1 et -1 sont des racines de P(X)

2. a. Factoriser P(X)

b. Résoudre dans R, 'équation P(X)=0
3. En déduire la résolution dans R de I'équation.

e3X 1 202X _16eX —2415e—X =0

EXERCICE 12.

Résoudre, dans IR , les équations et inéquations suivantes :
1.eX —1=12e—X

3. In(3X—1)>2

EXERCICE 13.

2X—Y =7
3X+4Y =5
2. En déduire la résolution dans [®2 les systémes suwvants
q. 126X —e¥ =7 2Inx—Iny=7
3eX +4eY =5 3InXx+4Iny=5

1. Résoudre dans IR2 e systéme suivant :!

—
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EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

Utilisation des propriétés algébriques
EXERCICE 1.

Simplifier les expressions suivantes :

A=Ine2 +inJe B=In(eJe) ; C:Ine+ln% . D=Ine2-lne-2

EXERCICE 2.
1. Simplifier les expressions suivantes :
A=elnd . B=ghin3 . C=Ine=3 . D=g2In7

£ =3In(Ine)+e!n3

2. Factoriser et simplifier les expressions suivantes :
2 2
Jo Xty _ g2V G— poX+2y

e~ ’ eX g2V

EXERCICE 3. Démontrer pour tout nombre réel x, les relations suivantes:

1. In(eX+e—X)=x+In1+e—2X) 2. X+In(l+e—X)=In(eX +1)
3 e—X_e—2x_X-1 , eX_eX_1—e—2X 5 eX-1_1—eX
' e2X eX+e=X q4e—2x eX+1 1+4e—X

Calcul de limites

EXERCICE 4. calculer les limites suivantes en—oo et en +c0:

L/ () =x=2+e% 2/ (x)=(x2+4)e™ : 3.f(0=5 ]

4.f(x)=2x+1—-xe . 5.f(x) =[—2x2 +3x].ex; 6.f(x)= x.[e‘x +1)

EXERCICE 5. Calculer les limites suivantes
]

2 - : : —xInx im e—XInx
x4+l | xo3, 2L it
. lim_eX . 3. lim e . 4. im e
l'x lalmp-coe . 2 x—') — 0 X— +00 x—0
X
x+|]€" xeX
. 7 S i 2X—gX 7. lim (———— 8. lim =—
S'x—!-;-n—?-ooe e 6'xlnloo€ s ‘xX—>+© X X‘L"C’O-’f'"l

X
- —X i B i X410 12, | Y41
9.x Ilrg_mxe . IO.IInlm = Il.xllrg_mln[e +1)‘ 12x '"lwl“(‘? }
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Calcul de dérivees
EXERCICE 6. Déterminer f '(X) la fonction dérivée de la fonction [ :

1.f(x)= [x2+5x]ex 2.f(x)=e¥Inx; 3./(x)=— A f)=5

ex+l

5.f(x)=sinx-e*; 6f(x)-—-—e" Tf(x)-*)x+ Sf(x)-‘ Y

EXERCICE 1. Déterminer f (x la fonction dérivée de la fonctionf:
I
1.f(x):e3x+2; 2.f(x)=e"7; 3. f(xX)=xe*; 4.7 (x)=e°05%
1 _
5.f(x)=e3 —73%; 6.f(x)=In(l+e™); 7 f(x)-ln[ e J

Calcul de primitives
EXERCICE 8.
Déterminer, sur Pintervalle ]0; +o<[, une primitive de f .

1.f(x)=3xex2 . 1.f(x)=sinx-e€05* ; I.f(x)=e_2x+e_x+l
e’ o 3x2+6X+1 e’ +2
(0= JS(x)=(x+1)e : =
2.f()=ox 7 1Lf(x)=(x+1)e 2. f( IS e
e : )X 4 p—X "
1Lf(x)=e2+e2%42 5 2f)=5FT05 2 =572

EXERCICE 9.

1. Soit la fonction f dc%nie sur R par: flx)=4x%e*

a. Déterminer les nombres réels a, b, c pour que la fonction G :

G(x)=(ax? +bx+c)e?* vérifieG'(x)= f(x)

b. En déduire les primitives de f sur R

2. Mémes questions avec f(x)=x%"% et G(x)=(ax? +bx+cle™*

3. Mémes questions avec f(x)=e~X.sinx et G(x)=(acosx+bsinx)e™

Résolution d’équations et d’inéquations
EXERCICE 10. Résoudre dans R chacune des équations suivantes :

q.e2x-1 —g3-2x. pe X2+7 — g=3x45, ¢, Xt = g2x. 4 o3x=1 = 2x+4

€.€x=3; f.exZ—-S, g.e.Y_e—'x:O; h.€|2§l’—'|l:S; !€3x+2=4
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EXERCICE 11. Résoudre dans IR chacune des inéquations suivantes :

a. e3x-l1<elx+4. e?lf >eX72; ¢ X <@2x+3. g ox—1 < 5x+7
e.e’* >S5, f.eX<T, g e X<0; h U5 e2x+3 3

EXERCICE 12. Bac blanc 2006. Cours Secondaire Méthodiste de Yopougon

On donne la fonction polynéme :f(X)=8X3—1OX2 —Xx+3
1. a. Calculer f(l)

b. Factoriser f(X)

¢. Résoudre dans R I'équation : f(x)=0
2. En déduire dans R, I'équation :

(E): 863}(—}-2_1062)(4"2__6}(-!-2 Lasd_in

EXERCICE 13.

On considére la fonction polyndme définie par : P(X):X‘?’—Xz —A4x+4
1. Calculer P(2).
2. a. Vérifier que :P(X]Z(X—Z)(Xz —|—X—2).
b. En déduire les solutions de I'équation (E) : P(x)=0
3. Utiliser les résultats de la question 2. pour résoudre dans R I"équation:

(F): e3X —e2X _4eX 44=0

TOP CHRONO Mathématiques BAC D Edition 2015

Scanned by CamScanner



200

CORRECTION DES EXERCICES
EXERCICE 1. |

a. Ecrivons plus simplement les expressions suivantes:

. 2 2
A=eX+l.eX_1 =¥ — | =e2X -]
B=e2X w el 2% — g2X+1-2X gl —p - C=€2xx262x—x:€x
e‘
2x 1 ,23(,' l ) L
Weos 22X p2x

b. Vérifions les égalités suivantes:

g (et E f _[e-"‘-' _exY :[el’+e‘x e _2€—x eX -I—Ze—x +E" -26—3‘
' 2 2 2
_[eX+eX—eX+e X |[eX+e X +eX—e X |_|2eX | 2eX
2 . 2 2 || 2

—eXxeX =g X+x =0 =1
X 1

eX—1 € (1_?] _ eX(1-e %) _ 1—e X

D eX+1 X l) eX4e™™) 1+e™
€

EXERCICE 2.
1. lim x+e*=1 car lim x=0 et lim eXx=e0=1

x—0 x—0 x—0
' X_8=—5car I|lim e¥X=0
s x—lr!rﬂoo(e 5). - X——00
: -
—eX = —_—
3. x—e*=x|1 =
: . ex
lim (x—eX)= lim x|1-=—|=—00
X— +00 X— 400
i " eX
car lim x=+o00, Ilim =—=+400
X— 400 X— +00 X
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EXERCICE 3.
Calcul des limites suivantes :

le lim (x—e*
im  (x—e)
X eX
xX—e =x(l——‘_—)
i xlll_}_lmx + 00
lim (x— el)— dim_ x(1-2)=-o0 car 2
X— +00 — 40 X lim (1___(:’ i O
X——+ 00
; X
2¢ lim -£
X—4+ou xy—
%
" eX
E"l _ X fa K
x—1 l,_l]_ e,
X o 1 p
5 . o X
. X . e lim LT=+DO
im £ = lim X =400 car (¥~ T
X— + 00 x— x——»+fx.al_l lim I—]~l
X X—+c0 X
.
e lim & ¢
x—1 x—1

Soit f(x)=e* = f"(x)-:e"'

eX —e eX —el _ f(x) f(]) | —
wtr"—?l x—1 _:Ir|_>m[ x—| :1(@] f(l) .
4e |im =1

X— +003et 42
On pose X =e*

Quandx—+oc ; X —>+00
N . X—1 U g |
ML e B I o L
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EXERCICE 4. |
1. filx)= 7X—|—2+ex]'=‘7x—|—2 '~1—|eX] =7+e¥

2. f'(x)=|e—2x+1

{

'=I-—2x+1 '><[e—2-’"hLl

. | x—1
i L x=1 " X—l 1 '2§;?:1X7-—(_1><2)82x+7
3. fX)=|ex = lnegg| e X+ 77
—1 x—1
iy \— 712 2%.7;7: 2 e2X+7
Pl=me o 2x+7)

EXERCICE 5. Déterminons une primitive des fonctions [ suivantes :

le f(x)=eX-2 = F(x)=eX-2x+k

' ]
20 f(x) =e2X+5 :%x2€2x+5 -——%x 2x+5 'e2X+5 = F(x) =§€‘25""|’S +k
3e f(x)=xexzz1><2xe’¢2=%><[x2]'ex2 :»F(x)=%ex2+k

EXERCICE 6.
1. eSX‘HI. :eX+4

eSxtl=ext4 & 5x+1=x+4 < Sx—x=4-1
& 4x=3 & x=3

3

)

4
2. e4xt2=7
edx+2 =7 & |ne#*t2=|n7 & 4x+2=In7
& 4x=—2+In7 & x=_221n7

—2+In7
— a4

VxeR, e3*+1>0 donc Sp="2

Sp=

Sp=
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EKEREICE 1. Résolvons dans R:hacune des équations suivantes :
1. .f”—l‘?.x—jzo

A=22—4xI1X(-3)=4+12=16 = JA=(=4
XI:_22_4=_26=“3; =z2+d_2_4 ap —[—3;1]
Z. lnx2—|—21nx —3=0

XV S x>0V =(05+ o

On pose X =Inx. I'équation devient alors: X2 +2X —3 =0
S X=-3 ou X=1 ©Ilnx=-3 ou Inx=1

Sx=e3 ou x=el=¢ = SRzle—3;e]

3. e2X 12X 3=

On pose X =eX . I'équation devient alors: X2 +2X —3=0

SX=-3 o0u X=1eX=-3. . oueX=lceX=]
impaossible

sx=Inl=0 = SR=l0]

EXERCICE 8.
1. In[x—l—Z]:O

» Ensemble de validité V
xcV & x4+2>0 & x>-—2

V:E— 2;+oo[

« Equations équivalentes

In (x+2]=-0¢}ln [x+2]=ln1 & x+2=1
& x=1-2 & x=-1

~1eV = SR:[—lj
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2.Inlx—1—3]<:2
« Ensemble de validité V
XEV & x+3>0 & x>-3 = V=]—3;+m’

» Equation équivalente

In [x+3l

In lx+3]<2 o e <cel & x+3<e? & x<—3+¢€?

or —3+e2>—3 = —3+e2€V donc 5R=[—-3+E’2]

2
3. llnx] +lnx—2=0
« Ensemble de validité V
XEV & x>0 = v=]0;+oo[

» Equations équivalentes:

On pose X=Inx

L'équation devient: X2+ X—2=0
A=12—4><[_2]='1+8=9 = JA=/5=3

X==1=3_-4__1 . y_—1+3_2_1
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EXERCICE 9.
1. 85X+1 <82x+3

eIt et & Syt 1Int3 o S5x—2x<3-1
& X2 & x<-§-

I
o2
51}?; | 00,3L

2. ext2>4
eXt2>4 & IneX2>Ind & x+2>Ind & x>—2+1nd
SR:]—Z—E—‘M;-I-OG{

3. extl>_3

Cette relation est TOUJOURS VRAIE sur R, car VxeR, eX>—3
donc SR=R

4, extl<—5

Cette relation n'est pas possible sur R, car VxR, eX>0
donc SR=525

EXERCICE 10.

P(x)=x3—x?—4x+4

1. P(2)=23—22 —4x2+4=8—4—8+4=8+4—8—4=0
P(2)=0

2.a. Vérifions que P(x)=(x—2)(x?+x—2)
(x—2)(x2 +x—2)= x3+x%—2x—2x*—2x+4
= x3+x2—2x2—-2x—2x+4
= x3—x?—4x+4 = P(x)
donc P(x)=(x—2)(x*+x—2)
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b. En déduisons les solutions de P(x
P(x)=0 < (x—2)(x*+x—2)=0
o x—2=0 ou x2+x—2=0
o x=2 ou x2+x—2=0

Résolvons: x2+x—2=0
A—1? —ax1x(—2)=1+8=9 = JA={9=3

)=0

B B ey g _—1+3_2_
s e L T R
S :‘2;—2;1’

3a. (Inx)3—(Inx)2—4Inx+4=0
. Ensemble de validite V

xeV& x>0, V=|0;+oo[

« Résolution
On pose X=Inx

I'équation devient X3 —X2—-4X+4=0

= X1=2 ou X2=—2 ou X3=1

& Inx=2 ou Inx=—2 ou Inx=1

= E!nX:EZ ou ElﬂX:e'—z ou eln.‘f:el

o x=e2 ou x=e~?2 ou x=e
. T )

Sﬂ{—le ;e ,el

b. e3x —e2X —4eX +4=0

(eX)? —(e¥)* —dex +4=0

On pose X=eX avec X>0

Ona: X3—X2—-4X+4=0

X=2 ou X=-2 ou X=1

On retient: X=2 ou X=1
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Ona:. eX=2 ou ex=1
IneX=In2 oy IneX =In1
x=In2 ou X=In1=0
S =lln2;
R =[n20|

EXERCICE 11.

L. P()= ()% +2(1)3 —16(1)2 —2(1)+15
Pl)=1+2-16—2+15= 18-18=0

P-1)= (—1)% +2(~13 —16(- 12 —2(—1)+15

P(—1)=1-2-16+2+15= 18—18=0

Factorisation de P(x)=x%+2x3 —16x2—2x+15 par (x—1)
aumoyende ladivisioneuclidienne

x4 12x3 —16x2—2x415 x—1

x4 4+ x3 x3+3x2—-13x—15
0 3x3 —16x2
—3x3+3x2
—13x2—2x
13x2—13x
—15x+15
15x—15
0 0

P(x)=(x—1)(x3 +3x2 —13x—15)
Factorisation de x3+3x2—13x—15 par (x—1)

Factorisation de P(x)=x3+3x2—13x—15 par (x+1)
aumoyende ladivisioneuclidienne
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x3+3x2-13x—15 |[x+1
_x3—x2 X2+2x_15

2x2 —13x
—2x2—2x
—15x—15
15x4+15
0 0
x3 +3x2 —13x—15=(x+1){x2 +2x—15)
donc P(x)=(x—1)(x+1)(x*>+2x—15)
A=2? —4x1x2(—15)=4+60=64 => JA=/64=8

A i maa I N S
SR=[1;—1;—5;3} )

3. (e3X)+2e2X —16eX —2+15e* =0

ex|(e3X)+2e2X —16eX —2+15e—X|=0

edX 1 2e3x _16e2X —2eX +15=0

(eX)4 +2(eX)?2 —16(eX)? —2eX +15=0
Onpose. X=eX avec X>0 -'
X4 4+2X3—-16X2—-2+15=0
X=1ouX=—1o0ou X=-5o0u X=3
Onretient: X=1 ou X=3 car X>0
& eX=1 ou eX=3

& IneX=Inl ou IneX=In3

& x=Inl ou x=In3

SR:IO;InSJ
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EXERCICE 12.

1. eX=1=12e"%& ex—1_12e-x—g = e¥(eX-1-12e~*)=0
& eX—eX 1eXxpx—( o eX —eX —12=0
< (eX2—ex—12=0

On pose: X=eX, X>0

(XR—=X-12=0

A=(-1P—4x1x(-12)=1+48=49 = (A7
_—-1-7_-8_ , . —147
YEa T4 Xz:_z%:g"

Onretient: X=3 car X>0
X=3& e¥=3 & Ine*=In3 & x=In3

SR=[In3]

2, g9 tba]
eX+tb L1 & Ine3*+6<Inl & 3x+6<0

& 3x<—6 & xg—_g. & x<—2

=] .

3. In(3x=1)>2

« Ensemble de validite V

xeV & 3x=1>0 & 3x>1 & x>% = V:l%;-l_m]

« Inéquations équivalentes

2
nBx—1)>26e"B* Vse2e3x-1>e2 o3x>e2 f1ex > 11

3
2
e=i=1,
= 6.9
SR 3 F +
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EXERCICE 13.
; \ZX —Y=7

3X+4Y=5
8xX —4Y =28

ipli jere équation oar 4 on obtient :
En multipliant la premiere equa p 3X —|—4Y —5

La somme membre 2 membre des deux équations donne 11 X =33 dou

X=3
De2X-Y=7,ontireY=2}(-7ouY=5-7=-1

5= l3;——1]

2eX —e¥ =7

3eX 4-4eY =5
PosnnsX:EX etY:ey ;

2. a.

Le systeme d'équations devient 2X—Y =1
ient :
3X +4Y =5
Ce systéme a été résolu dans la question 1).
On a, d’apreés la question 1., les solutions E'X — 5 Y ey —_— 1,

 Comme ey>0 pour toutyeR, ey¢—1 donc le systtme n’admet pas

de solutions.

-

2lnx—Iny=7
3Inx+4lny=5
Posons X=INX et Y=|ny

D’aprés 1) on obtient :

Inx=3 soit x=€3 ; Iny=—1soit y=e—1=1
s—[ete1) "’

b.
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" Chapitre IX: CALCUL INTEGRAL

Gottfried LEIBNIZ est né le 1 juillet 1646
a Leipzig.

LEIBNIZ met au point  Paris sa découverte
mathématique fondamentale, I'invention du
calcul différentiel et intégral. LEIBNIZ
montre notamment que l'intégration et la
dérivation sont des opérations inverses I'une

de l'autre, invente Ila notation'[f(x)dx,

trouve les formules de dérivation d'un produit,
d'un quotient, d'une puissance.

LEIBNIZ se querella violemment avec
Newton qui I'accusait de plagiat.
L'Histoire a retenu les deux noms comme
inventeurs du calcul infinitésimal, et ce sont

plutét les notations symboliques de LEIBNIZ

qui se sont Imposés.

En 1699, il entre a I'Académie des Sciences de Paris, puis il travaille 3 fonder
des sociétés savantes en Allemagne : en 1700 voit le jour la Société des Sciences de
Brandenburg, qui deviendra plus tard I'Académie de Berlin.

La fin de la vie de LEIBNIZ est assez triste.

Une grande partie de son énergie est absorbée par sa querelle de priorité avec
Newton.

Il décéde le 14 novembre 1716 a Hanovre, dans la solitude.
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FICHE DE COURS

1. Définition _
Soit f une fonction continue sur un intervalle [, F une primitive de fsurl, aeth

des éléments de /. ) )
Le nombre réel F(b)—F(a)est appelé intégrale de @ a b de f et est noté

T Fxx

b
ona: [f (x)dx =[F(x)]2 =F(b)—F(a)
a

2. Propriétés

Propriéte 1 :

Si f une fonction continue sur un intervalle / : etsi a€l,lafonction F définie sur

| par: F(x):_[:f(t)dt est 'unique primitive de f s’annulanten a

Propriéteé 2 :

f et g étant deux fonctions continues sur un intervalle I
a . b et ¢ étant trois éléments de / et A unréel, ona:

[,/ (@)di=0 ; L f©Odt=—"f(¢)dt

: s (f)dt'i_.[;'f (t)at :Ef (t)dt  (Relation de Chasles)
f (f+ g](f)df=jj f@)de+ Lf g(1)dt

P(Af W)t =2], f ()t

Jd

Propriété 3 : (intégration par parties)

Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle /, dont les dérivées f'EII
g'sont continues sur { .

Soient @ et b deux éléments de [ .

onas [ f(0)+g' Ot =|10)+20) = [* £1)+ g(t)d

—
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Propriété 4 : (calcul d’aires)
soit f une fonction continue syr un
y:ﬂX—l—b

L'aire A de la partie du plan limitée par la courbe de
d'équationX=a et x=ph, est donnée par :

intervalle [ et (D) la droite d'équation

f . la droite (D) et les droites
b

A:f(f(x)—(ax +b))dx.Ua s fX)>ax+b Vxela,b]
a

b
A:—f(f(x)-—(ax+b))dx.Ua si fix)<ax-+b Yx€la,b]

Propriété S : Interprétation graphique de l'intégrale

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a,b] (a<b) et (C) sa

courbe représentative dans un repere orthogonale (0, I, J).
b

ff(x)dx est I'aire en unités d’aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C),
a

I'axe (Ol) et les droites d’équationx=a et x=b.

METHODES PRATIQUES

M1 : Comment calculer une intégrale par primitivation ?

® Connaitre le tableau des primitives usuelles,
® Mettre en évidence la forme correspondant a une primitive connue.

® Utiliser, éventuellement, une (ou plusieurs) propriété(s) du calcul intégral.

M2: Comment calculer une intégrale par intégration par
parties ?

® Dans le produit de fonctions a intégrer, choisir la fonction 3 dériver avec

précaution (souvent, on cherchera a diminuer le degré du polynéme) ; dans certains
cas, ce choix s'impose.

® Appliquer le theoreme de l'intégration par parties.
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EXERCICES RESOLUS

Calcul d’intégrales par primitivation

EXERCICE 1. Calculer les intégrales suivantes :
2 1
I [si - 1= [[B3+2t2+4t+1|dt
= | costdt N sm[t+£]dt ;L= T2t ]
y oot o]
3 In3 o
= 1749¢3. 1= [ 1-2e' dt g 1= dt
1, f}[m 204)dt 54!2 k {Jﬁ_ﬁ
Calcul d’intégrales a l'aide de la dérivée
~_EXERCICE 2.
l
. dx
Soit [=| ——==.
b

1. Calculer la dérivée de la fonction g X > v'xz +2.
2. En déduire la dérivée de la fonction f définie sur [0; 1] par f(X)=In{x+ xlxz +2).

3. Calculer .

Calcul d’intégrales a 1’aide d’une intégration par parties
EXERCICE 3.

Calculer les intégrales suivantes a l'aide d'une intégration par parties :

i e 0
A:f(XSinX)dX ; Bzflntdt : - f(Zx-}-l)e_xdx
0 1 -1

Calcul d’intégrales a l'aide de deux intégrations par
parties

EXERCICE 4.

Déterminer par 2 intégrations par parties les intégrales suivantes °
g 1

A=I(x25|nx)dx ; B=f(x—|—1)zexdx
0 0
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Calcul d’intégrales en utilisant des
intégrales

EXERCICE 5.

relations entre

w
4 H

On donne: sz 2x+1cos?xdx - J:f 2x+1 Sinxdx
0 0

1. Calculer £ +J

2. a. Montrer que COSZX—SfHEXr-COSZX
b. Calculer /—J & I'aide d’une intégration par parties
3. En déduire les valeurs de fetde J

Calcul d’aires
EXERCICE 6 extrait de bac D 2006

;o s 2 Inx
On considére la fonction numérique f définie sur R par: f{x):x+?+T

Soit (C) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O, |, J). (Unité : 4cm
sur (O1) et 2cm sur (OJ)).

On donne (D) la droite d’équation: Yy =X

Calculer 'aire A(l’)de | partie du plan délimitée par la courbe(C), la droite (D)
et les droites d’équations respectives x=e 2et x=1.
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EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

Calcul d’intégrales par primitivation
EXERCICE 1 calculer les intégrales suivantes

] 7
L —x =l de 2.[ x+4 dx 3.[ 22 ~1 dv 4 [ x 52 =3 dx

s.f;’ 32 gy 6.f;

1

]
2x—14+—| dx ?.f 2x+3 x2+3x—5 dx
x2 0

di 10.[; I o uf
Jo——

d 13f 2x+1 _ p 14f
[x2+x+1]

& +x2+l

x2 —6x+I

lz.f; Jx%]
isf

Intégrales de fonctions trigonomeétriques

EXERCICE 1 calculer les intégrales suivantes
ELs

].fnﬂsinzxdx Zf cos

evdr 16, [ le'“f‘f

—1? A 17[

I+2

3x+ 1| dx

2,,_
* )

dx 3.fﬁ555in

m T
4.]: 2sinx+3cosx dx S.I; sinxecos2x dx 6.1;2 sinx+cosx de

7 (3 smx dx g 1 B o 5 sinx i 10. | i
f cos3 v 1+cosx fﬂ l+cosx3 3 0 0052
EXERCICE 3

soit f(x)=xsInx
1. Calculer f '(x)
2. En déduire les valeurs de :

- = L;g(sin X+ xcosx) dx

b. J:J'{?(xcosx)dx
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Calcul d’intégrales a 1’

parties
EXERCICE 4

Calculer les intégrales suivantes al

aide d’une intégration par

aide d’une mtegratlon par parties :

l.fnﬂxsinx dx 2 f XCOSX ¢lx 3.f] xInx dx 4.j Inx dx
2
S"]! xe2X dx 6.‘]0 2x+1e* dx 7.];: 2 +1 Inx dx 8. jzlnx

2
9.[1 X1 — xdx 10. qu i
: YU yx+1

cdx

Calcul d’intégrales a I’aide de deux intégrations
par parties
EXERCICE §

Calculer les intégrales suiuantes :‘a I'aide de deux intégrations par partms

]f x?sinx dx 2] x+1 e" dx 3f e¥sinx dx 4. x?sin2x dx

-1

SI zxsmxdx ()f x+1 e‘ =X obx TI v? cosx dx Bf x2 1 —xdx

Calcul d’aires
EXERCICE b Extrait de bac D 2002

On considére la fonction numérique f définie sur R par: f(;x'):g—z-’f+x_1

soit ((')sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0, 1, J). (Unité : 3cm).
On donne (D) la droite d’équation y=x-—1et soit t un nombre réel supérieur a
.

Calculer I'aire A(f)de la partie du plan délimitée par la courbe(C), la droite (D)
et les droites d’équations respectives X =/et X=.
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PROBLEMES DE SYNTHESE

EXERCICE 1.
In(l—f—e"" )
Soit la fonction f définie sur IR par: f(x E‘
]
' -
1. a. Viérifier que, pour tout nombre réel x : f(x)+f(x)= T2 cF (1
b. Déterminer les nombres réels d et b tels que, pour tout nombre réel x .
1 beX
——=d+ T
1+e* 1+e

X
2. Soit la fonction I définie sur IR par : F(I):.I-U f(f)df
On désigne par(C) la représentation graphique de F dans un plan muni d'un repére
orthonormal.

a. En utilisant la relation (1) et le résultat de la question 1.b., démontrer que :

In{l1+e*
F(x)=x+2ln2—-rL;E—]—ln(l+€x) (2)

b. Utiliser la définition de F donnée au début de la qguestion 2. pour demontrer le sens de
variation de la fonction F .

., . In(1+eX) _ : :
c. Justifier que X_'!_fl“loo—ex—— 1, puis prouver que x_l;nlm F(x)=—o0

d. Déterminerxl;mi_mF(x)

e. Dresser le tableau de variation de la fonction F ;

3. a. Démontrer que le< droites (D) et (D, )d’équations respectives ) =21n2et
y=x-1+2In2sont asymptotes & la courbe (C)

b. Tracer la courbe (C') et ses deux asymptotes ((C) est toujours au dessaus de (D))
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EXERCICE 8. Bac Blanc 2001. Lycée Classique d’Abidjan
-_._.—-__._—-—.-;.——-‘__'____—-_-— -
L'objectif de cet exercice est de calculer les intégrales suivantes :

11 . b x? 7.5
1=J’“:\/_2__T_2dx : JﬁL} dx K:J'[I) X242 dx

x2+2

1. Calcul de [
Soit la fonction F définie sur [0;1} par f(X)=In[X+ X2+2]

a. Calculer la dérivée de la fonction x> Jx2 +2

b. En déduire la dérivée [ 'de f

c. Calculer la valeur de [/ .

2. Calculde Jetde K

a. 5ans calculer explicitement Jet K |, vérifieque: J+2/ =K.

b. A l'aide d’une intégration par parties portant sur l'intégrale K, démontrer que :

K=J3-J

c. En déduire les valeurs de ./ etde X .
EXERCICE 9. Bac Blanc 2000. College Moderne Séghé de Yopougon

L __e eX

1. a. Montrer que pour tout nombre réel x, on a: 7=y oy - 5
(1+€x)H (1+€x)

|
b. Calculer 'intégrale / = J
0

{1+ex]

¥
2. a. Déterminer une primitive sur IR de la fonction : f[x}z__.i).{_a
1+e?)
z L xeX
b. Calculer a I'aide d’une intégration par parties, 'intégrale : J= I"_X_,g_dx
‘o (1+e™)

EXERCICE 10.
r—#

b

2,
On pose [ = J-]Acosx

, sin2x SN2 gy et J=1+4
d +2sinx

“T+2sinx

Il
C"—wl\-ﬁ A

1. Calculer .J puis [/
2. En déduire A.

EXERCICE 11.

7 "2
On pose I=I[]2 xcos?xdx et szﬂzxsmzx dx

1. Calculer /+.J et {—./en effectuant une intégration par parties.
2. En déduire [ et ./.
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EXERCICE 12. Bac Blanc 2006. Cours Secondaire Méthodiste de Yopougon
- —————————

Fi g

1. Soit l'intégrale K = Ir.’x cos2x dx.
0 o7 |
A l'aide de deux intégrations par parties successives, démontrer que . K= 5
T
2. Soient I:Texcos?-xdx et J= J'exsinzxdx
0
a. Démontrer que 1 +.J =¢” -1

e’ —1
b. Démontrer que ] —J = 5

¢. En déduire les valeurs de [ et .J.

EXERCICE 13.

Pour tout 1€ NN , on considere les intégrales
n T
= j'él e ™sinx dx et J,= _[02 e "X cosx dx
1. Calculer f et f
2. 50itnun entuer naturel non nul.
a. En intégrant par parties/, , puis J,, prouver que 1, et J,, vérifient le
systeme :
I,+nt,
_”ﬂ'
b. En déduire, pour tout n naturel non nul, les expressions de /,, et .J,, en fonction

de n.

3. Déterminer  lim I, et llm Iy
.i"i'—>+*'XJ H—' %

EXERCICE 14.

Soit la fonction 1 définiesur R par: f(x)=(x+1)2¢™X

On désigne par (C) sa représentation graphique dans le plan muni d’un repére
arthonormal (O, I, J) (unité graphique : 2cm).

1. Etudier les variations de f et son comportement en —o0 et en—o0 |

2.Soit £ la primitive de f quis’annule en 1.

a. Exprimer F(x) en utilisant le symbole de I'intégration.

b. Calculer F(x)a I'aide de deux intégrations par parties successwes

3. Soit @ un nombre réel strictement positif et A4 la partie du plan limitée par la
courbe (C), I'axe des abscisses et les droites d’équations x =

a. Utiliser le résultat de la question 2. pour calculer I'aire A

b. Calculer Ilim A,
g— 00

let x=a
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CORRECTION DES EXERCICES

Calcul d’intégrales par
EXERCICE 1. par primitivation

Il ={sim}g =sINT-sin0=0

k.= —cos[!+£) =—cos| L+ 43
0 a . cos 5+ +cos[0+—4-J
s
— ot 3 a2
COS TJ+C05[?J_T+T=E
M 2 A 7
3 l4 +3f +212 HJO 4+3+2+l_l_2'
On remarque que la fonction £ 12817 +213 —f est impaire, donc f4 ={),
In3

—{t—2¢f —1n3=2¢N3 _(—1n9—2,=1N2Yy —1n 122 (_ ]
Ig=|1-2 ]_m In3-2¢/"3 —(~In2-2¢7102) = In3-2x3-(~In2-2x)
:ln3—6+1n2+]=ln3+ln2—5=ln(3><2}-—5=—5+ln6

I =[2J1 +:3} =2J2-2
6 0

Calcul d’intégrales a 1’aide de la dérivée
EXERCICE 2.
L (vxZ+2)

N 2x _ X
! oadx242 x2+2

2. A l'aide de la questinn précédente :

Jxi+2+x
'(ri— J 4 X242 _

r+dt“’-+2 x+\/x 4.0 Jx +"’

3. On deduit des questions précedentes que :

|
I=jf '(x)dx:_f(l}-_f'((}):|n[|+J§)-|nJi
()
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3 I’aide d’une intégration par

Calcul d’intégrales
parties -

EXERCICE 3.

T

o A=J'[xsin x)cbc

¥ |
Onpose:u(x)=x 1 w'(x)= |
X

v'(x)=sin v(x)=-Ccosx
T Fil
Ona alors:j(xsinx)dx=[—xcosx] g—j—cosx dx
0 0

m
[—xcosx] 6r+ jcosx dx

[—xcosx] g+[sin x} g= [—:ccosx%-sin x} g

(—;’r COSTT +Sin :r'r)—(—OcosO-r-sin 0) =

=

A= J[xsmx]dx T

=

e e
o B=Ilntdt=_[1xlntdt
| |

On pose:u(f)=In¢ u‘(}) = }
'l"(f) =1 p(f) ={

€ e e
On aalors:_!.]n[dt=[rlm} f?—_][%:p(! dt=[r1n!}f—-ll'l d[*—-{!ln!]f—[!]le

Bz[rlm’—t}f:(elne—e)—(llnl-—l)=0+1 =]

0
o C= I 2x+|
On pose u(x)=2x+1 u'(t)=2
viy=e ¥ v(t)=—e~%
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p—

0
On a alors: Jql(?-x + l)e""dx = l-(lx - l)e_“‘ 9 I—j—2e‘-"dx
- I

=|-(241)e 7|0 1+ T aemsan
1

L1

=\—(2x+l]e“-‘ 91-{—[—23'"3; 0

=]
E]=|(—2x—3)c-*! 0

= l‘—(z-"k' -+ 1)6 L P

=(—2X0~3)e‘“ : [—2x(—|)—3]e"‘” =50
0
C=_[[2x+l)e‘xdx=—3+e

Calcul d’intégrales a 1’aide de deux intégrations

Par parties
EXERCICE 4.

® A=Jr'tx2 sinx]dx
0

On pose : u(x) = x> u{x)=73x
v(x)=sinx v(x) ==cosx
w . ; il
On a alors:f xzsmxldx:I—xz cnsxlg—f—Zxcosx dx
0 ' 0
m

='—:4;2 cosxl'g+2fxcosx dx
0

T
Intégrons a l'aide d'une intégration par parties fxcosx dx

m

™ m
Ona a!nrs:j{xcosx}dlexsin x‘g—fsinx dx:‘xsin x"gviuf—sinx dx
\] 0

:ixsinxl E"-{-[cns X| gz IISinx+CUSIlEr

=(mSINTT +cos7)-(0sin0+cos0)=—2

On pose:u(x)=x u'(x)=1
v'(x)=cosx v(x)=sinx
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[(xcosx)dx=-2
0

¥ g
A:]E[xz sin x)dx = [_xz cosx] T42[xcosx dr= ["xz COSI] 0 +2x(-2)
3 0

=[—x2 cosx} g—4 =[--JZ'2 COS.’-’I]—(—Oz CDSO)—4 =724

A:_[[xzsinx]dx =72 -4
0

. B=L; (x+1) e* dx
On pose:u(x) = (x+1)2 u'(x)= 2(x+ 1)

1:'(x)=€x v(x) =eX

] 2 5 ‘ :
lors: 1 exdx=|(x+1) ex |L-[2(x+1)eX d
On a alors Io(x+J€ X [x-!—) eJO g [x-f-} X

2 ]
= x|] X
{(xﬂ) e }0 2f(x+1)e dx
0
]
Intégrons a l'aide d'une intégration par paniesj(x +1]€x dx
0

On pose:u(x)=(x+1) u'(x)=1
v'(x)=eX wWx)=e¥
Ona a[ors:jé [x+l)€x dx={(x+1]ex] %)—jex dx
0
={(x+l]€x]}]—[€x}%=Mx+1)€x~exJ %]=[x€x]}]
i =Ixel —0xel =¢
L (x+1)e*dx=-¢e

B=[ (x+1]e*d x|l ] ?
_._[0 (x+ J eX dx = (x+l) e J0~2£(x+l}ex dx:[(_wl) e-"}h-—Ze
:(1+1]2e1—(0+1]2e0—2e:4e—1—2e=2e~1
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Calcul d’intégrales en vlilisant des
entre intégrales

relations

EXERCICE 5.
% s
= ]1(2x+ l)r_‘()Szxdx : Ji= ](2x+ l)anzxdx
0 0

1. Caiculnns I+J

T T

[+J= j[2x+l (“Obzkdx+](2x+1]5m Xelx ~][2x+1 J(COS2X +Sin? X )dx

¥}
x z
I+J= 1(2;+I )x1dx =] 2x+1)d (carCOS3X+Sr'n2X=1]
0
Vg 2
I+J=|x 2+x] 4=£*+£
16
2. a. Montrons que cos? X —S!‘HEX =C0S2X
costy —sin?x = cos2y —(1—cos? x) (car COS2X +Sin* X = 1)

= OS2y 4+ costy —1=2cos?x —1
Linéarisons COS*X
a ] = l i ':
COSX = 5(& i _)

.5 .
= COS2X = l —[ l o4z ] -l —é—l:2+: +2z-:]
COS'ZX_E 2+_-; (car:zez=1)
_ 1 1.2 «_2 i ] _1_[...‘1 =h = COShX
—Ex E[L + =7+ _EX(C082X+I) car |z +:z ] n

COS2X —sinx =2C0S2x —1= ZX%X(COSZX +1)-1=COS2X

b. Calcul de / —.J a I'aide d’une intégration par parties
n n “"

St d .
1-]= 1(23c+l)(:0s2 xdx—j(2x+1).5'fnzxdx = l(hﬂ)(coszx—am x]dz.
1] 1)

I-J= i(2x+ l)cos2xdx (car cos2X —sin?X = coszA’]
0

Calculons {—.J par une intégration par parties

—
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On pose:t(x)=2x+1 u'(x)=2

v'(x)=cos2x v(x) =%Sin 2x

T
( X+ 1)(0052x)dx=[%(2x+l)sin 2x]4 sin2x dx

0

f:'---—.n b= ]

IJ

.
-

T T
2x+l sin2x 4 —[--1-0052::: 4 =[-1-(2x+l)sin 2x++1-cos2x 4
0 2 Z 2

0 0
i ] ]
- [ +l]sm + 0052 (ann(}-i—icosﬂ]
:r+2 L (7 +2)\ | _m+2-2 «&
3. En déduisons les valeurs de let de J
2
T
Résolvons le systéme : /= 6 3 M
T
I-J=Z 2)
) 9
D+Q)=2/="" T T _7° 7 _* . Z
(D+(2) T B TR =] =T
2 o)
D-Q)=2J="". % _7T_T~ w T
M-2)= R e o

(S
o)

Calcul d’aires

EXERCICE 6. Extrait du bac D 2006, Session normale.

1
A= | (f(x)—y)dx= jl' (2_+h:)dx. UA = j (2+1xlndex. UA

~IA X X
¢

e 9_2 X
[ |

A =[21n x+; 1n2x]

Fa

E.UA =2xUA=2><8cr112=16cn12
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[ Chapitre X: ETUDE DE FONCTIONS

René DESCARTES, le plus célébre mathématicien

francais, est né le 31 mars 1596.

) . A 20 ans, il accéde a la faculté de Poitiers pour y

étudier le Droit et obtient une licence.

De 1629 a 1633, DESCARTES écrit "Le Monde".

Il y présente une théorie physique de 1'Univers et

affirme pouvoir démontrer scientifiquement l'existence

de Dieu.

En 1637, il publie La géométrie oi DESCARTES

présente en particulier des constructions a la régle et

au compas de la multiplication et de la division en

s'appuyant sur le théoréme de Thales.

La méme année, il publie Le Discours de la Méthode

dans lequel il explique les Régles pour la conduite
: A de lesprit humain.

Citons également son célébre : "Je pense, donc je suis”

L’empreinte que nous laisse DESCARTES dans I'univers des sciences est
considérable. C'est lui qui met en place les notations modernes que nous
connaissons en algébre, comme par exemple l'exposant pour les puissances.
Il propose d'utiliser les premiéres lettres de l'alphabet (a, b ou c) pour des
quantités connues et les derniéres (x, y ou 2 pour les inconnues.

Descartes est aussi a l'origine du repere du plan.

On parle de repére cartésien.

Une anecdote raconte qu'observant une mouche qui se promenait sur les
carreaux d’une fenétre, il aurait pensé a définir, a l'aide des carreaux, des
coordonnées du plan. DESCARTES explique ainsi qu'il est possible de traiter les
problémes de géométrie en problémes numeériques.

Cette géométrie porte aujourdhui un nom : la géométrie analytique.

Pour étudier les propriétés dune courbe, il passe par une équation
déterminée par une relation liant ses coordonnées. Celle-ci contient implicitement
toutes les propriétés de la courbe. _

L'ceuvre philosophique que laisse DESCARTES est considérable et exprime

.nces et des mathématiques en particulier.

une nouvelle approche des scie 1
Pour DESCARTES, un scientifique ne reconnait comme vrai que ce qui est

clairement démontré. _ _ ' '
La résolution d'un probléme se fait consciencieusement, étape par ctape, sans

rien négliger. On voit la naitre un esprit nouvealll,_qu’an qual}fiera plug tard de «
cartésien » cest-a-dire qui présente des qualités de clarté, de logique et de

méthode.
Le 11 février 1650, a Stockholm, DESC

a l'age de 53 ans. . .
Notons enfin que le village natal de DESCARTES, la Haye, a été rebaptise au nom
de « Descartes ».

Ce n'est pas ordinaire tout de méme. Im
vous étes né, prenne un jour votre nom !!!

ARTES meurt d'une infection pulmonaire

aginez une seule seconde que la ville ou
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FICHE DE COURS
REDUCTION DE L’INTERVALLE D’ETUDE

On considere une fonction f définie sur un ensemble D,

c

On note sa courbe représentative dans un repére orthogonal (O, |, J).

f

Fonction Paire

PVXED , —XED
f

festpaire & | flex) = F(x)

Propriété :

f est paire si et seulement si {Cf] est symétrique par rapport a I'axe (0J).

Remarque 1

Si la fonction f est paire, on peut étudier f seulement sur D N[0, +oo [
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-

TFonction Impaire

FVX';_.. f, —XxeD
f(=x) = —f(x)

festimpaire <

Propriété :

f est impaire si et seulement si ICf est symeétrique par rapport a 'origine O du

Remarque 2

Sila fonction f est impaire, on peut étudier f seulement sur D N [0,+e<(

Remarque 3

De nombreuses fonctions ne sont ni paires, ni impaires.
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ELEMENTS DE SYMETRIE

On considére une fonction f définie sur un ensemble A.

On note

Cflsa courbe représentative dans un repére orthogonal (O, |, J).

Bxe de Symétrie

Pour montrer que la droite (D): X —=0>est un axe de symétrie de

]

on peut procéder comme suit : .

1** Méthode :
On montre que la fonction g. Xl'—'*f(x +G)est paire.

2me Méthode :
onmontre que : VXER, (@—x)€EA <& (a+x)€A

et on vérifie que : VXEIR, f(ﬂ—)()=f(0+){)

Centre de Symétrie

Pour montrer gue le point Q(G} b)est un centre de symétrie de {Cf ],

on peut procéder comme suit :

1*¢ Méthode :
On montre que la fonction g Xl'—}f(x-l-ﬂ)—best impaire.

2™ Méthode :
onmontreque: VXER, (@a—Xx)€A & (a+x)€EA

et on vérifie que : VXER, f[a+X)-2|-f(G—-X)___:b
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METHODES PRATIQUES

Ml : Comment étudier les positions relatives
d’une courbe et d’une droite ?

Soit |C . |la courbe représentative de la fonctionf ;

f

(D)Ia droite d’équation Y =0X+Det I unintervalle de IR .

Pour étudier les positions relatives de [Cf]par rapport a (D), on peut procéder

comme suit :

1. On calcule la différence f(x)—(ax+b)

2. On étudie le signe de cette différence
3. On conclue :

e Sisurl, l_f(X)—(GX +b)]> Oalors [Cf]est au-dessus de (D) sur I.

* Sisurl, ‘f(X)—(GX +b)]<0 alors

Cf}est en dessous de (D) sur I.

* Si en xo, If(X)—(GX—]—b)]:U alors

Cf}et (D) se coupent au point A

d’abscisse xo.

M2: Comment encadrer une solution de

I’équation f(X)ZO par les méthodes de balayage
et de dichotomie ?

Méthode de dichotomie

Cette méthode consiste a scinder lintervalle initial en 2 intervalles égaux afin
d’affiner I'encadrement de o.

v

Méthode de balayage

Cette méthode consiste 3 balayer tout I'intervalle sélectionné afin d'affiner encore
mieux I'encadrement de c.
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M3: Comment étudier Ile signe d’une
fonction sur un intervalle I?

1. Utilisation des variations d’une fonction pour déterminer son signe

Les cas 4 les plus courants :
sLe minimum absolu est positif

X a

f(x) \ +I... /

*Le maximum absolu est négatif

f(x)>0 Vxe/

X a

f(x)<0 Vxel

il | el

. f est croissante d’une valeur négative 4 une valeur positive

X a
: f(x)<0 avant a

f(x) e f(x)>0 aprés a

i

. f décroissante d’une valeur positive a une valeur négative

X a

— f(x)>0 avant a
L |/ Fedb—u f(x)<0 aprés a

2. Pour les autres expressions

Soit f(X)une expression qui n'est ni une fonction polyndme du premier degré, ni
du second degré.

Pour étudier le signe def()(), on peut procéder comme suit :

¢ On factoriser _f(}\') au maximum

* On résout 'équation f(X) >0

* On détermine ainsi I'intervalle sur lequel f(X) >0 et on déduit Vintervalle sur

lequel f(x)<<O
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Exemple : Etudier sur IO; - oo‘ le sigp;; f( x)=2_|n X
fx)>0 & 2—Inx>0 <« —Inx>—-2 <& Inx<2
& elxce? o x<el
ponc f(x)>0 <« x<e?

X 0 e2 “+00

fix) =+ 0 =

f(x)>0 sur ]0;e2{
flx)<0 sur }ez;—l—oo‘

—
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EXERCICES RESOLUS

EX!LRCICE _l
Etudier la parité des fonctions suivantes :
). f(x)=x2 @). flx)=x3 @) fix)=%H1

EXERCICE 2. _

Soit f(x)= x—2 2 -+ 1. Montrer que (D): X =2 est axe de symétrie de (Cf ]

EXERCICE 3.
2
_X"+43
Smtf(X) —= 1 . Montrer que A (1; 2) est centre de symétrie de Cf

EXERCICE 4.

Soit f(X)=2X—,1+—-2—i et (D) la droite d’équation Yy —=2X—1
(x—1)

en + OQ.

1. Montrer que (D) est asymptote a

Gy

i

2. Etudier les positions relatives de et (D).

EXERCICE 5.
Soit f(X) 3x+2+ II"IX et (D) la droite d’équation y=3X+2

1. Montrer que (D) est asymptote 3 [Cflen 00,

et (D).

2. Etudier les positions relatives de [Cf

EXERCICE 6.
soit f(x)=x3-2
1. Démontrer que I’équationf(X)ZU admet une solution unique & comprise entre

let2.
2. Déterminer un encadrement de a a 10 ? prés, en alternant la méthode de

dichotomie et la méthode de balayage.
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PROBLEMES RESOLUS

PROBLEME 1. Bac 2004 session normale
PARTIE A

On donne la fonction P définie par: P(x) = e2X —5e* +4.
1, Résoudre |I'équation ; X € ]R, P(x) =().

2. Démontrer que : VJCE]-—" 0] UiUlln4;+OOI, P(x)>0,
Vxe](] ;In4[, P(x)<0.

PARTIEB

Soit la fonction f* définie de R vers R par f(x)=x
=

On désigne par (C) sa courbe représentative dans le plan muni du repére
orthonormé (0O, |, J). Unité : 2 cm.

1. Déterminer I’ensemble de définition de f .
2. Calculer les limites de f en +00; en —00; & gauche et 4 droite en In2.
3. On admet quefest dérivable en tout point de son ensemble de définition et on

note f' sa dérivée.

a. Vérifier que : Vx € }h oo; In Z[U]In 2+ oo[, FUx) = T_}ﬂx)_z

(e” =2)

b. Etudier le signe de f'(x) suivant les valeurs de x.

c. Dresser le tableau de variation de f .

4. Démontrer que la droite d’équation ) = X —1 est une asymptote oblique 3 (C)
en +00.,

5. Etudier la position de (C) par rapport a (D) sur I’intervallelln2 ;+OD[.

6. Démontrer que : VxE]—oc- InZJUllnl +oo[ flx)= x—§ 2(_1:—25

7. Démontrer que la droite A d’équation ) =x—§E5t une asymptote oblique &

(C) en—00,
8. Etudier la position de (C) par rapport &8 A sur l'intervalle ]—00 In2 [

9, Construire (C).
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—

PARTIEC

Soit Aun nombre réel strictement négatif. | |
1. Exprimer en fonction de A, 1aire A(A)en cm? de la partie du plan comprise

entre la courbe (C), la droite (OJ), la droite A et ladroite d'équation X — A.

2. a. Calculer la limite A de A()\) lorsque A tend vers — 0.
b. Hachurer, sur la figure, la partie du plan dont l'aire est égale a A.

PROBLEME 2. Bac 2003 session normale

PARTIE A

Soit /1 1a fonction dérivable sur IR et définie par : h(x) = +(.X‘-—1)£’—xv

1. Calculer les limites de /1 en +00 et en — 00,

2. Démontrer que, pour tout x élément de R, A'(x) = (2 —x)e“x.

3. Etudier les variations de /1 et dresser son tableau de variation.

4. a. Démontrer que sur l'intervalle ]—OO; 2] 'équation A(X) =(admet une
unique solutioncx.

b. Démontrer que — | < ¢ < 0.
5. En déduire que, pour tout nombre réel x :

e sI x<c, alors A(x)<0

e si x>q, alors h(x)>0

PARTIE B

Soit f la fonction numérique définie sur IR par : f(x) =3x+4+1—xe=X
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni du repére orthonormé
(O, 1, ) (unité : 2em).

1. Calculer les limites de f en +00 eten —0O,

(On pourra mettre x en facteur dans 'expression de f(x) ).
2. Démontrer que, pour tout nombre réelx, f(x)=h(x).
3. Etudier le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

4. Démontrer que la droite (A) d’équation Yy =3x+1 est asymptote a (C) en+ 0
5. Etudier la position relative de (A ) et (C).

6. Démontrer que (C) admet en —©0 une branche parabolique de direction (0J).

7. Déterminer une équation de la tangente (T) 2 (C) au point d’abscisse 0.

8. Tracer (A), (T) et (C). (On prendra: w22 0,6 et f(cv) =0,3).

9. Soit A un nombre réel strictement positif.

a. Utiliser une intégration par parties pour calculer I'intégrale :f xe Xy
0 X,

b. Calculer I'aire A(/l) en cm? de la partie du plan limitée par (C), (A) et les droites
d’équations respectivesx=0 et x=A1.
c. Calculer la limite A de A(;{) Icrsque/lter*.d vers + 00,
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PROBLEME 3. Bac 2000 Session normale

Sur la figure ci-aprés, [Cf) est la représentation graphique sur [—6;0,5]LJ|1,5;8

1} de fonction dérivée f'.

1. Sachant que [Cf] admet une tangente horizontale aux points A[—l;—l] et

8[3;7 , donner f'(—l) et f'(3).

2. Recopier et compléter le tableau suivant par lecture graphique.
X -3 0 )

T 3
3. Résoudre graphiquement I'équation: XE!—B,‘O,SlUIl,S;Bl,f(X]=8
4. Dresser le tableau de variation def.

5. On admet que f(X) est de la forme: f(x):x+2_|_ Xil

a. Vérifier que f coincide sur les intervalles I—E;O,Sl et [1,5;8' avec la
X2 +x+2

X—1
b. Justifier que la droite [D]d'équation y=x—|—2 est une asymptote a la

fonction g définie par: g(X):

représentation graphique de( .

c. Démontrer que le point C[l;3]est centre de symétrie de la courbe C
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PROBLEME 4. Bac 2000 session de remplacement
Soit la fonction [ définie sur

F(0)=0etpourx>0: f(x)=—x+xInx
(In désigne la fonction logarithme népérien).

]0; + oo par :

On désigne par [F)Ia courbe représentative de f dans le plan muni du repére

orthonormé (0O, 1,1). (Unité : 2cm)

1. Calculer (1) et f(e).
2. Etude des branches infinies :

a. Calculer la limite de f en+oco.

X
b. Calculer la limite de f( )!orsquextend vers + oo

c. Interpréter graphiquement ce résultat.
3. Etude de la dérivabilité de f en 0.
a. Démontrer que [ est continue a droite en 0,

b. Etudier la dérivabilité de f a droite en 0.

c. Préciser la tangente 3 (F) en O.

4. La fonction f est dérivable sur ]0; +00[,et on note f' sa dérivée.
a. Déterminer f'(JC) pour tout x élément de ]0; +m[.

b. Dresser le tableau de variation de [ .

c. Donner une équation de la tangente (D) 3 (I") au point d'abscisse e.

5. Construire (D) et [I')

6. Soit t un nombre réel tel que : 0 < t <1.
a. En utilisant une intégration par parties, démontrer que I'aire A(t) de la partie du
plan limitée par la courbe (F) la droite (Ol) et les droites d’équations x = t et x = ©

est égale a %€2+[—%+%lnt}£‘2

b. Calculer la limite de A (t) quand t tend vers 0.
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PROBLEMES DE PERFECTIONNEMENT

PROBLEME 1. Devoir Surveillé N°1. 2005. Lycée Municipal Attécoubé.
PARTIE R

On considére la fonction g définie sur R par: g(x)=4x3 —9x2 +6x+1
1. Etudier le sens de variation de g et dresser son tableau de variation.

2. a. Démontrer que I'équation g(x) =0 admet une solution unique &
b. Vérifier que :Q’E] -1 ;0[

Vxel-oia| gx)<0

Vxeja:+o| g(x)>0

3. Démontrer que

PARTIE B
Soit la fonction numérique f définie par :
Vxe —oo; 1 f(x)=2x2—x— 5-’_1

_—— .2
Vxel,+o00 flx)=x S

(C1) et (C2) sont respectivement les courbes représentatives de f sur] —no; 1] et
sur | I:+ou|dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, 1, J). (Unité : 2cm)
1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
_ ' bs o
2. a. Démontrer que pour tout réel x de | —og; 1 | ,f'(x)=f~‘g;%pms étudier le
x..—.

sens de variation de f sur| —nui1] .

b. Etudier le sens de variation de fsur | 1: 400 ].

c. Dresser le tableau de variation de f

3. a. Démontrer que la droite (A)d’équation y = x est asymptote a(C2)en+ .
b. Etudier la position relative de (C2) par rapport a (A).

4. Calculer 5 lim - @ puis interpréter graphiquement le résultat.
—. —

5. Déterminer les coordonnées des points d’intersection
a. de (C1) avec I'axe des ordonnées.

b. de (C2) avec I'axe des abscisses.

6. Représenter f dans le repére (O, 1, J).

7. Soit A la restriction de f a I'interuallel 1; +00[

a. Justifier que /1 est une bijection de I I; + o0 lsur R

b. Dresser le tableau de variation de /1 et celui de h! sa bijection réciproque.

c. Caleuler (A~1)'(0)

d. Représenter /2~ 'dans le méme repére que f
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PROBLEME 2. Bac D Sénégal 2006
PARTIE A.
On considere la fonction fdéf-'.nie sur R par: f(x) ———X(] +&

On note (C) sa courbe représentation dans un repere orthonorme

2fX)
Od. 7|

(Unité : 2 cm). .
1 <oit h 1a fonction définie sur Rpar: A(x)=1+(1—x)e*

a. Etudier les variations de h

(on ne déterminera pas de limites aux bornes de Dh ).

b. En déduire le signe de f?(x) sur IR
2. a. Etudier les limites de f en +00 et —00
b. Préciser |a nature de la branche infinie de fen —00

. Calcul lim { X —JC], uis interpréter le résultat obtenu.
c. Calculer x—>+oo_f( ) p p

d. Préciser la position de [C) par rapport a la droite (A}: y=Xx
3. a. Dresser le tableau de variation de f .

b. Montrer que fadmet une bijection réciproque notée f_] définie sur IR

c. f_] est elle dérivableen 4 ?

d. Etudier la position de [C] par rapport a sa tangente au point d’abscisse 2.
e. Construire [C} (On tracera la tangente 3 [CJ au point d’abscisse 2.
f. Construire [C]courbe de fﬁl dans le repére précédent.

PARTIE B.

Soit A un réel strictement positif.

Ri est la région du plan délimitée par les droites d’équations respectives x = Qet
x = Aetle courbe (C] et la droite (ﬂ.)d’équatinn yY=x.

Soit A(/l) I'aire de Rﬁ, en cm?

i Calcu!erA(/l) en fonctionde A

2. i = 1 : " 2
Déterminer A Ahm /f(/'l) Interpréter graphiquement le résultat obtenu.
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PROBLEME 3. Bac D Sénéga] 2005

PARTIE A.

soit  fla fonction de la variable réelle x définie par:
X
2
f(x)=-_ —In(1+eX)
|+eX
1. a. Etudier les variations de f .
b. Montrer que _lim { X —1+.X'}:
que_lim_| 7(x) 0
Que peut-on en deduire pour la courbe représentative de f ?
Tracer cette courbe (Unité : 2 cm).
c. Montrer gue [ réalise une bijection de ] — —I—rx_ll sur ] —EXT; 0[
2. soit g la fonction de la variable réelle x définie par : g(x)=¢e~* In(l +€x)
a. Démontrer que g est dérivable sur [R
b. Montrer que quel que soit le réel x, g'(x)=¢e* f (x)
c. Montrer que x_l_{_r‘l_‘loog(x):()et x_I;g‘lmg(x):l
d. Etudier les variations de g et tracer sa courbe représentative dans le repere

précédent.
] .. &
1+eX 14e X

A
b. A tout réel A, on assacie le réel [(A)= _]'g(x)dx :
0

3. a. Montrer que

Justifier I'existence de ]()\)

Calculer f()\) 3 I'aide d’une intégration par parties.
lcul lim f/(A)=0

c. Calculer W P ( )

PERTIE B.

1. Montrer que ¢ est une bijection de IR sur unintervalle J a préciser.
2. a. Caicuier 2(0).

b. Mentrer que '{{”I est dérivable au point d'abscisse In2.

c. Déterminer I'équation de |a tangente a‘a(Cg_l J au point d'abscisse In 2.
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PROBLEME 4. Bac Blanc 2008. Lycée municipal d’Attécoubé.

On a représenté la courbe (C) dans le plan muni du repére orthonorme (0, 1,)) d’une
fonction [ définie et dérivable sur [R ainsi que son asymptote (D) et sa tangente
(T) au point d"abscisse O.

L'unité graphique est 1 cm.

On sait que :

- Le point J (0 ; 1) est e centre de symétrie de la courbe

- L'asymptote (D) passe par les points K (-1 ; 0) et J,

- La tangente (T) a pour équation y = (1- e} x + 1.
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PARTIE A.

~ 1. Déterminer une équation de |a droite (D).

2. On suppose qu'il existe deux réels m et p et une fonction g définie sur R telle

que, pour tout réel x, f(JC) =mx+ p+g(x) avec lim 2(x)=0
X— 100

a. Déterminer les réels m et p.

b. Démontrer que, pour tout réel x, ona: f(x)+ f(—x)=2

c. En déduire que la fonction g est impaire puis que la fonction £, dérivée de f,

est paire.

- 2
3. On suppose maintenant que, pour tout réel x, 2(x) :(ax+b)e*x ouaethb
sont des réels.

a. En utilisant la relation g(—x) =—g(x), déterminer le réel b.

b. Justifier que g'((}) =—¢ et en déduire la valeur du réel a.

PARTIE B.

On considére la fonction [ définie sur R par: f(x) =l +x—x€"’x2+].

1. Calculer x_ljtﬂoof(x) et .'c—|>i$oof(x)

2. a. Démontrer que pour tout réel x, la dérivée f' de [ vérifie :
—x2
fi@) =14 262 ~1]emxH

b. Calculer f'(0)et retrouver I’équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point
d’abscisse 0.
3. Le graphique suggére I'existence d’un minimum relatif de [ sur lintervalle [0 ; 1]

a. Calculer la dérivée f" de f', étudier son signe sur [0 ; 1] et dresser le tableau
de variationde f'sur(0;1].

b. Démontrer que I'égquation f‘(x)= 0 admet une solution unique & sur [0 ; 1].
c. Justifier que 0,5 l<a<0,52

d. Dresser le tableau de variation f desur R
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PROBLEME 5. Bac Blanc 2006. Lycée Municipal de Yopougon.

PARTIE A. sl ‘
= ol a et b sont des
Soit g la fonction définie sur R par: g(x)=(ax +ble” " +2,
réels. ' -
Le tableau de variation de g se présente comme Suit -
X — o0 2 “+ o0
gi{x) + 0 -
g[\” _.___..—-"" {.’_2 +2 "-—--_.___.

1. a. Calculer g'(X)en fonction de a et b. - ' |
b. En utilisant les données numériques du tableau de variation de g, déterminer a

etb.
2. On admet que g(x)=(x—1)e™ X +2
a. Démontrer que l'équation : JCER, g(x)=0 admet une solution unigue,

qu’on notera & .
b. Vérifier que 0,4 < <-0,3.

Vxe]-o;af,g(x)<0
© DEmOnIEr Qe vx € Jor s +oof , g(x) > 0

PHARTIE B.

On considére & présent, la fonction f  définie sur R par:
f(x)=2x—1-xe*

On désigne par (C‘) sa représentation graphique dans le plan muni d’un repére
orthonormé (O, |, J) (unité graphique : 2cm).

1. Calculerx_LiT_mf(x) ct x_l,immf(x).

2.0n admet que [ est dérivable sur R .

Calculer 7'(x) pour tout réel x et vérifier que VXE IR | f'(x)=g(x)

3. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.

JS(x)

X

4, Calcuferx_lylllioo puis interpréter graphiquement |le résultat obtenu.

—1
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5. a. Demontrer que la droite (D) : y=2x

—1 est une asymptote a la courbe (C] en
+ .

b. Etudier la position relative de (C) et (D).

6. Déterminer une équation de la tangente (T) ala courbe (C] au point d’abscisse 0.

7.a. Démontrer que f(@)=2a+1+ 2
3 - g a_
b. En déduire, en utilisant I'encadrement de « donné 3 la question 2b) de la
PARTIE A, que —1,40 < f(a) <—1,02

8. Reproduire et compléter le tableau ci-dessous :

X -15|-11| -1 |-04] 0 |07]| 1 2
Arrondi d’ordre 1 de f(x)

9. Construire avec précision (C), (D), (T) dans le repére (O, I, J).

On prendra : f(a@)=-1,2.

PRARTIE C.
1. Expliciter A(x)=2x—-1— f(x).

2. Montrer que H(x) = —(x+1)€~x est une primitive sur [R de la fonction /.
3.50it heR'

a. Calculer en fonction de b le réel A(b) o H(b)_'H(O)

b. Calculer , 1Im A(b).
b— +oc
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1. Etudions la parité des fonctions suivantes :

1. f(x)=x2
Df:R:]—m;+m[
Pour tout xeDf, —xeDf

Donc f est paire.

fl=x)= —x =x2=f(x)
2. f(x)=x3

D =R=|-oc0;+0c0
§ = B=mooted
Pour tout xeD ., —XEDf

f
flex)= —x*=—x3=—f(x)
3. fl=31

xEDf & x—1=20 & x=1

Df-——]R\ 1 =]—r>u;1

—1eD
f

EXERCICE 2.
soit f(x)= x—2 £ i |

Donc f est impaire.

U]1;+ou[

Montrons que (D) : X =2est axe de symétrie de [C ]
Premiére méthode : y '
Soit g(x)=f(x+a)

gix)=fx+2)= x+2—2° +1=x2 41
Montrons que g(x)=x2-1 est paire.
Dy =R:J—oo;+oo[

Pour tout xEDg, meDg

, 1D fi Donc f n'est ni paire, ni impaire.
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g(—X)= —x 2 +1=x2 +1=¢(x)
g(x)=f(x+2) est paire

donc (D):x=2 est un axe de symétrie de (C

f

)

Deuxieme méthode :

oy ~R=l-o0 1o

5 1
XEDf, 2+xeDf

fR=x)=2-x—2°+1= —x2 +1=x2 11

f(2+X)=[2—|—x—2J2 +1=x2+1
f2—x)=f(2+x)

donc (D):x=2 est un axe de symétrie de (Cf]
EXERCICE 3.

Premiere méthode :
Soit g(x)=f(x+a)—b
2 2
» i — e F o _(x+1) +3_5_x"+2x4+143

glo=flx-+1-2= fl =LY+ $ 2
X2 +2x+4—2x_x*+4

X X
x*+4

X

g(x)=

Montrons que g(x)=

xEDg-ﬁxxD

Dy;=R\ 0 =]—oo;0[u

Pour tout XEDQ, —XEDg

est impaire.

O;+oo"

g(x)=f(x+1)—2 est impaire
donc A(1;2) est un centre de symétrie de (Cf)
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Deuxiéme méthode :

D =R\ 1 =j—oo;1[u|1;+ou1

1—XEDf<=>1—x¢1¢>—x¢0¢>x¢0¢=}1+x¢1¢>1+xEDf

VxeR, 1—x€Df<:>1+x€Df

1—x2+3_1ﬂ2x+x2+3=x2—2X+4::X2+X2X—4
—=3—1 —X o

2
I1+x] +3_ 142«
(1+x)—1
—x2 - E 4__4x_
flL—x) flx)= 22X 4 X EXER =Tt =4

fa—x)+f+X)_4_,
2 2

f(l—x)'é'f(l"'x):zdonc A(1;2) est un centre de symétrie de (Cf)

fll—x)=

2.3 x242x+4
fll+x)= ;;H( o= X

EXERCICE 4.

1. Montrons que (D) est asymptote a [Cf]en -+ 0O0.

fx)—(2x—1)=2x—-1+ 2 s —(2x—1)= 2
(x—1) (x—1)2
i - | . 2 . .
X _Iir‘.*‘nm lf(x) 22 1)J_x—|—!ql’>0 (X—l)z_x—LToo

}(‘—I!Tﬁu [f(X)—(ZX'—l)I:O donc (D] y=2x—1 est
asympote oblique a (C ) en+co

f

2. Etudions les positions relatives de

X

‘s

f(x)_(2x_1)=(xf1)2>0 pourtouth]—ou;l[UJl;+mJ

et (D).

donc {Cf

est au dessus de (D) sur I—m;ilet sur|1;+no[
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EXERCICE 5.

1. Montrons que (D) est asymptote a

Cf]En _I_OC}.
fl)—Bx+2)=3x+2+0X —3x+2)=INX
Inx _
Aim () —Bx+2)= lim_10X=
s |f(x —(x+2)=0 dﬂnf (D): y=3x+2 est

asympote oblique a (Cf) en—+ o0

2. Etudions les positions relatives de [Cf et (D).

= =

fix)—Bx+2)=x

X O 1 + 0o
Inx 0
5 - : +

)
C f est en dessous de (D) sur!D ;1[

1(? f est au dessus de (D) surll ;+oo[

‘Cf et (D) se coupent au point d'abscisse 1
EXERCICE 6.

1. Démontrons que I‘équationf(){):o admet une solution unique o comprise
entre 1l et 2. -

f '(X):3X2>0 = f est continue et strictement croissante sur R

fl)=13-2=1-2=-1
f2)=23—-2=8-2=6
f(x)=0 admet une solution unique o« comprise entre 1 et 2.

fl)x f(2)<0 donc I'équation
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2. Déterminons un encadrement de o a 10° 2 pres, en alternant la méthode de

dichotomie et la méthode de balayage.
es n‘ont pas le méme

NB : « se trouve entre 2 nombres consécutifs dont les imag

signe.

Onamontré que: o €]1;2[
Méthode de dichotomie

X 1 1,5 2
signe de f(x) - + +
o e ] 1; 115[

Méthode de balayage
X ks 1 |1,1]1,2]13]14 1,5
Signe de f(x) - - + + +

o € ]1,2;1,3[: Encadrement a 10 ™ prés.

Méthode de dichotomie
X 1,2 1,25 1,3

= +

Signe de f(x) -
o € ]1,25; 1,30]

Méthode de balayage
1,25 |1,26 |1,27 |1,28 |1,29 |1,3
+ + + + +

X

Signe de f(x) -
o €]1,25;1,26]

Finalement, 1,25< o <1,26 est I'encadrement de a & 10 ? prés.

Remarque :
On peut continuer ainsi pour obtenir un encadrement a 10 -3 prés, puis a 10 ¢ prés

et ainsi de suite...
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CORRECTION DES PROBLEMES
PROBLEME 1. Bac 2004 session normale

PARTIE A
1. Résolvons I'équation X EIR, P(x)=0.

P(x)=0 <> e?X—5eX4+4=0.
on pose X=X avec eX >0, Léquation devient : X2 —5X+4=0
A=25-16=9=3°

_5-3_a. vy . 5+3_
X =22=1; X,=2F2=4

eX=1 &x=0; eX=4 < x=Ind
Les solutions de I'équation sont: 0 ; Ing .
2. P(x)= eX—1 eX—4

Signe de P(x)

x -0 N4 +oo Wx €]-00;0]U[In4;+-0d], Plx) > .
P(x) + L . L i VXE]; ,P(x)<0.
I | '
PARTIE B
flx)= .
X_2
1. sz xcR/eX—2=0 ;
X 2=0eX=2ex=In2 = Df:]—oo;ln2|u]ln2;+00[
2. Calcul des limites ’
1 : =
— —=0d lim X)=-+00
,mr—lrl-inJ frimre B x—lrl—nljme -2 Xx— -1”3 eX one x—>]+00ﬂl
T, [ 1 =—1 donc !im (x)=—0c
yJim x—1=—co et  lim —z—=—3 oo

|inl’lzex—~2=0 et ex—2>0 si x>In2; e X_2<0 si x<In2
X—In
d

d'ou _ILrPn eX—ZZ_OO et —h—Tn

donc x—-rn f(x)——ou et |1rrl f(x)—+oo
<
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P(X)
(eX —2)?

1

3. a. Vérifions que : f'(x)=
. eX _ (ex—2)2~—ex
)=1- o X_ 2

2 (eX —2) (eX —2)

VxeDf,f'(x)=(x—1)'+(ex
; __ezxu—aﬂ.ex—}--‘-'l—-ex: P(X)
f'ix) = [EX—Z)Z (exﬂz]z

b. Le signe de f'(x). _
2 I . P
VxeD,_, eX—2">0, donclesignede f'(x)estceluide P(x).D'ou :

f
SixE]——%;O[U][n4;+m{, f'{x)>0
Sixe]D;|n2|uj|n2;ln4[, f'ix)<0
Sixe 0;In4 , f'(x)=0
c. Tableau de variation de f.
X - 0 In2 Ind  +w
['(x) R
22 4 .
el \ w"h [ *
fix) - ) ‘ |n-4-.2_

4. Démontrons que la droite (D): y=Xx—1est asymptote a (C) en +0

_ 1 . 1 . (
[flx)—yl= or  lim = —y|=
‘ eX —2 X—+00eX -2 | ZPX—I—:I*n—f-’lDCJIﬂX) y]—-O
D'ou la droite (D) d’équation y=x —1est asymptote a (C) en +o0x.

, X
5. Sur“n2,+%l, e*—2 >0 donc [f(x)—y]>0alors (C) est au dessus de
I‘asymptote (D).

6. VxeD,, flx)=x—1+ =x—1-14_1 . 1_ 3 1x2+eX-2
: 3 X 2 27271 2(eX -2)
D'oll flx)=x—2+_C" _
fx)=x—3 X3

?. [ {x}_ - E Dr I" Ex s v *
== x=ToogeX 70 Ay lm €X=0= lim_|f(x)-y|=0
- , ) . - 3
Dol la droite A d’équation y—wx—z- ést asymptote a (C) en —00.

8. Sur[—m;lnz

X _ X
, € =2 <0 et eX>0donc [f(x)—y]<0 alors (C) est en
dessous de I'asymptote A .
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9. Construction de (C).

[
"

' J-ll

¢
\

PARTIE C
Soit A un nombre reel strictement négatif.

%
1. A{A)=f:—{f(x}~y)dx 4cm? = f:—mdx 4cm?

.0 X 4
-—-~2[ f dx .4cm2=ﬁ2\ln|ex—2‘ cm?
Ja (et =2) A

AN = —2|In1—|n‘e’\ —2||.cm? :Zln(Z—e’\).cm"
l

2. a. A_Iir‘rjnh.f\()x)=2ln(2).cmzzln4cmz car _lim e'=0

A——00
b. Voir figure.
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PROBLEME 2. Bac 2003 session normale
PARTIE A i
o X
hix)=3+(x—1)eX=3+5——
()=3+(x—1) X
1. Calculons les limites de h en +c0 eten —.
X 1
'h(X)-‘——3+e—x+?‘ .
; - X = lim —==0
X_Ilmooh(x}_?; car l|+ =X —>+ =
eh(x)=3+(x—1)e X y
. : -Xx_ i =}
x_llr_]_j@h(xlz—fx,; car i lim {x l)=—ocet, I|r_r_1me #X—I—Iﬂ.me +00
2. Dén:;ontrons.qug.-’, pour tout x élémentde R, A’ (X):(z-—X)E_X.
h'(x)=P+(x—1e~|'3|(x—1)e~X|
h'(x):((x-;)'e—?f|+[(}—1) e—X 'J:e‘x *f(:"rl) —e—X J
hix)=eX—xeX e X=2-xje X"
3. Etudions les variations de h et dresser son tableau de variation.
VxeR, e *>0.Lesigne de h'(X) est donc le méme que le signe de {2-x).
hifjx) >0 2—x>08x <2
A'llx) <0 &2—x <0 x> 2
hlx)) =0 2—-x=0&x =2
®Six€|—o0; 2[,h'(x} > 0'alors heststrictement croissante.
-Sixelz;+oo[,h'(x)<oaiorsheststrictementdécroissante.
eSixe 2 ,h'(x)=0alors hestconstante.
Tableau de variation de h:
X —© 5 + 00
h'(x) + 0 _
h(x) 342 \
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4. a. Démontrons que sur l'intervalle ]_,-,Q.r;zj équation M(X)—=0 admet une
unique solution(x. ‘
Sur, —00; 2{ hestcontinue et strictement croissante.
Donc hréaliseune bijectionde'-m;Z[dansh(’~{}G;2): *00'3-1-8_21
l 2 !

0€|—0c;3+e2

d'oﬁl'équationh{x):Uadmetunesoiutionuniqueﬂsur]—m;zl.
b. Démontrons que — 1< v <0.

h(—1)=3-2e<<0 et h0)=3—1=2>0 donc —1<a <0
5. Si x<cvalors h(x)<h(a) = h(x)<0
Si x>cvalors h(x)>h(a) = h(x)>0

PARTIE B
f(x)=3x+1—xe—X.
1. Limites de f en +00 eten —0O

Onpeut écrire:f(x)'=3x+1——xk—.
e

Onendedmt-que:x_lir_}_'\wf(x}z—!—oo

| = i X =
car X_Illjpw(3x+1)—+oo et X_I!r_pmex 0

Onpeutécrire :f(x}zx(3+%—e"‘).

Onendéduitque: X_”,'l"%. f(x)=4o0

- 1, o ey T P
car xilrﬂm(3+§)_3' X_I_I}I'Em( e )_Xﬂﬂ;m( e*)=—cc

. o),
et lim (—e ) o0

2. Démontrons que, pour tout nombre réel x, f'(X)Ih(X).
f'X)=Px+1—xeX|=3— xe X '=3—e X —xe™*
f'(X)=3—eX+xeX=3+ x—1e X=hx)
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3. Sens de variation de f et tableau de variation.
f'(X)zh(x] donc f' et h ont le méme signe.
On déduit, de la question 5. de la partie A

e Si x<aalors h(x)<0= f'(x)<0

Donc f est strictement décroissante sur ]—OO}CEI
e Si x>« alors h(x)>0=f'(x)>0
Donc f est strictement croissante sur ICEH'OO‘

e Si x=a alors h(x)=0= f'(x)=0
Tableau de variation de f .

+ Q0

1) - . i

— 00 \ / + QD
1) / (I“)

4. Démontrons A 1Y =3X -1 est asymptote 3 (C) en +00.

flx)—y

= —xe X

Ii X)—V|= i —xe X = i X:
y I [-Y=y B —xe = i, Jo¥ —0

Donc A :_V=3X+1 est asymptote a (C) en + 00,
flx)—y

VxeR, e X >0, donc le signe de

5. Position relative de A et (C):

=—xe X

flx)—y

est le méme que celui de =x.

Y — Q0

5 + o0
flx)—(83x+1)

+

T
0
|

0

Positionrelative

(Clest au dessus
de (A)

et (A)
se coupent
1

(C) esten
dessous de (A)
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6. Démontrons que (C) admet en — OO0 une branche parabolique de direction (0)).
fix) 3 1 _ox
L e ——e

X r X

L flx) s
im L i= llm%3+

1 ;
m =y im —eX=—00 car _lim

X X—>
et lim (—e X)= lim (—eX)=—

X_Iirl'l%f(x) =400 et xﬂmm% =—00

Donc la courbe (C) admet une branche parabolique de direction (0J) en—00,

7. Equation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0.
f0)=2etf(0)=1

(7): y=F'(0)e(x—0)+ f(0)=2(x—0)+1=2x+1.
(T): y=2x+1

8. Construction de (A); (T) et (C).

)\ &
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9. Soit A un nombre réel strictement positif.

A
a. Calcul de l'intégrale :IU xe—Xdx.

Utilisons une intégration par parties :
Onpose u=x = u'=l

vi=e X = V=—E_X
f :‘xe—"dx=|—xe“x E + f ;E_xdx
A
——de"A—e A +1
[ :xe‘xdx=—{)\+1}e‘)‘ +1

b. Aire A()\)en cm?.
Sur[U,}\], flx)—y<0

DoncA(z\)=f:—(f(x}—(3x+1}dx><U.A
A= fﬂ '\xe*x x4 cm?
AN =(1—A+1)e-A)x4cm?

c. Limite A de A(]) lorsque A tend vers + ¢0

A= A-'iTm A(N) =A_Iir;rr1m[1 —(A+ l)e‘)‘] X4cm? = A=1x4cm?=4cm?

m A+l

C lim (A+1)e=A= A+l
ar _lim (A+1)e D X

li
— =00 A—

=0
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PROBLENME 3. Bac 2000. Session normale

1. f’(—1}=02t f'(3):0car lC

d'abscisses -1 et 3.

admet une tangente horizontale aux points

f

2. Complétons le tableau par lecture graphique.

X -3 -1 0 2

f(x) 2 E 2 8
3. Résolvons graphiquement I'équation: XEI-G;U,S;U[LE);S ,f(x)=8
On trace la paralléle a (Ol) passant par le pointd'ordonnée 8 situé sur(0J).
Cette parallele coupe |C f en 2 points.

Les abscisses de ces points sont les solutions de I'équation.
On lit: x=2 et x=5 donc 52‘2;5]

4. Dressons le tableau de variation de f .

X -6 -1 1 3 8
f'(x) + 0 - - o0 7
"1 o0 _ | 10
f(x) _4’5/' | \-—oo & 7
5. On admet que f(X) est de la forme: f(X)=X+2+Yi—1
2 4 x+42
a. Vérifions que f coincide avec (J définie par: g(x)zx ;___1_‘_ :
N(x—1)+4_ x2—x+2x—2+4
f(x)=x+2+xi1=(x+ lf«x_l A X—1
2
f)=2EXE2=g(x)
Donc f coincide avec g sur ‘—G;O,SIUILS;B
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b. Justifions que [D]: y=x -2 est une asymptote a [Cg]

_ 4
gl —(x+2)=x+2+- A X +2A=577
- - 4 yoie
hm lg(x)-—(x-i—Z)]—_—xﬂTm_X__I_

hm lg(x) (x—l—2)]~—0 donc (D): y=x+2 est

asympore oblique @ (C } en+oc0
c. Démontrons que C[l; 3]est centre de symétrie de la courbe C

Soit h(x)=f(x+a)—b

- 2
h(X)-—-f(x+1}—3=f(x)_-:(x+1()x_—|'._—:(L.;c;|—11]+ B

x2—|—2x+1+x+1+2_3:x2+3x)—(r-4—3x=x2;(}-4
X

h(x)=

2
Montrons que h(x)= X j‘q est impaire.

xEDh@X¢0

Dh =R\ O =}—oo;0|u’0;+ool
Pour tout XEDh, —xEDh
2 4 2

h(x)= f(x+1) —3 est impaire
donc C(1;3) est un centre de symétrie de (C

f

)
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PROBLEME 4 : Bac 2000 remplacement

1. f()==1+LInl=~1+0==1; f(e)=—e+elne=—e+exl=—e+e=0

2.a. Calcul de la limite de [ en+ ~c.

A i : liT X=+x
m X)= lm —x+xlnx= lim x-<14hx =+occcarl’ +X
X—=+ X—=+00 X——+00 lim  ~1+Inx =4+~
X—+
o X
b. Calcul de la limite de —]—rg:—)-lorsque x tend vers -+ 0O

: X) . —X+xlnx : :

lim _f(_: Iim ———= lim -l+lnx =4o car lim =+
x—+00 X x—+oo X x—too N g T
c. Interprétation graphique du résultat.

: X i _

lim f—(2:+m = I' admet une branche parabolique de direction l'axe (()/)
x—40oc X

3.a. Montrons que [ est continue a droite en 0.

IimO—x=n
) i T

lim f(x)= lim_ —x+XInx=0 car {".

Ix—0 x—0 lim xinx=0

> xX—0

foy=0

Iimﬂf(x) = f(0) = f estcontinueadroiteen0.
x—

-
b. Etude de la dérivabilité de j a droite en 0.

lim J(x)-JO)_ lim =X _ Jim (<1+Inx)=—00 car lim Inx=—00

x—0 x-0 x—0 X x—0 x—0
> > >

lim f(x)—g((]) ——00 celte limite n'est pas finie (elle est infinie)
x;)[} X -

donc [ n'est pas dérivable a droite en 0.
c. Précision de la tangente a (I') en O.

lim f(x)—f({]) =—00 = (I')admetau point dabscisse 0 une tangente verticale,
x>0  x-0 _
4. a. Calcul de f'(x) pour tout x élément de ID; + r:su[

.f'(x)=(—x+xlnx)'=—l+{lxlnx+xx%]=—l+lnx+l =lnx = f'(x)=Inx
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b. Tableau de variation de f .
Etude des variations :

f'(x)=Inx
e ['(X)<0 & Inx<0 & xE]U; l[ = f est strictement décroissante sur ]{}; I[
o f'(X)>0 & Inx>0 & xE]I;+oo| = [ est strictement croissante sur [I:+OO{

o f'(x)=0 & Inx=0 & x€l
Tableau de variation

X 0 1 +oL

f'ix) - "? +

fix) 0\‘ -'.‘ /4-:0

¢. Equation de la tangente (D) a (I) au point d’abscisse e.
(D): y=71"@(x—e)* £

y=(Ine)(x—e)+0 avec Ine=1
y=x-—e

5.C

4
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6. Soit t un nombre réel tel que : 0 <t <1.

a. Montrons que : A(")_46" [-—§+ Inf]t

4
f(x)=—x+xInx<0 Vxe](]:e[

A(f}=—f fxydx.Ua=—[ —x+xInx dx.UA

!

A{;):—U' —X dx —+—:r xinx dx|.UA= ] x.dx —j‘ xInx dx|.UA

i

A(ﬂ—“%l -—f xInx dx

]

f

A

Intégrons par partic B = j Q:Ina dx

On pose: u(x)=Inx = u‘(,\‘):l_‘_

IJ

v{t)—x = v(x)=

B= f G‘ln‘bm =

?

Il

- - ¥ ] o
_|x*Inx x'\ _[12x- Inx—x?

2 4 ; 4

—Lxlnr

!

p_2e’lne—e* 2 Int—r _2e?—e>  20%Int =17

4 4 - 4 4
gt _22mt—8 20t +1
4 4 4
4 o 2 342 2> — 212
=(|1E —_———— Ud =% A —B].UA=[———B].UA
Al1) 21, B|.UA= [2 . 3] - =
( - - = ) 2 2 2 2 I
Ay = Ze~-2r_e-~2r21nr+r]_UA=[2e ~2¢ -—e4+2f Int —1 ].UA
, 9 4
3 a2 a2 3
PTRON :‘2’ Il Ua=ge?+ T3+—12-lnfliz.UA

b. Calcul de la limite de A (t) quand t tend vers 0.
= lud o bt l2=002.(23,2,. 142
Alr)=ze (4 Zln.'] =—¢ [4,' +5 Inf]

4
; | Ian—Lg[ﬂ]:u
]lm A(!)— hm LIpY ["_3;2+l‘.2|n‘.]=_ 2 car 11
e 2 1 = . lim -—[1‘2 'tm')— Ilm -r[flm') 0
1—02
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Chapitre XI: SUITES N

ise PASCAL, l'un des plus grands genies E[.‘deg
e s es écrivains frangais du XVlle siécle
t-Ferrand le 19 juin 1623.
des barres et des ronds »
il arrive seul et sans
tion des Eléments

N plus remarquabl
est né a Clermon
A l'age de douze ans, avec «
et sur une simple définition, 1
livre jusqu'a la 32e Pproposi
d'Euclide. _ _ ]
84 A 16 ans, il écrit en latin "Essail pour les coniques”,
onl est résumé tout ce qu'on sait sur les conigues.

Un pcu aprés, Pascal congoit et fait fabriquer
une machine arithmétique (appelée la Pascaline) pour
la simplification des calculs, en particulier des

additions. . _ .
De 1646 a 1648, il fait des expériences barometriques qul confirment

les découvertes sur la pesanteur de lair et le conduisent a prouver

I'existence du vide. o _
11 est également a l'origine du «principe de Pascal» qui établit quun

fluide est incompressible. En hommage a ses travaux, son nom sera donné
a une unité de pression.

En 1654, il entretient avec Pierre de Fermat des correspondances sur
le théme des jeux de hasard qui les ménent 4 exposer une théorie nouvelle
: les calculs de probabilités.

La méme année, il fait la découverte dun triangle arithmétique,
appelé auvjourd'hui "triangle de Pascal”. Et c'est aussi a l'occasion du
"Traité sur le triangle arithmétique” qu'il énonce pour la premiére fois le
principe du raisonnement par récurrence.

Un matin de l'hiver 1654, Pascal connait soudainement une
illumination religicuse.

Il se détourne alors des sciences et décide d’entrer au couvent janséniste de
Port-Royal. La, il écrit entre janvier 1656 et mars 1657 les « Provincialess.

Il €crit un second chef d'ceuvre de la littérature, "Les Pensées”, qui est une
apologie de la religion chrétienne. La premiére publication des "Pensées’
date de 1670.

En 1658, sa santé, déja fragile, se détériore et pour se distraire de
souflrances physiques insupportables, il se met a étudier les propriétés de

la cycloide ou rouletie.DS_es ?nuffrances disparaissant aussitot, il le voit
comme un message de Dieu lui autorisant i - : :
deux passions en méme temps. de s'adonner 4 nouveau & ses
Pascal propose et résout lui-méme les problé F T :
ses résultats dans un "Traité général dg la r:tﬁgtstéﬁslpégg Sifletiemelpuple

Mathcrapncion, physicien,, theslogion, Phi]osﬂpl'-le moraliste et
fondateur de la prose classique en France, les nnmbreujx talents de ce
personnage hors du commun ont fait de Blaise Pascal une d ; fi les
plus importantes de son siécle. sdes HeHres
liestorﬂfgcede a l'age de 39 ans, le 19 aout 1662, des suites d'un cancer de

——
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FICHE DE COURS
GENERALITES SUR LES SUITES

1. Suites croissantes, suites décroissantes
Définitions

Une suite Un

est croissante si '
neN pour tout entier n, UH+1 > Un'

Une suite [J est décroi ‘ i
N peN ssante si pour tout entier n, UK!JrI Uy

Remarques :

a. Une_sulte croissante, une suite décroissante sont dites monotones.
b. Il existe des suites ni croissantes, ni décroissantes.

7
Exemple : La suite U, définie par U,= l— 1] est une suite ni croissante, ni
décroissante.

Méthode :

Pour étudier le sens de variation d'une suite UH

~U,.

a. On étudie le signe de la différence Un

+1

U
b. Si tous les termes de la suite UI’I sont strictement positifs, on compare —_g“'l et
n
1.

Théoréme

Soit Un une suite définie par Un :f(n), avec f définie sur lO; —t—oo[

Si fest strictement croissante, alors Un est strictement croissante.

Si f eststrictement décroissante, alors U y eststrictement décroissante.

Remarque

a. Ce théoréme ne s'applique pas si la suite U?? est définie par récurrence

b. On dit qu'une suite est stationnaire si elle est constante.

. 2. Ogé!aﬁuns

Les régles opératoires sur les limites de suites (somme, produit, quotient) sont
les mémes que pour les limites en -+ o0 d'une fonction.
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SUITES ARITHMETIQUES, SUITES GEOMETRIQUES

Suites arithmétiques

suites géométriques

Définition I' est appelé la raison de la q est appelé la raison de la suite
suite
n
. =U,+nr U,=U,xqg
Expression du Un=Up n—-o o
terme général | U, = Uk +(n- k)r U, =U, xq
U 1 ‘
Etablir que Un+1 'Un est | Etablir que S"" est un réel
Identification n

un réel indépendant de 7.

indépendant de n.

« Si q=1 : U est constante
e Si q<0 : U n'est pas monotone

e Si r>0 : U est croissante + Sj U{] >0
i 0<q<1 : S Croi
SEI'I.S . de| T I —— S!. 0<q<1 : U est décroissante
variation * Si q>1 : U est croissante
» Si r=0 : U est constante * S Uﬂ <0
* Si 0<q<1 : U est croissante
* 5/ g>1 : U est décroissante
= 5/ q<-1; imi
e Sir>0: limU,=+ « ; g Ras ae limie
*5i-1<q<1: limU,=0
. - Sf = ' i =
Limite e i r<0 : limU,=- u a=1: limU,=U,
e Siq>1
« 5i r=0 : limU,=U, Uy, > 0 alors limU,= + o
Uﬂ <0 alﬂrs IlmUn::: B
Convergence | U, convergesi r=0 U, converge si
-1<q<1 ousiq=1
La somme des 7 t
Somme de . ) NEE
termes consecutifs est egale au S 1ert 1-g nombre de termes
, i . = erme x ——
consécutifs produit par 17 de la demie 1-q
somme des termes extrémes
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METHODES PRATIQUES
M1 : Com

ment etudier les variations d’une suite ?
Pour etudier la monotonie d'une suite, on peut :

® Etudier les variations de f Si UH :f(??)

® Calculer puis comparer la différence Un

i Un a 0 et conclure.

_ U
® Calculer puis comparer le rapport —2+1 31 gt conclure,

x g n
(A utiliser dans les cas ot tous les termes de |3 suite sont positifs).

® Faire une demonstration par récurrence.

M2 : Comment faire une démonstration par récurrence ?

Pour démontrer qu’une propriété P., qui dépend d’un entier naturel n, est vrai
pour tout n, on peut proceder en trois étapes, comme suit *

Initialisation : Prouver que la propriété est vraie pour le terme initial {PO est vraie)

Transmission : Supposer que la propriété Pk est vraie pour tout entier k et ensuite

démontrer que la propriété Pk+1 est vraie.

Conclusion : Conclure alors : VA &€ N, Pn est vraie,

M3 : Comment représenter graphiquement une suite donnée
par une relation du type Urz+l =f(U,)?

- Représenter (Cf] la courbe de f

- Représenter (A) la premiére bissectrice des axes d’équation: ¥ = X.
- Placer UO sur I'axe (O1).

N "
Projeter verticalement Uosur(C'f), puis projeter le point obtenu

horizontalement sur (z}.)et enfin projeter ce nouveau point verticalement sur
(O1) : on obtient ainsi Ul‘

- Pour obtenir UZ' refaire ce méme processus avchl Et ainsi de suite...

V4 : Comment montrer qu’une suite est convergente ?

Pour montrer qu’une suite est convergente, on peut procéder comme suit :
* Calculer sa limite et montrer que cette limite existe et est finie.

® Montrer que la suite est croissante et majorée.

® Montrer que la suite est décroissante et minorée.
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EXERCICES RESOLUS

Représentation graphique d’une suite.

EXERCICE 1. h
Le plan étant muni d'un repere (O, [, J), re
les calculer, les termes d’indices 0abde

présenter sur 13 droite (Ol), et sans
chacune des suites nNUMErIQUES ci-

dessous :
Uy -6 V,=2 -
VneN, U,,,- U vneN, V. -—2V,+
Sens de variation d’une suite.
EXERCICE 2.

Les suites ci-dessous sont-elles croissantes, décroissantes ? Justifier.

2
(1) vneN*, U,=n?-2n+5 (2) VneN, U,=m -n%+n

UU =-1
(3) U.2+1
vneN, U, 4= nun

Calcul de limites.
EXERCICE 3.

Calculer la limite des suites {Un) définies sur N™ par:

1. Un:%{—é: % Un:‘3+%; 3 Un=|n[ nl)

n-+

Récurrence /Convergence / Suites bornées.
EXERCICE 4.

La suite (Un) définie par: VneN, U, =

] est-elle majorée, minorée,
bornées? Justifier.
EXERCICE 5.

et
Soit la suite (Up,)définie par : U, =1 et pour tout entier N, & oa® J3+Up

1. Démontrer par récurrence que,ona: Q < i 53
2. Démontrer que la suite (U,) est strictement croissante.

3. En déduire que (Un)est convergente,

—
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Suites arithmeétiques.
_EXERCICE 6.

Soit (Un)'la suite définie par Un =-4n+7/.

1. Montrer que (Un)est une suite arithmétique dont on déterminera le
premier terme et la raison.

2. En déduire les variations et la limite de (U ,).
3. Calculer Slola somme de ses 10 premiers termes.
Suites géomeétriques.

EXERCICE 1.

Montrer que chacune des suites ci-aprés est géométrique, et préciser sa

2n+1 [l 3n+1
raison : a. Uy, =(=4)"""" b. U, =27 x[%] ¢ Uy =(-1)" (2]

EXERCICE 8.

[

UD=0
idere la suite (U,,) définie par :
On considere la sui n : 2U 45
17U +4 Y.
. u.-1
1. On pose, pour tout entiern: V=10 )
pOSE P N~y 33

Montrer que (Vn) est une suite géomeétrique.
2. Exprimer V,, puisUp,, en fonction de n.
| EXERCICE 9.

U.=0
On consideére la suite (Vn) définie par :

1
Uppy =35Un+1 pourtoutneN

1. Calculer Ul , Lp"2 et U3.
Pour tout n élément de N ,on pose: vn=un—2.

2. a.Calculer VO , V1 et V2 .

b.Démontrer que (Vn)est une suite géométrique de raison
c.Exprimer V puis U en fonction den.
3.0npose: S, —V +V, -l— 4V, et T,=Uy+U, +- sl

Exprimer S_ en fonctmn den pmsdedulre T en fGﬂCllDﬂ den.

ra| —
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PROBLEMES DE SYNTHESE RESOLUS

EXERCICE 10. Bac A 1995. Session normale. =
ente de 40% chague anneée et cej

On suppose que la longueur d’un boa augm

pendant ses douze premiéres annees.
Sa longueur a la naissance est de dix centimetres.

a ha & {
Soit ,, sa longueur en centimatres au bout de 7 années (0 < n <12).

1. Calculer /I, et 1.
1 2
2. a. Expri I en fonctionde [ _,.
a. Exprimer il "

est une suite géométrique dont on précisera la

b. En déduire que ‘I”]HEN

raison.
c. Donner I'expression de Inen fonction de n.

3. Calculer, en métre, sa longueur au bout de dix années (on donnera un
arrondi d’ordre 2 du résultat).
4. A partir de quel 3ge aura- t- il dépassé un métre ?
c. Calculer |Iim S, et lim T
n—+oo " " n—tfoo N
EXERCICE 11. Bac D 2003

Soit a un nombre réel donné.
On consideére les suites U et U définies respectivement par:

3 U= _1 2
* Up=3 Uj=5 et ¥neN, U, ,=zla+|| U +(a—2)U,

e VneN, V, :Un+l U

1.On pose : a=1.
a. Démontrer que la suite (V) est constante et donner sa valeur.

b. En déduire que (U) est une suite arithmétique dont la raison est égale a 2.

c. On pose : SH :UO —I—Ul -+ ---|—UH_

Exprimer UH puis SFI en fonction de n,

2.0npose: a=-9.
= Bemonteragelaniite (Vf’?) est une suite géométrique dont la raison est 7.

b. Exprimer VI’I en fonction de n.

——

—
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c. Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, exprimer en fonction de n 1a somme
Tﬂoﬁ: TI’I:V +V. 4V ‘
0 1 n—l1

d. Exprimer UnUn en fonction de TH'
e. En déduire que la suite () est divergente.

EXERCICE 12, BAC D 1998. Session normale.

Soient les suites (G’n) et (b”) definies sur N par:

a,=1 bO=8
_2a,+b ot - a, +3b
ai?+1__—3_”_ bn—t—]: i 7 n

1. Calculer a, et bl'

2. Soit la suite (d”) définie sur N par: dn Zb” —a,
a. Démontrer que (dn) est une suite géométrique.

Déterminer le premier terme dg et la raison q.

b. En déduire une expression de d,, en fonction de 1.
Puis en déduire que : VneN, d,>0

c. Calculer la limite de la suite (dn).

d d
P n e R
3. a. Démontrer que, Vrnc N, a” 1—6.'” = et b” 1 bn- -5

En déduire les variations des suites a,,, et bn .

b. Démontrer que Vi & N*, ao <a, <bn <bﬂ

c. Déduire des questions 3.a et 3.b que les suites d, et bn sont
convergentes,

4. a. Déduire de la question 3.a. que :

V> 1, an—ao :% d0+dl +"‘+d,

7—1

b. Déduire la limite de la suite d}, puis celle de la suite b” i
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EXERCICE 13. BAC D 2000. Session de mn_lllacement.

On considére les suites U, e et ¥V, nENdEﬁmES par :

1. Calculer V{]

2. Démontrer que [Vn] est une suite géométrique de raison 2.
3. Exprimer V), en fonction de n.

4. Calculer la limite de (Vn].

5. Exprimer U, en fonction de V,, et en déduire la limite de (Un) e

6. Pour tout entier naturel n, oh pose :
S,=Vy+V+..+V _ et T,=UxUx..xU,
a. Démontrer que : 3, =r1—2”]1n2

\kn
g ESH

3

c. Exprimer 7, en fonction de n,

b. Justifier que : Tn =
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EXERCICE 14. Bac D 2003. Deuxidme session

uO =—4
On considére la suite numérique définie par: 1
U =-U_+3
ntl 4°H

1. Calculer Iil

2. Le plan est rapporté au repére orthnnbrmé (O, 1, J) (unité 2 cm).

a. Tracer les droites (D) et (A) d'équations respectives Y=Xx et y:lx+3

4
b. Utiliser (D) et (A) pour placerh‘o, ul , 'M‘z, H3, u4 sur I'axe des abscisses.

(On laissera les traits de construction en pointillés sur le dessin),

¢. Que peut-on conjecturer quant a la convergence de la suite u ?
3.a. Démontrer par récurrence que : Yne N. U, <4.

b. Démontrer que la suite u est strictement croissante.
C. La suite u est-elle convergente ? Justifier.

4. On pose : pour tout entier naturel n, Vy,=U, -4,

a. Démontrer que v est une suite géométrique.
Donner son premier terme et sa raison.

. —2
b. Démontrer que pour tout entier natureln, v,, =

R 4__1

c. Déterminer la limite de la suite v.
d. En déduire la limite de la suite u.
5. a. Exprimer #,, en fonction de n.

b. Trouver une valeur de I'entier naturel k telle que :

, -4|<10—10.
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EXERCICES DE PERFECTIONNEMENT

Représentation graphique d'une suite.
EXERCICE 1.

Représenter graphiquement sur la droite (Ol) les termes de la suite (Un)
définie par:

UO —3 ) Uo =—2
1. : - 1

VneN, U, =3U,-2 vneN, Un+1_-§Un+1

Sens de variation d’une suite.
EXERCICE 2.

Etudier le sens de variation des suites (U ) définies sur N par:

n 3n-1 . _en
LU, =—=; 2 U, = S 1 ;3.U,=n—-In(1+n); a. Uﬂ“}"ﬁ

Calcul de limites,
EXERCICE 3.

Calculer la limite des suites (U ) définies sur N* par:

WM. L. FEW, s,

_ N 1 ell +2
n=5-—1+ n=Jme 3. Un.-ln(1+ﬁ) 4. U, = =
3
3n2 -1 sm(n )
5. Uy =—"—=;6.U,=_1 1 U, _cos( =
(2n +1)° an +1 2 & Uy n+1

EXERCICE 4.

Calculer la limite des suites (Un) définies sur N™ par -

Infnzj a2n+3

5 3, = : =
3 38 M= s 1 8 Ul ~&

!n(4n] _
1L~ n(3n) ° j % U=

(Inn)
5. —J4+né¢—J1+n? 6.U, _yn? +”“‘\‘”2
'J I
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Récurrence / Suites hornées / Convergence.
EXERCICE 3.

Etudier la convergence de Ia suite (Un)définie par :

1 Un 2+3n. 2.Un:~4n+5; 3. U l"12+1'Er
EXERCICE b,

Soit la suite (Un)déﬁnie par : U =0et U Yn

o = =2+ L 2
1. Démontrer, par récurrence, que pour tout n Nz2ona: 2< U, <4
2. Prouver que la suite (U ) est strictement croissante.

3. En déduire que (Un)est convergente.

“EXERCICE T.

Soit la suite (Un)déﬁnie par : UU =0 et Un+‘l = m

1. Démontrer par récurrence que, pour tout entier Nona:0< Un &2
2. Prouver que la suite (Un) est strictement croissante.

3. En déduire que (Un)est convergente,

E@_RC[CEE

Soit la suite (Un)définie par : UD =0 et U %Un +1

1. Representer graphiquement sur la dronte [OI] les 6 premiers termes de la
suite (Un).

2. Démontrer que pour tout entier 1, (Un) est bornée.

3. Demontrer que la suite (Un) est croissante.

4. En déduire que (Un)est convergente.

EXERCICE 9,
Soit la suite (Un]définie sur N™ par: U, = i 22)
(n+1)
1. Démontrer que, pour tout entier naturel 17, ona: 0 <U, <1
2. Etudier le sens de variation de la 5uite(Un).

3. En déduire que (Un)est convergente.

4. Déterminer |lim U
-+ n
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Suites arithmeétiques.
_EXERCICE 10.

1. Soit (U )Ia suite définie par U, =30+ 1: o
suite arithmétique dont on déterminera le

a. Montrer que (Un)est une

premier terme et la raison.
b. En déduire les variations et la limite de (Un).

c. Calculer Slola somme de ses 10 premiers termes.

2. Répondre aux mémes questions précédentes avec la suite definie par

v, --4n+1 _ .
3. Repondre aux mémes questions précédentes avec la suite définie par
3

EXERCICE 11.
Soit la suite arithmétique (Un) de raison —2 et telle que Uy 4 = 25.

Calculer U5Uet 51{} la somme de ses 10 premiers termes.

EXERCICE E!
Soit la suite arithmétique (Un) telle que : u12 =13 et UZG =25.

1. Calculer la raison r et le premier terme et UO
2. Calculer S, , la somme de ses 10 premiers termes.

EXERCICE 13.

Soit la suite arithmétique (Un) dont les termes vérifient :

SS=U1+U2+ U5=456t ngﬁ
1. Calculer ret u

1
2. Trouver N tel que Sn =66

EXERCICE 14.

UO:'I

On considére la suite (Un) définie par : 3
U, =-,’2+[U,,) pour n=0

1. Montrer que la suite(Vn), définie par Vn =(£_)‘§,..')2
arithmétique.
2. Ecrire une expression V,en fonction de n.

3. En déduire une expression de Unen fonction de n.

est une suite
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Suites géometriques.
EXERCICE 15.

1. Soit (Un)la suite définie par: U, =2 x5,

a. Montrer que (Un)est une suite gécmétrique.

Déterminer le premier terme et |a raison.

b. En déduire les variations et la limite de (Un).
c. Calculer Sl{]la somme de ses 10 premiers termes.

2. Répor};:lre aux questions précédéntes avec la suite définie par
1
Vn:[g X (-5)

3. Répondre aux questions précédentes avec la suite définie par Wn =5N
_EXERCICE 16.

Soit la suite géométrique (Vn) de raison % et telle que V8 =
Calculer V5pet S10 la somme de ses 10 premiers termes.

"EXERCICE 17,

ool W

. : : - i 2
Soit |a suite arithmétique (Un) telle que : Uy = 3 et Ug =35
1. Calculer la raison g et le premier terme et Uy

2 CalculerSlO la somme de ses 10 premiers termes.
EXERCICE 18.

Soit la suite arithmétique {Un) dont les termes vérifient :
uy =54 et u, =16

1. Calculer la raison q -
2. Calculer S6 la somme de ses six premiers termes.
_EXERCICE 19.

Soit (Uﬂ) la suite définie par: U1 =% et Un+1 :[%}UH pour nz=0
. - : - U .

1. Calculer UZ’ U3, U4, US at 6

2. Montrer que la suite de terme général Vn=7;1 est une suite
géomeétrique.

3. En déduire les expressions des suites V/,, et U, en fonction de 7.
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Les suites dans des situations pratiques.
EXERCICE 20.

Le prix d'un certain matériel baisse, de facon "éBU”é"_Er chaque année de 15%,

Le prix d'achat de celui-ci, & l'etat neuf, était de 120 GETO francs,
1. Quel sera son prix aprés un an d'utilisation ? Apres 4 ans ? Ap_reslf? ans ?
2. Au bout de combien d'années la cote de ce matériel sera-t-elle inférieure
30000 francs ?

_EXERCICE 21. BAC K 1993 Remplacement.

Les calculs seront arrondis a leur partie entiere.

Une librairie ouvre sa boutique en 1992 avec 1500 livres dans ses rayons.

Elle augmentera son stock de 10% chaque année par rapport au stock de
'année précédente.

1. En appelantSnle stock de cette librairie la n-iéme aprés l'ouverture,

démontrer que la suite (Sn)est une suite géométrique dont on donnera la
raison q.
2. Calculer le stock 3'6 de cette librairie la sixi@me, aprés |'ouverture.

3. Au bout de combien d’années, dans ces conditions, le stock dépassera-t-il le

double du stock initial SU?

EXERCICE 22. Extrait du Bac A 1997, Session de remplacement

Le tableau ci-dessous représente la production en tonnes de cacao de
Monsieur Yapi.

Année , 1994 1995 1996
Production en tonnes 2,8 3,1 34

1. Démontrer que pendant ces 3 années, 'augmentation de |a production a
été constante.

2. On suppose que "augmentation de la production reste constante.
On note : UD la production de cacao en 1994 : Ul la production de cacao

aprés une année, U, la production de cacao aprés 1 années
Justifier que : Un =2,8+0,3n.

3. Quelle sera la production de cacao de Monsieur Yapi :
a. en 1997

b. aprés 9 années (en I'an 2003) ?
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PROBLEMES DE SYNTHESE
EXERCICE 23. BAC BLANC 2002. LYCEE MUNICIPAL D’ABOBO

U est une suite numérique définie par: VneN, U, = e2”+1

1. a. Démontrer que la suite U est une suite géométrique dont on précisera la
raison et le premier terme.
b. En déduire la convergence de U.

2. Soﬁndemgne la somme : U0 +U1 +U2 AR———

a. Exprimer SO &N fonction de N.

b. Démontrer que lim SD = + 060

E

c. Déterminer la valeur minimale de ¥ pour que: SO i > ] 06

(1

3.V est une suite numérique définie par: VneN. V,, =In U,

a. Démontrer que V est une suite arithmétique. Préciser le premier terme et la
raison.

b, Exprimer la somme S telle que : S = VO +VI +V, +---+V,, en fonction

de n.
c. Exprimer le produit P, tel que: P, =U0.Ul.U2. ------ U,,, en fonction de /1.

d. Trouver n pour que : £, = el 00
EXERCICE 24.
On considére la suite numérique U définie par :

o _2u”+6
UU-—?et VneN, Un+1_ ;

1. Calculer Ul; U2 et U3
2. Soit V la suite numérique définie par: Vne N, Vn =U, —2.

a. Démontrer que V est une suite géométrique. Préciser la raison et le premier
terme.

b. Exprimer V,,en fonction de 7
c. Déterminer la limite de V),

Ie)
d. En déduire que Un =, i;‘-l + 2

e. Quelle est la limite de la suite U ? -
- LX b)
3.50it £ la fonction définie sur |O;+oo{ par : f(x)=="g—

(C) désigne la courbe représentative de [ dans le plan rapporté au repére

orthonormé (0, |, J). L'unité graphique est 2 cm.
a. Tracer la courbe (C) et de la droite (D) d’équation y = X. ’
b. Utiliser (C) et (D) pour construire UU; U, U2 et U3 sur I'axe (Ol).

—

—
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EXERCICE 25.
1. On considére la suite U,, définie par:

- . = =
U1-—4 et YneN*, Un+1 2Un
On définit, pour tout entier naturel non nul £, une suite V,, par:
Vann—I.

a. Démontrer V,, que est une suite géométrique de raison 2 et en déterminer

le premier terme. | _
b. En déduire les variations et la limite de la suite (V)

c. Exprimer V), en fonctionde n nelN* .
d. Justifier que, pour tout entier naturel non nul »2,U :3><2n_1 +1
e. Calculer le treizieme terme de la suite Un .
2.a.0npose: VneN, S, =V +V,+-+V,
Exprimer §,, en fonction de 1.
b.On pose: VneN*, T, =U] +U2 +---+U,
Justifier que : T,, =S, +n
c. En déduire que 7,, =3x (27 - 1)+
d. Calcule la somme des treize premiers termes de la suite U}, .
EXERCICE 26.

Soit |a it fini : =§, tout
sui e3 dz:mle U, neN  PAT Ul > et pour
_I_.
= n
n>1, U, R
1. Calculer U2 et U3

2.lasuite U, est-elle arithmétique ? Géométrique ? Justifier votre réponse.
3. Pour tout entier naturel #>>1, on pose : V,=3-U,

: : e . I
a. Montrer que la suite ¥, est une suite géométrique de raison —z-dont on

déterminera le premier terme,
b. Calculer la limite de la suite Vo s

c. Exprimer ¥, en fonction de #7.
d. En déduire I'expression de UH en fonction de »7.
e. Calculer la limite de la suijte Un

I
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IXERCICE 21. BAC D 1996 REMPLACEMENT.
_EXERCICE

Spit & un nombre reel.

i ite définie sur N par: a. = ey
Soikia sult (a”) P g =cuet T l1+a,
On veut étudier la suite (an) pour =2, puis pour ¢ = —%.

1.0n pose x=2.
On étudie alors la suite (@,), a termes positifs, telle que:

2
a[] =2 et an+l m].;.—gn
d,. —1
it ite (W.,) définie par:Vne N, o ol
Soit la suite (W),,) définie par :Vn Wy, 2, 2

a. Démontrer que la suite {w”)est une suite géometrique de raison —% et

calculer sa limite éventuelle.
b. En déduire I'expression de a, en fonction de W,,, puis calculer la limite de

la suite (a”) .

|
2.0npose X =—-—
. 3
1
On étudie alors la suite (an) telle que: a{):_ﬁ et
VneN, a =1
n+l 4+4a,
L i l
a. Demontrer par récurrence que : VneN, dy I_T'Z"
- » Ly L - . 1
b. On considére la suite (V,,) définie par:VREN, v, = I

Démontrer que la suite V,, estune suite arithmeétique de raison 2 et calculer

le premier terme V.. .

0
C. Exprimer ‘v’n en fonction de n.

d. YneN. exprimer d,, en en fonction de V,, puis en déduire 'expression de
d,, en fonction de 7.

e. En déduire la limite de la suite (ﬂn)-

[ —
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EIEHCICE 28. BAC D 1994 SESSION DE REMPLACEMENT.
plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, [, J).

V3

S est la similitude directe de centre O, de rapportTet d’angre%.

f estI'application complexe associée a S.
1. Déterminer I'expression de f(z)en fonction du nombre complexe Z .

2.0npose Z;=1—/ et z, :f[zo).
a. Ecrire Z, sous sa forme trigonométrique.

b. Calculer le module r, de z, et déterminer un argument 01 de z,.
3.0npose: VREN, z,=r,[cosl,+isinb,

6, désigne un argument de Z, et I'n son module.
On considére la suite (Zz,) , définie par: zU=l—f et

=134i3

VneN, Bt ™
a. Préciser la nature de cette suite et en donner les caractéristiques.

b. Calculer z,, en fonction de N.

c. Calculer ret ¢, en fonctionde 1.

d. Préciser la nature de chacune des suites (rn)et (En] et les caractériser.

_EXERCICE 29. BAC BLANC 2009. LYCEE MUNICIPAL 1 D’ATTECOUBE.

Zfr-l

Soit une suite numérique définie par: . =2 et VHG N, u =
0 n+l " 2u,—1

1. Démontrer, par récurrence que : VREN, Uy, >1
2. On considére les suites vV, et W, telles:

vneN, v, Uy -1

2 etw,=In Vy
a. Démontrer que VnEN, v, >0
b. Démontrer que (W, )est une suite géométrique.
Préciser le premier terme WO et la raisong.

c. Exprimer W, puis V,, en fonction de 1.

b. Calculer la limite de la suite U,

3. a. Justifier que u), =
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EXERCICE 30.

On considére la suite (i,,)définie sur N par: u =3 =
e u( r;)u par: Uy =€ et U =efil,
LU, e
1. Calculer |4y Uy 4
2.0npose V,, = Inu, —2
a. Démontrer que V,, estune suite géométrique.

Préciser sa raison et calculer V. .

0
b. En déduire une expression de V,, , puis de U,, en fonction de 71.
3. En déduire la somme .S, =V, +V +oee +v,

4. Calculer lim Vv, ,et lim U
n—4nc N o4 N

EXERCICE 31.

2
U, 1 =4u,,

1. Calculer Hz. HB' u4 et HS (donner les résultats sous la forme 2“}
2.0n pose V,, :11"1(?/15”)-1114
a. Démontrer que (V,,) estune suite géometrique.

On considére la suite (24,,)définie sur N* par : ul =1 &t

Préciser sa raison et calculer V, .

1
b. En déduire une expression de V,, , puis de U, en fonctionde .
3. Calculer i v, et lhm U
n—lm]m =g 1
4. Pour quelles valeurs de /7, a-t-on : U, > 57
3. Calculer la somme S, = V) Ve +V,
EXERCICE 32.

1
Soit la suite (14,,)définie sur N par: 24, =0 et U, =Up+>p

On considére la suite (V,,)definie sur N, par: Vy Iun—t-l - U, (1)
1. Démontrer que (V,,;) est une suite géométrique.

Préciser la raison et le premier terme.

2. En déduire la somme Sn — VO —t—Vl e =l +Vy

3. a. Utiliser la relation (1} pour trouver une autre expression de Sn
b. En déduire une expression de U,, en fonction de N.

4. Calculer lim U,
n— 4o
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EXERCICE 33.
On considere la suite (2¢,,) définie sur Npar:

Uy =0; u, =1let U, 5= ?‘u”H +8un

1. Soit la suite W,, définie sur N par W, :un-l-l

+U,,

a. Démontrer que W,, est geomeétrique.

En déterminer la raison { et le premier terme WU.

b. En déduire une expression de W,, en fonction de 1.

n
2.onpose V= —1 U, et ], :Vn+1

= v?’i'
Exprimer /,, en fonction de W,,.
3. a. Exprimer V,,, puis U, en fonction de 1N

(On pourra calculer de 2 maniéres la somme fU +l’l +m+!n—l )

ty

b. Déterminer lim L
n—+o00 8§

EXERCICE 34.

1
Soit la suite (u”) définie sur Npar : Ifo =0 et H”+] =§Hn -3
1. On considére la suite [v”)définie sur Npar vV, =HH+6

a. Démontrer que (V,,) est une suite géométrigue a termes positifs.

b. Calculer |la somme Sn = 1’0 +Vl +...+v” en fonction de }1.

c. En déduire la somme S'n =u0 +H| +---+H” en fonction de A1.

¢ " * a Sl
d. Déterminer n—]}Tm Sn et H_IJTDO #
2. On définit la suite (wy,)par: YREN, w, =Inv,

a. prouver que (wn)est une suite arithmétique.

b. Calculer |la somme S"” = WO + WI N Wn en fonction de 7.

2 ; . S"
c. Déterminer lim 4
n— + co

3. a. Calculer le produit PH =VO.V1-M.IV” en fonction de 1

b. Déterminer _ lim PH
H— -+ U

—
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On considere la suite (U, ) définie sur N par :

|
Uy =k 1y =T, 142 =3 M T )

1. Soit la suite (W ]defmle Sur N* par W, =U,~U
n—I

a. Démontrer que (W), est une suite géométrique.
b. En déduire sa convergence.

2. a. Calculer la somme Sn =W, +W, +...+ W, en fonctionde 1.

1 2

b. En déduire : n-—lr'ir-lll - Uy,

EXERCICE 36.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (0, |, J).
(unité 2 cm).
On donne A(2i), A; milieu de [AcA":].
Plus généralement, si A, est le point d’affixe Z,, on désigne par A’, le point
d’affixe iz, et par An.ile milieu de [AnA'na].
Onnote: |z, \_ p, et arg(z,)=0,
1. Déterminer les affixes des points An s A0 ALLAL A A, As,
Placer ces points.
2. Calculer p,. py, 2, p;3insi que 0o, 61,6, 6

3. Exprimer z - en fonction de Z,, eten déduire Z, en fonctionde 1.
n

4. Exprimer p,, et 6, en fonctionden.
5. Déterminer la limite de (p,) ; interpréter le résultat.
6. Comparer les modules et arguments de Zet z |

1 ;
i _EAH—IA” ’

a. Exprimer 4, A [ en fonction de n.

b. Déterminer la longueur I,de la ligne brisée AOA Ay A,.

c. Déterminer la limite de (l,).

7. Prouver que A, A4
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CORRECTION DES EXERCICES

EXERCICE 1. Représentation des termes des suites (Un) et (Vn)'

U, -6

VneN, U, -0,

Soit [ la fonction associée a la suite (Un) définie par f(x)= 2.1’

¥
-
&t

.

T
...... 2 -
P g

- i
.’-f' e .....1
-

- R P
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V.-2
VHE N1. VH-M = _2Vn +5

soit g la fonction associée a la suite (/)

-\

b.

¥

définie par g(x)=—2x+5

EXERCICE 2. Etudions les variations des suites suivantes :

1. Etudions le signe de Un+1 -U,

n2-2n+5=2n-1

n+1-
VnEN*: Un'1'Un—_—2n"‘1>D = Un+1ﬂUn>0

Donc la suite (U,) est une suite croissante.
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2. Etudions le signe de Un+1 ‘Un

U .4-Un ={{n+1)3 —(n+ ) +(n +1)}-—(n3 -n2+n)=3n%+n+1

" —13n2
vneN*, U ., U,=3n +n+1>0 = U, , U,>0

Par conséquent, |a suite (Un )est croissante.

3. Etudions le signe de Un+1 —Un

2 2 2
U.<+1 u<+1—-U

v .-y =0__"-y,=-10 17Up"_ 1 o
n+1 n U, n U, U,

car (U n) est une suite a valeurs négatives.

Par conséquent, la suite (U }est décroissante.

Calcul de limites.
EXERCICE 3. Calcul de la limite des suites (U ) définies sur N*.

1. Up=222 On pose: f(x)_x+é

'_',."‘J_‘ f(x)le—imao;té:x&rgm%ﬂ = x'L.TmUn=1
2. Unz\/g-l-—% On pose: f(x)= 3+%
xﬂz»moof(x)=x£>mm 3+%=‘E = xi@wuﬂ:ﬁ
3. U,-= |n[n”1) On pose: f(x):ln[x‘f_l]

- X -
— = = =U
Jim, 00 = Jim (%) =m1=0 = i, Uy

EXERCICE 4.

i) 1
Un=527 *11n+1

1 1
> < <le— 1<—_{D
vneN, nEO@n+1_1@0_n+1_ A=

11— 140 0<1- <1
n+1 1
vnelN, 0<U,<1. Doncla suite U/, estminorée par 0 et majorée par 1.

Par conséquent, la suite (Un)est bornée par 0 et 1.
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E(:Ilﬂﬂc—u U, est définie par: U

=1 et pour tout entier n,
U .= 3+L‘n
| J_._'

1. Démontrons par récurrence que,ona: 0 < bl 3

o Initialisation

Uo -1 = 0< UD <3 la propriété est vraie a I'ordre 0,
e Transmission

on suppose que:Yk e N, 0< Uk <3

0<U <3 & 3+0<3+U, <343 & 3<3+U, <6

@B§f3+uk£v’§ @\EEUKH <6
@Ogﬁsuk <J6<3<0<U . <3
+1 k+1

« Conclusion
vneN, 0<U,<3
2. Démontrons que la suite [Un) est strictement croissante.

On note P, la propriété: "vne N, U Sl

n+1
Montrons par récurrence que:U_ ., > U,
o Initialisation
Up=1 ; U=2 = U, >U, la propriété est vraie a l'ordre 0.
e Transmission
0 ~

N suppose que: vk € N, Uk+1

U
Ui > e3+U, >3+U & B+U ;> 3+U, @ U > >%n
¢ Conclusion

\ : | i roissante.
Lo Un+1 # Un donc Qn )ast strictement C

::Uk

3.En déduisons que (U, )est convergente.

{U,,) est croissante et majorée par 3 donc (Un)est convergente.
1. Montrons que (U,,) est une suite arithmetique.

itk =<4 np+1 +7= _4n—-447=-4n+3
o T
U”‘*'l Uy, -4n+3- -4n+7 = _an+3+4n-7
indé de n.
U” r1 U, = - 4 qui est une constante indépendante
Un est donc une suite arithmétique de raison I =~ 4
€l de premier terme Ug =— 4x0+7="7

i
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2. En déduisons les variations et la limite de (Un}

U,, estune suite arithmetique.
r-—-4<0 = U, eststrictement décroissante.
—4<0 = limU, =—oC
3 Calcul de S la somme des 10 premiers termes.
5 nombre de termes X demie somme des termes extrémes.
U 7+ -29 _ "27'2——110

U
Donc S, , =10 w0 "9 —10X

EXERCICE 1.
Montrons que les suites suivantes sont géomeétriques :

2n+1
a U, =(-4]"
2n+11+1 4 2n+2+1 4 2n+3
s - = 243 = 2l _ 42 e
U, 4 2n+l 4 2n+1 4 2n+l

est une suite
Un)

L/ ‘
a+1 — 16 qui est une constante indépendante de n donc |

n
géomeétrique de raison 16.
n+1
¥ ‘!
_on f1
b. U, =2 xbj
=11 n+2 n+2
1 1 2”—*—1 1 Il'1 i = @
Un” 2 » 3 3 | 2:14-1 : ) __2n+1—-n\<'_ nv2 n+1
7/ = A+ 1 a+1 !
Y 2”><'1}n 27 ] 2 [1}
i3 3 3
o5 o (1.2 . -
N+l _2x §J= £ gui est une constante indépendante de n donc (Un)est une
n %
. i i i 3 2
suite géométrique de raison 3
Edition 2015
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o n 3n+1 .
¢ U, =(-1)" x(2)
n+1 3n+1H
B =1 #& e g il g i
U,, _111}(23J7+I - —l”x23”+t
n+1 3n+4
Un-- - =} y — ';H—ll_-—n E3”+4|“‘!3”+[! 3
U, " 23n+l_ X 2 = —Ix2
Um-‘i (53 - -
U =—L2 ] qui est une constante independante de n donc (Un)E'ST une

suite géométrique de raison—[23]= -8.

EXERCICE 8.

U, =0

7, _2U,+3 Yoe Y=g 13
1 n

w44

1. Montrons que (I/,;) est une suite géométrique.

Exprimons le en fonction de V.
2U, +3 1 U, +3-U,-4 U, -1

V ___Un_1_1_ U, +4 _ U, +4 U, +4
LT +3 W, +3 20, +3-3U, =12~ 5U, +15

i+ u'n-p-a'+ U, +4 U +4
V :Un_lx U”+4 = Un_.l :_Eﬂ;-l—_‘—_.lx Un_l —_-lxvn
n~1-0 +4 5U,+15 SU,+15 5U,+3 3 U +3 5

¥ bl V 1 1 a # & - " 1
D'ou =2+ - _donc (I/n) est une suite géométrique de raison .

V., 5
2. Exprimons I/, en fonction de n.
i 1 (1)
T R W 1 V. e Vn:Vo"‘?n"‘g"[g]

0" y,+3 0+3 3.

Exprimons Un en fonction de n.

n".‘
3%V, +1
SU, V%l =3xVy+1 2, 1=V, =3xVp+1 = U”:____I—Vn
gdition 2015
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1 (1) n
Ix|-_x +1 1
o 1 (1) 3xV, - 1 i ] ‘[_5} -1
r [ = X d U, = e
3 1-Y L2 i 1 (1)
1-|- Y[ 1+ - x
3 |5 3 15
i -1-57
i e - =--1--5”x s 5 1+50  1.8°
773+ 1 1+3x5" 5" 1+3x5"7 57 143x57 1-3x5"
3% 5" ch .
EXERCICE 9.
1. Calculons Ul , U2 et U3.
1 _1 _
UI—fUD-%-l—-jXU—{—l—I
Ty iy e g B 2 B
U2—2-U1+1_2><1+1 2+1 2+2 5
il 1.3 _3 _3.,4_17
US—EUZ-i—l—fXE-I—l—E-J-l—E—FH——Z

2. a. Calculer VO, Vl et VZ.
V. =U. —-2=0-—-2=-2

0O 0

Cu 73 2.3_4__1
V,=U, —2=5-2=5"5="3

, " ; e : l
b.Démontrons que [Vn]est une suite géométrique de raison 5

v, =U, —2

vn+1—un+1 2 zun +1-2 5Un 1 2|Un 2| 2vn
V
—1 nil1_1
Vo41=3 = Vi, 2
donc [Vn j estunesuitegéométriquederaison q= %
et premierterme V,=—2
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¢.Exprimons Vn puis Uﬂ en fonction den.

lﬂ
_V.xg"=—2x|1
" Voxq x‘zl
ln
5 +2
3.0n pose: Sn=V0+V1+'--+Vn et Tn:UO-|-U1_|_..._|_Un

a.Exprimons Sn en fonction den.

Vn:Un—Z — Un:Vn+2:—2X

|V’n ] est une suite géomeétrique

__~nhombredetermes _~An+1
S =1erterme><.1 q 17 xL_B_t-
n 1—qg 0O 1-¢g
1—[%]n+1 1_l%]n+1 | _1n+1
e ) — :_4 i —_ -
5, =—2x * 2x—12 1 |2
2 2 |

b. En déduisons Tn en fonction den.

Vn:Un -2 = Un=2—|—Vn

Tn=U0+U1+“'—I-Un

m:pﬂbhp+%ﬁm+p+wﬂ 5

Tn= 242+...4+2 +V0+V1+"'+Vn:—‘2 n+1 -+ ri
l n—+1;

1— 1 !

T,=2n+1-—4x = [

2

c. Calculons im S, et lim T
n—+oo N~ n—+oo

n+1

lim 11 —0 donc _ lim S,=—4(1-0)=—4
n—>+00

N——4o00|2

)
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— im 20h+1)= Im 2n=+4~
o lim  Tp=+4oc car i 2 ) M s
| n—f—lf
et lim —4><;|1—.:L =—4
n— -0 - |

EXERCICE 10.
1. Calculons II et f2.

IO=lOc:m

_ 40 , _ _{
1]..10+40%f fo+10010 10+0,410 {1+0,4}10
11—14]0"‘14><10—14cn?
I,=1+40%I, =1, +i9_1 =1 +0,41 _[’1+(1,4J1I

100
12 =141 =1,4x14=19,6 cm

2. a. Exprimons [ en fonction de f )
e n+l

=1,+40%71,=1, +40; =1 +0,41, =(1+0,4)1,,

“ 100~

r+1
=1,4/
jH+l v

b. En déduisons que |!” JHGEN est une suite géométrique.

i
=1,4/, = ntl=14
JJrM+] L I,
donc (I, | estunesuite géoméiriquederaison q=1,4
et premierterme [ 0= 10cm

c. Donnons 'expression de Inen fonction de 1.

1,=1 xg" =]0><(l.4]”

0
3. Calculons, en métre, sa longueur au bout de dix années.
10 .
I n=10x%(1.4) " =289.25cm  soif =2,89m
10 l 0o -
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4, Déterminons a partir de quel 3ge le boa aura dépassé un meétre.

Il s'agit de résoudrel'inéguation: 1,,>100  (car 1m=100cm)
1,,>100 & 10x(1,4)">100< (1,4)">10 < In(L4)">Inl0

& nln(l 4)>ln10 & n>1:]1}10) o n>6,84

& n=T
Le boa aura dépasse 1 m a partir de 7 ans.

EXERCICE 11. Bac D 2003
1.Onpose: a=1.
a. Démontrons que la suite (V)est'constante et donner sa valeur.

Ona: V,,=U,,-U,,, or U, ,=2U ,-U,
donc Vn+1—2Un+1—U -l a=U . —U;=V,

V, .=V, VneN, donc(V)estconstante
La suite \7) est constante donc

VneN, V _,=V,=V, =U,—U,=2
b. En déduisons que (U) est une suite arithmétique de raison r = 2.
ona: VneN, V,=U,. ,—U, or V,=2
d'ou: unH U,=2
U est donc une suite arithmétique de raison 2 et de premier terme U =3.

c.Onpose: S =U0+U1+ —I—Un.

Exprimons U en fonction de n. _
U estune su:te arithmétique de raisonr =2 et de premier terme UO —3

ponc : Uy =Uy+nr=3+2n.

Exprimons 5 en fonction de 1.
n+1) premiers termes de |a suite arithmétique U .

-

Sndemgne la somme des |
UO_;UH =(n—|-1)><3_—|__'?_’i2_n:{n+1)x(3_|_n)

Donc S, =(n+1)x )
2.0n pose : a=—3.

a. Démontrons que V), estune suite géométrique de raison g=7.
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v

Montrons que le rapport —f/& est égala 7.

n
v,=U_.,—U,

n+1
Vo1 =U,, —U,,, avec U, = 8U, 11— Uy

Vn+1 = 8Un+1 _ 7Un N Un+1 = 7Un+1 — ?Uﬂ = 7I(Un+1 _U”) = 7V”
Vn+1 2=
V, =

Donc Vn est une suite géométrique de raison g=7.

b. Exprimons Vn en fonction de n.

/' est une suite géométrique de raison g =7 et de premier terme VO =7,
- gl - n
c. Exprimons en fonctionden, T,.=V_ +V, +---+V :
" n—'0" "1 n—1

Tn désigne la somme des n premiers termes de la suite géométrique V .

1—¢g" 1-77 1-7" N-1_7"-1
= = =] =2% =¥ =
Donc T,=V,x 1-g 2X i = 3 3 d
Exprimons Un en fonction de Tn .
Ona: V,=U,_,—U,
D'ou: V,=U; Y,
V1 =U2 ——U1
V,=U;-U,
V,=U,—-U,
Vi =Us—U,
VotV +V,+...+V _, =U,—U,
Donc U,—-U,=T,
Onendéduit: YneN,U,=U,+T,=3+T,
TOP CHRONO Mathématiques BAC D Edition 2015—_
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e. En déduire que la suite U est diverg‘:::e.

. . o 7”_1__
Ona: n-hmxTﬂ'nﬂmm e

Donc nll“ll'lf\_un———nll_q‘ij-i—Tn):n_IiT%Tn:_g_%
Alors Udivergevers+nc
EXERCICE 12. BAC D 1998. Session normale.

2 =
1. q = 2405 + g _2x1+8 10 a b= a, + 38, _14+3x8 25
3 3 3 s 4 4 4
2. a. Soit la suite (d/,) définie sur N par: d,=b,-aq,
= =b g -a,,= = :3})” -2 3+bﬁ - I; e 154’)"

_3a, +9b,-8a, -4b, —5Sa, +5h, 5b,—5a, 3 B~k
12 ' 12 - 12 12

2 3
= E ”"n —a, = Efin ,
Donc (d,) est une suite géométrique de premier terme d,=h,-a,=8-1=7
et de raison q:%.

b. (¢, ) est une suite géométrique de premier terme d, = 7et de raison g = 3

12
5\
= d. —g'"xd, - [; x7
n=9 *% " |13
n 5 V7
d, =|2] x7>0 vneN car 7>0 et [Z| >0
LI ) 12
t.—lf::q:%{l = limd, =0.
_ 2a,+Db, _2a,+b,  _ 2a,+h,—3a, i b, —a, _ d,,
3-a. a_, e B~y =15y = 7 3 3
a, +3b, . _ay+3b, ., ay+3b,-4b, b, ta, —d,
bn-!-l = ———4 = b”‘f'] f}'” = ————-4 by, 4 1 1

En déduisons les variations des suites (g, ) et (5, ).

a . —dy, :c—f”- or on a montré que d,>0 = a -a,>0 Veel

n+-1 3
ao |~ Un>0 = dy est strictement croissante.
ey, y J )

-0, =— i > : ) -0, <0 VnelN.
{J”H b,y = 4 Oor ona montré que d, >0 = el — O e
b —bh, <0 = b, eststrictement décroissante.
n+l n n
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b. Démontrons que : VneEN*, ¢, < ¢, < b,< b,

a,, esl strictement croissante = Vne N, (y < dy, |

;’:” est strictement décroissante = VYne N, !:c” < bo 2
d,>0 = h” —a, >0 = h.n >a, & a, -c:bn 3
e g8 A8 a <:a”~r:h” {ho

c. Déduisons de 3-a. et 3-b. que les suites ‘an) et (b”) sont convergentes.

dy <y, <b,, «::b{} = a, {bo = a, estmajorée par b(]

De plus.  a,, eststrictement croissante

a,, eststrictement croissante et majorée par h{) donc a, estconvergente.

a,<a,<b,<b, = a,<b, = b, estminoréepar q,

De plus, b, eststrictement décroissante

by, eststrictement décroissante et minorée par @, donc  §, est convergente.

4.a. Déduisons de la question 3-a. que : Vn>I. a, -, _-% d[} -f-dl sesmip ] |

d
i e i
CJ'I (fU-- 3
+ dl
(.'z-filz-j*
+*
ad, —a —f’—l
3 2T 3
: 7
¢
_ -
H” —ﬂ”_l = 3

I
Uy =ty = '3‘(“’.[) +d’l + ---+c!'”_|)

b. Déduisons la limite de la suite (a”) puis celle de la suite (bf?)'

- - ¥ . . . 5

(d”) est une suite géométrique de premier terme dﬂ =7etde raison ¢ = B
L]
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n
[— 2
% £
_ g =g (5) _
d0+dl+d2+ +-+dn =d x 5 =7 x

0 1—g 12 3
5 5
n n
a5l (2) 35,0, (2
—7x§xl [SJ =11 [E]
a,-a ﬁl(d - J—
=Gy =3 do+dj+dy e + —I)
Fl
l 2
z"an=§(d0+d1+d2+ ------ +dn_1J+an=%-x§3§x[l—(§] }LQO

n
35 [ (2

) L N/
lima,, —IlmJ5 [l—[g] }H_E +1= 35+9 _44 car lim[%J =

9 9 9 9
On a: d,=b,-a, > b,=d,+q,
limbn=lima7,,,+linu:1'M or limdn:(] =" iimbn=lima”=%
EXERCICE 13.
1, _m[guo] In 3> %]—In[%]:—lnfl

" 2. Démontrons que (Vn J est une suite géométrique de raison 2.

2
3 3.3+ 2| _1ll3 el

Ve, =[n{EU”]:> I/'”_J_1 = ln[zUnH] -EM§ U, |=In {2(1‘4 lrzln EU""
V 2]n[3Un]

ntl =2 = V,, estunesuite géométrique de raison 2.

V BU ]

n In

2
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3. Expression de Vﬁ. en fonction de n,

V,, estune suite géométrique de raison 2.

L'expression du terme général de la suite Vn est donc:

V

— Y Ay _1ny — N
2 =q Vy=2"x—=In2 = —In2 x2

0

4. Calculons la limite de(V,?).

lim 27 =4
1— =00

=In2 <0

V,= -In2 x 21 - I|m Vi? hm —In2 x2"=—o¢ car
B EAY e

5. Expression de U!? en fonction de Vn et déduction de la limite de (U”) ;

3 V . %{;” _3 3 V, 2 ¥,
VJ? az IH[EUHJ:}‘? n =g U}I — U” —p N =};-U” § n
; V . '
® Ihm V =——00= Ilm e 7"=0 car Im et =0.
i+ 1n—+00 ey e (Y

: i V

Finalement. Iim U lim gxe n_Q
11— 400 " h— 400 3

6. Pour tout entier naturel n, on pose

S,=V,+V,+..+V _, et T,=U,xU x.. xU

a. Montrons que : S, =(1 -1 ]In2
[l s’agit, ici, de calculer la somme de n termes consécutifs de la suite
geometrique (V,)

1—q" 1-2" 1-2/7
Sp=———xV,= x(-In2)=

1-q -2 -1

X(~In2)=(1-2")In2

-

—
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b. Justifions que : 1, :( ] gt

W] s

Ty =UyxUpx..xU,_ = (T,)=In(UyxU, x...xU

n—l n—1
In(Tn] =InU,+nl, +...+InU,_,

=% nln{;+ln(T,?]= Hlnl;l-n—lnb’n +1nUI +"'+anH—I

3 3
. +1nUt+...+ln[-2 +lnU,

= nlin

3 _ 3
5 +ln(T”]— Inl-il+InUG+ln

|

5 3
= Inl‘il +ln[Tn)= lnl§|+an0+!n

3] 3
j"HHUI -+—...—+—It1[§ +InU,_,

el

= In||5| xT}, :In[%xUU]+ln +...4+1In

3
EXUI

3
EXUH—I_

1
3 s
3??

N
% xan
= ¢ |—e

1 1 S
et |
= [5] xTn—e

In

Sh

s

2| yen

3
c. Exprimer T, en fonction de n.

n

S o
Tn=% xe 1 et Sn=[l-—2")h‘12 (voir question 6.a)

= T, =

n

1-21|In 2 L |l—2”|
B L B O x e n2
o 2"
T=2x 3 X e
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EXERCICE 14.
1. Calcul de u,

. l .
u, :j(u“)=%xu”+3zz>< —4 +3=—-143=2

2. Le plan est rapporté au repére orthonormé (0O, I, J) (unité 2 cm).
a. Tracé des droites (D) et (A) d’equations respectives y=X et y= %x+3

(voir ci-dessous)
b. Utilisons (D) et (A) pour placeru,, u, u,, ty, t, sur I’axe des abscisses.

.r . -
...... - 44 - =rg
- l -------------
| ek !
1
| (D)
i
'
|
o e - o ——
] * i
-+ —3 - -] H i T uyd 4 .
oy “y 1
I .
.I. -l a8 s arr s - =
i -l
'
' aaaaaa
e s
& o b s v s Can e U S esettaan il sdrssent o b e e ey
B T T (GO e o I 0 SO~y
' |||||
i
. |
' 4 " - o -, L e R
% | PR U S e e R Tt b MR St
|
1
l ----------------------------------------
B G o

c. Conjecture quant a la convergence de la suite u.
La représentation graphique de la suite nous permet de conjecturer que la

suite u converge vers 4,
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3. a. Démontrons par récurrence que : YneEN, u, <4.
——4<4 (la propriété est vraie a l'ordre 0).

u
0
Supposons que Vrn € N, u, < 4 et montrons que T

1 | 1
i, <4 = EXM,,<ZX4 = E><a*.',.+,,Jr3<l+3 = %X?rn+3<4

= fuy)<4 = u, <4 (la propriété est vraie a l'ordre 1+ 1).

Donc VreN, u, <4
b. Démontrons que la suite u est strictement croissante.

Montrons par récurrence que VAEN, o o> Uy

u,=—4 . u=2
u, > U, (la propriété est vraie a I'ordre 0).
Supposons que:¥n €N, u, >u, _ etmontrons quew, > uy

‘—L-xun:}%xu”_l = %xun+3>:11~><n”_]+3

= fuy)>fa, ) = u, >uy (la propriété est vraie a l'ordre n+-1).

Upy 22Uy, =

Donc VneN, u, >,

On en déduit que la suite u est strictement croissante.

c. Etude de la convergente de la suite u.
La suite u est convergente car elle croissante (question 3.b) et majorée par 4

(question 3.a).

4. On pose : pour tout entier naturel n, v, =u,,—4.

a. Démontrons que v est une suite géométrique. Donner son premier terme
et sa raison.

v, =, -4
o il o 1y
Vo Sl =4 —(a”n +~’]“4 Tn (“ ) a'n
Y+l _1
vy 4
Donc (vn)cst une suite géométrique de raison ;]l-ct de premier terme vy =4 — 4 =-8.
I H = — 2
b. Démontrons que pour tout entier natureln, v, = an-1’
V), estune suite géométrique de raison § = }.'Ii ct de premicer terme VO = —8.
n )
v, =gy (1] _g =L -8 = =8B
Edition 2015
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c. Déterminons la limite de la suite v.

S T ; |
est une suite géométrique de raison § = 1

Vi

—-1<g<l = limy,=0

d. En déduisons la limite de |a suite u.
vy =th, -4 = u,=v, +4 = limu, =lim v, +4 =limy, +4=0+4=4

5. a. Exprimer ,, en fonction de n.
o

v,=u,—4 = u,=v,+4 = u”=4n: -4
b. Trouvons une valeur de I'entier naturel k telle que : | k—4|<lﬁ‘m.
_4l<10-10 -10 2 10710 = 1 _1qg-t0
!uk 4!<IU = Ivkhfcl(l = 4k—|< i
10
o 10 2 gkl o 2 <lngk-]
gk—1 2 10-10 10-10
= In2-In10"19< k—11n4 = In2+10In10< k—1In4
In2+10Inl0 In2+410In10
= k-1> =3 = k> 7 +1
Ind
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“Chapitre XII: EQUATIONS DIFFERENTIELLES |

Joseph Louis,

comte de Lagrange

(en italien Giuseppe Lodovico de Lagrangia), né a
Turin le 25 janvier 1736 et mort a Paris le 10 avril
1813 (a 77 ans), est un mathématicien, mécanicien
et astronome. [talien

Fondateur du calcul des variations avec Euler et
de la théorie des formes quadratiques, il démontre
le théoréme de Wilson sur les nombres premiers
et la conjecture de Bachet sur la décomposition d'un
entier en quatre carrés. Son nom figure partout en
mathématiques. On lui doit u@:as particulier du
théoréme auquel on donnera son nom en théorie des
groupes, un autre sur les [ractions continues, I'équation différentielle de
Lagrange.

En physique, en précisant le principe de moindre action, avec le calcul des

variations, vers 1756, il invente la fonction de Lagrange, qui vérifie les équations
de Lagrange, puis développe la mécanique analytique, vers 1788, pour laquelle il
introduit les multiplicateurs de Lagrange. Il en'treprend aussi des recherches
importantes sur le probléme des trois corps en astronomie, un de ses résultats
étant la mise en évidence des points de libration (dits points de Lagrange) (1772).
11 élabore le systéme métrique avec Lavoisier pendant la Révolution. 11 est membre
fondateur du Bureau des longitudes (1795) avec, entre autres, Laplace et Jean-
Dominique Cassini (Cassini 1V). Il participe a l'enseignement de mathématiques
de I’Ecole normale de I'an III avec Joseph Lakanal, de I'Ecole polytechnique (1794]
avec Monge et Fourcroy, ou il enseigne dés 1797. Il est aussi le fondateur de
'’Académie de Turin (1758).

En mécanique des fluides, il introduisit le concept de potentiel de vitesse en
1781, bien en avance sur son temps. Il démontra que le potentiel de vitesse existe
pour tout écoulement de fluide réel, pour lequel la résultante des forces dérive
d'un potentiel. Dans le méme mémoire de 1781, il introduisit, en plus, deux
notions fondamentales : le concept de la fonction de courant, pour un fluide
incompressible, et le calcul de la célérité d'une petite onde dans un canal peu
profond. Rétrospectivement, cet ouvrage marqua une étape décisive dans le

développement de la mécanique des fluides moderne.

—

TOP CHRONO Mathématiques BAC D Edition 2015

Scanned by CamScanner


younoussa
Bonjour Monsieur togo


306

o FICHE DE COURS
1. Définition

On appelle équation différentielle, toute equation ayant pour inconnue une
fonction, dans laquelle figure au moins une des dérivées successives de la fonction

inconnue.

Exemples: 7‘](”+5f'—2f'-=0; —-4f"'+f"+3f=0

2. Equations différentielles du type f'+af=0

a. Définition
On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre a coefflcrents
constants sans second membre, toute équation différentielle qui peut s'écrire :

f'+af =0 (0eR)

Exemples: f '+3f =0 Y -2 f=0: o6f' =27 —7f+f 0

b. Résolution

Les seules solutions de I'équation différentielle (€): f'+af =0. sont les fonctions

fk de R vers R définies par: fk(x}:ke_ax (keR).

3. Equations différentielles du type f"=0
Les solutions sur IR de I'équation différentielle f"'=0 sont les fonctions

flx)=Ax+B (AcR,BcR)

4. Equations différentielles du type f"=kf (k<IR)

2. Equations différentielles du type f'—w?f=0 (weR)

Les seules solutions sur IR de I'équation différentielle f''— u:zf=0 (weR) sont
les fonctions f(x)=Ae“X +Be ¥ (AcR,BER)

b. Equations différentielles du type f'+w?f =0 (weR)

Les seules solutions sur R de I'équation différentielle f'+w?f=0 (weR) sont
les fonctions f(x)=Acoswx+Bsinwx (A€R,BER)
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EXERCICES RESOLUS
Equations différentielles du premier ordre
EXERCICE 1.

Résoudre chacune des équations différentielles suivantes -

(17 +3/=0 1 (2)./-6/=0 ; (3).2_{*-3_[:0;(4].—7,f'+f=0
{5).3f '+%f =0 : (6)./+V5/=0 : (7).21'=5f ; (8).~2f‘=%f

EXERCICE 2.

Dans chacun des cas suivants, déterminer la solution de I'équation différentielle
vérifiant la condition initiale donnée.

(1) f=2/=0 et f(0)=I
(2} f+7f=0 et fO)=2
(B) 2/-5f=0 et f()=0
(4). —f+6/=0 et [f(3)=3
(5} 2/-57=0 et f(-D=2
(6} 7+Bf=0 et f(0)=-5

Equations différentielles du second ordre

EXERCICE 3.

Résoudre chacune des équations différentielles suivantes :
1. f"—4f=0 2. f'4+3f=0

3, —3f"+15f=0 4. 2f"+f=0

EXERCICE 4.

Dans chacun des cas suivants, déterminer la solution de I'équation différentielle
vérifiant les conditions initiales données.

1 af'+f=0 fO)=1 et f1(0)=0
2. f'—f=0 f0)=2 et f(0)=1
3. fgf=0 fm=1 et fi(m)=0
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PROBLEME DE SYNTHESE RESOLU

PROBLEME : Partie R du probléme du bac 2002. Session normale.
On se propose de chercher les fonctions dérivablesf: IR — IR solutions de

I'équation différentielle (E) : f'(x)+2f(x)=2x-1.

1. Démontrer que la fonction & définie par g(x) =X —1 est solution de (E).
2. Soit (E’) I'équation différentielle : f’(x_)+2f(x) =0.
a. Résoudre (E’).

b. Soit & un nombre réel.
Démaontrer que les fonctions fk : R — R telles que :

x) = ke=2X 4+ x—1 sont solutions de (E).
k

3. a. Soit f une fonction dérivable sur [R .
Démontrer que si f est solution de (E) alors f—-g est solution de (E’).
b. En déduire les solutions de (E).
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EXERCICES DE PER}"2CTIONNEMENT

Equations différentielles au 1 premier ordre
EXERCICE 1.

Résoudre chacune des équations différentielles suivantes : ,
(1)£=5F=0 : (2).f+7f=0 ; (3).7/'==2/0 ; (4)./+f=0

1 2 — ' > ; ' . ' I
(5)-37+3./ =0 (6)—2f'+Bf=0; (7).1'=-2f; (8).3/+5/=0
EXERCICE 2.

Dans chacun des cas suivants, déterminer la solution de I'équation différentielle

vérifiant la condition initiale donnée.
(1) f=f=0 et f()=0; (2).2/+3f=0 =t f(0)=5

(
B). -3/ f=0 et f=0:; (4).-f%6f=0 et f(3)=I
(5). 21-57=0 et f-D=0: (6). 1 F2r=0 et f1)=0

#—-
Equations différentielles du second ordre
EXERCICE 3.

Résoudre chacune des équations différentielles suivantes :

1. f"~25f=0 2. f'+16f=0 3, f'-2f=0
4. —3f"42f=0 5. Zf'+8f=0 6. 16f"+f=0
EXERCICE 4.

Dans chacun des cas suivants, déterminer la solution de I'équation différentielle
vérifiant les conditions initiales données.

1. f"+f=0 avec flo)=-1 et f'(0)=0

2. 3f"-12f=0 avec f(1)=2 et f'(1)=1

3, f"+9f=0 avec f(%i):—z et f'(-721)=3

4. 16f"+f=0 avec f(m)=v2 et f'(m)=—V2

5 f'—f=0 avec f(5)=3 et f'(2)=4

6. f"—%f:o avec fll)=1 et f'(0)=-1
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PROBLEMES DE SYNTHESE

Equations différentielles du premier ordre

EXERCICE 5.
1. Résoudre I'équation différentielle (E): 2f '+f-——()
2. Déterminer la solution particuliere £ dont la courbe représentative passe par le

point de coordonnées (2 ; 1).

EXERCICE 6.

Soit I'‘éguation différentielle (£) : f'+2f:x2+1

1. Résoudre I'équation différentielle (/) : f+2f =0

2. Déterminer une fonction polyndome £ du second degré, solution de (E)

3. Démontrer qu’une fonction /1 est une solution de (£) si et seulement si z’?—g

est une solution de(F).
4. En déduire les solutions de I’équation différentielle (£).

EXERCICE 1.
Soit I’équation différentielle (E): f'+2f-:5COS)C
'
1. Résoudre I'éguation différentielle (F) : f +2f'—‘0
2. Déterminer les nombres réels d et b tels que la fonction g définie sur IR par:

g(x)=acosx+bsinx est une solution de(E).
3. Démontrer qu’une fonction /1 est une solution de (£) si et seulement si h—g

est une solution de (/).
4. En déduire les solutions de I'équation différentielle (£).

EXERCICE 8.
La proportion d’atomes de carbone 14 présents dans un organisme mort est une
fonction f du temps I (en années) qui vérifie |"équation différentielle(E):

£'+0,0001217 =0
1. Resoudre |'equation différentielle (£).

2. Déterminer la solution particuliere g telle que g(0)=]
3. On appelle période d’un élément radioactif, le temps T au bout duguel la moitié

des atomes initialement présents se sont désintégrés.

Calculer, a 10 ans preés, la période du carbone 14.
4. Quel est I'Age, 3 100 ans prés, d’un os fossile qui contient 23% d’atomes de

carbone 14 par rapport a un 0s contemporain ?

—
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EXERCICE 9.
e e ————

N(F) désigne le nombre d'atomes de radium d’une substance radioactive 3
I'instant I (exprimé en années).

ona: N'()==25x10"8 N(r) et N(0)=N,
1. Déterminer I'expression de /N (f) en fonction de Nﬂ et I,

2. Au bgut de combien d’années le nombre d’atomes de radium aura-t-il diminué de
moitié 7

Equations différentielles du second ordre

EXERCICE 10.

1. Résoudre |'équation différentielle (£): 4f"'=—f

2. Déterminer la solution particuliere £ dont la courbe représentative passe par le
point de coordonnées (0; 1) et admet une tangente paralléle a la droite d’équation
y= 2x+3 en ce point.

EXERCICE 11.

On considére les équations différentielles (El) et (Ez) telles que :
(EI)I f”-!-4f=0 et (Ez): f”+4f-—-3c05x ol fest une fonction

de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R
1. Quelles sont les fonctions g solutions de (£, ) ?

2. Vérifier que la fonction cosinus est solution de (Ez ).

3. g étant une solution de (El) , vérifier que toute fonction /7 définie sur R par
h(x)= g(x)+cosx est solution de (£,).
4. Parmi les fonctions /1 définies 4 la question 3., déterminer celle qui vérifie de
plus: h(Z)=0 et h'(Z)=]

EXERCICE 12.
Soit I'équation différentielle (E) : f''+4f =0
ol f est une fonction de la variable réelle x, définie et deux fois dérivable sur R,

l' - ’ L L
et f "' safonction dérivée seconde.

1. Résoudre(£).
2.Déterminer la solution particuliere £ de (E) qui vérifie

g(-}) =2 et g'(%) =-2J2

- - I . ’r
3. Vérifier que, pour tout nombre réel, £(x)=2cos(2x --E)
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CORRECTION DES EXERCICES

Equations différentielles du premier ordre

EXERCICE 1. Résolution des équations différentielles suivantes :
(l)e f+3f=0 = fk(x):ke—3’*’ (keR)

2)e f=6/=0 = [ (\)=ke® (keR)

B 2/-3/=0 = [-3f=0= fk(x)zkegx (keR)

(4.)" = =0 = f'—%f:(} = f}{(x):ke?l"x (k€R)
5 3f427=0 = f+21=0 = f=ke " (ke

6)s f+5/=0 = fk(x)=ke“5-" (k € R}
51’
M 2/'=5f = f-3/=0= f()=ke? (kem

8)s —Zf'zéj' = f'+%f=0 = f()=ke'S" (keR)

EXERCICE 2. Résolution d’équations différentielles vérifiant les
conditions initiales données.

(e f=2/=0 :>fk(x)=k32x (kER)
f0)=1 =>ke?0=1 mk=1 = f(x)=e*
(2)e f+7/=0 :>fk(x)=ke—7«f (kER)

=2 mke T =2 k="2=2" = f(x)=2eTe ¥ =277
e

ST
Bl 2/=51=0 =f,(x)=ke? (keR)

f()=0 =ke?" =0 k=0 = f(x)=0

4)e —/H6/=0 = [ ()=ke® (keR)

fO)=3 =kel8=3 mk=-3 =3c"18= f(x)=3c"18 6% =3506x18
(4
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5 2r-37=0 =/-27=0 =/ 9=k (ien

2 2 2 2 o
=25 = f(x)=2¢5 @5 =

a2

f=D)=2 ke 5=2 k=

m.MII\J

¢
(6] f'+V3f=0 :b»fk(x)zke_"?x (keR)
JO)==5 =kV=-5 =k=-5 = f(x)=—5¢"%
Equations différentielles du second ordre

EXERCICE 3. Résolution des équations différentielles suivantes :
Reésolvons chacune des équations différentielles suivantes :

1. f'—4f=0 & f"-22f=0

les solutions de (El) sur R sont les fonctions
f(x)=Ae2X 4 Be=2X (AcR, BER)

2. f'+3f=0 & f'+(3)°f=0

les solutions de (Ez) sur R sont les fonctions
f(x)=Acos(v3x)+Bsin(V3x) (AR, BER)

3. —3f"+15f=0 & f"-5f=0 < f"—(V5)2f=0
les solutions de (53) sur R sont les fonctions
f(x)=Ae"X +-Be—X (AcR, BER)

4. 2f"+f=0 & f+if=0 & f"+:_2@f=o

les solutions de (E 4) sur R sont les fonctions

f(x):Acos(—";gx)+Bsin(l[§x) (AR, BeR)

EXERCICE 4.
Dans chacun des cas suivants, déterminons la solution de I'equation différentielle
1. 4f"+ f=0 f(0)=1 et f'(0)=0

f'+f=0 & fHIf=0 e  fuERf=0
les solutions de (E;) sur R sont les fonctions

f(x)=Acos(%x)+Bsin(%-x) (AcR, BeER)
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vty ¥ el 1 1
Ona:f'(x)= fASm(ix)_l_iBmS(ix)
fl0)=1 o Acos0+Bsin0=1 - A—1
£(0)=0 —%Asin0+%5c050:0 B=0

Donc f(x}=cos(%x)

2. f'—f=0 fl0)=2 et f'{0)=1
f'-f=0 &  f"-12f=0

les solutions de (Ez) sur R sont les fonctions

fix)=AeX+Be % (AR, BER)

On a: f'(x)=AeX —Be™X

0 -0 A=3
fl0)=2 AeQ+Be=0=2 . [A+B=2 IZA—B N 3
fo)=1 Ae0 —ge—0—=1 A-B=1 28=1 B=%
X 1 p—X
Donc f(x)= f(x)——eer% g bl
3. f”+§f=0 f(m)=1 et f'(m)=0
frelf=0 e fGRf=0
les solutions de (E3} sur IR sont les fonctions
f(x):Acos(%x)+Bsin(%x) (AR, BER)
On a:f'(x)=—%Asin(lx)—f-chos(%x)
(4] 1a,Bg_ A=l
fm=1 Acos( }+Bsm{ Ty=1 - 2A+28 | - 3{
fi(m)=0 ‘ —Asm{'ﬁ]%— Bcos(Z. ):O _.’% %'F'g'x%: 5:73
Donc f{szicos{g-x]+—2—sm[-§x]
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PROBLEME : Partie B du probléme du bac 2002. Session normale.
1. Montrons que la fonction définie par g(}():X—lest solution de (E).
Q(X):X—l est solution de (E) si et seulement si g'(x)+2g(x):2x——1
Ona: Q(X):X—l donc gI(X):l
g'(x)+2g(x)=1+2 x—1 =1+42x—2=2x—1
g'(X)+2g(x)=2x—1 d'ot g(x)=x—1 est solution de (E).

2. On donne I"équation différentielle (E'): f'(x)+2f(x)=0.
a. Résolution de (E’).
(E’) est de la forme f'+af =0 avecG=2 .

Les solutions de (E’) sont donc les fonctions de la forme ke—2X kel

b. Montrons  que les fonctions fk'. R—R telles que:
fk(x)zke—zx X —1 sont solutions de (E).

fk(x)zkE“z“"—I—x—l est solution de (E) si et seulement si
fk'(x)—|—2fk(x):2x—1.

On a: fk(x):ke—z"+x~1 doncf'k[x)=—2k6'“2"—|—1
fk'(X)—I—ka(x):—Zke"zx +1+42(ke—2X 4+x—1)=2x—1
fk'(x)—l—ka(x):Zx—ld'ou les fonctions fk(x)zke—zx-i-x—l sont

solutions de (E).

3. a. Montrons gue si f est solution de (E) alors f——g est solution de (E’).

Si f est solution de (E) alors f'(x)+2f(x)=2x—1

or: g'(x)+2g(x)=2x—1. voi: f'(x)+2f(x)=4g"(x)+2g(x)
(f'(x)+2f0))—(g'(x)+2g(x))=0< f'(x)+2f(x)—g'(x) —2g(x)=0
f'(x)—g'(x)+2f(x)—2g(x)=0<x f'(x)—g'(x)+2(f(x)—g(x)) =0

Donc f—g est solution de (E’).

b. En déduisons les solutions de (E).

D’aprés la question 2.a) Les solutions de (E’) sont les fonctions de la forme ke—z"

kelR
Donc : f——g (x)zke—z’*’.
D'ou: f(x)=ke 2X +g(x)=ke X +x—1
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DEUXIEME PARTIE

LES 10 DERNIERS SUIJETS DE BAC

ENTIEREMENT RESOLUS (BAC 2005 A 2014)

Contenu de l’'épreuve

Année | Enoncé | Correction Exercice .
Exercice 1 2 Probleme
Sujet N°1 | 2014 317 348 Complexes Suites Exponentielle
Sujet N°2 | 2013 320 357 Complexes Suites logarithme
. o , Logarithme/
Sujet N°3 | 2012 323 365 Statistiques Suites _
Exponentielle
. .. | Logarithme/
Sujet N°4 | 2011 327 377 Suites Probabilités _
Exponentielle
Sujet N°5 | 2010 330 389 Probabilités | Complexes | Logarithme
Sujet N°6 | 2009 333 401 Statistiques Suites Exponentielle
Sujet N°7 | 2008 336 411 Complexes | Statistiques | Logarithme
. . Logarithme/
Sujet N°8 | 2007 339 420 Suites Probabilités
Exponentielle
Sujet N°9 | 2006 342 431 Complexes | Probabilités | Logarithme |:
Sujet 2005 345 441 Complexes | Probabilités ] Logarithme
N°10
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EXAMEN 1:Bac D Session normale 2014

EXERCICE 1

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (0,%, 7).
On note B et Cles points du plan d’affixes respectives 3—2i et 5+1.
On désigne par S la similitude directe de centre O qui transforme C en B.

; , 1 ;
1. a) Démontrer que 'écriture complexede Sest: Z2'== 1—i Z.

b) Déterminer les éléments caractéristiques de S.
c) Déterminer I'affixe du point D qui pour image le point C par S.

1 :
2. a) lustifier que I'affixe z, du point B, , image de B par S est :2- 1-5/.

b} Justifier que le triangle OBB, est rectangle et isocéle en B, .

3. On définit les points suivants : By =B etVneN,B, ., =5 B,
. Onnote Z I'affixe du point B,,.
N(
) . 1 . n
a) Démontrer par récurrence que : Yne N, Zn = E 1—1 1‘.’,J

b) Calculer la distance OBn en fonction de N.
c) Calculer lim OB8,.
n—+~

EXERCICE 2

Pour éetudier I'évolution du nombre de bacheliers accedant aux études supérieures,
le ministére du plan d’un pays a diligenté une enquéte depuis I'an 2003.

Les résultats de cette enquéte sont consignés dans le tableau ci-dessous.

Année 2003 | 2004 } 2005 | 2006 | 2007 | 2008 | 2009 | 2010 | 2011
Rang X de I'année 1 2 2 4 5 6 7 8 9
Womore Yoediplomes | o | o7 | 30 | 33 | 33 | 35 | 38 | 41 | 48
(en milliers)

1. Représenter le nuage de points associé a la série statistique double (X, Y) dans le
plan muni d’un repére orthonormé. (Unité graphique : 1cm).

On prendra pour origine le point Q( . ).
2. Déterminer les coordonnées du point moyen G de la série (X, Y).

3. Justifier que :

_ 20
a) La variance de X est — ;

) 44
b) La covariance de X et Y est —— .
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L 98
4. a) Sachant que la variance de Y est egale a —3——, déterminer la valeur du

coefficient de corrélation linéaire,
b) Justifier que ce résultat permet d’envisager un ajustement linéaire.

5. Soit (D) la droite de d'ajustement de Y en X obtenue par la méthode des moindres
carres.

a) Déterminer une équation de (D).

b) Tracer (D).
6. On suppose que "évolution se poursuit de la méme maniére au cours des années
suivantes. Donner une estimation du nombre de bacheliers qui accéderont aux

études supérieures en 2020.

PROBLEME
Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, |, J). L'unité graphique est le

centimetre.

Partie A
Soit g la fonction dérivable et définie surR par: g x =x+ ax—+b e "ol
a et b sont des nombres reels.
Dans le plan muni du repére (O, |, J), on désigne par :
(C) la courbe représentative de g ; (D) la droite d’équation y = X.
1.a)On donne: g 0 =1. Déterminer la valeurde b.

b) on admet que la tangente (T) a (C} au point d’abscisse 0 est parallele a la droite
(D).

Déterminer la valeur de 0.

2. Soit h la fonction dérivable et définie sur R par: h X = eX —x
a) Soit h' la dérivée de h _

Calculer A' x , pourtout x élément de K.

b) Dresser le tableau de variation de h.
On ne calculera pas les limites de h en — 00 et en + 0.

¢) En déduire que : VXE€R, h x >0.

Partie B
Soit f la fonction dérivable et définie sur[R par: f x =x+ x+1 e %

1. a) Calculer la limite de f en —"u.

; X
b) Justifier que : lim £— = 4-0%.,
X——" X

c) Donner une interprétation graphique de ces résultats.
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2. a) Calculer la limite de f en + o0.
b) Démontrer que (D) est une asymptote a (C) en + 00.
c) Etudier les positions relatives de (C) et (D).
3. a) On désigne par f' la fonction dérivée de f
Démontrer que : VXER, f' x —e*h x .
b) Déterminer le sens de variation de f

c) Dresser le tableau de variation de f
4. Construire sur le méme graphigue (T), (C) et (D).
S.a) Démontrer que f est une bijection de R sur R.

b) On note f—l la bijection réciproque de f.
Calculer f—l "1

c) Construire I Ia courbe représentative de f_l sur le méme graphigue que

(C).

Partie C

Onpose: YneEN, "n:f

n —t
1t+1 e 'dt.

1. A I'aide  d'une intégration par  parties, démontrer que:
VneN, I,= —2—ne " +e.
2. Calculer l'aire An en cm® de la partie du plan limitée par |a courbe (C), la droite

(D) et les droites d’égquations x=—1etx=n

A,

3. Calculer lim
n—-+00
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EXBMEN 2:BacD S?ssim normale 2013

EXERCICE 1
Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct (O,1,]), on désigne par K,A et B les

points d'affixes respectives 2, =2, 2, =4 +2i et Z, =244i.

L'unité graphique est 2 cm,
1. a. Placer les points K, A et B.
23 —Z'1

-4

2. On note S la similitude directe de centre K qui transforme A en B.

b. Déterminer la forme algébrique du nombre complexe

a. Démontrer que I'écriture complexe de S est Z2'=(1+{)z —2i:

b. Déterminer les affixes respectives des points I’ et J', images respectives des points
I et ) puis placer I’ et J’,

3. Déterminer le rapport et une mesure de I'angle orienté de la similitude directe S.
4. Soit (C) le cercle de centre §2(1;1) et de rayon 2.

a. Tracer (C).

b. Déterminer le centre et le rayon de (C’), image de (C ) par S.

c. Construire (C').

5. a. Déterminer puis construire I'image par S de la droite (1)).

On pourra caractériser I'image par S de la droite (11} par deux de ses points.

b. On désigne par E le point d’intersection de (C ) et |a droite (1)) d’abscisse négative.
Placer E et I'image E’ de E par S. Justifier la position du point E'.

EXERCICE 2

On considére la suite numérique (U) définie par: U, = 2 et pour tout nombre

entier naturel n,un+1=2 +%un

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O,1,J). L’unité graphique est 2 ¢m.

1. Déterminer les valeurs exactes de ul et uz.

2. Soit f la fonction définie par: f(x)=%x+2et de représentation graphique

(D).
a. Tracer (D) et la droite (&) d’équation y=2X.

b. Placer U, sur I"axe (Ol). .
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c. A l'aide de (D) et (."'l), placer les termes u,, u, et u3de la suite (U) sur I'axe
(O1).

3. a. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel 1, u, <4.

b. Démontrer que la suite (U) est croissante.
c. En déduire que la suite (U) est convergente,

4. On considére la suite (V) définie par vnzun-—d. pour tout nombre entier

naturel nN.

Démontrer que la suite (V) est une suite géomeétrique dont on précisera le premier
terme et la raison.

5. On pose, pour tout nombre entier naturel n :

T =Vg+vy ety la somme des n+1 premiers termes de la suite (v)

8 :—u0+u1 oo tU, la somme des n+1 premiers termes de la suite (u)

a. Déterminer une expression de Tn en fonctionde n.
b. Justifier que :Sn =2(\/j—4)(1-—2—;_|:~]?)+4(ﬂ+1}

c. Déterminer la limite de Sn.

PROBLENE

Le plan est muni d’un repéere orthonormé (0,1,J). L'unité graphique est 2 cm.
On considére la fonction f dérivable et définie sur ]—n~c;1[ par:

flx)=x2—1+In(1—x)
On note (C) la courbe représentative de f :
1. a. Calculer x_l!rilwf(x)

b. Calculer X_Iim%@ puis donner une interprétation graphique du résultat.

c. Calculer la limite de f a gauche en 1 puis donner une interprétation graphique
du resultat,
2. a. Pour tout nombre réel x de l'intervalle ]-—"EIU; 1[, caculer f'(X).
b. Démontrer que [ est strictement décroissante sur ]—nc; 1.
c. Dresser le tableau de variation de f .
3. a. Démontrer que I'équation (E) X€]—nc; 1, f(X)ZOHdmet une solution

unique (Y.
b. Justifier que —0,7 < <—0,6.
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4. a. Démontrer qu’une équation de la tangente (T) a (C ) au point d'abscisse 0 est -

y=—x—1.
b. On donne le tableau de valeurs suivant :
X <2 -1,5 | -1 -0,75 1-0,5 |-0,25 (0,25 | 0,5 0,75

arrondi d'ordre 1 de f(x) 41 2,2 |0,7 |01 -031-0,7 |-1,2 |-1,4|-1,8

Tracer (T) et (C).

-3<x<5

4<y<6

5. On désigne par A I'aire de la partie du plan délimitée par (C ), la droite (Ol) et les
droites d’équations respectives X =qet X=0.

On pourra faire la figure dans la partie du plan caractérisée par

0
a. Calculer ]In(l-x)a'x a I'aide d’une intégrale par parties.
"
b. Démontrer que la valeur de R en unités d’aire est

3
A :a—3~—2ﬂ —(1-c)Iin(1—a).

c. Déterminer en cm? P'arrondi d’ordre 2 de la valeur de A pour x=—0,65.

6. Soit 1 Ia bijection réciproque de f et (C’) la courbe représentative de f‘i
dans le plan muni du repére (0O,1,)).

a. Caleuler f(—1).

b. Démontrer que le nombre dérivé de f_1 en In2 existe puis le calculer.

c. Construire la courbe (C’)° et sa tangente (&) au point d’abscisse In2 sur la figure
de la question®4.b.
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3:Bac D S?:ssion normale 2012

Madame Kouamé, statisticienne a la retraite, a créé une petite entreprise de
fabrication de colliers traditionnels.

EXERCICE 1

Dans l'intention de faire des prévisions pour la production de colliers de I'année

2011, elle a fait I'état des ventes des huit types de colliers fabriqués en 2010.
Les résultats sont donnés dans le tableau ci-dessous :

Type de collier 112)1314|5]|6]7 8

Prix xi de vente en centaines de francs CFA

: . 541601667284 ]5S0]|96| 102
du collier de type i,

Nombre yi de dizaines de colliers vendus au

——— 1811615113110y 9| 8| 7
prix xi

On désigne par :
X le caractére « prix de vente du collier » ;
Y le caractére « nombre de colliers vendus au prix X »

1. Représenter graphiquement le nuage de points associé a la série statistique
double de caractére (X ;Y) dans le plan muni d’un repére orthogonal (O, |, J).

On prendra 2 cm pour 10 centaines de francs sur (Ol) et 2 cm pour 2 dizaines de
colliers sur {OJ).

2. Calculer les coordonnées du peint moyen G du nuage.

3. a. Calculer la variance V(X) de X.
b. Calculer la covariance COV(X ;Y) de la série statistique double de caractere (X ;Y)
c. On admet que V(Y)=14,50. Démontrer que I"arrondi d'ordre 2 du coefficient de
corrélation linéaire est égal a - 0,99.

4. Soit (D) la droite de régression de Y en X par la méthode des moindres carres.
a. Justifier que I'arrondi d’ordre 2 du coefficient directeur de (D) est égal a -0,23.
b. Démontrer qu’une équation de la droite (D) est : y=—0.23x+29,94.

5. Pour I'année 2011, Madame Kouamé souhaite fabriquer un nouveau type de
collier gqu’elle vendrait a 11 500 francs CFA l'unité. Combien de colliers de ce type
pourrait-elle vendre selon I'ajustement linéaire réalisé ?
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EXERCICE 2

On considére la suite numérique U définie sur N*par : ]
U+ —32

4

Uy, +-—
n

U,

: I 4
1. On considére la fonction f définie sur ]U: -i—no[ par :f(x)=§[x+ ?]

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthogonal
(O, 1, J) ou les unités respectives sur (Ol) et (OJ) sont 4 cm et 2 cm.

La courbe (C) et la droite (D) d’équation Yy =X sont tracées sur la feuille annexe 3
rendre avec la copie.

a. Représenter sur I'axe des abscisses (Ol) les termes UE ,{,’2 et U3 de la suite U en
utilisant la courbe (C) et la droite (D).

b. Quelle conjecture peut-on faire quant 4 la convergence de la suite [J ?

2. On admet que [ est continue et strictement croissante sur [2;3'.
a. Démontrer que f |2:3] C[2;3]

b. En utilisant un raisonnement par récurrence, démontrer que pour tout entier
n>l, 2§Un§3

3. a. Démontrer que la suite I/ est décroissante.
b. En déduire que la suite U/ est convergente.

u,—2

4. On consideére la suite V' définie sur N* par ; Vy=7—

Démont tout entier n2>1, V v s
a. Demontrer que pour tout entier =

=P 7 n4l R
2n—1

b. Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 1, Vﬂ ::[VI]
c. Calculer V1 puis exprimer V,, en fonction de ».
d. Exprimer U”en fonction de #.
e. Démontrer que limV =0. En déduire Ia limite de [/ .
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Feuille annexe

PROBLEME
PARTIE A

On considére la fonction £ dérivable et définie sur [0;+x] par: g(x)=eX+2Inx

. a. Détermi i t lim g(x).
1. a. Déterminer }E}}g(x) e IHM_‘g( )

b. Calculer g'(x)

c. Etudier le sens de variation de g puis dresser son tableau de variation.

2. a. Démontrer que I'équation g(x)=0admet une solution unique (¥ sur 10;+’\J[.
b, vérifier que 0,4 < <0.5.
c. Démontrer que :

VxE!U;ni, g(x)<0;
Vx€lai+no, g(x)>0.
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PARTIE B
On considére la fonction f définie sur |0; -+~ par :
f(x)=e*+2xInx—-2x s5i x>0
f(0)=1
On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé

(O, I, J). L'unité graphique est 4 cm.

1. a. Déterminer xl—l-rﬂmf(x) et lim

b. Interpréter graphiquement les résultats.

2. a. Démontrer que f est continue en 0.

f)=fO) _
)

b. Démontrer que |Im

x—l X

c. La fonction [ est-elle dérivable en O ? Justifier la réponse.
d. Interpréter graphiquement le résultat de la question 2.b.

3. On admet que [ est dérivable sur _LO;—f—’x{.
a. Démontrer que : VxEIU;-{"CX)[, f(x)=g(x).
b. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.

4. Tracer la courbe (C) sur l'intervalle [0;2].

(On prendra cv=0,45et on admettra que la courbe (C) coupe la droite (Ol) en deux

points d'abscisses respectives 0,3 et 0,6).

2
5. a. On pose K:fxlnxdx.
I

-

A I'aide d’une intégration par parties, demontrer que : K=2In2-

o

b. Soit .A I'aire en cm2 de la partie du plan délimitée par la courbe , la droite (Ol)

et les droites d’équations respectives x =let X = 2.

Calculer A puis donner I'arrondi d’ordre 2 du résultat.
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W 4: Bac D Session normale 2011

ne +2n
(n+1)2

1. a. Démontrer que la suite V” est convergente apres avoir determine sa limite.

EXERCICE 1

On considére la suite numérique V,, définie sur N*par : v, =

b. Démontrer que la suite V” est croissante.

c. Démontrer que : Vi1 € N* 3 ol |

4

2. On pose pour tout entier naturel non nul 11, a,, = vl sz XXV,

a. Démontrer par récurrence que : Vne N*., ona:. a,= 3?1_—}_—21_)
AN

b. En déduire la limite de la suite an )

3. On pose pour tout entier naturel 1: b” = ln[vl ]-|—ln[v2 ]+- w1 Vi,
a. Démontrer que bﬂ est une suite a termes négatifs.

b. Calculer la limite de la suite b

g »
EXERCICE 2

La société « Gnamienlait » de Gnamien produit des sachets de lait caillé.
Soit X la variable aléatoire qui associe a3 chaque sachet de lait caillé produit, sa
masse en gramme (g). La loi de probabilité de X est définie par le tableau ci-dessous.
xi (en g) 220 230 240 250 260 270 280
Pi 0,08 0,10 a b 0,16 0,15 0,04
a et b sont deux nombres réels.
xireprésente la masse du sachet de lait caillé ;
Pila probabilité qu’un sachet de lait ait la masse xi.
1. 3. Calculer E(X) I'espérance mathématique de X en fonctionde a et b.

b. Sachant que E(X) = 250, justifier que a = 0,14 et b= 0,33.
Dans la suite de I'exercice, on conservera les valeurs de a et de b données ci-dessus.
2. Gnamien prend au hasard un sachet de lait caillé de sa société.

Calculer la probabiliteé pour que la masse de ce sachet de lait caillé soit au moins de
250g.
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la fille de Gnamien, prend au hasard et de facon indéependante cina

3. Tiéplé,
<achets de lait caillé. _ | -
Calculer la probabilité qu’elle ait choisi exactement trois sachets de lait caillé de 220

B _
On prendra I'arrondi d’ordre 3 du résultat.

4. Les sachets de lait caillé sont contrélés par une machine.

Cette machine est réglée pour éliminer en principe les sachets de lait de masse
inférieure a 250 g.

» Si un sachet de lait caillé a 240 g, la probabilité gu’il soit éliminé est de 0,7.

« Si un sachet de lait caillé a 230 g, la probabilité qu’il soit éliminé est de 0,8.

» Si un sachet de lait caillé a 220 g, il est systématiquement éliminé.

e Si un sachet de lait caillé a une masse supérieure ou égale a 250g, il est

systématiquement accepté.
a. Justifier que la probabilité qu’un sachet de lait caillé de 240 g soit éliminé est de

0,098.
b. Calculer la probabilité pour qu’un sachet de lait caillé de cette société soit

élimine.

PROBLEME
Partie A
Soit la fonction numérique dérivable sur |0;+oc|et définie par

g(x)=*—~2x+l+lnx~
x2

1. a. Calculer ]lm X
o +mg( )

b. Calculer lim g(x)'
x—0
-
x2 4 2x+2
3

2. a. Démontrer que : Vx e

0;—!—00!, g'x)=
b. En déduire le sens de variationde & .
c. Dresser le tableau de variation de la fonctiong.

3. a. Demontrer que I’équation .XE’O;—[—OOI, g(_X'):O admet une solution

unigue a.
b. Justifier que 2,95 < v <2.56.

Vxe](};a[’, 2(x)<0 .
, 2(x)>0

c. Démontrer que :

VXE]CY;-J—OU
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Partie B
On considére la fonction dérivable sur |0;+nc|et définie par:

fx)= {% —In x]e‘*x

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére
orthogonal (O, 1, J). (Unités graphiques: Ol = 2 cm et O] = 10 cm).

1. a. Calculer llmof(x) puis donner une interprétation graphique du
Xx—

>

résultat.
b. Calculer lim f(x)puis donner une interprétation graphique du
X— 00"

-

resultat.
; 1+ —«a
2. Démontrer que : x)=——""¢
q f( ) 2 e
3. a. Démontrer que : Vx €10;4+00, f’(x)=e—x-g(x)

b. En utilisant la partie A, déterminer les variations def.

c. Dresser le tableau de variation clef.
4. Démontrer qu'une équation de la tangente (T) a 1a courbe (C) au point

; : 3 4
d’abscisse 1 est : y=—--é.x+-e—.
5 Construire la droite (T') et la courbe (C) dans le plan muni du repere (0, 1, ).

On prendra a = 2,6.

Partie C
1. 50it /1 1a fonction dérivable sur ] 0: -+~ | et définie par h(x)= e *-lnx

Démontrer que /1 est une primitive de f sur| 0: 4 ~ l

7. Soit A un nombre réel tel que A>3.
a. Calculer, en cm’ et en fonction de A, I'aire A(A) de la partie du plan comprise entre

(C), (O1) et les droites d’équation x =3 et x = A.

b. Calculer lim  A(X)
A— 400
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EXBMEN 5: Bac D Session normale 2010

EXERCICE 1
Partie A

On considére dans C :I'équation: (E) : 42’3 —6fﬁ22 —3[3 +l.\/3—JZ—4=0,

1. Déterminer les racines carrées de 6+0674/3 .

2. Résoudre dans C ' I'équation 2.-’."2 —[1+3f\/§)2—4=0.

3. a. Développer, réduire et ordonner [2z+l){222-—{] +3£\/§JZ—4]

b. En déduire les solutions de (E).

4. Soit zo=—% i zT=——%+§f ; zz=1+J3_f

Exprimer chacun des nombres complexes 20+ % et Z,50Us forme trigonomeétrique.

Partie B
Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormé direct (O, 11, V) otr l'unité est

1 cm, on considére les points MO‘ MI et Mzd'affixes respectives
V. 1. B as.,

ey M9 a3
2 2 2

S est la similitude directe de centre O, d’angle —%et de rapport 2.

1. a. Déterminer |'écriture complexe de S.
b. Justifier que S(MU) == M] et S(MI) =M, .

—

2. Soit M” un point du plan d'affixe Z,.
On pose pour tout nombre entier naturel #, Mn+l =S(M,,)

L : coriee i L3 [] f .
Justifier que ZrH—l [] JEEJZ” ou zn+l est |'affixe de M”_H
3. On considere la suite (Un) définie pour tout entier naturel » par U” =|zn!

a. Démontrer que (U”) est une suite géométrique dont on déterminera la raison

et le premier terme.

b. Justifier que la distance OMI b = 2048
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EXERCICE 2

On teste un médicament sur un ensemble d'individus ayant un taux de glycémie
anormalement elevé.

Pour cela, 60% des individus prennent le médicament, les autres recevant une
substance neutre et I'on étudie a I'aide d'un test la baisse du taux de glycémie.

Chez les individus ayant pris le médicament, on constate une baisse de ce taux
avec une probabilité de 0,8.

On ne constate aucune baisse de ce taux pour 90% des personnes ayant regu la
substance neutre.

1. Calculer la probabilité d'avoir une baisse du taux de glycémie sachant qu'on a
pris le médicament.

2. Démontrer que la probabilité d'avoir une baisse du taux de glycémie est 0,52.
3. On soumet au test un individu pris au hasard.

Quelle est la probabilité qu'il ait pris le médicament sachant que |'on constate une
baisse de son taux de glycémie.

4. On contrdle 5 individus au hasard.

a. Quelle est la probabilité d'avoir exactement deux personnes dont le taux de
glycémie a baissé.

b. Quelle est la probabilité d'avoir au moins un individu dont le taux de glycémie a
baissé. ;

5. On contrdle » individus pris au hasard. (1 est un entier naturel non nul).
Déterminer # pour que la probabilité d'avoir au moins un individu dont le taux de
glycémie a baissé soit supérieur a 0,98.

PROBLEME

Partie A
Soit la fonction g dérivable sur | 0;+ 00 | et définie par: g(x)=1+xInx.
1. a. Justifier que: Vx €]0;+00 I, g'(x)=1+Inx.

b. Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation.

(On ne calculera pas les limites de £')

2. En déduire que: VxE]O; +OO[, 2(x)>0.
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Partie B
) S()=0
Soit f la fonction définie sur [0;+od| par:{ . x
S =
I4+xInx

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d'un repére
orthonormé (0, |, J}. (Unité: 4 cm).
1. a. Etudier la continuité de f en O.

b. Etudier la dérivabilité de f en O.
¢. Démontrer qu'une équation de la tangente (7') a la courbe (C) au point O est:

P
d. Démontrer que :
(C) est au-dessus de (T) sur]0; 1|
(C) estau-dessous de (T) sur]1; +oo.
2. Démontrer que la droite (Ol) est une asymptote a (C) en +00.
3. a. On suppose que f est dérivable sur [ 0;+ 00 .
1—x

Démontrer que: VxEIU;'f'OG!, f'x)= , : 2
. +XxXIinXx

b. En déduire les variations de f et dresser son tableau de variation.
4. Construire la draite (T) et la courbe (C) dans le plan muni du repére (O, |, ).

Partie C
1. a. Justifier que: VX €E]0; +oo], F)<L.

]
b. Démontrer que: VX €[1; €], I——m_‘(:f(x).
2. Soit A l'aire en cm? de la partie du plan limitée par (C), (01) et les droites
d'équations X=letx=¢€.

Démontrer que : 16(e-1)+16|n(]_%€) < A<16(e—1)
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EXAMEN 6:BacD §;;sion normale 2009

EXERCICE 1

L'entreprise Ivoirbois, spécialisée dans lindustrie du bois, envisage de faire des

prévisions pour I'année 2007 du coGt de production de feuilles de contre-plaqués en
fonction du chiffre d’affaires.

Elle dispose a cet effet des statistiques résumées dans le tableau ci-dessous :

Années 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006
Chiffre d’affaires X

(en millions de francs)

350 | 380 | 500 | 450 | 580 | 650 | 700

Codt de production Y

40 45 0 55 0
(en millions de francs) 5 6 65 | 70

1. Représenter graphiquement le nuage de points associé a la série double (X, Y)
dans le plan rapporté a un repére orthogonal (O, |, J).

On prendra 1 cm pour 50 millions de francs en abscisse et 1 cm pour 5 millions de
francs en ordonnées.
2. a. Calculer le chiffre d’affaires moyen X

b. Calculer le colt moyen de production Y.
3. a. Vérifier qu’un arrondi a l'entier de la covariance cov (X, Y) de la_série
statistique est égal 2 1193.

b. Justifier I'existence d’un ajustement linéaire entre X et Y.
4. a. Déterminer une équation de |a droite (D) d’ajustement de Y en fonction de X
par la méthode des moindres carrés.

b. Construire (D) dans le repére (O, I, J).
5. Utiliser I'ajustement précédent pour prévoir le colit de production de I'entreprise
Ivoirbois de I’'année 2007 si le chiffre d’affaires de I’'année 2007 est de 800 millions
de francs.
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EXERCICE 2

Ug =
Soit la suite définie U, N Par: 3
: ne ' .

1. Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (0O, |, J), représenter sur |’axe des
bsci . : i
abscisses les termes UO ,U] ,U2 et U3 de la suite Un neN

(unité graphique 2 cm).

2. a. Démontrer par récurrence que la suite [/ est majorée par—.
| 1 neN ey
b. Démontrer que la suite E7 converge.
1 neN <
- - - . #* - - 5
3. Soit la suite V, définie par: VREN, V. _=U, —=
" neN P PRl (R

a. Démontrer que la suite Vn nENESt une suite géométrique dont on précisera la

raison et le premier terme.
b. Exprimer V, puis U,, en fonction de n.

c. Déterminer la limite de U .
" neN

PROBLEME
PARTIE A
On considére la fonction g dérivable surR et définie par : g(x) =({l—x)e

l—x _1
1. a. Justifier que la limite de gen + o0 est -1.
b. Déterminer la limite de gen—00 .
2. a. Démontrer que, pour tout x élément de R, g'(x)=(x _z)e]—x_
b. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.
3. a. Démontrer que I'équation x € R, g(x)=~0admet une solution unique & .
b. Justifier que : 0,4 <a <0,5.
Vx €|]—00;af.g(x) >0,
Vx € jos,+ o0 g(x) <0.

S. En déduire que :
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PARTIE B
On considére la fonction f dérivable sur R et définie par: f(x)= xel—%* —x+42

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé
(O, 1, J). U'unité graphique est 2 cm.
1. Déterminer les limites de f en 4+ 00 et en—0C0 .
2. a. Démontrer que f est une primitive de 2.
b. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.,
3. a. Démontrer que la droite (D) d’équation y=—x+2 est une asymptote oblique
a{C)en+oo.
b. Etudier |a position relative de (D) et (C).
4. Demontrer que (C) admet en — OO une branche parabolique de direction (0)).

5. Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1.

6. Démontrer que f(a): 1 —q+J_,

l—c
7. lustifier que, pour tout nombre réel x, f(—x+2)= ex“lf(x)
8. On admet que I'équation f(x) = (admet exactement deux solutions.
On appelle Fl'une de ces solutions.

Démontrer que —3 + 2 est I'autre solution.
9. Tracer (D), (T) et (C). (On prendra ae=0,4 et 3=2,5).

PARTIE C
Soit A un nombre réel strictement positif et A(X) I'aire en cm? de |a partie du plan

délimitée par (C), la droite (D) d’équation y=—Xx-+2 et les droites d’équations
respectives X = Oet x=A
1. Calculer A()\)a I'aide d’une intégration par parties.

2. Déterminer la limite de A(A) lorsque A tend vers+ co.
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FXANEN 7-Bac D Session normale 2008

EXERCICE 1

Le plan complexe est muni du repére orthonormé O, ¢, e, .
On considere I'équation (E) : Z €C, Z3 1 6-5i Z2 +(1-20)Z—14-5i=0
1.8 Vérifiepque i est une solution de I'équation (E).

b. Résoudre dans C I'équation : Z2 +(6—4NZ+5—14i=0

c. Résoudre 3 |'aide des questions qui précedent I'équation (E).

2. On considére les points A, B et D d’affixes respectives u=1; v=-2+3i et
[ =—4+1i. AN

a. Placer les points A, B et D dans le repére.
°—

v £l L -
sous forme trigonométrique.

b. Ecrire le nombre complexe Z =

c. En déduire que le triangle ABD est rectangle isocéle en B.
3. Soit S la similitude directe de centre A qui transforme D en B.
B’ est I'image de B par S.
a. Justifier que le triangle ABB’ est rectangle isocéle en B’.
b. En déduire la construction du point B’.
4. a. Déterminer I'écriture complexe de S.
b. Calculer I'affixe de B’.

EXERCICE 2

Le tableau ci-dessous donne les notes sur 20 obtenues en mathématiques et en
sciences physiques par huit candidats de | série D au baccalauréat 2005.
X est la note de mathématiques, Yila note en sciences physigues.

X

a

6

7

9

11

14

12

17

4

6

8

10

12

9

14

Yi 3
1. Représenter graphiquement le nuage de points associe a cette série statistique
dans le plan muni d’un repére orthonormé (0, |, J). L'unité graphique est 1 cm.

2. Calculer les cordonnées du point moyen G du nuage puis le placer dans |e repeére.

3. a. Vérifier que la covariance cov (X, Y) de la série statistique est égale a v

b. Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.
4. Démontrer qu’une équation de la droite (D) de régression de Y en fonction de X
. , | ]
par la méthode des moindres carres est : i — %Xﬁ-&%
5. Sur la base de I'ajustement linéaire ainsi réalisé, calculer la note probable de
mathématiques d’un candidat qui a obtenu 15 sur 20 en sciences physiques. '
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PROBLEME

L'objet de ce probleéme est I'étude de la fonction f dérivable sur ]0; +co[ et définie

par f(x)= 2-\'—34—me. On note (C) la courbe représentative de f dans le plan

muni du repére orthonormé (O, I, J). L'unité graphique est 2 cm.

PARTIE A _

Soit & la fonction dérivable sur |0: +~| et définie par : g(x)= 2x2 +1—Inx.
1. Etudier les variations de g puis dresser son tableau de variation.

(On ne demande pas de calculer les limites).
2. Justifier que : Vx €|0; +od|, g(x)>0.

PARTIE B
1. a. Calculer la limite de f en+nc.

b. Déterminer lin’l0 f(x) puis interpréter graphiquement le résultat.
X— :
>

2. a. Démontrer que la droite (D) d’équation y = 2x — 3 est une asymptote a (C) en
400,
b. Préciser la position de (C) par rapport a (D).
3. a. Démontrer que pour tout nombre réel strictement positif x, f'(x)= g%
X

b. Etudier les variations de f puis dresser son tableau de variation.
c. Démontrer qu’une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1 est :
y=3x—-4.
4. a. Démontrer que I'équation f(x) = 0admet une solution unique cr .
b. Justifier que : 1,3 <<x<1,4.

PARTIE C
Onpose p(x)= f(x)—(3x—4) et h(x)= —x2 +1-Inx
1. a. Déterminer le sens de variation de /1 sur]0; + .
b. Calculer /(1) puis justifier que : Yx € }0; i[, h(x)>0 et Vxe]l; +rx.>l, h(x)<0.

h(x
2. a. Démontrer que : VX e.]o;_{_ no[ (p'(x) = __(_2_)
X
b. Etudier les variations de  puis en déduire le signe de(x)suivant les valeurs de

X.
c. Déterminer la position de (C) par rapport a la tangente (T).

PARTIE D
1. Tracer la courbe (C), la droite (D) et |a tangente (T). On prendra a = 1,35 .
2. Calculer en cm? Iaire de la partie du plan délimitée par la courbe (C), la droite (D)

et les droites d’équations X =letX =¢.
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EXAMEN 8:BacD Sazssion normale 2007

EXERCICE 1

On considére les suites(U”) et(VH) definies par :UCl =4 et VO =9 et pour tout

20,V |
: . —_ Fl
entier ﬂaturEI n: UH+I — (—]n—rp% et ]“/;2.*—I — § Un -+ Vn

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, Un >0 et VH 2 L);

2
. v, —U,
2.a. Démontrerque : Vi€ N, VH—I—I —UH_H = 5T, 47,

b. En déduire que : VrEN, U, <V, etque:

v .-U

1
71+ F+1 5‘2_ Vi—Upy

c. En déduire que : YrEN, V, -U, S??,%

3. a. Démontrer que la suite (UH) est croissante et que la suite(VH) est

décroissante

b. En déduire que les suites (Un) et (Vn)convergent.
)ont la méme IimitefJ

Vi =Upy-¥y

c. Démontrer que les suites (U”) et (Vn

4. a. Démontrer que pour tout entier naturel n, Un—!—l

b. En déduire la valeur exacte de E
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EXERCICE 2

Une population d'éleves comportant 40% de bacheliers a subi un test de
recrutement en premiéere année d’'une grande ecole.

e 75% des bacheliers sont admis

Ce test a donné les résultats suivants : ; ; 4
e 52% des non bacheliers sont admis

PARTIE A
On choisit au hasard un éléve de la population. On note :
B I'événement : « |I'éléve est bachelier » ;
T I’'événement : « I'éléve est admis au test » ;
A l'événement : « I'éléve est bachelier et est admis au test ».
1. Préciser chacune des probabhilités suivantes :
a. La probabilité P (B) de I'événement B ;

b. La probabilité PB (T) de T sachant que B est réalisé ;

c. La probabilité PB[T] sachant que B n’est pas réalisé.

2. Démontrer que la probabilité de I'événement A est égale a 0,3.
3. Calculer la probabilité de I'éevenement T. \
4. Déduire des questions précédentes que les événements B et T ne sont pas

indépendants.
5. Démontrer que la probabilité pour qu’un éléve admis au test soit bachelier est

25
5T

PARTIE B
On choisit au hasard 5 éléves de |la population étudiée.
On note X la variable aléatoire égale au nombre d’étudiants bacheliers et admis au

test parmi les 5 choisis.
1. Démontrer que la probabilité pour que 3 seulement des 5 éléves choisis soient

bacheliers et admis au test est égale a 0,1323.
2. Calculer I'espérance mathématique de X.
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PROBLEME
L’objet de ce probléme est I'étude de chacune des fonctionsf, get h ci-dessous.
. fest la fonction dérivable sur R — —1 et définie par: f(x)-—"%:’{_—?

e Zest la fonction définie sur ['ensemble Dg:‘ﬂ;é‘l.)lé;+ao'par:

g(x)=f Inx er g(0)=1
e /i est la fonction dérivable sur IR et définie par: h(x)= f e* .

PARTIE A
1. Démontrer que :
4
a. VxeD, et x=0, g(x)=1———;
g g(x) Inx—+1

4
e* +1
2. a. Déterminer x_l;r_r‘lmf(x) etx_lgr_]_‘lmf(x).

b. VxeR, h(x)=1——

b. Déterminer lim _f(x) et lim _f(x).
x=—r—] x——I
>
3. Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation.

PARTIE B
J la courbe représentative de gdans le plan muni du repére

On note [Cg
orthogonal R, = (0, I, J). L'unité sur (Ol) est 1 cm et sur (0J) est 2 cm.
1. a. Démontrer que g est continue en 0.

b. Démontrer que [Cg)admet une demi -tangente verticale au point d’abscisse 0.

2. a. Déterminer lim £(x) puis donner une interprétation graphique du
X=X

résultat.
b. Déterminer Iiml g(x) et lim g(x) puis donner une interprétation
X=5 X—,
& =

graphique du résultat.
3. Démontrer que g est strictement croissante puis dresser son tableau de

variation.

4. Tracer [Cg )et ses asymptotes dans le repeére Rl .
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PARTIE C

On note [Ch] la courbe représentative de /dans le plan muni du repeére
orthogonal R2= (O, 1, 1).

L'unité graphique est 1 cm.

1. Déterminer x_lérllmh(x) etx_lj[}_]noh(x), puis interpréter graphiquement les

résultats.

_4e*
2
14+eX

2. Démontrer que, pour tout nombre réel x, /1'(x) =

3. En déduire les variations de /1 puis dresser son tableau de variation.

h

4. On note A et B les points d’intersection respectifs de avec les droites (Ol) et

(0).

a. Déterminer les coordonnées de chacun des points A et B.

b. Démontrer gu’une équation de la tangente (T) a [Ch] enBest y=x—1

c. Démontrer que B est un centre de symétrie de [Ch}'

5. a. Démontrer que A réalise une bijection de R sur un intervalle que |'on

précisera.

b. Déterminer I'expression explicite de la bijection réciproque A~ l de h.

6. a. Tracer (T}'{Ch] et ses asymptotes dans le repere RZ'

b. En déduire |a représentation graphique (I")de la fonction &~ l dans le repére RZ'
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VIEN 9: Bac D Session normale 2008

EXERCICE 1

Le plan est muni d’un repére orthonormé (O, |, J). L'unité est le centimétre.
Soit A, B et C trois points d'affixes respectives ZA’ ZB et ZC tels que

zZ

:2+6f;ZB =4+ 2i; ZC=6L

A
1. Placer les points A, B et C dans le plan.
2. a. Déterminer la forme algébrique de 7 _ EQ 0 | ou Z _est |'affixe du point O.
7 0
B TA
b. Ecrire Z sous forme trigonométrique.
( )
c. Déterminer une mesure de I'angle orienté| AB | AOJ.

3. Soit r |a rotation de centre B et d’angle —

b X

a. Déterminer I'écriture complexe de r.

b. Déterminer I'image de O parr.

c. En déduire que le triangle OAB est rectangle et isocéle en B.

4. a. Déterminer le centre et le rayon du cercle (C) circonscrit au triangle OAB.

Construire (C).
b. Démontrer que les points O, A, B et C appartiennent a un méme cercle.

EXERCICE 2

Une banque dispose de guichets automatiques ou certains clients peuvent faire des

retraits d’argent a I'aide d’une carte magnétique.

Chaque carte magnétique a un code secret connu seulement du titulaire de la carte.
Ce code secret est une suite de quatre chiffres du systeme décimal.

Exemples de codes : 0375 ; 9918 ; 2400.

Les deux parties A) et B) suivantes sont indépendantes.

PARTIE A
1. Combien de cartes magnétiques la banque peut-elle distribuer a ses clients ?

2. Démontrer que la probabilité pour que le code d’'une carte magnétique

, |
commence par O est égale a 0"
3. Calculer la probabilité pour que le code d’une carte magnétique soit composée
des chiffres 2:4:5: 7.
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PARTIE B

Monsieur KONE, un client de la banque, titulaire d’une carte magnétique a oublié
son code.

Son épouse lui rappelle que celui-ci comporte les chiffres 2;4;5; 7.

Il décide alors de tenter sa chance au guichet automatique.

Les guichets automatiques sont équipés de mémoires leur permettant de confisquer
une carte aprés trois essais infructueux successifs.

Monsieur KONE joue la prudence et s'impose deux essais au maximum.

1. Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :

a. E : « Monsieur KONE réussit a retirer de |'argent au premier essai »

b. F : « Monsieur KONE échoue au premier essai et réussit au deuxiéme essai ».

2. Soit G I'évenement : « Monsieur KONE retire de I'argent ».

Déemontrer que la probabilité de G est égale a %2-

3. De retour a la maison, Monsieur KONE annonce fierement a son épouse qu'il a pu
retirer de I'argent au guichet automatique.

Calculer la probabilité gu’il ait effectué le retrait au premier essai.

4. La banque préléve une taxe pour chaque essai de retrait au guichet automatique.
Cette taxe s'éleve a 30 francs par essai fructueux et a 60 francs par essai
infructueux.

X désigne la variable aléatoire qui détermine la taxe totale a payer sur I'ensemble
des essais faits par Monsieur KONE.

a. Déterminer |a loi de probabilité de X.

b. Démontrer que I'espérance mathématique de X est égale a 115 francs.
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PROBLEME
PARTIE A
Soit la fonction & dérivable et définie sur |0; + o par: g(x) =x2 —Inx—1.

1. Calculer les limites de £ en0eten +oc.

5 ; s 2x% —
2. Démontrer que, pour tout nombre réel strictement positif x, g'(x) = B

3. Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

4. a. Démontrer que I'équation g(x)=0admet deux solutions sur|0; + .

b. On désigne par & la plus petite des solutions. Démontrer que 0,4 <a <0,5,

c. Calculer g(1).
d. En déduire que, pour tout nombre réel strictement positif x :

si x€)0;alUl; +ox| alors g(x)>0.
si X €l alors g(x) <0.

PARTIEB
X
Soit f la fonction dérivable et définie sur ]0; 4 o par f(x) = x—i—%—l— lr;{

On note (C) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthogonal
(O, 1, )). L'unité est 4 cm sur (Ol) et 2 cm sur (OJ).
1. a. Déterminer la limite de / en 0. Donner une interprétation graphique du

résultat.
b. Déterminer la limite de f en 00,
, bl e 8()
2. Démontrer que, pour tout nombre réel strictement positif x, f'(x)= 5
x

3. a. Démontrer quef(af) = 2c +?l]—.

b. Etudier les variations de fet dresser son tableau de variation.
4. Démontrer que la droite (D) d’équation y = x est asymptote a (C) en+00.
5. Etudier la position de (D) par rapport a (C).
6. Tracer (D) et (C). On prendra o« = 0,45 et f(nc)=3,l
7. Soit A 'aire en cm? de la partie du plan délimitée par (C), (D) et les droites
d’équations respectives X = e 2etx=1.

Calculer A.
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VER 10: Bac D Session normale 2005

EXERCICE 1

Le plan est rapporté & un repére orthonormé direct (O, u, V).

L'unité est le centimetre.
On donne le point A d’affixe i.

Soit [l") ensemble des points M du plan daffixe Z  vérifiant

Ml—iﬁ]zfﬁ—i%G

1. a. Démontrer qu'un point M appartient a (F) si et seulement si son affixe z
verifie: Z*-I"=3

b. En déduire la nature de(r).
2.0n considére les points B et C d’affixes respectives Jj et —4i.

L'application S est la similitude directe qui applique A sur O et B sur C. e
Soit M un point d'affixe z et M’ d’affixe z* I'image de M par S.

a. Démontrer que : Z'=[1 -iﬁ]z —fB

b. Déterminer les éléments caractéristiques de S. On notera E son centre.
3. On désigne par (C) 'image de (r) par S.

a. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de (C).

b. Construire (C) et (F)

4.50it D le poinuelque:oe\EB et FD=2EB

a. Construire les points D et £ dans le méme repére.

b. Démontrer que le triangle ECD est équilatéral.

c. Calculer I'affixe de D.

5. Soit r la rotation de centre E qui transforme C en D.
Déterminer I'écriture complexe de r.
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EXERCICE 2

PARTIE A
6x2 +22x+20

Soit la fonction définie de {2;-!— OOE vers R par: f(x) = 5 s .
x“+5x+

1. Calculer f(2) puis lim f(x)
X—»+0

2. Démontrer que : VXEIZ;—i-m ,f(i’):fi—— zgi;—lf_()
' b ¢ X

2
3.a. Démontrer que : Vxel2;+ml, f-(x)z(x:ff:;? 6)2

b. Dresser le tableau de variation de f .

PARTIEB
Une urne contient :

= un jeton marqué 1,
e deux jetons marques 2

* et n jetons marques 3 ;
n étant un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On tire simultanément deux jetons de 'urne.
On suppose que les tirages sont équiprobables.
On désigne par X la variable aléatoire égale a la somme des points marqués sur les
deux jetons extraits de l'urne.
1. a. Exprimer en fonction de n les valeurs prises par X.
b. Déterminer la loi de probabilité de X.
2. Soit £(X) 'espérance mathématique de X.

612 +22n+20
n% +5n+6

b. Déterminer n pour que £(X)soit égale a 5.

¢. Déduire de la partie A que : 4,4 < E(X) <6.

Donner une interprétation de cet encadrement.

a. Démontrer que E(X)=
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PROBLEME
PARTIE A

Soit g la fonction dérivable sur |0; o ool et définie par: g(X) = -%x3 +1—-2Inx.

2x—D(xZ2 +x+1)
X
b. Déterminer le signe de g'(x) suivant les valeurs de x.
c. En déduire les variations de g .
2. a. Dresser le tableau de variation de g .

b. Démontrer que : ‘v’xE]O:+ OOI, g(x)>0.

1. a. Démontrer que : VxEIO -’r-m g'(x)=

PARTIE B
Soit f la fonction dérivable sur IU -f m[ et définie par: f(x)= —-x —14+—= lnx
x

On note (C) la représentation graphique de f dans le plan muni du repere
orthonormé (0, 1, J). L'unité graphique est 2cm.
1. a. Déterminer les limites de f en O eten +00.

b. En déduire que (C) admet une asymptote verticale.

2. a. Démontrer que la droite (D) d’équation y = %x— | est une asymptote oblique

a (C).
b. Etudier la position de (C) par rapport a (D). -

3. a. Démontrer que : VxE}U;—%— oo[, f‘(x):%x)

b. Déterminer les variations de f . (On pourra utiliser A.2.b)

c. Dresser le tableau de variation de f
4. a. Démontrer que |'équation : x610;+oo[,f(x)=0 admet une solution

unique .
b. Démontrer que : L,15<a <1,3
c. Construire (D) et (C) dans le méme repére. (On prendracx =1,2).
5. Aest un nombre réel strictement supérieur a 1.
A(z\)désigne I'aire de la partie du plan limitée par (D), (C) et les droites
d'équations respectivesx =1 et x=A\.
a. A I'aide d’une intégration par parties, calculer A(/\) X

b. Déterminer la limite de A(/\)lorsque tend vers +00.
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Correction EXAMEN I: Bac D Session normale 2014

EXERCICE 1

1. a) Démontrons que I"écriture complexe de S est : 2 :E 1—i z.

L'écriture complexe de S est sous la forme Z2'=az+b, a cC et beC.

[S(O)=O@{ ax0+b=0 _ [b=0 [B=0
5(C) = a(S+i)+b=3~—2i == ==

S+i 2

Donc .':":---:E 1—i z.
2

b) Déterminons les éléments caractéristiques de S.

. Lerappnrt:k=}-1—f ﬂ
2 2
r1 *
e langle @=Arg E 1—1 ]
cos(B)—% i
Ona: 3 9=—:
Sin(ﬂ)———z-

e LecentreestO
c) Déterminons I'affixe du point D qui pour image le point C par S.

ona:5(0)=c=§(1—s)zp=zc

= i(1-Dzp=5+i
x 10+21

1-i

= zp=4+60

{:}ZDI

2. a) Justifions que I'affixe Z; du point B, , image de B par 5 est 3 1-5i
Ona:S(B) =B, = (1 -z =2
&z = 1(1 —i)(3 - 2i)

&z == (1 — 5i)
b) lustifions que le trlangle OBB, est rectangle et isocéle en B

Bﬁzﬁl =ZB—zl = S+] .= —f donc le triangle OBBl est
Z2o—2y Zo— 4 —dot

rectangle et isocéle en B; .

On a:
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n
1 . N
3. a) Démontrons par récurrence que: VNEN, Zp— [E 1—=i Z;.

n
. . n
Soit la proposition P(n] : VnEN,zn :[%] 1—ij Zp
e Vérifionsque P O estvraie

0
. 0
Pour n=0,0na ZU:ZB=[E-] 1—i Zydonc P O estvraie.

* Supposons que P N estvraie pourtout NEN.

Démontrons que P n+1 est vraie.

1 7\
VneN, zﬂ'i“l_[i] 1—1 Z, or Zn=[5] 1—r'nzo

, n
1] | .n
Donc 2 =|=|1—i X|=| 1—i 2z
n-+1 l4.2 2 0
rl n+1 ! e
2o 1= E] 1—i Zq et P n+1 estvraie.

n
e Conclusion : VHEN,ZH =[%] 1—i ”20

b) Calculons la distance OB, en fonction de n.
Ona:

1 n
0B, =|z,, =[.£] ><|1—f|”><|z0| =

i n
=15 x V2 %13

08, =Jﬁx[-‘§-]

c) Calculons _ lim OB,.
n—-4ou

lim 0B,= lim 3

N— 400 n— 400

2

ﬁn
2

n
2
=0 car—ﬁ<1d0nc lim [—\/—-] =0
2 n—+00
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EXERCICE 2

ints associé a la série statistique double (X, Y).

s

Besmbnann

= H
EIEE TSI i ]
4 -

sead

*

*

e
-

Brsimmnnie

Fhdbaninn

-

LT

H
T

.
-
"

= T IT]

s
ECET STy

1. Représentons le nuage de po

4t

¥
*
3

;
th
m

-
+
-
-
-

pramsesen
-
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2. Déterminons les coordonnées du point moyen G de la série (X, Y).

Calculons}
; 1+2+3+&+5+7+7+8+9_£

9 9

I

X=5

Calculons Y

25+27+30+33+34+35+38+41+43 306

Vo
9 9

Yy =34
Donc le point moyenest: G 5;34 |
3. a) justifions que la variance V' X :-2—9

12 4:9% 132 4P 4 B2 B2 P+ B4
VX = 3 -5
VX — 285_25_285—225=60

9 9 2
V X :E

3

44
b) Justifions que la covariance de X et Y est ?

1x25+2%x27+3x304+4x334+5x34+6x35+7x38+8x41+9x43

cov X,y = — —5x34
9

1662 1662 —1530 132

cov XY =———=170= =
9 9 9

44
cov XY =—

3

4. a) Déterminons la valeur du coefficient de corrélation linéaire.

44
cov X,Y

ﬁwxvv Jm 98 me

b) |r|>0,87 donc on peut envisager un ajustement linéaire.

= r=0,99
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5. a) Déterminons une équation de (D).
ona D :y=ax-+b
cov X,Y 44 3 11
— = x = (J=——
v X 3 20 5
= B 11
b:V—GX=34—?X5 = b=23

Donc D :y:};—x—kZB

a

b) Tracons (D). (Voir figure)

X 5 10
34 |45

6. Donnons une estimation du nombre de bacheliers qui accéderont aux études

supérieures en 2020.
e 2020 correspond 3 X =18.

e Donc y=1€1-><18 +23 = y=62,6
Le nombre de bacheliers qui accéderont aux études supérieures en 2020 est estimé

a 62600.
PROBLEME

Partie A
1. a) Déterminons la valeur de b.

g 0 =0+ ax0+b €D=b
g0=1 & b=1

b) Déterminons la valeur de @.

(T) est paralléle 3 (D) donc g' 0 =1

Pour tout x€R, g'x =1+ —ax+a—be ¥
g'0 =11+ —ax0+a—1e°=1
<a=1
2. a) Calculons h' x , pour tout x élementde .
pour tout X élémentde R, h' x —e*X —1
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b) Dressons le tableau de variation de h.
h'x =0&eX—-1=0
<> x=0
\?’XE]—oo;O[, h' x <0 Donc / eststrictement décroissante sur ]—-00;0[

Vx e ]0;—[—00[, h' x >0 Donc h eststrictement croissante sur ]0;+00[

Tableau de variation de h

X —o0 0 +00

h' x 2 +

h x \1//

c) Déduisonsque: VXEIR, h x >0.
1 est le minimumde s sur Ret1>0donc VXER, h x >0

Partie B
1. a) Calculons la limite de f en —o0o

lim fx= lim x+ x+1le *=—0c0
X—— 0D X——00

X

car |lim x=-—oco, lim x+4+1 =—occet Iim e "~ =400
X— =0 X——00 , X— —00
. . fx
b) Justifions que: lim ——=+400.
X——00
—X

] X ] x+ x+1e 1

lim = lim = lim 1+ 1+ e X =400
X——00 X——00 % _ X——0X0

; 1 ; -
car Ilim |1+4—|=l1let Iim e " =40
X——00 X X— — 00
¢) Interprétation graphique ‘
La courbe (C) admet une branche parabolique de direction (0J) en —CO.
2. a) Calculer la limite de f en +00.
_ x+1 X
fx=x+x+1e *=x+ =xX+—+—
e e e
: , X : 1

lim fx =+occar lim x=+4ocet lim —=_lim —=0
G X— 00 x—-+o0eX x—-+o0eX
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b) Démontrons que (D) est une asymptote a (C) en +00.

— x+1 X 1
—N= x+1le X—x=_lim =—+
fx —x=x+x+1e i Pon g X T ox
: : X ; 1
lim fx —x=0 car Ilim —=_Ilm —=0
X— 400 X—+ooe X—+ooe

Donc la droite (D) d’équation ¥ = X est une asymptote a (C) en 400,
c) Etudions les positions relatives de (C) et (D).
Pour tout x€R, f x —x= x+1e ¥

Pour tout xR, e~ % >0 donc le signe de [f x —x] dépend de x +1

Pour tout x€ —o0;—1, f x —x<0 = f x <x

Pour tout x€ —oco;—1, f x — x>0 = f x >x
o (C) est au-dessous de (D) sur J—o;~I[
o (C) est au-dessus de (D) sur |-1;+<[.

3.a) Démontrons que : Vxe R, /'(x)=¢""h(x)

VxeR,f' x =14+ X — x+1 e X=14e X —xe ¥ —e

—e
—1—xe *=e X e*—x or hx =e* —x

donc f' x =e *h x

b) Déterminons le sens de variation de f

VxeR, f' x =e *h x

VxcR, e X>0et hx >0 = f'x>0

Donc f est strictement croissante sur R.
c) Dressons le tableau de variation de f .

f'(x) ki
— G
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4. Construisons (C)et(D)et(T).

5. a) Démontrons que f est une bijection de R sur R.
f est continue sur R car dérivable sur R et f est strictement croissante sur R,

donc f estune bijection de R sur fR =R.

b) Calculons f_l "1,

. onaf0=1= fli=0
f'[f"'ll}=f'0=1

s Dunc[_f—l]'l = :_7]—

c) Construction (') voir figure
(I') et (C) sont symétriques par rapport a la droite d'équation y =X.
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Partie C

1. A I'aide d’une intégration par parties, déemontrons que :
vneN, |/ :(—Z—n)e‘” +e.
vneN, I, =f (t+1)e 'dt

Posons: u t)__r+1 et v'(t)= e”"

(
(t Cv(t)=—e""

nl fl—-e#tdt
—(t+1)e "t —e f]il
(Ft—z)e_t]i1

I,=(—2—n)e” " —(1-2)e
I, =(—2—n)e " +e

donc I,=|—(t+1)e”

I

2. Calculons 'aire A, en cm® dela partie du plan limitée par la courbe (C), la droite
(D) et les droites d’équations X = — letx=n

. N i _ S i —x 2
Ona: An-f_l(f(x) x)dx.cm j:l(x—l—l)e dx.cm
A. =Ly
A, :[(—Z—n)e‘” + E’].sz
3. Calculer n_l}i_@(x)ﬂn

i —2—n —2 n
Ap=(—2-n)e” " +e=—p—te=—f——te
e e e
; —2 . —n
lim Ap,=e car lm —f= lim —=0
n— 400 n——4o0o e n——+oo e
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EXERCICE 1

1. a. Figure

.............................

.......

...........

ST ;l|¥-!‘#

EERERY A iR T R P P T P PR T E R PP T TR R T Ty

prrsassnns
[

L b}

maiiasaass

zZ,-Z,
b. Déterminons la forme algébrique du nombre complexe -3 1

Z,-2y°
Z3-2Z) _(2+4i)—2_ 4 _ 2x2i _ 2i _ 2i(d—i) _ 2i+2
z,-z, 4+2i-2 242 2(+i) I+i @+)a—) 12412
Z 7 2 = v .
374 _2+42i__2(1+4i)_
5,7, 2 2 =141
2. On note S la similitude directe de centre K qui transforme A en B.
/SN
K
A B
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a. Démontrons que I'écriture complexe de 5 est Z'=(1+i)z—2i:

L'écriture complexe de S est de la forme :2'=az+b:
SK)=K & z,=0z,+b & z,=0z,+b (1)
S(A)=B & zy=az,+b < Zy=az, +b (2)

2—Q) & z;—2,=0(2,—-2)) < a=§§—:%=1+i
z,=az, +b & b=z —az, =zl(1—-a}=2(1—(1+i)}=2(—i):—2i
On déduit que : Z2'=(1+i)z—2i

b. Déterminons les affixes respectives des points I’ et J’.

I(1,0) donc z,- =1; J(0,1) donc ZJ. =]
Z,,.=(1+f]z‘,—2#'=(1+l')><1—2r'=l+i-—2f-——1—f

z,=(1+i)z, —2i=[14i)xi—2i=i—1-2i=—1—I

3. Déterminons le rapport et une mesure de I'angle orienté de la similitude S.
2'=14+i)z—2i

soit k lerapport de S: k=[1+i=\12+12 =2

Soit @ Il'angle de S: @=arg(l+i)

cosf= 1,=i=£
— 4

g— 1 _1_2

R Y I

a. Tracé de (C) (voir figure).
b. Déterminons le centre et le rayon de (C’), image de (C) parS.

Rappel : 'image d’un cercle par une similitude est un cercle dont le centre est
I'image du centre du premier cercle par la similitude et son rayon est le rayon du

premier cercle multiplié par le rapport de la similitude.

Le rayon de (C') est: R'=kxR=+y2x2=2J2

Le centre de (C') est £ imagede(2(1;1) par la similitude S.
2., =14z —2i=(1+i)L+)—2 =1+i+i—1—-2i=2/—2i=0
On en déduit que: £Y(0;0) soit =0

c. Construction de (C’) (voir figure).
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5. a. Déterminons l'image par S de la droite (1J).
L'image de la droite (lJ) est le droite (I')’).
I’ et )’ étant les images respectives des points | et J (voir 2.b).
Construction de (I')’) (voir figure).
b. On désigne par E le point d’intersection de (C) et la droite (1)) d’abscisse négative.
Plagons E et I'image E’ de E par S (voir figure).

Justifions la position du point E’.
E étant le point d’intersection de (C) et de la droite (1)), on en déduit que E’est le
point d’intersection de (C’) et de la droite (I')’)

De plus, S(E)=E’ donc Mes(ﬁ',i@):%

EXERCICE 2

1. Déterminons les valeurs exactes de ul et u2 .

a4l 51/ 9,42
u1—2+zu —2+iﬁ_——2+7

0
T SO (e - N V2 _a. 2
U, =2+5U =2+5Q+5)=2+1+ 5 =3+
2.a.b. etc. (Voir figure)

3. a. Démontrons par récurrence que pour tout entier naturel 1, un <4,

U0=x/§ <4 = Uy<4 donc la propriétéest vraie a I'ordre O.

Supposons qu’il existe un entier naturel K quelconque tel que : U <4,

k
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Démontrons que Uk+l <4

1
<
“k—4 =5 zxuk< ><4 = 24-= xuk<2+ 1.4 = 2+ xuk<4

= Uy 54

Conclusion : pour tout entier naturel 17, un <4,
b. Démontrons que la suite (U) est croissante.

s g 1 _ W

Or U,<4 = —%Un . %xd - —%u 2 = 2—%1} >0
= Un+1 —U, >0

On en déduit que la suite (u) est croissante.

¢. En déduisons que la suite (U) est convergente.

u, <4 = (u) est majorée.

—y > i .
u, 1 u,>0 = (u) est croissante
(u) étant croissante et majorée, elle est donc convergente.

4. Soit V), =Up, — 4, pour tout nombre entier naturel 1.

Démontrons que (V) est une suite géométr‘fque
n+1
n

mn—t

Wi ™= n+1“4 2+ up, —g=1 Un ;= {u —4}—2 n =

Donc (’u’) est une suite géométrique de raison 5 et de premier terme

Vo =Y —4={2-4.

5. On pose, pour tout nombre entier naturel n :
a. Déterminons une expression de T en fonction de 1.

T l_qn+1
n—v0+v1+ .tV n=Vo*XT1=g— -~
st Lyn+1 (l}n-{-l
T,=(2- 4]>< 2 =(2— 4) ——-—
1-3 2
T =2(2—4)x(1
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b. Justifions que : 5, = 2(y2 --4)(1—-:2-n—1_-lrf)—|—4(n+1)

Vp=Up—4 = u,=v,+4

n n n
Sn:uo+u1+....+un=v0+4+v1+4....+vn+4
Sp=Vg TV tVpHa+4+.. +4)=T, +4(n+1)
S,=2(2— 4)(1——_...)+4(n+1)

c. Déterminons la Ilmlte de Sn.

Sn=Tp+40h+1) = IlimS,=limT, +lim4(n+1)

Or T, est une suite géométrique de raison q:1<1 = limT,=0

2
Donc limS, =lim4(n+1)=+c0

PROBLEME
1. a. Caculons X_I_I}Il’louf(){)

i — i 7. e
cAimf(x)= lim_ x<—1+In(1—x)=+00

H o4 -] — 1 — = i —_—
Car X_I;r_rjoox 1=+occ et Ilm In(l X) |ll'_1‘1E_ In(X) +o0
b. Calculons x—umoo f)(( ) puis en donnons une interprétation graphique.
. fX)_ e X2—1+In(1—x) LIn(—x)_
x—llmoo'i(“_x—l!-moo X T Xx— I'moox x X e

_ _ . : - In(1—x) _
Car, lim x=-—oc et lim ==0et lim —===0

lim M:—'oo : (C) admet une branche parabolique de direction (0J).
X——00 X _
c. Calculons la limite de f & gauche en 1 puis en interprétons le résultat.

li — i 2 B U
XLnlf(x) )![’nlx 1+In(1—x)

<
Car )![)nlxz —1=0 et llmln(l x)— lim In(X)——oo
< b

2. a. Pour tout nombre réel x de I'intervalle ] o<, 1[ calculons f'(x).

f'X)=(x2=1+In(1—x)) ---Z)H-(1 X) =2x+,—1

1—x I—x
Flix)=2X0—x)—1_2x—2x2—1_ 2x* —2x+1
1—x 1—x x—1
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b. Démontrons que f est strictement décroissante sur | —oo; 1.

von 2x2—2x-+1

Soit P(x)=2x%—2x+1
A=(—2)2—-4x2x1=4—-8=—4<0
Vx€]l—o; 1], 2x2—2x+1>0 et Vx€]—oo; 1, x—1<0

Donc Vxe€]—oo; 1, f'(x)<0
D'ols f est strictement décroissante sur 1—oo; 1]

c. Dressons le tableau de variation de f .

X — 00 !

f'ix) :
+00 —_—

flx) o

3. a. Démontrons que (E) : X €]—o; 1, f(x)=0admet une solution unique .
f est continue et strictement décroissante sur ] —o<; 1]

f(]—o0; 1[)=]—o00; +o0]

0€]—o0; +odf

donc (E): f(x)=0 admet une-solution unique c sur ]—oo; 1

b. Justifions que —0,7 <a<<—0,6.

fest continue et strictement décroissante sur]—-OO; 1] et en particulier sur
]'__017; _016[
f-0,7)=0,02 | _y ¢_q7 -

—0,7)xf(—0,6)<0 d'ot —0,7<a<-0,6
L oo——n17] = FEOMXf=08)

4. a. Démontrons qu’une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 0 est :

y=—x—1.
(T): y=r"'(0)(x—0)+f(0)
' _ZXDZ —2x0+1_ 1 .
FO==——g71 =+
fl0)=02—1+In(1—0)=—1+In1=—14+0=~1
(N): y=—1x—0)+(—1)=—x—1
b. Tracons (T) et (C) (voir figure).
5. R est l'aire de la partie du plan délimitée par (C), la droite (Ol) et les droites
d’équations respectives X =ret X=0.
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0
a. Calculons fln(l—x)dx a I'aide d’une intégrale par parties.
u'=1 u=x

L . e S
v=In(l—x) = —1 =

il n(1—x)dx=[x.In(1—x)]% —tgf-_%dx

O ini—xXldx=[xIn{—x)2 — [1+-=Ld
kan( —x)dx=[x.In( —x)]n—(flirm X

=[xIn(1—x)]8 =[x +In(1—x)1°
=[x.In{1—x)—x—In(1—x)]°
=[0.In(1—0)—0—=In(1—0)]—[cv.In(l—a)—a—In(1—c)]

0

fln(l—x)dx=—a.1n(1—n-)+oz+In(1~c1f)=a+[1—cr).ln(1—oz)

x .

b. Démontrons que la wvaleur de R en unités daire est

A=2 _2a—(1-alini—a).
Azw?f(x)dx-UA=—(}x2 —1+In(1—x)dx.UA
CE] 0 “ 3 0
A=—([x?—1dx+ fln(l—x)dx).u,a:—(["_—x]g + f!n(l—x)dx).UA
Y
A:—((03 0)-(“-’ o [In(l X)ex)UA=—(— < +a+fin(1 XdxUA

e '5‘3 +atat+{l—a)ln(l—a))UA=—(— E‘L+2a+{1 a)ln(l—a))UA

(“ —2a—{1—a)In(l—a))-UA

c. Déterminons en cm? I'arrondi d’ordre 2 de la valeur de Il pour «=—0,65.
3
A= %~—2tr—(l—n:).ln(l—(r))-UA:{—3——2n—[1—(r)‘|n(1-v(r])-ﬂcm2
A:((:9';@——2><{—0,65)—(1—(40,65)).In(1—[—0,65}).4cm2
_ 3
A=(=055" 4 1,30)-(1,65)) In(1,65)4cm?

A=1,53cm?
6. a. Calculons f(—l)-

f=1)=(=12—-1+In(1—(-1))=1—-1+In2=In2
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b. Démontrons que le nombre dérivé de f_l en In2 existe puis le calculer.

v o 2(—12—-2(-1)+1_2x14+2+1_ 5 _ -5
Pl (—1)—1 -2 —2 2
f'(—1)=0, on en déduit que f~! est dérivable en In2

et (f 1}'(In2):f'(1_1):_15:—é}!
2

¢. Construction de la courbe (C')® et de sa tangente (A] au point d’abscisse In2 sur
|la figure de la question®4.b.

£ 1 I
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g{gggggfon EXAMEN 3: Bac D Session normale 2012

[

1. Représentation graphique du nuage de points.
Echelle:
2 cm pour 10 centaines de francs sur (Ol)

2. Calculons les coordonnées du point moyen G du nuage.

__54+60+66+72+84+90+96+102 624 _ o

8 ] .
_18+416+15+13+10+9+847 _96 _ ., G(78;12)

8 8

3. a. Calculons la variance V(X) de X.

|

=l

S, . . S 2
V(X) = 542 +602 4662 72 Esa +902 +962 +1022 __ .2
V(X)= 593--32 782 = 6354 —6084 =270

b. Calculons la covariance COV(X ;Y).

COV(X,Y): 54%184+60x16+66x154+72x13+84x104+90x9+96x8+102x7

—78x12
8

Covix,y)= E'5’810—93#5.:-52,25
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e ———

c. On admet que V(Y)=14,50.
Demuntrnns que I'arrondi d’ordre 2 du coefficient de corrélation linéaire est éga 3

-0,99.
__covix;y) __—6225 _ —6225__ (ggq

MIX)xVIY) 270x14,5 3915
r=—0,99

4. Soit (D) la droite de régression de Y en X par la méthode des moindres carrés.
a. Justifions que I'arrondi d’ordre 2 du coefficient directeur de (D) est égal a -0,23,
COV(X;Y)__ —62,25 __

V((X) tes 70— 023
b. Démontrons qu’une équation de la droite (D) est : y=—0,23x+29,94.
y=ax+b = y=ax+b = b=y—ax=12—(—0,23)x78=29,94
Donc (D) apouréquation: y=-—0,23x+29,94

o=

5. Pour I'année 2011, Madame Kouamé souhaite fabriquer un nouveau type de
collier qu’elle vendrait a 11 500 francs CFA l'unite.

Déterminons le nombre de colliers de ce type qu’elle pourrait vendre selon
_ I'ajustement linéaire réalisé.

11 500 francs CFA = 115 centaines de francs CFA

Pour X= 115, déterminons y en utilisant I’équation de la droite d’ajustement.
y=—0,23%x115+29,94=3,49
y=3,49 dizaines de colliers or 3,49 dizaines sont égales a 34,9 soit 35 colliers.

Elle pourrait donc vendre 35 coliers au prix de 11 500 francs CFA |'unité.

— ]
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EXERCICE 2

=
On considére la suite numérique U définie sur N*par : 1

4
Ynpy™= 3

B e
n
Un

1. a. Représentons sur |'axe des abscisses (Ol) les termes /., et ., de la suite

172 3
U en utilisant_la courbe (C) et la droite (D).

La représentation graphique des termes de la suite U permet de conjecturer que la
suite U converge vers 2.

2.0n admet que f est continue et strictement croissante sur [2;3}.

a. Démontrons que f“2;3]|Cl2;3

f est continue et strictement croissante sur [2 ;3].

A3 {reso)=[yos3 o+ -fe)elza

donie fﬁz;eﬁ]]c[z;:—;].
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b. Démontrons par récurrence que pour tout entier n =1, 2§Un <3
Pour n=1, Ul =3= 2£U1 <3 la propriété est donc vraie a I'ordre 1.
U,)<3.

Pour n>1, on suppose que 2<U, <3 = 2<f{(

d’aprés la question 2.a)
Donc ESUH+1 <3 la propriété est donc vraie a I'ordre n+1.

alors VnEN, 2<U, <3

3. a. Démontrons que la suite [/ est décroissante.

Calculons la différence U 1 UnetmontronsqueU -—Unﬂo
Upy1—Un=3|U+ 5| ~Un 1U+U2 Up=2Up—Up+ U
Upia —U,= %Un ;UH'FU% = %Un+§n:—uzn[j:4zaguinz
Urs1=Un= (2+U22}2 " }_Z'LUH E—Lal
2<U, <3 = U,>0 = 2;:%0

2+Uy —x(2-Up,) estceluide(2—U,)

Donclesignede U ,—Up= U
Etudionsle signede (2—U,)
2<U,<3 = —2>-U,>-3 = =g =ly—=2
= —34-2<-U,+25-2+2 = —=1<2~U,<0
= 2—U, <0 Donc Un+1—Un§U

On en déduit que U est décroissante.

b. En déduisons que la suite U est convergente.

La suite U est décroissante.
U est minorée par 2 (car 2<U,, <3).

Donc U est convergente.
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o Y

b+

4.0On considére la suite V définie sur N* par V= —2

n 2
. 2
a. Démontrons que pour tout entier N>
P rn>1, Vn I V

n—u,+2 = v”+1=U” _1_|_2

1 4] 1 2 2 U2+4
Oor U -= —>~n
n+1 2[U”+un) 2Untg-= +u ~ 2o,

n

UP+4  Up2+4-4U, 0,~3*
. 20, 20

—_ n
n+1 2 2
U,~+4 E{ %*4~+—4[J Lﬁ1‘F:!2

N +2
20, 20, =

2 2 2
u,—2 2U Up—2 (U -2)
Vv —_n P n—_7" =[ X = 3
n+1 2U ) (n
n Un-I—Z Un+22 U”+2 ,

n-1
b. Démontrons par récurrence que pour tout entier N>1, Vn =[V ]

i |

2
Vn>1, Vn—l—l: Vn

g 2 22-1
On en déduit, V1+1 [V] =t V2=[V1] =[V1]
Donc la propriété énoncé est vraie pour n=2.
2n-1
On suppose que Vn2>1, V, =[V1]

an+1-1 2n

Montrons que Vn = Vi =V

2
vn+1 = Vﬂ

2n-1 e

Vi

2%2n-1 2159n-1 2n—-1+41 2n

= ¥ =V =WV =¥ =V

n41=

2n—1
Donc Vn>1, V,= Vi
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c. Calculons V, puis exprimer V, en fonction de 1.

1
gy 8 U.—2 =_

L B o N
w=oilez T 1TUF2T3F25
2n-1 2n-1
_ 1
V=[] = vn_{g

d. Exprimons Up, en fonction de 1.
uU,—2 '
AR | : - £ _ =
Vn-—m - anU +2 =U, 2 = anUn—!-ZVn—Un-l‘
= Vj kUn—Un=~—2—2Vn = Un Vn—l =—2—2Vn

—2-=-2V, 2-+2V,
n Vn—l T 1-—Vn
2n-1
2+2{1]
s s D
= n— 2n-1
1—(1
5
e. Démontrons que limV =0.
i 1
Iimvnzlim[g-] =0 «car —1<-5-<1
En déduisons la limite de U.
2+2V, 0o 2
limU _'I'mT—T_“ _0"_1“2
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PROBLEME

PARTIE A

On considére la fonction g dérivable et définie sur ]0;+no[ par : g(x)=eX +2Inx

1. a. Déterminons JILHUQ(X) et xﬂmmg{x).

s o _
)!IE'IDQ(X)—)LIE'IUE +2Inx=—00

car limeX=e%=1 et limlnx=—cc
X—=0 X—0

. o - _
Xﬂr_rgwg(x)—xllm_me +2Inx=+400

car lim eX=+400 et lim Inx=+4c0
X — 400 X— 00

b. Calculons g'(x)

2

g'(x)= eX+2Inx '= eX '+2Inx ':ex+2[%]:ex +£

c. Etudions le sens de variation de g puis dressons son tableau de variation.

A X 1 2
g'(x)=e e

‘cfxe]o;—l-oo[, eX>0 et %}D
2

Donc g'(x)ze"’—f—E::O Vxe]0;+ool.

On en déduit que: g est strictement croissante sur ]0;4—00‘.

Tableau de variation

X 0 | —+ 00

g'(x) +

+ 00
glx) o //
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2. a. Démontrons que g(x)=0admet une solution unique cvsur [0; 4+

0;—[—00’

g est continue et strictement croissante sur

gHO;—Foo :’—oo;—l—ool

oe]— OO;+00|
Donc I'équation g(x)=0 admet une solution unique o sur lO;—I—ool.

b. Vérifions que 0,4 <« <0,5.
0;+ool

g est continue et strictement cfoissante sur

et en particulier sur ‘0,4 ;O,SJ

g(0,4)=€%% +2In0,4=—-0,34
g(0,5)=€0%° +2In0,5=0,26
Donc 0,4<x<0,5 _

\;’x‘e 0;of, g(x)<O0;
VX €a; +oq, g(x)>0.

g(0,4)xg(0,5)<0

¢. Démontrons que :

Tableau de signe

X

g(x) om0

Signe de g(x) — 0 +

On en déduit:
Vxe}o;a[, g(x)<0;
Vx € |o; 409, g(x)>0.
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PARTIE B

1. a. Déterminons lim ' flx)
X~—-+r:>of{x) ot x_lLTm X

e f(x)=eX+2xInx—2x=x

ex
T+2lnx-—2]

Jim f= lim

eX _
7+21nx—2 =

. X
car lim x=4oc : Ilim &= . i —
X — 00 ’ Wemsiuiney, 400 - xﬂ}rﬂmm.h( —+00

flx) _ ex+2xlnx—2x:

X X X
||m fX¥_ im € olnx—2=+00
Mot % X—>+oo + nx—2=-+
. X
lim &
X——+4oco X
b. Interprétons graphiquement les résultats.

. o . flx) _
X—Ilvrﬂﬁof(x)__{_m et X—-l-!\r—n!—% X S

X
_e _
=S +2Inx—2

car =40 et |lim Inx=4+co
X— 400

donc (C) admet une branche parabolique de direction I'axe (OJ).

2. a. Démontrons que f est continue en 0.
f(0)=1

" s 1 X __ D___ ; v _ - . i
J@Of(x)—l car )!_I_IPOE —=pY==] : )I(@Dxlnx 0 et )I(l_%Zx 0
Iim f(x):f(O) donc f est continue en Q.

flx)—f(0) _

b. Démontrons que I:m X

f(x)—f(0) _ eX +2xInx—2x—1 _eX—1+x(2Inx—2)
X o X X

flx)—f(0) _eX—1, 51ny—2
X X

im JX1—f0) _ _ im€& ~1_-1 et lim2inx—2=—
;!@0 e B J@(J X 1 e x—0
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c. La fonction f est-elle dérivable en 0 ? Justifions la réponse.

f)=FO __
X

lim
X—0

}@Oﬂ_xl%f_(ﬂ_] n'est pas finie donc f n'est pas dérivable en 0.

d. Interprétons graphiquement le résultat de la question 2.b.

ijoﬂﬂ;ilg):_m donc (C) admet en O une tangente verticale.

3. On admet que f est dérivable sur |0;+od].

a. Démontrons que : VX €|0;+0d, f'ix)=g(x).

F'(X)= eX +2xInx—2x '= X '+ 2xInx '— 2x '=e* +2|nx+2x~%-—2
f'(x)=eX +2Inx+2—-2=eX+2Inx=g(x)

b. Etudions les variations de f puis dressons son tableau de variation.

Vxe]0;+oo[, f'(x)=alx)
Donc le signe de f'(x) est le méme que celui de g(x).
VXE}O; a:l, g(x)<0;

Vx €| +09], g(x)>0.
VXe]o;a[, fl(x)<0;
Vxe]a;+oo[, f'(x)>0.

f est strictement décroissante sur

Or d'aprés Partie A, 2.c.:

Donc:

0;0:[,

On en déduit que:
f est strictement croissante sur ICE;-FOO{.

Tableau de variation
X 0 v 400
f'(x) —_ 0 -+

=+ o0

1
f{x) - \ f(CEJ /
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4. Trag..is la courbe (C) sur Pintervalle [0

2].

!
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2
3
5. a. Démontrons que K = fxlnxdx:ZInZ—H.

u'=x sz;_-i

v=Inx V'=%

K:fzilnx *f‘% dx= X Ly f[ | &
K= "‘Tzlnxj— ﬁlzl%{'"-’-—fgﬂ B 2?2_%41
k=[4m2-9)-[2- }L] =(2In2-0)- 2]=2Jn2—%

b. Soit A I'aire en cm2 de la partie du plan délimitée par la courbe, la droite (Ol) et

les droites d’équations respectives x=1et x=2.
Calculons .A puis donnons I'arrondi d’ordre 2 du résultat.

2 2
— — ® —_ X I — - d 'UA
A f[f(x) Ode UA [[e +4-2xInx 2x] (0] X
2 2
= X — d L] = X __ I d .
A [[e +2xInx 2x] ):UA [[e 2x +2X nx] xsUA
2
= X _2x| dxeUA 1 dxUA
A f[e x] X +2‘[(x nx) X

1
A= j[exf-—Zx] dx+2j[xlnx} dx«UA
1 1

2

X x?

A=|lex—2%- +2K-UA=“( —22)—(e ‘+2K]-UA

1

a=((e2~4)—(e-1) +2K]-UA=He2—4~e+1]+2K]-UA

A= ez—e—3l+2K]-UA:[‘ez—e—3‘+2|2|n2—%

]-UA

A ez—e—3+4ln2—%]-UA=lez—e+4ln2-—%]-UA

A=2,940UA~47cm? (UA=4cmx4cm=16cm?)
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Correction EXAMEN 4: BacD Session normale 2011 -

EXERCICE 1

1. a. Démontrons que la suite Vn est convergente,

lim v,=lim
n (n+1)2 n?+2n+1 n?

= |lim V,=

lim v, existeetest finiedonc la suite V,, estconvergente.

b. Démontrons que la suite Vn est croissante.

n42n nn+2 n+1 n+1+4+2 n+1 n+3

n= 5= T = Vo= R 2
(n+12  (n+1) (n+1+12  (n+2)

, _n+tln+3 nnd2 (0413043 png2?

L 22 0412 (012200412 (04220 +1)2

_ (n+1)3 n+3 —n(n+2)3

n+1 °n (n+2)2(n+1)2
v i _ (n+22(n+1) n+3 -n(n+2)(n+2)?
nt+l °n (n+2)2(n+1)2
Vo, =V, = (n® +2n+1)(n? +4n+3)—(n? +2n)(n® + 4n+4)
i (n+2)2(n+1)?
v _y. —(n%+6n3+12n2 +10n+3)—(n* +6n3 +12n2 + 8n)
pHn (n+22(n+12
2n+3

vV —
ML (0422 (n+1)2
VneN, 2n+3>0et(n+22(n+12>0=_— 2113 -

(n+2)2(n+1)2
Donc Vne N*, Vo1

On en déduit que la suite(V,)est croissante.

—v,>0.

—
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c. Démontrons que : Vi € N*, % i |

lim v,=1 = v,<1 pour tout n€N*
La suite v, est une suite croissante.
Son terme le plus petit est son premier terme 2
C'est —a—dire que VYneN¥, u1<v :
2
1 4 f—
[1+1] [2]

Finalement : %S vV, < il

2. On pose pour tout entier naturel non nul 71, a,, =v] sz XXV,
n+2

a. Démontrons par récurrence que: VREN*, on a: a,=_""<_
. T 2(m+)

_ L 8
O =V XV, XXV = @y =V =2

_ n+2 1+2 _ 3
.. = =
nTan+1) T 20+ 20)
La propriété est donc vraie & ['ordre 1.

Supposons que pour keN*, on — K+2
pp que p @ O =gy

_ (k+1)+2
k17 2((kF 1)+ 1)

=3
i)

Et montrons que a

Gk :V1><V2><- . -XVk

Hk+1 :E/l ><V2 b, -Xvkka+l

%

_ _ k42 k+1)242(k+

ak+1_akka+1_*2(k_|_1)x( ((k)l 1) F(l)z 2
k+2 k+1)((k+1)+2
ak+1-—2(k_|_1)><( ();(((+2)2) )

—
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— K42 . (k41)k--3)
k+1° 2(k+1) (k+2)2
g —k+2)x(k+1)(k+3)_ (k+3)
k1 2k+1)(k+22  2(k+2)
_ (k+1)+2

a

! (= ERY

On a suppasé que a, =2,

et on a montré que ak_i_l:zﬁl—l_—l_li)-l-—é)_ :
Finalement, on conclue que YneN*, a =2‘(an—l—21)

b. En déduisons la limite de la suite O

_ n+2 _ n+2 e N2 _ 1
O =gneq)Zngs = My =limgms=lims=>

3. On pose pour tout entier naturel bn =i Vl +In V2 +...4In Vh

a. Démontrons que bﬂ est une suite a termes négatifs.

VYneN*, %gvn<1=>vn<1:>Invn<lnlz>lnvn<0,‘v’nEN*

Donc(b,)est une suite atermes négatifs

(car sommedevaleurstoutes négatives)
b. Calculons la limite de la suite bn .
p =V XV, XXV,

Inanzfn(levzx-~-><vn)

Ing, =In v, +In v, +-+Inv, =b,
:>Iimbn:Iim(lnan):lnlim(an):ln%

=limb, =In =—In2
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EERHCE 2
1. a. Calculons E(X) I'espérance mathématique de X en fonction de a et b,

E(X) =220x0,08 +230x0,10+240xa+250xb-+260x0,16+270x0,15+280x0,04
E(X)=17,6~23+2400+250b+41,6+40,5+11,2
E(X)=133,9+240a+250b

b. Sachant que E(X) = 250, justifionsquea=0,14 et b =0,33.
E(X)=250 < 133,9+4240a+250b=250

Deplus, ipf=l < 0,0840,14+a+b+0,16+0,15+4+0,04=1
=1
& 0,53+a+b=1
133,94 2400+ 250b=250
0,53+a+b=1
133,9+240a+2506=250 (1)
l132,5+2500+250b=250 2)

(1)—(@2) = 1,4—100=0 = —10a=—1,4 = az%zo,m

0,53+a+b=1 = b=1-0,53—0=0,47—a=0,47—-0,14=0,33
Finalement: a=0,14 et b=0,33

Onendéduit le systeme: {

2. Calculons la probabilité pour que la masse de ce sachet de lait caillé soit au

moins de 250 g.
P(X>250)=b+0,16+0,15+0,04=0,33+0,16+0,15-+0,04
P(X >250)=0,68

3. Calculons la probabilité qu’elle ait choisi exactement trois sachets de lait caillé
de 220 g.

Chaque choix conduit a 2 éventualités : soit le sachet a 220g ou non.

Chaque événement est donc une épreuve de Bernoulli de paramétres 5 et 0,08.

Ces epreuves de Bernoulli se répetent de maniére indépendante.

La probabilité gu’elle ait choisi exactement trois sachets de lait caillé de 220g se
calcule a I'aide de la loi binomiale :

P(x=3)=C3 0,08 °x 0,92 ° =10x 0,00051 x 0,8464
P(X =3)=0,00432

—
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4, Arbre de probabilité
On note :

A :l'événement « le sachet est accepté ».
E : 'évenement « le sachet est éliminé ».
E

250 g

230 g

220 g
A

<
| A
0,7 E
240 g
0,3
Z
0,2 A
<
0

a. Justifions que la probabilité qu’un sachet de lait caillé de 240 g soit éliminé est
de 0,098.

Soit les événements G : « le sachet a 240g » et E : « |le sachet est éliminé ».

P(GNE)=P(G)xP,(E)
P(GNE)=0,14x0,7=0,098

b. Calculons la probabilité pour qu’un sachet de lait caillé de cette société soit
éliminé.
P(F)=0,14x0,7+0,1x0,8+0,08x1=0,098+0,08-+0,08
P(E)=0,258
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PROBLEME

Partie A b

Soit la fonction numérique dérivable sur |O; + oo et définie par : glx)= 3 +Inx.

1.a. ‘Calculnns X_!jf_'ll_’loog(}()
; L
=+

lim In(x)=+0o0
car X—>100
—2x+1_ |im =2X= |im -72:0

lim Ak
x—+00 X2 x——+400 x2  X—-+00

b. Calculons |im g(x)
x—0
>
lim_g(x)=—00
x—0
>

lim_In(x)=—00
x—0
car < -
lim —2X+1-——oo car lim-2x+1=0 et lim x2=0 avec x2>0,¥xeR
x—0 x2 X:—;O x—0

>

%2
2. a. Démontrons que : VX G]O;—I—oo[, g-(x):)( +Xéx+2 :

'=[_ ;(2_1"4-[Inx]'

g'(x)= -"z’jf_z"l—f-lnx

—2x2 +4x2+2x+ 1

_ —2x2_2xe—2x—1 4 ; -

=
_2x242x 1 2x2+2x | x3 _x3+2x242x
T4 X x4 x4 x4
_ XX H2x+2)_ 249542
,_ Xox3 x3
Donc Vix€|oj+od], g'(x)= x? +33X+2
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b. En déduisons le sens de variation de§ .

2
VxE}O;-I—ool, g'(x)==% +23x+2
X

Vx€|0;+oc, x3>0 donc le signe de g'(x) est le méme

que celui de x242x+2.

Etudions le signe de x2-+2x-2.
A=22—-4x1x2=4—-8=—4<0.

Le signe de x2+2x-+2est le méme que celui

du coefficient de x2qui est 1.

On en déduit que: x2+2x4+2>0 Vxe]o;-i—oo[

Donc VXE]O;-E-OO[, g'(x)>0

Finalement, g est strictement croissante sur }O,‘—I—OO[.

c. Dressons le tableau de variation de la fonction £ .

x 0 + 00
g'(x) +

—p> + 0O
g(x) 5 L

3. a. Démontrons que xE]U;—}-oo[,g(x)=0 admet une solution unique a.

g est continue et strictement croissante sur 0;+oo{.

9”0;-5-00{]21—-00; +oo[.
06]—00; —|—oo{

Donc I'équation g(x)=0 admet une solution unique sur IO;—i—ool.
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b. Justifions que : 2,55 <<«v<2,56,
g est continue et strictement cro.'ssante sur IU +c>o|

et en particulier sur

g(2,55)=—0,002 <0
g(2,56)= 0,006 >0
Donc 2,55<«a < 2,56.
Vxe]o;al, g(x)<0

VXE]O:;Jrool, g(x)>0

l'
] = g(2,55)xg(2,56)<0

c. Démontrons que :

X 0 4 + o0
e ] _+
g(x) — 60 _ o0 + o0
Signe de .
g(x) . 0 +
1

Vxe}ﬂ;a[, g(x)<0

On en déduit :
Vxe]a; +co[, g(x)>0
Partie B )
1. a. Calculons Iimof(x) puis en donnons une interprétation graphique.
—_— .

>
. — e (L —
Jim f)= lim | % —Inx|e™ =+oc0

lim 1=+c:>o

Xx—0X

>

car liminx=—00 = lim —Inx=4+00
X—* x—0 3

lim e X=e—0=1
x—0
U >

Ladroite(OJ)d'équation x=0 estasymptoteverticale a(C)

J—
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b. Calculons |im f(x) puis en donnons une interprétation graphique.

X— 400
x—ljrm-oof (""}:xlﬁ_ [-E—Inx)
— i 1 _Inx
kaJ;;;;]
x—l.ﬁ-wﬂx)zo
car 1 =0 et Iim Inx _ 0

Xl>+00xe" X—>+00 eX
(croissance comparée des fonctionsinx et eX )
Ladroite(Ol)d'équation y=0 est asymptote horizontalea(C)enoo

2. Démontrons que : f{a}:—l%t—e -
a

f{a)=(é—lnaJe‘“

Or gla)=0 < —2“‘;1+lna=0 = lnazza';l
o o
|1 _2a+1| - (4 2a+1 a—20— 1
| =1 wf - GE1
= flo)= kaZJ 2§

donc f(a]=—-1;‘_fe—a

3. a. Démontrons que : VXEJO;—FOO’, f'ixX)=e=X.g(x)

flin= ——“"XJ }*—:J-}-—Inx'e_x%-%-lnx] g—X !
e e - e X =[-L 11 inxle~x
Foo= w2 x’ +[_“'”XJ { 77X +Inx|e
by 1 _ —x_ __1_-_
flx= s —+Inxle = x2+|nx]
ft=|- 1+2X+Inx] ~X=g(x)e~*
X2

Donc VxéiO;—#oo[, f'(x)=e*-g(x)
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b. En utilisant la partie A, déterminons les variations def.

Vxé|0;+ooi, flix)=eX.g(x)

Vxe]0;+oo e~ X>0 donc lesignede f'(x)estleméme que celuide g(x)
Vx€[0;a], glx)<0 vx€0;af, fix)<0
or nc
Vx€ja; 400, glx)>0 Vxei(r;+m‘, f'(x)>0
Onendéduit que:

Sur JO;O&’ f est strictement décroissante
Sur ]aﬂ;-f-oo[ f est strictement croissante

c. Dressons le tableau de variation de f .

X 0 24 +00

g'(x) } 0 +

e epe———
£(x) +m\ I+ p-a / 8

o2

4. Démontrons qu'une équation de la tangente (T) a la courbe(C) au point
2 3 4

d’abscisse 1est: y— “—EX +E'

(7): y=r'1x—1+f(1)

' 1+2x1 = 1 -3
f (1)‘—‘[——+12—+ln1 e—1=_340 2="1
—[1 W |
f(l}—li——lnlJe = 0§_§
=3 1. 3 3,.1__3..4
(N: y=220—U+3=—3x+5+z=—zx+3
s R 4
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5. Construisons la droite (T) et la courbe (C) dans le plan muni du repére (0, 1, J).
On prendra a = 2,6.
. *;”“E_I.-!._ H ' H &

Partie C
1. Soit /1 la fonction dérivable sur }0;+m{ et définie par :h(x):e—x-lnxl

Démontrons que 1 est une primitive de fsur] L'J;+%[.

En d’autres termes, il s’agit de mantrer que : h'(X]Zf(X]
P(x)= e=X-Inx'= e—X x Inx + e~X x Inx'
1

— e X x[%—lnx]

h(x)= —e—X xInx + e~ X x

h'(x):l%—lnx] e—X = f(x)

Donc A est une primitive de fsur‘0:+m|-
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—

2. Soit A un nombre réel tel que A>3.
a. Calculons, en cm? et en fonction de A, I'aire A(A) de la partie du plan comprise

entre(C), (Ol) et les droites d’équation' x =3 et x = A,
Sur IB; s oo|, (C)estendessousde(Ol), donc

A A
A(A}:—f[f(x)—O] dx-UA=—[f(x) dx-UA
3 .3

avec UA=2cmx10cm=20cm?2

A
A\)=— h(x)|3 x20cm? (car hest une primitivede f sur ]O;—!—oo[)
AN =— h(A)—h(a)]xzocm2 = —[e*“}‘ |n)\—e~3-ln3]x20cm2

A)\)=— A =1 1 In3|x20cm2 =|In3 _InA x20cm?
ex e3 e3 er
b.Caleulons  |lim A())
A—+o00
lim A= i In3_InAl\ 50em2 —In3 2
)\——l—l— (A)= ,\—imoo P " 20cm =3 ><20r:m
|I’1A - % N |
rli AL 2 X
ca ).me - [crorssancecomparee des fonctionsinxete
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Comecton EXANEN 5:BacD Session momale 2010

EXERCICE 1

PARTIE A

1. Les racines carrées de 6-+6i/3
Soit A=6+6iy3

) 2
|&\=|6+6:J§|=\l62 + 63 =36+36x3=,36+108 =144 =12

Soit d=x+4-iy une racine carrée de A=6+6i/3,0na:

2 B
x>y _l'ﬁl x2+y2=12 (1) 2x2=18 (1)+(2)
x2—y2=Re A & Ix2—y2=6 (2) & |2y’=6 (1)—(2)
2xy=Im A 2xy =643 xy=3J3
x2=9 x=3 ou x=-3
& y2=3 o ly=V3 ou y=—3
xy>0 xety sontdemémesigne

Onendéduitquelesracinescarréesde A=6+-6i13 sont:
d=3+3i et d'=—3—3i
2. Résolvons dans C, I’équation 272 — 1+3iy3 z—4=0

P . 2
A= 143i3  —4x2x —4 =1+2x1x 3i3 + 3iy3 +32

A=1+6iy3—-27+32=6+6i\3
Les racines carrées de A=6-+6iy3sont d= —34+.3ietd'=—3— J_l' 3 (voir 1.)

i =_b_d_[1+3fJ§]—3—J"r:_2+2J§;=_1+£f
17" 2a 2x2 4 2 2
z =—b+d=[1+3‘J§]+3+J§’=4+4J§i=1+@;
2 2a 2x2 4

1,43,
C ‘1+J_‘n_‘j'
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3.a. Dévelnpp:;ns, réduisons et ordonnons : 2z+1 lZZ2 — 1+43if3 z —-4]

22+1‘222— 1+3i3 z+-4|=4z3—2 143i3 22824222 — 1+3i3 2—4
=473-21+43i3-1 22— 8+1+3i3 z—4
=473-23i3 22— 9+3i3 z—4
=423-6if322-3(3+ i3 )4

b. En déduisons les solutions de (E).

4736322 —-33+i3 z—4=0& 2741 [2z2— 14+3iy3 z—4|=0
2241=0 ou2z2—1+3i3 z—4=0

@z:—% ou 2z2— 143iJ3 z—4=0
T "S- 17T - T ;
zy= i ;2= §+T' : zz—1+\/§r
1 Ji.
Sc={—3:1+Bi; -5 —2—-]
4. Expression de Z; Z, et Z,sous forme trigonométrique
.zoz—l
11
=133 e
1 _ zﬂ:i cosT+isinT
arg z, =arg[%-]=7r
021=——-|-£l
1 A ) 2 1 = 2
|.=:1|—‘i 1+ J3i = 5| 1+3i|=|5 1°+ f3 _ixﬁ4§_1
Soitd =arg z,
-
cosfl = 5 9=2_'”'
5in9=£ 3
2
27 27 27 27
1x|cos=— = el
2, = S 3 +isin=— 3 =COS— 3 +isin 3
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022=1+J§f

; 2 2
|22!=|1+J§!|=J1 + 3 =Ja=2
Soitf'=arg z;

1

cc:stﬁ’—2 poT

5;1']'}!53':E 2
2

—2[cosT +isin™

22—2c053+rsm3

PARTIEB

S similitude directe de centre O, d’angle 8 = —% et de rapportk=2.

1. a. Ecriture complexe de S.
Z'=az+b

|[:if:.¢(¢=_""";'=2Eil:El 2|cos

2

3 ]—}—Jsm

1, B . &

3] 2[——!—1[—71]_1 3i
w—-%éb wi1l-a =0x1-a =0 _
z'=[1—J_r]z

b. Justifions que S(M )_M et S(V,) =M,

° zo':[l—ﬁf}zoz[l—ﬂ][ ]_—%+-‘?-f=zl
2, =2, = S(M,)=M |
° 7z —{ J_f]z —-[1 J_J][—m+‘f_ ]—— + 31-|—-‘j—2§15+%

% g£;_1+J_;

Z1 =Z, = S(M,)=M,
2. Justifions que Z

v =[1=Be,

My =5M,) & Zn+1=f[2n] &2, 4= 1—3i z,,

—

TOP CHRONO Mathématiques BAC D | Edition 2015

Scanned by CamScanner



392
3. Soit Un définie pour tout entier naturel 1 par Un =’Zn]

a. Démontrons que Un est une suite géométrique dont on déterminera la raison

et le premier terme.

Ups1=[2n11]=[1-3)2 2| =L~ BiJ2g|= A2y |=2x(2n|=2xU,
u
U, ,=2xU, = G:1=2

flonc U est une suite géométrique de raison g = 2 et de premier terme

Uy=fel=]-4=

=2
2|” 2

b. Justifions que la distance OM, ,, =2048

OM,,= lez =M : :‘212‘:U

or U, =U0q”:%><2” car [Un]est une suite géométrique

_ 19121 L
Ulz_sz 2—§X4096-—2048

Donc OM,,=U,,=2048

—
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EXERCICE 2

M: Prise du médicament

M: Pas de prise du médicament

B: Baisse du taux de glycémie

B: Pas de baisse du taux de glycémie

Arbre de probabilité

80 =
100
M
60
10 20
100 —
B
10 B
40 100
700
M
90 _
100 B

1. La probabilité d’avoir-une bziisse du taux de glycémie sachant qu’on a pris le

médicameﬁt (B) — ﬁ

2. Démontrons que la probabilité d’avoir une baisse du taux de glycémie est 0,52.
P(B)=P(MNB)+P(MMNB)
=P(M)xP, ,(B)+P(V)xPp,(B)

__ 60 « 80 40 10 __ 4800 400 48 4 4_
_100><100+100><100 100><100+100><100 100 ' 100

ﬂrjﬁfﬂﬁz
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3. Probabilité que l'individu ait pris le médicament sachant que |I'on constate une

baisse de son taux de glycémie.

60 80
__pmnB)__ PIM*P,(B) _ 155> 100
PeM)==2m ——p@) 52

48
_100_48 100__48__12 __
FlM) =3 =100"52 52 13 >3
100

4. Soit Pla probabilité d’avoir une baisse du taux de glycémie :
p=0,52 ; g=1—p=0,48.

Le contrdle sur un individu conduit a 2 éventualités :

- une baisse du taux de glycémie de probabilité p=0,52

- ou une absence de baisse du taux de glycémie de probabilitéq=0,48.

C’est donc une épreuve de Bernoulli.
On répéte 5 fois cette épreuve.
On calculera les probabilités a I'aide de la loi binomiale P(X =k)= Ck k n—k

a. La probabilité d’avoir exactement deux personnes dont le taux de glycémie a
baissé : P(X =2)=C2p%q3 =10x(0,52)% x(0,48)> =0,299
b. La probabilité d’avoir au moins un individu dont le taux de glycémie a baissé.
P(X>1)=1—P(X=0)=1-Cp%q°>=1—q>=1—(0,48)° =0,975
5. Déterminons n pour que la probabilité d’avoir au moins un individu dont le taux
de glycémie a baissé soit supérieur a 0,98.
P(X >1)=1—P(X =0)=1—C%0"=1—g" =1—(0,48)"
P(X>1)>0,98 < 1—(0,48)">0,98«< —(0,48)">0,98—1

< —(0,48)">—0,02< (0,48)"<0,02

< In(0,48)" <In(0,02)< nlIn(0,48)<In(0,02)

In(0,02)
= n>~l 0 48)4@ n>533

P(X>1)>0,98 < n=6
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PROBLEME
PARTIE A

1. a. Justifions que Vx € \ 0;+00 |, g'(x)=1+4Inx

g'(x)= 1+xInx '= xlnx '= x X Inx +xx Inx '=1x Inx +x><-)1?
g'(x)=Inx+1=1+Inx
b. Etude des variations puis tableau de variation de g

g'(x)=1+Inx
g'X)>0 & 1+Inx>0 & Inx>-1 & x>e ! o x>1

X 0 +®

1
e

g'(x) - 0 +

Vxe]o;%’, g'(x)<0
VXEJ%; +m’, g'(x)>0

Sur '0; [ g est strictement décroissante.

1
€
On en déduit :
Pl =

Sur ‘ mi, g eststrictement croissante.

o=

Tableau de variation

1
X 0 =5 +®
g'(x) - 0 +

I S —

£ \ < —1 /

[ =

e—1 o
2. g admet sur IO; + ir’ e == O comme minimum absolu.

Donc Vx€]0; 4|, g(x)>0

iti 5
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PARTIE B
f(0)=0

- X
FOO= T inx
1. a. Etude de la continuité de fen O

f(0)=0

Ilm f(x}— Itm = 0

1+xlnx 1+0
f(O)zJEOf(x) = f est continue en 0.

=0 car lim xlnx=0
x—0

b. Etude de la dérivabilité de fen 0

X X
fO)—£(0) _ TExing O _THxinx__ x 1_ 1
x—0 x—0 X  1+xInx" X I+xInx

FlX)—fl0) _ i - =
im) 255 =lim) o =1 car Jim xinx=0

)!_I_% ﬂ};? £(0) existe et est finie donc f est dérivable en 0 et f'(0)=1

c. Tangente au point d’abscisse 0
(T): y=/r'(0)(x—0)+ f(0)=1x(x—0)+0
(T): y=x

d. Position relative de (C) et(T)

N 2 2
x—=Xx—x%Inx —x%lnx X
’ X _— —_—  — X = —_— —_— _— X
(x)—x 1+x|nx 1+ XxInx 1+ XxInx 1+x|nxx In

Vx e ]0,+oo[,g(x):1+xlnx> Oetx2>0

donclesignede f(x)—xdépenddusignede —Inx

fX)=x>0 & -Inx>0 © Inx<0 & x<e® & x<1

On en déduit :
Sur Jo;1[, (C) estaudessus de (7).

Sur |1; +ocf, (C) esten dessous de (T).
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2. Démontrons que (O1) est une asymptote a (C) en + 00.
x _ x _ 1

fx)= = -1 o
Ltxinx i nx) Lainx
X X
lim f(x)= lim 1 =0 car lim E:Oet lim Inx=40o0
x—+00 x—+00 140y X—+00 X X—+00

im =0 = (0I): y=0 est totea (C + 00,
xﬂ+mf(x) on: y est asymptote a (C) en + o0

3.a. Démontrons que : f'(x)=- 1-x .
1+ XlInx
f {x]—[ ], X 'x1+xInx — X x 14+XInx'
1+ XxInx 1+xlnx2
lx 1+Xlnx — X X[U+1X|nx+x>(i— 1+Xlnx_x>( lnx_i_]_
fix)= = -
1+ XxInx 2 1+ XxInx
1+ xInx—x— xlnx -1—x
fig==% .
1+xMx 14+ xInx
b. Etude des variations puis tableau de variation de f
' 1—x
.
1+ xInx
2 .
[1+x!nx] >0 = lesigne de f'(x) est celuide 1—Xx
x 0 1 +00
1-x + 0 -

Vxelo;1[, f'(x)>0
Vx€|1; +oof, f'(x)<0

On en déduit :
Sur |o;1|, f eststrictement croissante.
Sur |1; +m|, f eststrictement décroissante.
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Tableau de variation:

X 0 1 +00

S'(x) +

(x)

4. Construction de la droite (T)et de la courbe (C) dans le plan muni du repére

[ -
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PARTIE C
1.a. Justifions que : VX€|0; + oo, f(x)<1

fadmetsur |0; +00|. 1 comme maximum absolu et f(1)=1

Donc VXE|0; +o0o[, f(x)<1

b. Démontrons que : VX€E 1;¢€, 1-—1+—X<f(x)

Xell;el = lgxge@ In1<Inx <lIne car x+— Inx est strictement croissante
& Inx<le xinx<x&e 1+xinx<l+x

1 1 X X 14+ x— 1 X
< =3 < &
14+x~ 14 xInx 14+x~ 1+4xInx 1+x '1+xlnx
4x 1 . x 41 . ¥
1+x 1+x~ 1+xInx 14+ x ~ 1+xInx
< flx
@l S

2. A est I'aire de la partie du plan limitée par (C), (Of)etles droites d’équations

x=leét x—=g.

Démontrons que : 16(e — 1)+16In( ]<A<16(e —1)

A:fl f(x)-0 dxxUA=fl f(x)dxxUA=f1 1—|—xlndeXUA

UA=4x4=16cm?
On a montré:
en1.0.que VXE|0; +n0], fix)<1

el 1——+_<
en1b.que Vxeg(1;€), 1 1+X"f( X)

] Qe o TR
Donc Vx€[1;€e], 1 1+X"ﬂx)

- Edition 2015
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1- L <fN<L & ”1— ]dx< [ fx)ax< ["Lax

& [1—m

<~ IX'—|n|1+X|]1 X16<A<lx]1 XILE S0 3UY @ sup 2novinomaq g
¢ 16e—In1+e|-(1- In|1+1|]l<A<€ 1)16</J 190 9%
& 16je-In1+e)-1+2| SA<S16€-1) oy
2 | g
& 16e-1+rn1_+_e|§A§16 €-1)

& 16(e—1)-|—16|n[T§_E]§A_§16 é-1)

dxxUA_<_f 'f(x)dxxUA< ldxxUA

J_..r" il ier D UV aneq

jto i~ I\.__. _-\Lﬁ_-r--,il'hi.'_-. \ SPOL D SUD nUIITUnLL
- lu—A‘mef \ tmx Uxxh 0= {x \
Ll I

ol =Mxd=pU
a1trom 6 N0

":}HE’L o T ZU;E}’\‘GJ aun D.7 09

h{‘}ﬁq.’_‘_} I}T‘L‘H %‘[E:}:{“\;’ ajp (if{;f\
f’:(fl]” P oo 1i9%V

T —
o ¢ o p—
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Correction EXAMEN BBac D Session normale 2009

EXERCICE 1

1. Représentation graphique du nuage de points associé a la série double (X, Y).
T4

Fad

4 Il i & i Il ¥ I & + i b i i '
T T L] T T T T 1 1 B T T T T T
4 50 100 1% . 206 - 250 300 350 400 450 S0 - 550 ° 600G E50 Q0 - 750 x

2. a. Caleul de X le chiffre d’affaires moyen.

v 2% 3504380+ 500+450+580+650-+700 3610 _
X= = - = —515,714

b. Calcul de Y le colit moyen de production.

y_ 2.V _40+45+50+55+60+65+70 _385_cc
N 7 7

3. a. Vérifions qu’un arrondi a I'entier de cov (X, Y) est égal a 1193.
Y. X. _ _
cov{X,Y):Zvﬁ}_f_x.Y

cov(X,Y)=1192,86~1193

7
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b, Justifions I'existence d’un ajustement linéaire entre X et Yi
e cov(X,Y)
JV(X)V(Y)

2
2_X;" _z2_ 3507 +380%+ 5007 +450% + 5807+ 6507 + 7002

2
V(X)= N 7 515,714
V(X)=15224,6
2
V.2 2 2 2 2 2 2 2
VIY}=ZN' _y2_40%+45%+450 +557 460046574707 g2
V(Y)=100 -
_ cov(X)Y) _ 1193

= = =0,967
JVIX)v(Y) [15224,6x100

0,87 <_i|r|§1: il existe alors une forte corrélation linéaire entre les variables X et Y.
L'on peut donc faire un ajustement linéaire entre X et Y.

4. a. Equation de la droite (D) d’ajustement de Y en fonction de X.
(D):y=ax+b
azcov(X,Y)z 1193

V(X) 15224.,6
y=ax+b = b=y—aX=55—0,078x515,714=14,593
(D):y=0,078x-+14,593

=0,078

b. Construction de (D) (voir repére ci dessus).
((D) passe par le point moyen G (515,714 ; 55))
Tableau de valeurs

X 1515714 0

¥ 55 14,593

5. Codit de production Y de I'entreprise Ivoirbois de I'année 2007 si le chiffre
d’affaires de I'année 2007 est de X= 800 millions de francs.

y=0,078><800-+14,593=76,993 millions
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I_:XEHCICE 2
1. Représentation sur I'axe des abscisses des termes UU ;U1 ;U2 et U3 ;

3 L
U,.1=2Up+1 on en déduit: f(x)=-g-x+1
5

x |0

N

fix) | 1

- - [ 4 S
2. a. Démontrons par récurrence que la suite Un neN est majorée par =.

2
U0=U<% donc Uyest majorée par -g- : la propriété est vraie a I'ordre 0.
Supposons que pour tout k élément de N, Uk est majorée par %

. 5.3 3.5 .3 3 3 3 3 )
Ona.Uk<j=:-§Uk<5-><j=>§Uk<-2-:>§Uk+1<2+1=>guk+1<2

5 + - &, 5
= orée par .
::'Uk+1 & 5 donc Uk+1 est egalemerl*st maj par 5
Finalement, pour tout n appartenant 3 N, (U,) est majorée par %
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b. Démontrons que la suite U, neN converge.

(U,) est majorée par 2 donc (Un) converge si est elle croissante.

2

Etudions les variations de la suite (U,).

_3 _3 5 _-2
Un+1_Un'—§Un +1_Un —'S'Un +1 EUH_“TU"?_{_]-
—2

5 -2 -2.5 =2 -2 E =2
Un<j="TUn>—5—xj=>TUn>_1=>‘5‘Un+1> 1+1= £ U,+1>0

Donc Un+1 ~U,>0; par suite (Up,) est croissante.

(Up) est croissante et majorée donc elle converge.

3. Soit la suite V/, neN définie par: VneN, Vi, =U, —g

a. Démontrons que Vn neN est une suite géométrique dont on précisera la

raison et le premier terme.

- 5 _ 5

_3 5 3
=V . =2U,+1-2 car Up=zUp+1
=3 Vn+1_3
_gvn = Vn =z

=>(Vn) est une suite geométrique de raison q=% et de premier terme V0::2§

u.—2

b. Exprimons Vn puis Un en fonction de n.

et de premier terme VG:_TS

(Vn) est une suite géométrique de raison q:%

n

:>Vn=V0q” =% Vn=:2§><%

5 5
Vﬂ=Uﬂ_j = Unzj-l_vn

n n
_5,1-5.|3 Sl |5
:”U""?'JFTX[E] = Un"jl l5l
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c. Déterminons la limite de Un NeN’
3

(V) est une suite géométrique de raison =z
—1<g<1 = limV,=0
or Up=3+V,=limU,=2+limV,

Donc limU, :%—+0=_§_

PROBLEME
PARTIE A

On considére la fonction g dérivable sur R et définie par : g(x)=(1—x}e1_x -1
1. a. Justifions que la limite de g en + 00 est -1.

Onpose X=1—-X

Quand x tend vers +~; X tend vers —n~

i M | - A, - X _
X_llr_rg%g(x)—x_l_u}n_'lm)(e 1=—1 (car lim_xe =0)

b. Déterminons la limite de gen—0 .
lim g(x)=4o00
LNim_ glx)=+

car lim 1-x=+o0c et _Ilim el=X— |im eX=4+00

2. a. Démontrons que, pour tout x élément de R, g'(x)=(x—2)el—X.
g'(x):{(1—;()@1_"—-1]':[1—)()'@1“"c +(1—x)(e1"x‘]'—(1)'

g'(x)=—el X (1-x) el ¥ ]=(1+1—x)[— el—x ):(2_ x| -el)
g'(x)=(x—2)el~X

b. Etudions les variations de J et dressons son tableau de variation.
g'(x)=(x—2)e!~*

VxR, el~X >0 donc le signe de g'(x) est le méme que celui de (x—2)
g'x)>0x—-2>0=x>2

On en déduit que:
oVx € —~;2|, g'(x)<0. Donc g est strictement décroissante sur|—~;2|

oVXC 2;+ fx; g'(x)>0. Donc g est strictement croissante sur |2;+ g
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Tableau de variation de §
X =) 2 +00

g ’(x) - 0 T

g(x)| + =
\ e '+ /

3. a. Démontrons que I'équation xR, g(x)=0 admet une solution unique .

e g est continue et strictement décroissante SUr |—oo; 2|
g(]—o0;2
donc I'équation g(x) = 0 admet une solution unique cv surj—oc;2|
-Vx€]2;+oo[, g(x)<—1<0.

Donc I'équation g(x) = 0 n'admet pas de solution sur]z;—l—oo[

)=‘—(e_1—1);+oo; or 06!—(8_1——1);+6')ol

Finalement, I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « sur R.

b. Justifions que : 0,4 < <0,5.
g est continue et strictement décroissante sur |—00; 2
et en particulier sur ]O,4;0,5i

g(0,4) = 0,04

g(0,5) = -0,1 ] g(0,4)xg(0,5) < 0 donc 0,4< « <0,5

5. Signe de g(x)

- + o0

s 2 @ 2 On déduit du tableau ci-contre que :
200) |+ i 1 VX €]—o0; of,g(x)>0;

| / VXE}(.\';-_{—OO[,Q(X}<U.

T (s )
Signe :

de + 0 -

g(x) !

TOP CHRONO Mathématiques BAC D Edition 2015

Scanned by CamScanner



407

PARTIE B
1. Déterminons les limites de fen + ~0 et en— o .

f(x):xelhx —X +2=x(el_x -1+%)

x—l!Txﬂx)_—
car _lim x=+oc; lim el™*= l|im —X—Det llm _1_|_§__1
X— +0C X— 4+ X—+nue X— o

fix)=xel =X —x+2=xle! ¥ ~1+2)
him_ flx)=—o0

M — . H 1 X— $ X— H —_—

2. a. Démontrons que [ est une primitive de g.

f'(x}:Exel*"—erZ!': xel_x]'+ —X42°

Flx)= x 'el~X +xlel_x ]'+ —x+2'=el~X 4 x(—el—X)—1

f'x)=[1—x)e=* —1=g(x)

f'(x)=g(x) donc f est une primitive de g

b. Etudions les variations de f et dressons son tableau de variation.
f'(x)=g(x) donc le signe de f'(x) est le méme que celuide g
Vx €]—r;al,g(x)>0;

Vx € o+ 00, g(x) <0.

or

VxE]—r‘au al, f'(x)>0 donc f est strictement croissante sur|—oc; af;
VXE]n +- m[ f'(x)<0 donc f est strictement décroissante surln -+ 'x,[

Tableau de variation de f(x)

X — o0 o + o0
/(x) + 0 =
f(x) /_/'(a) \ ‘
-— ) —on
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3. a. Démontrons que la droite (D) d’équation ¥y =—x +2 est asymptote oblique

4 (C) en+ 0. |
flx)— —x+2 =[xl —x+42|— —x+2 =xel~¥

i ——x+2=_lim xel=X= |im eZX =0
x—ljr—?-oof(x) *ek — 400 x—+oc eX

donc la droite d'équation {D]. y =—X+2 est asymptote a (C) en + o0

b. Etudions la position relative de (D) et (C).

flx)— =x+2 =xel=X

vxeR, el=X >0 donc le signe de f(x)— —x+2 est le méme que celui de x
f(x)— —x+2 >0« x>0 donc (C) est au dessus de (D) sur ED;+m[

f(x)— —x+2 <0& x <0 donc (C) est en dessous de (D) sur j—m.»;OF'

4. Demontrons que (C) admet en — oC une branche parabolique de direction (0l).
1—x 2
—X _ x(et ™% —-1+%)
f(x)_xe X+2= _ X' _ pl—x 1_’_2

M

lim Mz—r-oucar Iim el-x— hm ex—+rx,et Ilm -14+Z=-1s5.

X— =00 — —0C X— + — X
donc (C) admet une branche parabolique de dlrectmn 'axe (OJ) en —c0
Déterminons une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1.
M:y=F"1)x-1+ f(1)

f')=gl)=1—-1el 1-1=—1etf()=1)el 1 -1+2=e0+1=14+1=2
(T):y=—1x(x—1)+2=—x+3

6. Démontrons que f((t]‘:l—ﬁ"**l—;lﬁ

fle)=cvel= —v+2
glo)=04>(1—)el 0 ~1=0(1-njel =1 ela=_L

11—«
1 —_a+(1-o)(— —+2) _a—a+2-4¢ 2 _2a
— 2= - ¥
dDu f(n) ﬂxl ‘Y n+ 1'—‘(\’ 1_(1
_24—(1»2—Z(r:1-+-u:2--2f1'+1__(1——u-]2 +1
. l—=ce 1—cv I =
_(1_0’] 1 1
danc fla)= T<a 1<a i n+1__”
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7. Justifions que pour tout nombre réel x, f(—x+2) =e"_1f(x)
flx)=xel=X —x+2

1——x+2
| l- —x+2 +2= —x+2elt* 24 x—242

X
e—1+x
flex+2)=e*1|-x+2 +xe1—X]=ex—1[xe1—x_x+z]:eX*1 fx)

= fl—x+2)=e""1f(x)

8. Démontrons que si J est 'une des solutions de I'équation f(x)=0 alors

—(3+2 est I'autre solution.

On sait que: f(—x+2)=eX1f(x)

3 est solution de f(x)=0< f(3)=0< el 1f(3) =0 f(—54+2)=0
& —(3+2 est solution de f(x)=0

9. Construction ,de ([:)], :[T). et (;C].. (Qn ;prf:n_drs.l a= 0,;4 et ﬂz 25] |

fl=x+2)= —x+2e

f(_x+2)= _‘X‘I‘Z e_l+x-|-X=e_1+x —X+2 _|_

Fef D)ty o IR Lot s i fooe s il Sl :
: L iwdcd ¢ boFo§ % 2 ¥ oF &4 .

E""E""E""E""E"":"":."" [EETTERE, STRTE
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PARTIE C
1. Caleul de A(\)a I'aide d’une intégration par parties.

flx)—=(—x+2)=xel X
AN = [ fX)—(—x+2) dxxua
AN = [ xel ™) dxxua

On pose:

u(x)=x u'(x)=1

v'(x)=el=X i) csed K

I "[xel—X] dx :[_ XE]'F"XE _ f.: _el—x‘ 4
=[—xe1—x E\ m[el—x ]: - I_ xel—x _pl—x ]:
ot A o-go
=(—)\--—1]€1_A +e

AN= [ '\[xel—x dx X UA

xUA avec UA=2cmx2cm=4cm?>

A(A):I[—,\ —l)el> +e

A(A) =u—/\ —1]et~ —I—€]><4cm2
2. Déterminons la limite de A{/\} lorsque A tend vers + 00.
AN=[(-A—1)el A +ejxUA=[-A—1)e A xe+ e|xUA

AN =ex[-A—1)e~ +1]><UA:ex[—,\e—/\ _e—A 11|xUA

= _ . 2 2 2
A—IITDOA(A) exUA=ex4cm”=4e cm“=10,872 cm

im —Xe= lim XeX=0
7 \ Bt C;(O
lim e A= | =
A— + o /\—-"”I‘fxre ’
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EXERCICE 1 |

Le plan complexe est muni du repére orthonormé O, e, e, .

Soit I'équation (€) : Z€C, Z3+ 6—5i Z24(1—20/)Z—14—5i=0

1. a. Vérifions que i est une solution de ’équation (E).

i3 6—5i i2+(1—20i)i—14—5i=—20+20=0

i est une solution de I'équation (E). i

b. Résolvons dans C 'équation : Z2 +(6—4i)Z+5—14i=0
A= 6—4i % —4(5—14i)=8i

xz—yzzo <> 2y2::8 =4 y2=4 < {y=2 ou y=-2 ‘
2xy=28 xy=4 xy>0 xy >0 :

d=2+42i ou d'=-2-2i

_ —b6+4i+2+2i  —-4-+6i _ ’
X, = 5 — 5 =—2+43i
. —6+4r‘—2-—2:’=—8+21‘=_4+i

< 7 7
Sc=<42+43i ; —4+i }
c. Résolvons a 'aide des questions qui précédent I'équation (E).

73+ 6-5i Z2+(1—20))Z—14—5i=(z2—i) Z2 +-(6—4))Z +5—14i
SrC: i; —243i ; —4+i

2. a. Placons les points A, B et D d’affixes u=j;v=—2+43jett=—4-+idansle
repere,

; "l-'k
e e T R o
. &
| (- /NN - 5 .
........ N | .
. l
:D'[ | A
4 ' : i : +
-5 | —4 ;. =3 : =2 : =1 :0 b\
_.1L,.
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u_u . - .
b. Ecriture du nombre complexe Z = =y sous forme trigonometrique.

Ci—{243)  _ aoai _ [1-i)(-1+i) _2i _

Z=U"V. _ : 5
t—v _ﬁ4+;_{ 2.!_3;) —2-2i -—1—! (—1 )‘ 1-'-.']

iZ]=1 argZ=-2_ = Z=c05%—+f51n%

c. Déduisons que le triangle ABD est rectangle isocéle en B.

— u—v ZA ZB —. Dohc le triangle ABD est rectangle isocéle en B.
t—v Z Z

3.S5estla s:mllltude dlrecte de centre A qui transforme D en B.

B’ est I'image de B par S.

a. Justifions que le triangle ABB’ est rectangle isocéle en B’.

S(A)=A;S(D)=B;S(B) =8 doncS (ADB) = ABB’,

Or ADB est rectangle isocele en B donc ABB’ est rectangle isocéle en B'.

(Car toute similitude directe conserve les angles)

b. Déduisons la construction du point B’ (voir figure ci-dessus).

AEB’ est isocéle en B’ donc B’ appartient a la médiatrice de [AB].

AB?’ est rectangle en B’ donc B’ appartient au cercle de centre le milieu de [AB].

4. a. Déterminons |'écriture complexe de S.

S(A)=A;S(D)=B

Z'=az+b

S(A):AﬁzA:azA +b

S(D)=B<{:>ZB =0z, +b

=Z,-23=az, -azD:ale ~le

zA—azA+bc>b 2,—0z,=2, |1—a|

< b=ij|l 1[1 I]I—!

Dot z'= 2[1—1)2+2-(—- 1—0—;']

b. Calculons I'affixe de B’.

S(B)<=>Z ( —:)zﬂ+ (—1+i)= %(1~f)[—2+3r’)+%[—-1+1‘]
i P 1. 94 : .
S z,= (—2+3:+2;+3]— Si=3(145i) ;%!
_<:>-z :%+%!-—%-p%f:§f:3f
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EXERCICE 2

1 Le nuage de pmnts associé a la série statnsthue

IEVEEEENERCEE AL EE RS 8 BX: 12 : 13 : 1'4 ; 1'5 : 16 : 1?‘“
2. Les cordonnées du point moyen G du nuage.

X _X_A+6+74+9+11+14+12+17 80 .,

G 3 5 |
y _y_3+4+6+8+10+12+9+14 66 oo = 610;8,25
vl 8 “5 ¥

3. a. Vérifions que la covariance cov (X, Y) de la série statistique est égale a E’a?—

cov(X;Y)= Zx Xy —XxY

1=1
Cov(x;y):4X3+EX4+7X6+9X8+11§<10+14X12+123‘{9+17X14 —10)(%
COV{X,Y]::: 774 660 _ 114 :§Z
8 8 8 4
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b. Soit r le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y.

2 2 192 2 2 2 2 2
V(X]=4 +6°+7°+9°+11°4+147+127°4177 15233 _

242 162 g2 2 2 g2 2
V{Y}=3 +4< 4648 +é0 +12° 49 +14 _[1_3] 21[353 12,68

_ 57 COV(X;Y)
CoV(X;Y)===14,25 — r=—22+1_98
4 Vxvy

4. Déterminons une équation de la droite (D) de régression de Y en X.

y=ax+b avec G=Ml etb=Y —aX
V X
57
_covixyy) a4 19
V X ~33 22
2
e E:66_19x10=66&190:1452"1520:_68 =_1?
8 22 8 22 176 176 44

19 17
y= ax+b——~—x+ y--——x——
44 4
5. Sur la base de cet ajustement linéaire, calculons la note probable de

mathématiques d’'un candidat qui a obtenu 15 sur 20 en sciences physiques.
19 17 19 17

. B _22(,, 17
¥=m® aa ™ B tm ™ "**[’”—

B o o o 17 660+17)__22(677
Pour ¥y =15, on obtient: X= [15+44J [_ 9[ 44 ]
smx:%?gz-—l? 81~-18
PROBLEME
PARTIE A
1. Les variations de { et son tableau de variation,

2

ik 1_4x2—1_ 2x —1_ 2x—1 2x+1 2x+1

g'(x)=4x e = = 2x—1 X
2x+1 _ :

sur [0; +n, >0 donc le signe de g'(x) dépend de celuide 2x—1
or, 2x-1>0<¢2x>1<¢x>%
et 2x——1<0¢>2x<ﬁl¢>x<%
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On en déduit que:

g'(x)<0si x<% donc g est strictement décroissante sur 5

0;1‘

g'(x)>0si x>%: donc g est strictement croissante sur

% Z +0<;I
TP |
g(x)—05|x—§

Tableau de variation de J

g '(X) - 0 +

3 /
\. §+ln2

0;+00, gix)>0

3
2

gi{x)

2. Justifions que : VXE

Le minimum de g(x) sur 0;+~ est =+In2>0 donc VXEIU;+%-,, g(x)>0.
PARTIEB

1. a. Calcul de la limite de f en—+ 0C.
im 2x—3=+4o00

Inx A=

lim fix)= Im 2x—-3+—"Z2=4oc0car I
X—+00 X—r-1+0C0 X - lim _nxzc]

x—+oc X

b. Déterminons }!imof(x)puis interprétons graphiquement le résultat.
_:.

f(x):zx—3+"*TX:zx-3+;.xmx

lim 2x—3=-3
1 X;"'O

lim_ f(x)= lim 2x —34 = xInx=—0X car 1
%3 x>0 X lim ==+n0 et lim Inx=-00
x—0 x>0

x“me{X)E'—"x, donc la droite d'équation x =0 est asymptote verticale a (C).

-
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2. a. Démontrons que (D) : VZZX — 3 est une asymptote a (C) en +-0Q.
Inx
flx)— [Zx 3]__
x_llﬂ‘l@@‘f()() [2)( 3” X—ILTQC X

Donc la droite (D) d'équation y =2x—3 est asymptote oblique a (C).
b. Position relative de (C) par rapport a (D).

Fl)—{2x— 3]_'”—." =1 inx

Sur |0; +oc{ , % >0 donc le signe de[ 3 (X)~(2X—3J]dépend de celui de Inx

Or, InX>0 <= x>1
et InXx<0 & x<1
On en déduit que:

| f{x)—[Zx—S_]‘ <0 si x<1donc (C) est en dessous de (D) sur ]0; 1[

| f(x)—[: 2x—3 J>O si x>1 donc (C) est au dessus de (D) sur Il;—l—ooi

;f(x)—[ )]—0 si x=1donc (C) et (D) se coupent au point d'abscisse 1.
3. a. Démontrons que pour tout nombre réel strictement positif x, [ {X}:L;:}
X
- [Inx)'X — Xx'InX
f (x)—lz.w 3+lnxl = 2x 3) l—'lﬁ —2-1—( ) 5
X
' L.X—Inx 1—Inx _ 2x? +1-Inx _ Q(X)
flag=24 X" = lolnX x4
X X X X
b. Les variations de f et son tableau de variation. '
'(x) = 9(X)
X)=\2/
Ppa=2
x2> 0 donc le signe de f'(x) dépend du signe de g(x).
Or, ¥x € [0;+00] g
Donc f est strictement croissante sur ]_D;+oo{,
I
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Tableau de variation de f.

X 0 pe

f'(x) +

f (X:I —‘,/’/-;&|

-

c. Equation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1.
y=f'0x—-1)+f1)=3(x-1)+{(-1)=3x-3-1=3x—-4

y=3x—4 est une équation de la tangente (T) a (C) au point d'abscisse 1.
4. a. Demontrons que I'équation f(X)=Oadmet une solution unique & .

f est continue et strictement croissante sur [O;+rxn[.

donc I'équation f(x)=0 admet une solution unique Cx sur

]0;+c~o}l: Foc-;—l—ooi et DE—-%,-I—%

0,400

b. Justifions que : 1,3<a < 1,4.

f est continue et strictement croissante sur OJmJ et en particulier sur 1,3;1,4|.
£(1,3)~—0,208
£(1,8)~0,014
donc la solution unigue o de I'équation f(x)=0 est tel gue:1,3<a<1,4

= f(1,3)xf(1,4)<0

PARTIE C
on pose @(X)= f(x)—(3x—4) et h(x)=~xz +1—Inx
1. a. Déterminons le sens de variation de A sur 0; +~v .

1 2%+1-
B X

h'(x)= —x24+1—Inx = —x2+1 — Inx =—2x—

x|

2
h'(X) = 2X X+ 1 <0 ¥x€e 0;+~], donc h est strictement décroissante sur }0;+mi_

b. Calcul de /()
hl)=-1%2+1-Inl=-1+4140=0
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Vx€lo;1, h(x)>0;
‘v’xe]l,+oo[, h(x)<0.

Justifions que :

X 0 1
h *(x) %
h (x) X0 On en déduit que :
- h(x)>0;
Signe '
de h(x) + c; - VXE!L-I-OC{, h{x)<0.
2. a. Démontrons que : VXENOH‘%I; ©'(x)= &‘;]
’ X
‘ ‘ \ 2,2
' (X)={flxX)—(Bx—4)| = f'(x)—(3x—4) = 9] _3_ g =3x
X X
— m— 2 —
o' (x)= In*yd Iznx 3}( X +§ Inx:h(,;}
X X X
b. Les variations de ¢

@ (x)—@* x2>0donc le signe de '(x) dépend du signe de h(x).
x?

Or, VX€[0;1, h(x)>0=¢'(x)>0 donc y est strictement croissante sur [0;1];
Et,Yx€1;+00 |, h{x) <0='(x)<0 donc y est strictement décroissante sur 1;+00 .

. ® Le signe de ?( X) suivant les valeurs de x.

D)= 1) ~Bx1-4)=f1)—3x1—4)=—1~(~)=—1+1=0

X 0 1
in (%) + 0 -
0 (X) 0
/"ﬂ .-‘--_--iﬂ'
Signe
de ¢(x) = | Donc \:/X‘E: ‘lO, k) 4 \r"(}(’) <0
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c. Position relative de (C) par rapport a la tangente (T).

Vx EJO;+ no[, w(x)<0=Vx G]O; + ool, flx)—(3x—4)<0
= VX €|0; + o], f(x) <(3x—4)
Donc sur [0;+cd|, (C) est en dessous de sa tangente (T)

au point d'abscisse 1 qui a pour équation y=3x—4
PARTIE D
1 Trace de Ia courbe de (C] de la drnlte [D} et de Ia tangente (T).

2. Caicul de I’a:re de Ia partle du plan dellm|tee par {Cl, (D) et les droites x=1et
x=e.
Soit B I'aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C),

la droite (D) et les droites d'équations x=1 et x=e.

E’
% Inx 1 ol (Inx)
_(ff(x) -(2x-3))dx UAHf X dxeUA = f_lnxdx VA= 1 UA
1
_|(ine® _ (in1)? ’{1) 0l 2
3 3 UA= 2 A 5 UA
Ona : UA=2x2cm® =4cm?
e | 2 a2
B_i UA—ixdcm =2cm
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Correction EXAMEN 8: Bac D Session normale 2007

EXERCICE 1
U =4 VO —9
Ona: . zunvn et !
Yn=g v, Vi1 =5(Un+Va)

‘1. Démontrons par récurrence que VneN, Un >0 et Vn =0,

Uy,=4>0
Vo=9>0
On suppose que: VpeN, Up>0 et V,>0

P

Montrons alors que Up >0 et Vp_|_1>0

Up::-o et vp>o — Up—}— vp>0et prvp>o

2U

iz i P
d'ou ——U v >0 doncup >0

p
u>0etv>0:>-u+vp>o

p P P
I 1
d'ol i[U’ + V ]>U donc Vp+1>0

P Vp
On conclue: VYneN, U,>0 et V,>0

] = la propriété est vraie a I'ordre 0

2
'y - Vin —Un

2.a.Démontronsque: Vne N, V
n+1~""n41
s Un +Vn

2
5 1y by 2V U, +V, " —4au,v,

v n+1=—2 n Un—f-vn‘"” 2Un+Vn

n+1

2 2
U =Unt TVt UV, —AUY, U2 4V, 220,y

v -
Bt 2U,+V, 2U,+V,

n+1

v g J
n+1 n+1 [ ]
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b. Montrons par récurrence que : YNnEN, U, *’_(Vn
Up=4 e b a
V. —9 = U, <V, donc la propriété est vraie a ordre 0

On suppose que VpeN, Upgv

p
Montrons alors que ¥pe N, Up+1 EVp+1

VpeEN, V. . —U IV p] >0
P T p+1 p+1~— 2[u Yy ]

<
— Vp+1 p+1 OdoncUp p 11

On conclue: YneN, U, <V,

1
® Montrons que :Vn—{—l - Un+1 = -Z—IVn — Uny

V. —U )
vneN, V —U — (n nl —
n+1 n+1 Z(Un+vn)
VneN, U, <V,=V,—-U,>0
cependant VneN,V,—-U, <V,+U,
V,—U
d'ou (_n—n)gl
(Un+Vn)

3Va-u )*—(Vn_un]

v, —U”Hg%% ~ U, )x1

. 1
Finalement: VneN, Vn_|_1_un+1ij(vn Un)

1
donc vnH—u =5
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5
=
Vy—Uy :9u4=5<_:% donc la propriété est vraie a I'ordre 0
2

c. Montrons par récurrence que : VnEN, V,,-Up <

5
On suppose que VpEN, V Up oA
5
Montrons alors que Yne€N, Vp 1Y, +152p+1
ViU <1[v—u]::>v _u <l
p+l “p+1=2('P P +17 " p+1=275p

car on a supposeé que: V Up <2?D

=V —U <--5—- la propriété est vraie & I'ordre n+1
pHL " pt=_pgr " RIRR

; 5
On conclue : VYnEN, vn—ungz_n

3. a. Demontrons que la suite Uﬂ est croissante

2U V 20V -U2_-UV
=] — nn n nn
U n+1 U” U +V U” U",?+l/ﬂ
— Unvn _Un2 —_ Un (Vn "Un)
Un+Vn Un—I—Vn
Vn::»Un =D Vn—Un>0

U
= Loy U”_U i (Vn—U )>0 donc U, ,-U,>0

Finalement, (Un) est croissante.

® Démontrons que la suite V est décroissante

Vo V=2 Up 4V —Vyy=2Up 1 3V -V, =2U dv,=1u,-v,

n+1-'n— 2NN 2-°n'73"n Yn=3% 2 n
OrUng:V = U,-V,<0

1
Donc Vn n 2Un V <0

Finalement, Vn est décroissante.
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b. Montrons que la suite (Un] converge.

V

La suite n

est décroissante d'ou VneN, V, gvo.

Or¥YneN, U, <V, = Un§V0:> [Uny est majoréee par V.

converge.
| conveld

Un] est croissante et majorée par VD donc [U

® Montrons que la suite [Vn]converge.

La suite (Un) est croissante d'ou VneN, U, <U,.

0
Or VneN, Up<v, = UO <V, = [Vn] est minorée par UO‘
(Vn) est décroissante et minorée par U, donc (an converge.

c. Démontrons que les suites(Un) et [Vn]ont la méme limite /

5 : 5 : -
— A Wl e = —
Vi,—U, =3m or —ln!rrpkoc2” 0 donc " _I_irp}_ocvn U, =0.
Par suite, lim n=_lim Un'
A—4-50 n——+oo

Donc les suites (Un] et (Vn] ont la méme limite notée £.
V — Un 'Vn

4. a. Démontrons que pour tout entier naturel n, Un+1 V1=

20,V
U V=2V Ly g2 2t )

n+1 n+1_W‘j(Un n)"‘ 2_\(“””5”}

b. Déterminons la valeur exacte def.

VneN, U, -V, =U,.V,
d'OfJ Un.Vn :Un_ltvn_]-:..=U1¢V1:UD-V0:4X9:36
limU,.V,=36

; : : : : . 2
OrIlmUn.Vn:I|mUn.IlmVn——-llmUn.IlmUn:[IlmUn] =/{2
Donc £2=36 = /{=36=6 (carU,>0etV,>0)
Finalement, IimUn:IimVn:€:6
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EEEREIEER 75% T
Partie A o B
25% T
52% "!"
60% E B
48% T

1. Précisons chacune des probabilités suivantes :

~PB=30_p4

100
P(BNT) _ b anG 75
b. 100100 _ 75 _
e T =—pm) 40 100 07°
100
P(BNT) _ P2
. 100100 _ 52 _
“Fg T =pB) 8 100~ %
4 75
2.PA=PBXPBT_1DD)<100 10 ={).3

3.PT =P BNT +P[BNT|=P B xPy T +P|E]><PB T
~0,3+80 x.52 —0,3+.322.=0,340,312=0,612

100 100 1000
4. P. T =075 . o
8, P. T =P T = les événements B et T ne sont pas indépendants.

PT =0512| B

5. Soit C:"un éléve admis au test est bachelier"
P(A) _ 0,3 _300_25x12_ 25 *

€)= 57 ~0,612 612 51xi2 51

Partie B

1.1l s’agit d’une loi binomiale tellequen=5;p=0,3etq=0,7
3 2
P x=3=C303" 07" =01323

2. l’espérance mathématique de X est :
E X =nxp=5x0,3=1,5
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PROBLEME

PARTIE A

=x—3_xt+l—4_ x4l 4 __ 4
O e s, R e, v

.VxeD, et x=0, g(x)=f|lnx =1——_4__
? g gi) f[ ] Inx +1
_ flpox)—q1_ 4
b. VXER, h(x]—f[e ]—1 T
e X—3_1_ - » X—3_1_4
x Mo f= lime srr=1=1 et fim_ fll= xﬂTmm—i—l
.b_xtm_lf(x):+m car sur !—oo;—l[, x+1<0 et xl'_."llx"3‘ —4 <0
1 |
XILm_lf(x)=—oo car sur }—1;+oo|, x—+1>0 et xli_Erllx~3=H4<0
>
; —3)_Ix1-1x -3 143 4
3.f (x):[" = - =
x+1 X+1° X+1°  x+41°
VxeR- -1, f'(x)= 5>0.

x—+1
Donc f est strictement croissante sur |~co;—1et sur |~1; +oq|

Tableau de variation de f:

X —00 -1 +00

£(x) + +

f (x) /m | / 1
1 -0
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PARTIE B
1. a. g(0)=1
I|m (x)=1 car Ilrn Inx=—oc et Tlrn —4—=0
o? —0 X—> [Inx]—l—l
= Jimog(x)=g{0) donc g est continue en 0.
i— & _4 _ A8
& g(x)—g(0) _ Inx +1 _ Inx +1= —4
x—0 X X xlnx + x
li g(x)—gl(0) _ . -4 _ _
xﬂo x—0 :rll[n;(]xlnerx o0
lim 9 {X) (U)
x—0 x—0
donc (Cg) admet au point d'abscfsse 0 une demi—tangente verticale.
2.0 lim_gld=_lim 1- =1 i Sl 4
Q() pim Inx ] car X__Il}rﬂmlnx +oo et x—I!Too = +1

x_lim g(x)=1 doncladroited'équationy=1est asymptote horizontaled (Cglen+0C

b. lim g(x)'—- lim 1— o
x—re x--;% Inx +1
< <
r lim Inx +1=0
sl
car i 4 | 1
xini_lﬁx——!—l —oo car Inx +1<05fx<_
L
li = . B
X_r,nlg(x) b i
e e
™ >
lim Inx +1=0
o |
i lim 3 + I 1 1
iIm ————=-o00 car i 2
x_}1Ix+1 ou car Inx + >05fx>e
-
l@lg(x)=+oo et x“mlg(){}z—c@
<€ ~ €

= la droite d'équation xz% est asymptote verticale g (Cg)

TOP CHRONO Mathématiques BAC D Edition 2015

Scanned by CamScanner



427

3. g'ix)=|1

g'(x)=—a4x——"L _

VXGlO;%,U]%;+DU|' g'(x)=

Donc g est strictement croissante sur

4

Inx +1

1 _

lnx+l

Tableau de variation

‘.

a —Inx+1"
Tox 1| 2
X Inx+1
)
4
1nx—|~1 Xlnx+1
- >0
Xinx+1
1
D‘"&" et sur

X 0

Q=

g '(x)

+

g (x) /’Hﬂ
1

-LX0

/ 1

4. Tracé de Cg

|

et ses asymptotes dans le repére RI .

1

E;'T'DU‘

1o L 18 . x
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PARTIE C
: o 4 - X : . .
1, x_i@ooh(x)_x—la'»m-ool ~ o 3car x—llmooe =0et x—llrfoo?ﬁ"q
x_llmmh[x):—i*,:b la droite d'équation y=—3 est asymptote horizontale a (C h]
: ; i} ; ; 4
| h = = - 1 X =+ | ==
x—F o ol x—llTool eX+1 = x—"»Tooe ot x—!Tooe"+1 0
x_l@@@h[x):lzﬂa droite d'équation y=1 est asymptote horizontale a {Ch)
1 i . ex + 1 f x
SRR R B Y T R e H
e 4 e’ +1 [1+ E.’X] 1+€X

X
3. YxeR, h'(x)= 4e” - 0donc h est strictement croissante sur R,

et
Tableau de variation de h.
X —0 +o0
h'(x) +
h(x) / 1
3

4. a. Déterminons les coordonnées de chacun des points A et B.
* A point d'intersection de (Ch] avec la droite (Ol) < h[xA) =0

X
14 oo b 1o At1-4ee A-3E5X, =In3
X X A
e A+1 e A+1
XA=In3 et h(XA)=0 = A(In3; 0)
e B point d'intersection de (Ch) avec la droite (0J) < XBEO

-4 14 1 4_4 5_

x,=0 et h(xB)=—1 = B(0;-1)

B
b. Equation de la tangente (T) a Ch en B.

y:h'(xB)-(xHxB)-l—h(xB) avec h(x8}=yB =—1let h'(xB):h‘(O)zz
- Dot (T): y=2(x—-0)4+(-1)=2x-1
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c. Démontrons que B (0 ; 1) est un centre de symétrie de Ch

VxeR, O—X:—xeth]R et O+x=x€Dh=R

4 _ef4+1-4_e¥-3
e"+1 eX+1  eX+1
_eX41-4 g X_3

h(0+x)=hix)=1-

h(O X} h( X)_*i" —x+1 —X+1 . e—X+1
_eX -3 e —X_3 e0yeX 307X _340 17X _3eX_3
h(0+x)+h0—x)=S—+ = e 1e* 1)

_ = X
_1-2e7X-341-2eX-3_—2e X _2eX—4 _ 2€ te7+2
eOreXieXr1  1+eX+e X1 [2+e"'+e—x]

h(0+x)+h(0—x)=—2

h(O'f“X);'h(U_x): _22=—1 = B(0;,—1) est centre de symétrie de (Ch}

5.a. h est continue et strictement croissante sur IR

donc h réalise une bijection de R vers h“ —00 ;400 ”=]~3 ;1[

b. Pour déterminer I'expression explicite de la bijection réciproque h=1 de h,
on résoud I'équation: h(x)=

4 eX+1_ 1
— =] @ —_
eX+1 = ex+1 4 4 1-y
X x_ 4 x_3+y
®e+1—ﬁ<:>e—ﬁ1®e Ty
& x_ln(if;:] d'ou VXE|—3 1, h 1(x]—ln[3+x

—
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6. Tracé de (T), Ch et ses asymptotes dans le repere Rz.

Représentation graphique de T courbe de la fonction h~ldans le repére ﬁ'z.

Ol
i

e . B ]
- :
-

vl e va . b

--_—--..,'__'_'"
x o

-+

~E+
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[9:Bac D Session normale 2006

Correction EXAMEN

EXERCICE 1

1. Placé des points A, B et C tels que ZA =246/ ;28:4 +2i; ZC=6f'-

P Z Z
2. a. Forme algébrique de£ = Z Z

=ZO—ZA= 0—(2+6i)) __ —2—6i _—2—6i
Zg—Z, 442 —2+6i 4+2i—-2—-61 2-4i

—2—6i 24+4i —2—6i 2+4i _ 20—20i = o1

2—4i 2+4i 200 20
b. Forme trigonométrique de Z.

Z=1-i = |7|=-i=V1*+1°=12

Soit@unargumentdeZ. ona:

cosf = T-z% - -
2 =—T" = 7=,2|cos|—2= |+isin ——]
: 2 4 4 4
Slng‘—"—_l._.z—*-__z_
Jj 2 ]
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c. Mesure de l’angle orienté|AB, AO].
Z—7Z

mes|*_8ﬁ AD]-arg 0 A =argZ:arg(1—f'}=.—E
3. Soit r |a rotation de centre B et d’angle —7—21-
a. Ecriture complexe de r,
flz)=az+b

T _T i’
a=ke 2=e 2 =COS[—2]+isi nl—lzr }=—i [en effet, pourunerotaﬁon,kzl]

flz )—z a0z, +b=z 5| Bétant lecentredelarotation, Best invariant parr)
Eb=z,—0z,=2 (l-a] ={4+21)[14-1 ]<=>b_(4+21)(1+.'] =246
Finalement: f(z2)=—iz+2-+6i

b. l'image de O parr.
f(z):—fz+2+6f=>f(zo):——fzo +2+6f:—i><0+2+6f'-_—2+6i:zA

Onendéduit quel'imagedeOpar larotation r estle pointA[2+65)

c. En déduire que le triangle OAB est rectangle et isocéle en B.

r est la rotation de centre B qui transforme le point O en le point A = BOQ = BA
donc OAB est un triangle isocéle en B. (1)

- L -?r 1 i
r une rotation de centre B et d’angle — quitransforme le point O en le point A

=mes

E‘bﬁﬁ]:—% =>(BO) L (BA)donc OAB est un triangle rectangle en B. (2)

Finalement, le triangle OAB est rectangle etisocéle en B.

4. a. Le centre et le rayon du cercle (C) circonscrit au triangle OAB.

Le triangle OAB étant rectangle en B, son hypoténuse [OA] est le diamatre du
cercle circonscrit.

Le centre du cercle (C) est donc le milieu de [DA].
Soit $2le centre du cercle (C) et zQ son affixe.

_ZoFtZy_ 042+46i _, .. |
="yt =g =143 = Q1;3)
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Soit R le rayon de (C).
R est la moitié de la longueur OA puisque [OA] est le diameétre de (C).

_OA_)ZA-ZO _2+6f‘_v{4-_0_
e IS s A

Construction de (C). (Voir figure précédente)

b. Démontrer que les points O, A, B et C appartiennent a un méme cercle.

1%¢ méthode :
On montre que le point C appartient également au cercle (C) circonscrit au triangle

OAB. .
Vérifions pour cela que la distance §2( est égale 2+/10, le rayon ducercle (C).

QC =z ~2)|=| 6 — 143i|=|[-1+3]|= 17 +3° = ID.

Le point C appartient au cercle (C) circonscrit au triangle OAB donc les points O, A, B

et C sont cocycliques.

2me méthode : On montre que —i-o _58 . ;O _ gc cR*
A “B A “C
Zo=%p_ O0—4+2  —4-2i _ —2-i
ZA_ZB 2+6i —4+2i —2+4i —1+42i
ZOﬁZ _ [—2—:][—1—2:] :ii:r'
Zy—Lg [~1+2i|(-1-2i] >
. —27 00— 6i i .
ZO Z = - — = 6’:—3,’
A— e 2+6i — 6f 2
iOHZB:ZO_ZC W TN
A‘ZB ZA—-ZC —3i 3

Donc les points O, A, B et C sont cocycliques.
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EXERCICE 2

Partie A
1. Nombre de cartes magnétiques que la banque peut distribuer a ses clients.

Dans un numeéro de cartes magnétiques, I'ordre est important et on peut répéter les

chiffres.
Il s’agit donc d’une liste de 4 élements pris parmi les 10 chiffres du systéme décimal,

card 2=10%cartes.

2. Probabilité pour que le code d’une carte magnétique commence par 0.

Un code peut commencer par un des 10 chiffres du systéme décimal.

Le tirage étant équiprcbable, il y a une chance sur 10 que le code commence par 0.

D’ou la proba b|||te—

10°
3. Probabilité pour que le code d’une carte magnétique soit composée des chiffres

2,;4;5;17.
Le nombre de cartes dont le code est constitué uniquement des chiffres 2 ;4 ;5; et
7 est card A=41'=24 caril s'agit d’une permutation des 4 chiffres.

_cardA_ 24 _ 3
La probabilité est donc: P= T 104 =139

Partie B
1. Calcul de la probabilité de chacun des événements suivants :

a. E : « Monsieur KONE réussit a retirer de I’argent au premier essai »

Le nombre de codes possibles est : card §2'=41=24 codes.

La probabilité de retirer de I'argent au premier essai est donc : P(E)= gg:gg -

b. F : « Monsieur KONE échoue au premier essai et réussit au deuxiéme essai ».

: s % 2
Il échoue au premier essai avec une probabilite P1 = ﬁ
Au second essai, il réussit avec une probabilité F’2 = 2—13

3 1
Finalement, on a :P(F)=P; XP, = 24 33— 24 (théoréme de la multiplication).

2. G : « Monsieur KONE retire de I'argent ». e
A

G =E UF avecE et Fincompatibles doncP(G)= P(E}—!—P{F)——-r+ 2
24 24 12
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3. Calcul de la probabilité qu’il ait effectué le retrait au premier essai.
Il s’agit de calculer la probabilité conditionnelle de faire un retrait au premier essai

sachant que le retrait a eu lieu.
1
(£)=PENG) _ PE) _24_ 1 12_12_1

P[G) PG) 1 —24°1 24 2
12

e

4. Valeurs prises par la variable aléatoire X, qui détermine la taxe totale a payer
sur I'ensemble des essais faits par Monsieur KONE.

e 30 francs : retrait dés le premier essai.-
« 90 francs : échec au premier essai (60 frs) et retrait au deuxiéme essai (30 frs).

120 francs : échec aux deux essais (60 frs + 60 frs).
Les valeurs prises par X sont donc : X = {30 ; 90 ; 120}
a. La loi de probabilité de X.

P{X=30)=P(E}=-1—

P(X=90)=P(F)= =57
i 1 31 22
PIX=120)=1-P(G)=1—5=11=22
X 30 80 120 Total
_ 1 l 2
P(X = xi) iz 2—4 'j:i 1

b. Espérance mathématique de X.

1 22
E(X)= 30><24+90>< +120><24
E(X)=30+92I2640

E(X)_Z?Go_us
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PROBLEME
PARTIE A

Soit la fonction g dérivable et définie sur |0; + | par: g(x)=x% —Inx—1.
1. Les limites de Jen 0 et en +CQ.
lim x>=0

lim_g(x)= lim x?2—Inx—1=+oc0 car |X—0
x—0 x—0 I|m0h!nx:+oo

X—
lim )= lim x2=Inx—=1= lim xx—m—lz
x—r-}-oc:g” X—+00 X—4+00 X X +00
Ilm X=4mu
X— 400
o : Inx : 1
im =Z= I|lim ==

Xx—+oo X x—4+00X

2, Calcul de g'(x) :

1 _2x%2-1
X~ X

g'(x)= [xz—lnx 1] 2X—2

3. Etude des variations de get tableau de variation.

921 VIX+1 2x-1 2+l

=== TR 42)_(-1
J2X+1 y
>0 donc:’esfgnedeg'[x}est:’ememeque!esignede'ﬁx—l],
7]
or, Ifx 1J>U #x:»\r @ x>
On en déduit que :
Vxe U;E, oﬁ[
2 | 2[
Vx e ‘fz_,+r>u| g'(x)>0 donc geststnctementcro;ssantewr“’E,+m
l
2 o
Vx € St 9 (x)=0
TOP CHRONO Mathématiques BAC D Edition 2015

Scanned by CamScanner



437

D'ou le tableau de variation ci-dessous :

g (x) - 0 +
g[,\;) +G0 +a0

\ ﬁ%(I—InZ) /

4. a. Démontrons que I'équation g(x)=0admet deux solutions sur]D; —I—.oo[ .

g‘_\f?_@ -1 1-In2 ~—0,1534

[
*g est continue et strictement décroissante sur |0; %‘l
g 0"{i gl—?];+oo et 0€lg [‘F +no car g‘ﬁ' 0

donc I'équation g(x)=0 admet une solution sur ln —[

£;+m[[,

*g est continue et strictement croissante sur 5

car gTz <0

g =!g{§ ;-{-rx;‘ et Oeig[—‘jzg];-i-no
I !

V2,
£

%;—%m]

doncl'équation g(x)=0 admet une solution sur

Finalement, I'équation g(x) =0 admet 2 solutions sur]0;+m[.

V2

C¥ est la solution appartenant a|0; 5
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b. Démontrons que 0,4 <a <0,5.

gest continueet strictement décroissante sur|0 "r etenparticulier sur|0,4;0,5
g 0,4 =0,076
= g(0,4)xg(0,5)<0
g 0,5 =—0,057
donc 0,4<a<0,5
c. Calcul deg(l) : g1)=12-1n1—1=1—0—1=0
d. Signe de g(x)
= 0 & _Jzz o s On en déduit le signe deg(x).
ETI | RN AT
0 _l“_mz) 0 Si XE[0;alU;+| alors g(x)>0.
o ' i X€Ela;1 alors g(x)>0.
deg(xj] + 0 - 0 =+
PARTIE B
1. a. La limite de f en 0. Interprétation graphique du résultat. '
i 1 ll.u |
lim_ == +4+a0
lim f(x)= I|m x—i— +|”‘x lim_ L X2 +24Inx =—oc car |Xx—0X
X— —0 X x—0x - | lim Inx=—00
X—

] x“—r?[l flx)=—00 = ladroite(0J)d'équation x =0est asymptote verticale & (C).

b. La limite de f en 4 0c.
2

lim ==o0
lim f(x}— lim [x+ +|”X —+t00 car |[X—TOOX
X——+00 ——+00 lim X _
x——+oo X
2. Calcul de f'(x)
5 .
X Xx—Inx 2
fr(x)=1+ _ 2 Lo 2 2fi 1—Inx :X —2+1—|nx
x2 x2 x2 x2 x2

2 __q4_
:x 12 Inx or g{x}:){z—'nx-—l donc f‘(X):F-(—}i)-
X x?
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3. a. Calcul de f(a)+

2, Ina
== —t+—
fla) CE*f'a =
or gla)=0 < a2 =Ina—1=0 < lnha=a2~1
2 2
2 a“-1 2 « 1 2 1 1
donc fle)=a+= +ot o —o=atsta-s=2at-

Finalement: f(a)= 2a+é

b. Etude des variations de [ et tableau de variation.

| :M .
f'ix) mak

VX €]0; 400, x2>0 donc f’(x)etg(x)ont!emémesignesur]o;+oo|.
osi xE]O;a[U]1;+oo[ alors g(x)>0 = f'(x)>0

donc f est strictement croissante sur [0, i et sur [1;+o0|.

osi x€la;1| alors glx)<0 = f(x)<0

donc f est strictement décroissante sur ]a; 1 |

Tableau de variation

A ] a I

[7tx) + 0 - 0 +

1
fix) 2o+ — +on
o / a \ ; /

4. Démontrer que la droite (D) d’équation y = X est asymptote a (C) en+oco. -

2  Inx 2  Inx
X|—X=X+="4_""_-_yxy=242
f(x) g —X e

2 ., In x—+”+ooJ2f v
lim X)—x = lim [&£+4DX|=
X—+00 fix) x—»ll-l—oo[x X D 6ar i Inx 0
x—+00 X

doncladroite (D)d'équation y=x estasymptote oblique &(C)en+oc.
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5. Position de (D) par rapport a (C).

2  Inx 2 Inx  2+4Inx
— =X —_—-tre e N = ==
flx)—=x +x+ % X x+ ” =

sur]O;-{_o&-l, x >0donc le signede f(x)— X dépend de celui2+Inx

¢« flX)=x>0 & 21‘;”"}::1 & 24Ihx>0 & Inx>—2 & x>e-?

(C)est au—dessusde (D) sur ]E"z:+oo|

fl)-x<0 & ZHNX 0 & 24Inx<0 © Inx<—2 < x<e?

X

(C)est endessousde (D) sur ‘0; e—zl
6. Tracé de (D) et (C).

- 3

7. A est I'aire en cm? de la partie du plan délimitée par (C), (D) et les droites
d’équations respectives X=e"2 et x=1. Calcul de A. ;

1 (2 | LfE. 1
A= [ flx)—y dx= f[—-+n—x]dx.UA= f[-—+—><|nx]dx.UA
o2 X o2 X X

X

r 1
1 2 _ 1 _5 2
A=l2Inxatin2x|  wA=l2In1+2 In1 —[2rne 2,= lne 2 ].UA
L 2 e_z 2 2
[ %
A= o+o—{2>< -2 +'j_' =3 2] .UA=[— —44-2 ].UA=2><UA
L
A=2X8cm?=16cm?
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EXERCICE 1

10. Me T © [1—ifBlz—B—i

3+i|_
T

26@‘—;\!—]

B+i 1+if3
1—-iv3 1+if3

N 1—-:’J§J z— —6 & ’(1—:'\@

N
|
| &

& [1-ifBlz—i|=6 & |1—:'J§Hz-."|=6

& 2><|z——f=6 V2N |z—il=%
ME(F)*{:} lz—i}=3
b. |z—il=3 & |z,—2,]=3 & AM=3

Donc T est le cercle de centre A d'affixe i et de rayon 3.

a. Z'=az+b
s(A)=0 & az,+b=2z,
SB)=C & az;+b=z
0z,—-Qz;=2,-2,
QZ,—2; =2,-2,
g=20"% _2 %o _—4i-0_ —4i _ —4i3+1)
‘a72 25=2, B—i B-i (B-)B+)
—4;£1+4 4— 4:\/‘_1_,[
z,+b=z, « b=2z,-az,=0—(1-iy3)xi=—(1—iy3)xi

& b=—(i+B)=—i—-B=—y3-i
Donc 2'=(1-i\B)z- 31

—

TO < ;
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b, z'=(1—i3)Z2—3—i
|1—fJ§|=J12+J§2=JE§:JE=z

S est une similitude plane directe
« de rapport k=|1—-f'J§|=
. d'angle 6=arg(1—iJ3)

cosf?z% g T
sinﬁz—g 2
« de centre E(w)
o= b =B-i  —B—i_(=Bi)=iB)_3i—V3_—/3+3i
1-a 1-(1-i¥3) i3 (iV3)(—iv3) 3 3
—~—£+1

3.a. Nature et éléments caractéristiques de (C).

(C) est un cercle.

o de rayon R=kxr=2x3=6

« de centre O l'image de A par S (en effet, S(A)=0)

b. Construction de (C) et (1" )( voir figure)
(C) : Cercle de centre O (0 ; 0) et de rayon 6.
(r): Cercle de centre A (O ; 1) et de rayon 3.

4.a. Construction des points E et D.(voir figure )

b. Le triangle ECD est un triangle équilatéral car : EC=ED et mesDEC —%

c. DE[EB et ED=2EB = ED=2EB = 2z, —2;=2(z3—27)
= zD:Z(zB—zE}—!—zE:225-—225—%—25:225—25=2J§+§—;
743

=>z_— i
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5. z'=az+b
SE)=E <& az.+b=z,
s(C)=D & az.+b=2z,

az.—az.-2z.-2,

2, —Z. 2° &

b

W= = b=mx(1*a]zzEx(1—a}=£+f

l1—a

Donc 2’ =(%+—2‘@f)z +§ +i
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EXERCICE 2
2

A f(x)=6x 2+22X+20
X< +5x+6

.. f(2)=%:4,4

2 2
lim f(x)= lim 6x°+22x+20 _ |im 6x° _

X—+00 X—400 Xz 4. 5X+6 X—4+0o0 xz

2. f(x)=6—'#6— obtenu aprés division euclidienne.
X< +5x+6

i 8X+16 vi_ v ¢ 8X+416 iy —  B(x+2)?
3.a. ¥i=lg——" "~ FV=[6)—l— :}’f(x)_
’ f(- =t x2+5x+6) ) (x2—|—5x+6) (x% +5x +6)2
b. Tableau de variation:
f'(x)>0 donc f est strictement croissante sur [2:+00[ i
X 2 +a0

f(x) +

44

B. La variable aléatoire X ne dépend pas de n dans la question 1.a)
1.a. X€{3; 4, 5; 6}.
b. Loi de probabilité
X; 3 4 5 6
4 2n+-2 4n nt—2
n2+5n+6 | n?+5n+6 | n®+4+5n+6 | n24+5n+6
2.a. Déterminons £(X)I'espérance mathématique de X:
E(X)=3X_2_4_+4X,T2”_i+5x_f_‘lt’__+5x+z—_l’__
n“+5n+6 n“<+5n46 n“+5n-46 nc+5n+6
12+8n+8+420n4-6n*—6n _ 6n*4+22n+-20
n? +5n+6 n?+4+5n+6
.b. Déterminons n pour que E(X)égale a 5.
EX)=5 < 6n22+22n+20
n“+45n+6
< n?-3n—10=0 & n=-2 ou n=>5
n=-—2 ou n=>5 et n€(2;4+od, on retient donc n=5.
c. 4,4<E(X)<6
En moyenne, on peut espérer obtenir une somme de points comprise entre 4,4 et 6.

P(X=x.)

E(X)=

=5 & 6n*+22n+20=5(n* 4+-5n+6)
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PROBLEME
PARTIE A

—1)(x2 '
1.a. Vérifions que : Vx €]0;+od],g'(x)= 2(x 1)("; +x+1)

g‘(x]=[%x3 11— 2Inx| =2x2 ugzz"g —2_ 2(x3-1) :2(*"“1)(’(2 +x+1)
X

X X X

b.
Vx€ 0;+00 ,x>0 et x24+x+1>0
lesignede g'(x)dépenddusignede(x—1) or x—1>0 = x>1
donc g'(X)>0&x—1>0<x>1
g'x)<0ex—-1<0x<1
giX)=0x—-1=06x=1
c. g est strictement décroissante sur O ;1{

g est strictement croissante sur }J1; +w [
2.a. Tableau de variation de g.

X 0 1 + 00

g’(x) - 0 +

g (x) \i/
3

b. Déterminons le signe deg(x).

% est le minimum absolu de g sur]0:+0<—"[-

Donc Vxe]0;+oo[, g(x)>2>0 dou g(x)>0

| 3

Partie B

lim X)=-+0C

1.a. X-—)-—l—OC) f( )

o lim MX_ i LyInX_g g i 2y =400
X—+00 y2 x—+ooX X x—+003
lim )= lim_ Z2x—1-+4—= xlnx=—00

b. la droite d'équation x = 0 est asymptote verticale car ;E;'Of(x) .

——
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2.a. f(x)-y *m—x——xmdonc lim f{x}»—y= lim l_n_“f__l_ !Dﬁ_o-
e X — -0 x—+o¢ X2 X X
donc (D):y:%x—l estasymptoteobnquea(d
b. f(x)—y —T—f—;x%ﬁ lesignede f(x)—y dépenddusignedelnx

or Inx<0 sur|0;1] et Inx>0 sur ;400

(C) est en dessous de (D) sur]0 ;1]
(C) est au dessus de (D) sur]l; +o [
2

J: 2 _ 4 2.1 .
xx2=2xlnx Zx*+x—-2xIlnx Zx°+1 Zlnx:g(x,

) — 2 1 X _3 _3
f(x]-“3—|— x4 P i x3 x3

b) VXEEUH_OOJ:’ f'(x]:g% dnchxE]D;+m[,f'(X)>0 car on a montré que

VXEID;+WJ[; g(x)>0 donc f est stricte ment croissante sur IU,+%r

c. Tableau de variation de f.

X 0
£'(x) : +

+0

-/
4.a. Justification de la solution unique.
f est continue et strictement croissante sur ID;+m[ donc f réalise une bijection

déJO;—F-’x.&{ surR..

0 € R donc I'équation f(x)=0 admet une solution unique surlO;—!—m[ .
b. 11,15;1,3 C[0;+2<

f(1,15)~—0,13 et f(1,3)=~0,02

£(1,15)x f(1,3) <0 donc 1,15<cv <1,3 .
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c. Construction de (D) et (C).

.
¥
B 3

- s 2
b. A—11>Trx,A(/\) 4cm?é ou 4.
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