CLUB UNESCO-ENI-ABT
CONCOURS D’EXCELLENCE INTER-LYCEES 2025

Série : TSE-STI Epreuve : de Mathématiques Durée : 03 h

Exercice 1 : (5 points)
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O; u, ¥) : unité graphique 6 cm.
1) Soit I’équation (E): z% — (2 —/3+ i)mz + Z(i — \/§)m2 =0.meCzeC.

. . 2
1) Montre que le discriminant de (E) est A= (2 4+ 3 — i) 'm2.
2) Résous (E) dans C.
I1) On considére la transformation f du plan qui a tout point M d’affixe z associe le point M" d’affixe z’
5im
définie par : z' = ze s et on définit une suite de points (M,,) de la fagon suivante : M, a pour affixe
Zy = e'z et, pour tout nombre entier n, M, = f(M,,). On appelle z, 1’affixe de M,,.
1) a) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de f.
b) Détermine I’image du cercle de centre A(1 + i) et de rayon 2 par f.
c) Place My, M;, M,.

(T 5NT
2) Montre que pour tout entier naturel n, on a I’égalité : z,, = e‘(?’T

par récurrence).

3) a) Soient deux entiers naturels n et p tels que n = p. Montre que les deux points M,, et M,, sont
confondus si et seulement si (n — p) est multiple de 12.

b) Résous dans Z? 1’équation : 12x — 5y = 3.

c) Détermine les entiers naturels n tels que les points M,, appartiennent a 1’axe réel.

Exercice 2 : (4 points)

A) Soit trois points A, B et C non alignés du plan tels que : AB = 3a; AC = 4a; BC = 5a (a > 0), on
désigne par I le milieu de [BC].

1) Montre que le triangle ABC est rectangle en A.

).(on pourra utiliser un raisonnement

2) Soitm € [0;%] et G, le barycentre des points pondérés (4,1 — 2m), (B, m) et (C, m). Détermine

I’ensemble des points G, quand m décrit [0; %]

3) Montre que : (1 — 2m)G,,A%? + mG,,B? + mG,,C* = 25a*m(1 — m).

4) Détermine, selon les valeurs des réels m et k (k > 0), I’ensemble (C) des points M du plan tels que :

(1 — 2m)MA? + mMB? + mMC? = 25a%k?. Peut-on déterminer m et k pour que les trois points 4, B et C
appartiennent a (C) ?

B) Montre que tout point M d’affixe z vérifiant : z = 4i(1 + e%9) , 8 € IR, appatient a un cercle (C) dont on
précisera le centre et le rayon.
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Probléme : (10 points)

fn(0) =0
On considere la fonction f,, définie sur [0; 4+oo[ par : { _nn_+1 avecn € NetOn
fnx)=e = In(x) six>0

désigne par (C,) la courbe représentative de f;, dans le plan muni d’un repére orthonormé (0; 17,7) (unité
graphique 2 cm)

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire

On considere la fonction h,, définie sur ]0; +oo[ par : h,(x) =x + (n + 1) In(x) avecn € N
1) a) Calcule les limites de h,, en 0 et en +co.

b) Calcule la dérivée h;, de h,,. Dresse le tableau de variation de h,,.

2) a) Montre que I’équation h, (x) = 0 admet une solution unique a,, sur ]0; +oo[.

b) Justifieque:vneN;0 < a,, < 1.

c) Etudie suivant les valeurs de x le signe de h,, sur ]0; +oo].

3)a)Montreque: Vn €N; h,1(apsq) — hypyi(ay) = —In(ay)..

b) Déduis-en le sens de variation de la suite (a;,).

c) Justifie que la suite (a,,) converge vers un réel [.

d) Montre les égalités suivantes : Vn € N; In(a,,) = —ﬁ puis In(l) = 0; Précise la valeur de [.
Partie B : Etude de la fonction f,,

1) a) En posant : t = = ; montre que £, (x) = f, (

X

n+1) __In(n+1) _ m

1
t et ¢ et”
t

b) Déduis-en f;, est continue en 0.

2) a) Sachant que f"ix) = ﬁ ln(::l) - @ x | avec t = n7+1 Etudie la dérivabilité de la fonction £, en
T 2
0.
b) Interpréte graphiquement le résultat.
3) a) Calcule la limite de f,, en +oco.
b) Calcule lim f"T(x) Interprete graphiquement le résultat.
X—>+00

_n+1
e x

4)a) Montreque:Vx >0etVneN; f,(x) =

A.
b) Dresse le tableau de variation de f;,.

n+1 1
5)a)Montreque:Vx >0etVneN; f,,1(x) — fu(x) =e = In(x) (e‘z - 1).

b) Montre que toutes les courbes (C,,) passent par deux points fixes dont on déterminera les coordonnées.
c) Etudie les positions relatives des courbes (C,41) et (C,,) .

6) Trace (C,) et (C,) dans le méme repere.

Partie C : Etude d’une suite intégrale

Soit la suite (1,,) définie sur N par : I, = [ f,(x)dx.

X [h,,(x)] ou h,, est la fonction définie dans la partie

x2

1) A I’aide d’une intégration par parties, calcule I’intégrale K = | 12 In(x) dx.

n+1
2)Montreque:Vx =>1etVneN; e ™ In(x) < f,,(x) <e” "z In(x).
n+1

3) Déduis-en: VneN; e ™K <, <e "z K.
4) Justifie que la suite (I,,) converge vers un nombre réel que I’on déterminera.
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