Suites Numérigues

I- Geéneraliteé :

1) Définition :
On appelle suite numérique toute fonction définie de N — R. On note

U:N >R
n_’U(n):un

2) Mode de définition d'une suite :

- Une suite peut étre définie par 1 formule explicite c'est-a-dire : U, en fonction de n

un :f(n)'

2n - 4

:w,=4n>- 3n + 1
n + 1

Exemplel :u, =n + 3;v, =
Exemple2 :

_ U, u, U, u, U, U U,
Soit une suite définie par: = . Calculer : s

—
uo_‘f-:"u1 _1.u2_u0.u3_¢.u4_¢

- Une suite peut étre définie par son 1* terme et une formule de récurrence, c'est-a-dire
u,,, s'exprime en fonction de u,.

u,=2

Exemple : soit la suite : 3 .Calculer: u,;u,;u;;u,
Uy, = Eun+ 4

Solution :

Pour n=0, u, :%u0+4:%(2)+ 4=7

3 29
= = — —+ = —
Pour n 1 , Uy D) u; 4 D)
3 103
= = — + = —
Pour n 2, U, 5 u, 4 4
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Pourn:3,u4:%u3+4:3?

U, est le 1* terme de la suite et u,, est le terme général.

3) Sens de variation d’une suite :
La variation d’une suite U, dépend du signe de U, - U,;

Siu,.,-u,
Sily,-U,
Sily,-u,
Siu,.,-u,
Sily,-u,

Exemple :

>0;V
<0;V
=0,V
>0;V
<0;V

=~ S TS
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alors u, est croissante ;

alors u,, est décroissante ;

alors u, est constante ;

alors u, est strictement croissante ;
alors u, est strictement décroissante .

Etudier le sens de variation de chacune des suites :

:2n+ 3

n

:2n+ 3

n

un+1

n+ 2

n+ 2

v, = -§n+4
2

n

=> un+1 =

2ln + 1]+ 3 2n+ 5

'n

2n + 5_2n + 3:

+ 1 + 2 n+ 3

1 >0

u. =
n n +

3 n+ 2

D’ou U, est croissante

n+ 3)ln+ 2

v,=-=n+4=> v, =-=|n + 1)+4:-§n+E
2 2
Vper- Vo= RENEL N -§n+4 -3 <0
2 2 2 2
_3 - . Lo
V- v”__E <0 D’ou v, est strictement décroissante

4) Représentation des termes d'une suite :

Pour représenter les termes d’une suite U, sur l'axe des abscisses, on trace la 1°° bissectrice
(D) d’équation =x . Puis on trace la fonction associée a la suite U, en posant U,= x et U, ;=
f(x). On détermine les termes de la suite sur 1'axe des abscisses par projection.

Exemple



U,=- 1
Soit (u,) définie Par: |, _ 3+ 2U,
n+1 2 + Un

Représenter sur I'axe (ox ) les 3 premiers termes de la suite U,

Solution

+ 2
Désignons par f la fonction définie sur |- 2 ; + oo| par: f(x)= 32+—XX

En suivant les regles de constructions ci-dessous , on a la représentation suivante :
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II- Suites Arithmétiques

1) Activité :
Au 1° Janvier 2012, le prix d’un kilo de sucre est de 550 f CFA.
Sachant que le prix du kilo subit une augmentation de 50 f CFA au 1 Janvier de chaque
année, quel serait le prix du kilo de sucre au 1* Janvier 2013 ? Au 1* Janvier 2014 ?
On désigne par P, le prix du kilo du sucre au 1* Janvier + n.
Calculer P, ; P, ; P; et P,
Calculer Py - P,




Solution

Soit Py le prix d’un kilo de sucre au 1* Janvier 2012 tel que P, = 550.
Calculons le prix d’un kilo de sucre :

- Au 1* Janvier 2013, le prix d’un kilo de sucre serait P; = Py+ 50 = 550 + 50 = 600.
- Au 1% Janvier 2014, le prix d’un kilo de sucre serait P, = P; + 50 = 600 + 50 = 650.

Soit P, le prix d’un kilo de sucre au 1* Janvier + n.
Calculons : P;; P,;P; et P,

- Py =550.

- Py =Pyt 50 =550 + 50 = 600.

- P, =P;+50=660 + 50 = 650.

- P3=P,+50 =650+ 50= 700.

- P,=Pe+50n =550+ 50n.
Calculons P+ - Py

P,=550+50n =>P,;=550+50(n+1)=550+50+50n = 600+ 50n
=>Ppi- Ph= (600+50n)—- (550 +50n )= 600+50n- 550-50n =50
Alors on a : une suite arithmétique de raison r = 50.

2) Définition :
Une suite U, est dite arithmétique si et seulement si :
I est une constante réelle appelée la raison de la suite Un.

(I)—k

mj=2

; Un+1 - Un =r.

Exemple :
Soit une suite U, définie par : U, =2n+3

Démontrer que U, est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le 1 terme U,.
= + = >
n = 2n+3 U,

U n
U,.1-U,=2 d'ou U, est une suite arithmétique de raison r = 2 et de 1°terme U, = 3

=2(n+1)+3=2n+5
1

3) Expression du terme général :

D'une fagon générale si U, une suite arithmétique et Up est le ler terme ,l'expression du terme
général est :

Un =up + (n-p)r

Pour n=0, on aura :

1B i 0B

Exemple :
Soit la suite réel définie par
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a) Démontrer que U, est une suite arithmétique dont on précisera la raison et le 1 terme.
b) Exprimer U, en fonction de n.

Solution :

a) Uw=U,-3=>U,s—U,=-3
D'ou Un est une suite arithmétique de raisonr = - 3 et de 1* terme U, = -1.

Un=Up+nr=-1+n(-3) = >U,= 30— 1]

4) Termes équidistants d’une suite :
a-Définition :
Soit (u,) » € N une suite arithmétique de raisonr ;
Deux termes de u, sont dit équidistants des extrémes si le nombre de termes avant 1’un est
égal au nombre de termes apres 1’autre.
Exemple :
Soit (u,) » € N une suite arithmétique de raison r suivante :

Uy ;U ;Up; e ab;.......... ;U .U, U,

-A et b sont équidistants des extrémes car il y a P termes avant a et P termes apres b.
-De méme U, et U, _, sont équidistants des extrémes.
-Aussi U, et U, _, sont équidistants des extrémes.

b-Théoreéme : la somme de deux termes équidistants d’une suite arithmétique est égale a lal]
somme des termes extrémes.

Vérification :

On donne la suite arithmétique de nombres suivants :

2:;5;8;11;14;17 ;20 ;23.

5 et 20 sont équidistants alors 5+20=2+23 < 25=25(vraie).
De méme 8 et 17 sont équidistants d’apres le théoreme on a :8+17=2+23 < 25=25(vraie).

c-Propriétés :

En application du théoréme on a :

P;: Trois nombres a, b, ¢ forment une progression arithmétique si :

2b=a+c

P,:Trois nombres a, b,c forment une progression arithmétique de raison r si :

b=a+r et c=a+2r.

P;:Quatre nombres a, b,c , d forment une progression arithmétique de raison r si :
3b-d=2d

Exercices d’application

Trouver 3 nombres consécutifs a ; b et c d’une suite en progression arithmétique sachant que
atb+c=3
3a-6b+c= 6

Solution :



Trouvons 3 nombres consécutifs a; b et ¢ d’une suite en progression arithmétique sachant
atb+c=3

Q€ 34_6b+c=6

On sait que pour une progression arithmétique de 3 termesa; b;c,ona: a+c= 2b
Ainsi I’équation dévient :

2b + b=3 _
3a-6b+c=6

3b=3
3a-6b+c=6

b= 1
3a-6b+c=6

D’autre parta+b+c=3=>a+1+c=3=>a+c=2

-a-c = -2
3a + c=12

atc= 2 _
3a-6+c=6

a + c=2:
3a +c=12

=>2a=10 =>a=5 et c=-3
D’ou les nombresa; b etcsonttelsquea =5; b=1 etc=-3

5) Sens de variation d'une suite arithmétique

Soit U, une suite arithmétique de raison . On a :
Uy —un=rd’ou:

- Sir> 0 alors U, est croissante

- Sir<0alors U, est décroissante

- Sir =0 alors U, est constante
6) Somme des termes d'une suite arithmétique :

Soit Un une suite arithmétique de 1* terme U, et de raison r.

AT

- -

IRy

‘

D'une facon générale si U, une suite arithmétique et Up est le 1er terme ,alors la somme des
termes de U,

AT

Sn = ' (1* terme + dernier terme)

ou 3\3-2+3i+2\3i+\j+l-\3i+i+l-4\3-4;'-\3':0

Remarque : une suite arithmétique est toujours divergente

ITII- Suites géométriques
1-Activité :




Le premier Janvier 1999, la population d’'une commune rurale était de 3000 habitants.
On admet que cette population diminue de 4 % chaque année.
Calcule la population de cette commune :
a) Au 1% Janvier 2005 ;
b) Au 1* Janvier 2006
c)Au 1 Janvier
2012

Solution
Soit U, la population de cette commune au 1 Janvier de I’année 1999+n.

Soit U; = 3000 la population initiale de cette commune.

Ona:
U; = 3000 .
U2:U1-4%U1 :>U2:U1(1-4%): U1(1'%) :U1(0,96)

U3 :UQ( 0,96 )

Un+1 = Un(0,96 )

Unos 0,96
= >— =
U IR

n

Alors on a : une suite géométrique de raison q = 0,96.
D’oli son expression est : U, =U;(g)""" =3000( 0,96 "'
Déterminons ainsi la population :

- Au 1* Janvier 2005
On sait que : U, = 3000 0,96 "' et n= 2005- 1999=6

D’oli la population au 1¢ Janvier 2005 est :Us = 3000 0,96 ' = 3000 0,96 |
=> Ug=2446,11 ~ 2446
Ainsi la population au 1% Janvier 2005 est : 2244 habitants.

- Au 1% Janvier 2006
On sait que : U, = 3000/ 0,96 )"'1 et n= 2006- 1999 =7



D’ot1 la population au 1¢ Janvier 2006 est :U; = 3000( 0,96 |' = 3000/ 0,96 P
=> U;=2348,27 ~ 2348
Ainsi la population au 1* Janvier 2006 est : 2348 habitants.

- Au 1* Janvier 2012
On sait que : U, = 3000 0,96 )"'1 et n= 2012- 1999=13

D’ou la population au 1¢ Janvier 2005 est :Uy; = 3000 0,96 |1 = 3000 0,96 )12
=> U;3=1838,12 ~ 1838

Ainsi la population au 1% Janvier 20012 est : 1838 habitants.

2-Définition : U, est une suite géométrique si et seulement si : /
Ou Uy = qU,.
g est un réel fixé appelé la raison de la suite géométrique.

Exemple :
1,2,4,8,16,32........... 2" sont les termes d'une suite géométrique de raison q = 2 et de 1*
terme Up =1

L'expression de terme général est U, = 2"

3-Expression du terme général

D’une maniére générale si U, une suite géométrique et Up est le ler terme ,lI'expression du
terme général est :

U, =U,.q"?
Pour n=0, on aura :
U.=q"x U

4-Produit des termes équidistants des termes extrémes d’une suite géométrique :

Le produit de deux termes équidistants des termes extrémes est égal au produit des termes
extrémes c'est-a-dire U, x Uy, = Uy x U, (Théoreme)

Vérification :

Soit la suite géométrique de nombres suivants :

3;6;12;24:;48 ;96 ;192

6 et 96 sont équidistants ;d’aprés le théoreme on a : 6%96=3%*192<-576=576(Vraie)
De méme 12 et 48 sont équidistants ; on a : 12*48=3*192<-576=576( Vraie)

5-Propriétés :

P;: Trois nombres a, b, ¢ forment une progression géométrique si :



b® = ac. (en application du théoréme précédent)

P,: Trois nombres a, b, ¢ forment une progression géométrique de raison q si :

b = ga et ¢ = ¢’a.

P;: Quatre nombres a, b, ¢, d forment une progression géométrique de raison q si :
b=ga ; c=q’a et d=q’

Exercice d’application :

Trouver 3 nombres consécutifs a ; b et c d’une suite en progression géométrique sachant
que

asbec=8
at+b= -1
c-a=1

On sait que pour une progression géométrique de 3 termesa; b;c,ona: axc= b’
Ainsi I’équation dévient :

(asc )*b=8 (b* )eb=8 b’ =8 b=3 b=3
a+b= -1 => g+b= -1 =>a+b= -1 =>la+b= -1 =>a= - 4
c-a=1 c-a=1 c-a=1 c-a=1 c-a=1
b=3
=>la= -4
c =-3

D’ou les nombresa; b etcsonttelsquea =-4; b=3 etc=-3

6-Sens de variation d'une suite géométrique :

11 dépend de la raison et du 1* terme.
Soit Un suite géométrique de raison et de 1* terme Uy :

e 1*casUy>0:si

- @>1=>1U, est croissante
- 0<qg<1=>U, estdécroissante

- q=1alors U, constante

e 2¢CasUp<O0:si



- q>1=>U, estcroissante
- 0<g<1=>U, estdécroissante

- q=1=>1U, estconstante
7-Convergence d’une suite géométrique :

Soit U, une suite géométrique de raison q

= - ““
. CC'oU(f XC““(,

- Si ¢ alors U, converge vers 0
. fC‘:ﬂuL‘f:m; .
- Si . alors U, est divergente
40l
- Sié alors U, converge vers U,

8-Somme des termes d'une suite géométrique :

Soit U, une suite géométrique de raison q et de 1 terme Uy

Sn = Uo +U1 +U2 + U3 ............... + Un

0| 28BeAC

-
1= M e e[| 2+ 0

S

D'une maniére générale si Up est le 1* terme alors 1'expression de la somme est :

|-2AB+AC|

Evaluation ;
activité 1 :

Avec (q#1)

Ali a recu de son pere une somme de 100.000 FCFA.

Apres réception, il dépose cette somme a la banque le 1* Janvier 2009 a intérét composé au

taux annuel de 5 % en vue d’acheter une moto a 300000 FCFA.

a- A partir de quelle année pourra-t-il acheter sa moto sachant qu’il ne dispose que de cette
somme ?

b- Quelle serrait la nouvelle valeur acquise par Ali s’il place un capital de 100.000 FCFA au
bout de 30 semestres au taux de 2 % par semestre ?



activité 2 :

Le premier Janvier 2011, le nombre d’éléve d’une école était de 6000 .
Le nombre d’éléve de cette école diminue chaque année de 5 % faute de performence.
Quelle sera le nombre d’éléve de cette école au 1 Janvier 2015 ?

activité 3 :

Le premier Janvier 2012, le prix d’essence au Mali était de 690 FCFA.

a-Sachant que le prix du litre subit une augmentation de 5 FCFA au 1* Janvier de chaque
année, calculer le prix du litre d’essence au premier Janvier 2013 ? Au premier Janvier
20142

b-Soit P, le prix du litre d’essence au premier Janvier + n, calculer : P, et P,.- P,puis en
déduire la nature et la raison de la suite P,

synthese 1 :

a-Déterminons le temps au bout du quel Ali pourrra acheté sa moto.

Soient :

= Gy =100.000 FCFA : le capital initial.
= (G, =300.000 FCFA : la valeur acquise.

e 5 o
- =57 = 100 = 0,05 : le taux d’intérét.

Calculons ainsi la durée n pour que Ali puisse acheter sa moto.

e 300000
-C. = +.n<:> "= — = > "=
Ona:C,=Cyl 1+i'<=>[ 1+i] c, = 711+0.05 " = T55500

=>[ 1,05 " = 3(ora'= &™)

1,05 " =3 <=>"5=3 (ore’=h< = >a=Inb)

o In3

nin(1,05) _ < => = =>n=

e 3 nin(1,05/=1n3 In[1,05)
_ 1,09 -

=>n= 004 >n= 27,25 =27.

Donc Ali pourra acheter sa moto au bout de 27 ans.

b-Déterminons la nouvelle valeur acquise par Ali au bout de 30 semestres au taux de 2 %.

C,=C,l 1+i |"=>C3=100.000( 1+ 2 %[*’<=>Cy =100.000( 1+ 0,02
=>C4 =100.000( 1,02 ° =181.136 FCFA.
Donc Ali aura une valeur acquise de 181.136 FCFA au bout de 30 semestres .

Synthése 2

Soit U, le nombre d’éleve de cette école au 1*Janvier de ’année n .



Soit U; = 6000 le nombre d’éleve de cette école au 1¥Janvier 2011 .
Ona:

U: =6000 .

U2:U1-5%U1 :>U2:U1(1-5%):U1(1' U1(0,95)

5
100) B

U3 :UQ( 0,95 )

Un+1 = Un(0,95 )

Unos 0,96
= >— =
U IR

n

Alors on a : une suite géométrique de raison q = 0,95.
D’oli son expression est : U, =U(g)"" =6000( 0,95 "'

Déterminons ainsi le nombre d’éléve de cette école au 1* Janvier 2015 :

- Au 1% Janvier 2015
On sait que : U, =6000( 0,95 |"' et n= 2015- 2011=4

D’ou la population au 1* Janvier 2015 est :U, = 6000 0,95 |*" = 6000/ 0,95 |’
=> U,=5144,25~ 5144

Ainsi I’effectif de I’école serrait de 5144 éléves au 1% Janvier 2015.

Syntheése 3 :

a-Sachant que le prix du litre subit une augmentation de 5 FCFA au 1* Janvier de chaque
année, calculons le prix du litre d’essence au premier Janvier 2013 ? Au premier Janvier
20142

Soit Py = 690 FCFA le prix initial de 1’essence au 1*Janvier 2012.

Au 1 Janvier 2013,ona: P, =Py +5 =>P; = 690 + 5 =695 FCFA.

Au 1“Janvier 2014,ona: P, =P, +5 =>P, = 695+ 5 =700 FCFA.

b-Si P, est le prix du litre d’essence au premier Janvier + n, calculons : P, et P,- P, puis en
déduisons la raison et la nature de la suite P, .

On sait que :



Py = 690.

P1:P0+5.
P2:P1+5.
P3:P2+5.
P,=P,-: +5n

Alors P, =Py +5n

Calculons Pp:i- Py

On saitque P, =Py +5n =>P,.1 =Py +5(n+1) = Py +5n + 5.
Alors Pyi- Ph=(Py +5n+5)—(Py +5n)= Py +5n+5- Po- 5n=5
=>Ppi- Ph=5.

Déduction :
P, est une suite arithmétique de raison I = 5 et de premier terme P, = 690.

[ EXERCICES J

Exercice 1 :

1) soient a et b deux réels tel que (a; a+4b; 5a + 2b) et (b+3; 3a+1; 6a +b)soit
des termes consécutifs de suite respectivement arithmétique et géométrique. Trouver a et b.

2) Quatre entiers strictement positifsa ; b; c et d, forment dans cet ordre une suite
géométrique dont la raison q est un entier premier avec a. Trouver ces nombres sachant qu’ils
vérifient en outre la relation 10a’ = d —b.

Exercice 2 :

On consideére la suite (un) définie sur N par : U= 3 Ut
n+1~ 4, Yn
4

1) représenter graphiquement les cinq premiers termes de la suite (u,) sur I’axe des
abscisses.
2) On pose V,=u,-a; @ € R].
a) Déterminer a pour que (V,,] soit une suite géométrique.



3 n
i
¢) VnelN;onnote S,=vytv,+t...tv et S, =u,*u,+...+u, . Trouver |’expression

de S, puis de S, en fonction n.
d) Déterminer les limites des suites ( un) ; (vn ;

b

b) Exprimer Vv, en fonction n puis en déduire que V. n € IN; u,=4-8

S

et (Sn').

Exercice 3 :

Une société Forestiére décide de créer un bosquet (Petit bois, touffe d’arbres) a chaque
kilometre entre deux villes A et B distant de 300 Km.
-Au premier kilometre le bosquet compte 15 arbres
-Au second kilometre le bosquet compte 22 arbres et a chaque kilomeétre qui suit le bosquet
compte 7 arbres de plus que le précédent.

a) Préciser la nature, le 1* terme et la raison de la suite en question.

b) Quel est le nombre d’arbres que compte le dernier bosquet ?

¢) Quel est le nombre total d’arbres que la société doit planter ?

Exercice 4 :

L’étude de la production intérieure brute, au Mali (en milliard de francs) a donné le résultat

suivant : Si P, désigne la production intérieure de 1’année numérotée n , (n € IN), le rapport

P,.,-P,
=0,11 constant. On suppose P,= 140.

n+1
1) a) calculer P,,, en fonction de P, puis préciser la nature de la suite (Pn).

b) calculer P, et P,.

c) calculer P, en fonction de P, et n. En déduire P,,. (On arrondira au milliard supérieur).
2) A partir de quelle année la production sera-t-elle supérieure ou égale a
3xP(0) ?
3) A partir de quelle année la production sera-t-elle supérieure ou égale a
14.000 (c’est a dire 140000 milliard de francs) ?

Exercice 5 :
M. N’golo est embauché dans I’entreprise SANOGO BUSINESS

La premiere semaine il recoit une somme de 2500 f

La semaine suivante il obtient une augmentation de 500 f.

La méme augmentation lui est été promise pour les autres semaines a venir ?
Quel montant aurait-il a la fin de la quatriéme semaine (fin du mois) ?
Quelle montant aurait il accumulé au bout d’un mois de 4 semaines ?
Exercice 6 :

U0 =R
Soit Un une progression géométrique décroissante U tel que ‘ 0"

1) Calculer U, et Us



2) Déterminer la raison de la progression Un.

3) Donner l'expression de la progression Un en fonction de n.

4) On pose S, =U, + U; +..... +U,. Calculer S, en fonction de n puis en déduire la
somme des 20 premiers termes de la progression Un

Exercice 7 :

Moussa signe, le 1* janvier 2015 un contrat de travail de 12 ans avec I’une des sociétés A et
B qui lui vont des offres suivantes :

La société A proposé un salaire annuel net de 1 200 000F et une augmentation de 40 000F par
an a compter du 1* janvier de chaque année.

La société B propose également un salaire annuel net de 1 200 000F mais avec une
augmentation de 3% par an a compter du 1* janvier de chaque année.

On désigne par U, le salaire annuel net proposé par la société A pour I’année (2015+n) et V,
le salaire net proposé par la société B pour la méme année.

1) On pose ug = vo =1 200 000F. Calculer u;; uy; viet v,.

2) Montrer que U, estune suite arithmétique et V, est une suite géométrique dont on
précisera la raison dans chaque cas.

3) On suppose que Moussa a signé le contrat avec la société qui fait la meilleure proposition
de salaire durant les 12 années de contrat .Trouver la société avec laquelle Moussa a
signé le contrat (la réponse doit étre justifiée par calculs).



