Chapitre 3

Les Matrices

Dans tout ce chapitre K désigne un corps commutatif ( en particulier (K =R ou C).)

3.1 Généralités

3.1.1 Définitions et Notations
(Définition 3.1.1.)

Sient n et m deux entiers naturels non nuls. On appelle matrice a n lignes et m colonne
(ou de type (n,m) & coefficients dans K, toute application de [[1,n]] x [[1,m]] dans K.
les images a;; des couples (7, j) sont appelés coefficients ou termes de la matrice.

Dans la pratique, une matrice est écrite sous une des formes suivantes :

a1 ai12 A1m a1 ai12 A1m

a21 as9 agm a21 as9 agm,
A= —| ou A=

an1  ap2 e Qpm an1  ap2 e Qpm

En notation abrégée, A s’écrit : A = (a;;) 1<i<n -

1<j<m
Remarque 3.1.1. Pour n et m deuz entiers naturels non nuls donnés, une matrice a n lignes
et m colonnes a coefficients dans K est un tableau rectangulaire o n lignes et m colonnes et
donc a nm cases, chaque case contenant un élément de K. Dans ce cas, la matrice est de format
(n,m).
L’ensemble des matrices 4 n lignes et & m colonnes sera désigné par : M, ,, (K).
e Dans le cas particulier o tous les coefficients de la matrice A = (a;;) 1<i<n Sont nuls (c’est &

1<j<m

dire a;; = 0 pour tous 1 <i<mnetl<j<m), on dit que A est nulle et 07117111 note par Oy, p,.
e Une matrice a n lignes et 1 colonne s’appelle une matrice colonne ou unicolonne. L’ensemble des
matrices unicolonnes se note M, 1(K).
e Une matrice a 1 ligne et m colonnes s’appelle une matrice ligne ou uniligne. L’ensemble des
matrices uniligne se note My ,, (K).
e La matrice uniligne L; = (a1 ... Qij ... Qim) est la i-iéme ligne de la matrice A.

alj

e La matrice unicolonne C;j = aij est appelée la j-ieme colonne de A.
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46 CHAPITRE 3. LES MATRICES

1 -3 2
0 4 1
( 1 -3 2 4 5 1 ), est une matrice de type (1,6).

Exemples 3.1.1. ( ) , est une matrice de type (2,3).

[Déﬁnition 3.1.2 (Egalité de deux matrices).]

Deux matrices A = (a;;) € Mym(K) et B = (b;;) € My, 4(K) sont dites égales si
1. elles sont de méme type, c’est & dire n =p et m = gq,

2. pour tout 1 <i<metl<j<m,onaa; = b.

3.1.2 DMatrices carrées d’ordre n

(Définition 3.1.3.)

Une matrice de type (n,n) est appelée matrice carrée d’ordre n.
L’ensemble des matrices carées d’ordre n a coefficients dans K est noté M,, (K).
La suite (a11, a2, ..., ann) est appelée diagonale principale.

Matrices particuliéres :

1. On appelle matrice identité de M,,(K), notée I,,, la matrice dont les coefficients diagonaux
sont égaux a 1 et les autres sont nuls.

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 O 0 0
I,= On=
0 : 0
0 0 1 0 0 O
Matrice identite Matrice nulle d’ordre n

2. On dit qu’une matrice A = (a;5) 1<i<n est trialgulaire supérieure si a;; = 0 pour tout
1<55m
1> 7.

3. On dit qu’une matrice A = (a;j) 1<i<n est triangulaire inférieure si a;; = 0 pour tout

1<5<m
1< 7.
a1p a1 ... A1n ail 0 0
0 29 a23 ... a9n a21 Q22 0 . 0
A(n—1)n . . . 0
0o ... ... 0 Ann pl - <ot Qp(n-1) Onn
Matrice triangulaire suprieure Matrice triangulaire infrieure

4. On dit qu'une matrice A = (a;;) 1<i<n est diagonale si a;; = 0 pour tout ¢ # j.
1<j<m

5. Une matrice diagonale dont tous les termes diagonaux sont égaux est appelée matrice sca-
laire.
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Matrice scalaire Matrice diagonale

6. Une matrice carrée est dite symétrique (respectivement antisymétrique ) si a;; = a;;
(respectivement a;; = —aj;) pour tous i,j de [[1,n]].

3.2 L’espace vectoriel M, ,,(K) et opérations sur les matrices

3.2.1 Addition de deux matrices - produit d’une matrice par un scalaire

[Déﬁnition 3.2.1 (Somme de deux matrices )]

Soient A = (as5) 1<i<n € Mpm(K) et B = (bij) 1<i<n € Mpm(K) deux matrices de
1<5<m 1<<m
méme type (n,m).
On additionne terme & terme pour obtenir la matrice somme A + B = (a;; + bij) 1<i<n
1<j<m
de méme type (n,m).

On ne peut pas faire la somme de deux matrices de type différents.

La somme de deux matrices définie une loi de composition interne sur M,, ,,,(K) et elle posséde les
propriétés suivantes :

[Proposition 3.2.1.]

Soit A,B et C trois matrices de méme type (n,p) et 0, ,, la matrice nulle dont les
coéfficients sont égaux a 0.

1. (A+B)+C=A+(B+C) (lassociativité).
2. A+ 04 =0pm + A=A (Pélément neutre).
3. A+ (—A) =0, (Vopposé).

4. A+ B=B+ A (commutativite).

Conclusion : L’ensemble M,, ,,,(K), muni de I’addition, est un groupe abélien.

[Déﬁnition 3.2.2 (Multiplication d’une matrice par un scalaire.).]

Soient A = (a;5) 1<i<n € Mp m(K) une matrice de type (n,m) et soit A € K.
1<j<m

On définit la matrice AA comme matrice dont dont tous les coefficients sont multipliés
par A : A = (Aagj) 1<i<n -

1<j<m
AA est une matrice de méme type (n,m).

La multiplication d’une matrice par un scalaire définie une loi externe sur M,, ,,(K) qui possede
les propriétés suivantes.
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,—(Proposition 3.2.2.} .\

Soit A, B deux matrices de méme type (n,p) et A\, u € K deux scalaires.
. AMA+ B)=)MA+ \B.

- Apd) = (Ap)A.

A+ A= A+ pA.

.1LA=A

N R

\. J

D’aprés les propositions précédentes on a le résultat suivant :

Théoréme 3.2.1.)

L’ensemble M,, ,,(K), muni de 'addition et de la multiplication par un scalaire est un
K-espace vectoriel.

3.2.2 Produit de deux matrices

~(Définition 3.2.3.) |
Le produit d’une matrice uniligne (a1 ...a1;...a1,,) de type (1,m) par une ma-
b1
trice unicolonne bi1 de type (m, 1) est défini par :
bml
b11
(a11-..a1i-..a1m) - | b = (a11b11 + -+ + a1ibin + - + @1mbm1).
bml
,—(Déﬁnition 3.2.4 (Produit de deux matrices).} |
Le Produit d’une matrice A = (a;;) de type (n,m) par une matrice B = (b;;)
de type (m,p) est la matrice C' = (¢;;), de type (n,p), définie par
m
C=AxB= (Cij>1§i§n7 avec C;; = Zaikbkj-
155<p =

On note que dans le cas général x n’est pas une loi interne car les matrices que 'on multiplie
n’appartiennent pas au méme ensemble.

1 2 0 L0 L
Exemples 3.2.1. Soient A = etB=10 -1 -1
0 -1 0 0 1

Calculons AB :
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1 0 1
A.B = ((1) _21 ?) 0 -1 -1
0 0 1
. I1x14+0x240x0 O0x1—-1%x240x0 1x1—-1x24+1x0
U Xx040x(-1)+0x1 0x0—-1x(-1)+0x1 1><0—1><(—1)+1><1)

_ 1 -2 -1
o\0 1 2
Remarque 3.2.1. 1. Le produit BA de deuz matrices n’est défini que si le nombre de colonnes
de B est égal au nombre de lignes de A.

2. Le produit matriciel n’est pas commutatif, car si BA est défini, AB ne l’est pas en général.

3. Cas particulier : Si A et B sont des matrices carrées d’ordre n, les produits AB et BA
sont toujours défini mais AB # BA, en général, comme le montre l’exemple suivant :

1 0 0 1
a(10) w m= (00
0 1 1 1

Alors.AB—<0 1) et BA—(0 0).

[Proposition 3.2.3.]

1. Si B et B' sont des matrices de M,, , (K) , A et A" des matrices de M, ,, (K),
alors :
(B+B)A=BA+BAet B(A+4)=BA+BA.
2.851CeM,n(K), Be My, (K), et Ac M,,(K), alors:
(a) C(BA) = (CB)A.
(b) Pour tout A € K, B(AA) = (AB) A= \(BA).

Exemples 3.2.2. Pourt € R, on pose M(t)

cos(t) —sin(t)
< sin(t)  cos(t) )

1. Calculer M(t).M(t') pour (t,t') € R?

2. Calculer (M(t))™ pour tout t € R et n € N* (ou  (M(£))" = M(t) x ... x M()).

3.2.3 Matrices élémentaires

Soient n et m deux entiers naturels non nuls. Pour (¢,5) € [[1,]] x [[1,m]], on note E; ; la
matrice rectangulaire de format (n,m) dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient ligne
1, colonne j, qui est égal & 1.

Les matrices E; ; sont appelées les matrices élémentaires.
Onak ;= (5k,i.5g’j)11§§§72 ou 0y, = { (1) zi Z;Z , (symbole de Kronecker).

Si A = (aij) 1<i<n est une matrice donnée, alors

1<j<m
A= E aij.EZ',j.
1<i<n
1<j<m

Ce qui permet de donner le théoréme suivant :
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[Théoréme 3.2.2.]

La famille des matrices élélentaires (E; ;) 1<i<n est une base de M,, ,,,(K), c’est sa base
155<m
canonique.

Etona dim(M, ,(K)) =nm.

En particulier, dim(M, (K)) = n?.

1 2 4

Exemples 3.2.3. (O 9 0

) =FE11+2F 5 +4F, 3 —2E55

Exemples 3.2.4. Dans M3 3(R), On a
B={FE11,E12,FE13,E21,E22,E>3} estla base canonique de Ms 3(R) et on a par exemple :

b
((dl . ;) =alB11 +bE1 o+ cFEi3+dEx 1 +eFag+ fE273.

[Proposition 3.2.4 (Produit de deux matrices élémentaires).}

V(i, 4.k, €) € [[1,n]] x [[1,p]] x [[1,p]] X [[1,q]], Ei; x Exe=0jxEir,
1 s2 i=j

0 si 1#]

d;,; s’appelle le symbole de Kronecker ou delta de Kronecker.

ou 6i,j =

Exemple
EioxFEyy=Fi4
E2’3 X E174 =0

Eijx Ejo=Eig

Exercice 3.2.1. On consideére la matrice N =

o O O
S O =
o = O

Calculer N? et N3.

3.3 Matrice d’une application linéaire

3.3.1 Matrice d’une application linéaire

Notations : Soient F un K espace vectoriel non nul de dimension finie n et B = {e1,es...,e,}
une base de FE.
Soit a = aje; + ages + ... + ane, un vecteur de E (c’est a dire (aq, ..., a,,) sont les composantes de
a dans la base B). On note
(1) (a)p le vecteur (ay,as,...,a,) € K™,

(2) [a]p la matrice colonne

Exemples 3.3.1. Soit E =Ry[X] et B=(1+ X, X + X224 X?).
1. Vérifier que B est une base de E.
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2. Soit P =ag + a1 X + axX? € E. Calculer (P)p et [P]p.
3. Application : P =3 — 2X.

(Définition 3.3.1.)

Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Soit u : £ — F une appli-
cation linéeaire ;

B; ={e1,...,en} une base de E et By = {f1,..., fn} une base de F.

On appelle matrice de u par rapport aux bases B; et By la matrice de colonnes

[u(er)] By, [u(e2)]Bys -y [u(€m)] B, Cest & dire :
[we)lp, ... [uw(edls, ... [ulem)]B,
a1l - a1; . @l
M(U, Bl, Bg) =
an1 coo Qi coo Arym,

ai;

az;
avec u(e;) = a1;f1 + -+ - + ani frn- Autrement dit [u(e;)]p, =

Anj

— La matrice M (u, By, By) est de type (n,m).
— Le nombre de colonnes est égale a la dimension de E
— le nombre de ligne est égale & la dimension de F.

Exemples 3.3.2. (1) On considére Uapplication linéaire f : R® — R? définie par
f(xvyvz) = (2%—2,—1’+y+2)

Si on note B = {e1,e2,e3} et B' = {e,e4} les bases canoniques de R® et R? respectivement,
alors la matrice de f par rapport auzx bases B et B’ est

M(f,B.B) = ( 0T >

(2) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n. Soit B = {e1, ...,e,} une base de E.
On considére Uapplication identité idg : E — E qui a x associe x. On a

1 0 ... ... 0
01 0 ... 0
M(idg,B,B)=| : . . . i | =1I,.
E 0
0 ... ... 0 1

(3) On considére application p : K2 — K2 définie par p(z,y) = (z,0) pour tout (x,y) € K2,
Considérons la base canonique B = {e1,es} de K.
Alors on a p(ey) = p(1,0) = (1,0) et p(0,1) = (0,0) et

1 0
(4) On consideére Uappliaction linéiare
D: Kg[X} — KQ[X]

’

P—sD(P)=P
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Soient By = (1,X, X2, X?) et By = (1, X, X?) les bases canoniques de K3[X] et K3[X] respective-
ment.
Alors la mtrice de D relativement auz bases By et By est

M(DaBlaB2) -

o O o
O O =
SN O
w o O

3.3.2 Isomorphisme entre M, ,,(K) et L(E,F)

[Proposition 3.3.1.]

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies ; B une base de E et B’ une
base de F. Alors

1. Y(f,g) € (L(E,F))*, M(f+g,B,B')=M(f,B,B)+ M(g,B,B’).
2. VfeL(E,F)etVAeK, M(\f,B,B')=A\M(f,B,B.

Démonstration. Soient B = {e1,...,epn} une base de E et B’ = {f1,..., f,} une base de F.

Le coefficient ligne 4, colonne j, (i,7) € [[1,n]] x[[1,m]], de M(Af+g, B, B’) est la i-éme coordonnée
du vecteur Af(e;) + g(e;) dans la base B’.

De méme Le coefficient ligne ¢, colonne j, (i,7) € [[1,n]] x [[1,m]], de AM(f, B, B’) + M (g, B, B’)
est la i-éme coordonnée du vecteur Af(e;) + g(e;). Ceci montre que

M(\f+g,B,B")=\M(f,B,B')+ M(g,B,B’).

O

Si E est de dimension n € N et F est de dimension m € N, alors dim(L(E, F)) = mn et on a
dim(My, m (K)) = mn. Donc ces deux espaces sont isomorphes.

Dans le théoréme suivant on va expliciter un isomorphisme entre £ (E, F) et M, .

(Théoréme 3.3.1.)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie, B = {ej, ..., e, } une base
de Eet B ={f1,..., fn} une base de F.
L’application :
0: L(E,F) — My (K)
fr— Qp(f) = M(vavB/)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Démonstration. D’abord ’application ¢ est linéaire.

¢ est injective, en effet : Soit (f,g) € (L(E,F))? : o(f) = ¢(g), alors M (f,B,B') =
M (g, B,B'), dou (Vj € {1,2,...,m}) f(e;) =g/(e;), donc f =g.

¢ est surjective, en effet : Soit A € M,, ,,,(K) de terme général a,;. Alors, on considére 'appli-
cation linéaire f de E dans F' définie par : (Vj € {1,2,...,m}) f(e;) = Zaijfi, on a bien :

o (f)=A. .

Conclusion : ¢ est un isomorphisme d’espces vectoriels. O
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[Proposition 3.3.2 (Matrice de la composée de deux applications).]

Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies non nulles notées res-
pectivement n, p et q. Soient B; une base de F, By une base de F' et Bs une base de G.
Soient f € L(E,F) et g € L(F,G). Alors,

M(gof, BlaB3) = M(gaB27BS) X M(f7 BlaB2)'

Démonstration. Soient By = {ey,.., e, } une base de E, By = {f1,.., f»} une base de F'
et Bs = {¢g1,..,9s} une base de G.
n

Posons f(e;) = Zajifj et g(fi) = Zbkjgk :
j=1 k=1

Alors,

gof(e:) = (Z brja;ji)gr

ce qui donne le résultat. O

3.3.3 L’image d’un vecteur par une application linéaire

[Proposition 3.3.3.]

Soient F et F' deux e.v de dimensions finies non nulles n et m. Soient B une base de E
et B’ une base de F.
Soit u € L(E, F) puis M = M (u, B, B") la matrice de w.

T
Z2
X =[z]g = . le vecteur colonne dont les composantes sont les coordonnées de
L
2z € E dans la base B .
Y1
Y2
etY =[u(z)]p = _ le vecteur colonne dont les composantes sont les coordonnées
Yn

de u(x) dans la base B’ alors :

Preuve : Soient B = (e, €q,...,6,) une base de E et B’ = (f1, fo, ..., fn) une base de F. Soit
M = (aij) 1<i<n -

1<j<m
Soit z = ijej de F,, alors
j=1
U(I) = iju (ej) = Zl'j (Z aijva) = Z Za,;jzj f7
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

L1 Y
T2 Y2

Onalfz]p=X = . et [u(z)]p =Y =

Tm Yn



54
m
E :aljxj
j=1
m
E 25T
Donc Y = =1
m
E :anjxj
j=1
Y1 a11 a2
, . Y2 Gz1  G22
D’ou =
Yn an1 n2

A1m
a2m,

1
T2

Tm
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Proposition 3.3.4.)

Soit A et B deux matrices de M, ,,(K)

SiVX € My 1 (K)

AX = BX, alors A= B

Démonstration. Soit f € L(K™,K") de matrice A et g € L(K™,K") de matrice B relativement
aux bases canoniques de K™ et K",

(VX € M1 (K)

AX = BX ) = (Vz € K™,

f(z)

g(x)) = f=yg

— A=B.
O

3.4 Matrice inversible. Le groupe GL,(K)

~—(Définition 3.4.1.)

\.

AB=BA=1,,

ou I,, est la matrice carrée unité d’ordre n.
Dans ce cas la matrice B est unique et se note A~! et s’appelle I'inverse de la matrice A.
On note GL,,(K) I’ensemble des matrices carrées inversibles pour Xx.

Soit A € M,,(K) une matrice carrée d’ordre n.
la matrice A est inversible si, et seulement si , il existe B € M,,(K) telle que :

,—(Proposition 3.4.1.}

(AB)"' =B 1A1 et

\.

Si A et B sont deux matrices inversibles de M,, (K) alors

(A1)~ = A,

,—(Proposition 3.4.2.}

\.

Soit n € N*. (GL,(K), x) est un groupe.

L’élément neutre est la matrice identité I,,.
Si A, B € GL,(K, alors AB~! € GL, (K.
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Matrice de I’inverse d’une application linéaire

[Proposition 3.4.3.]

Soient E et F' deux espaces vecroriels de méme dimension et de bases respectives B et
B'. Soit f € L(E, F).

f est bijective <= la matrice M (f, B, B’) est inversible.

De plus

(M(f7B7B/))71 = M(f717B/7B)'

Une matrice A est inversible & gauche (reps. & droite) s’il existe une matrice B telle que
Bx A=1, (resp.Ax B=1,).

[Proposition 3.4.4.]

Soit A € M, (K).

A est inversble <= A est inversible & droite <= A est inversible & gauche.

Exercice 3.4.1. Soit A une matrice carrée d’ordre n vérifiant ’équation A3 + 4A — 21, = 0,,.
Montrer que A est inversible et calculer son inverse.

1 -1 0 01 0
Exercice 3.4.2. Soient A = 0o 1 -1 et N = 0 0 1
0 0 1 0 0 O

1. Exprimer A en fonction e N et I3.

2. calculer N3.

3. En déduire que A est inversible et calculer A=1.

3.5 Transposée d’une matrice

(Définition 3.5.1.)

Soit (n,m) € (N*)? Soit A € My, ,,,(K) une matrice & n lignes et m colonnes, de terme
général a;;.

La matrice transposée de A, notée 'A est la matrice & m lignes et & n colonnes, de terme
général b;; défini par :

bij = aji, pour tout (i,7) € [[1,n]] x [[1,m]].

(les lignes deviennent des colonnes et les colonnes deviennent des lignes).

Exemples 3.5.1.

ail agi

. a a a
Si A= e alors 'A= a1z G2
a21 G2z Q23

a13  a23

Les propriétés usuelles de calcul de la transposition sont :
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,—(Proposition 3.5.1.} .\

Soient A et B sont deux matrices, alors :
1. 1(t(A4) = A
2. ' (A+B)= tA+ 'B.
3. Pour tout A € K, ¢ (A\.4) = \.YA.
4. Si le produit AB est défini on a: ' (AB) = (*B)(*4).

\. J

,—[Proposition 3.5.2.) |

Soit A € M,, (K), alors on a
A est inversible <= A est inversible.
De plus, en cas d’inversibilté on a

(tA)—l _t A_l.
—(Définition 3.5.2.) .
Soit A € M,, (K).
1. A est dite symétrique si, et seulement si, A = A cest a dire V(i,j) €
2
({1,2,,n}) y aij = aji.
2. A est dite antisymétrique si, et seulement si, ‘A = —A c’est a dire V(i,j) €
2
({1,2,...,71}) y Ay = —Qjg.
—(Définition 3.5.3.) .

On désigne par S, 'ensemble des matrices symétriques d’ordre n et A, I’ensemble des
matrices antisymétriques d’ordre n.

3.6 Changement de bases

3.6.1 Matrice de passage

,—(Déﬁnition 3.6.1 ( Matrice d’une famille).} .

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et B = {eq, ..., e, } une base de E.

La matrice d’une famille (ug, ..., u,), de vecteurs de E, dans la base B est la matrice de
type (n,p) dont le coefficient ligne 4, colonne j est la ™ coordonnée de u; dans la base
B. On la note par Matp(u1, ..., up).

\. J

Exemple : (1) si B = {e1, e2, e3} est la base canonique de R3, et si u; = e1—3eq et ug = e1+ea+4des,
1 1

alors Matg(uy,us) = —3 1
0 1
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Proposition 3.6.1.}

Soient E un espace vectoriel de dimension n et B = (e;)1<i<n une base de E. Soit
(u1, ..., up) une famille de n vecteurs de E.
(up,...,up) est une base de E <= Matg(uy, ..., uy) est inversible.

Preuve : Posons A = Matg(us, ..., u,) et soit f Pendomorphisme de F définie par la matrice A.
Par définition de A, Vi € [[1,n]], f(e;) = u;. Donc
(u1, ..., up) est base de E <= f est bijecctive <= A est inversible.

~{Définition 3.6.2.) .

Soient F un espace vectoriel de diemension n puis B et B’ deux bases de E. La matrice
de passage de la base B a la base B’, notée Py, est la matrice de la base B’ dans la
base B.
c-a-d

Ppp = Matg(B').

Autrement dit, si B = (e;)1<i<n €t B = (6;)1§i§n deux bases de E. Alors
e [eals .. lenls

PBB/ =

Exemple : La matrice de passage de la base canonique By = (1,X,X?) de Ry[X] & la base
1 -1 1
B =(Py=1,P =X —1,P—2=(z—1)%) est Py p = Matg,(B)=[ 0 1 2
0 0 1

,—(Proposition 3.6.2.} .\

Soient E un espace vectoriel de dimension n, B = (e;)1<i<n €t B = (6;)19‘571 deux bases
de F et Ppp la matrice de passage de B a B'. Alors

1. Py = M(idg, B', B),

2. Pgp est inversible et (Ppp) ' = Py la matrice de passage de B' a B.

\

Exercice 3.6.1. (1)
1. Vérifier que S = {e1 = (1,0,1),e2 = (1,1,0),e3 = (0,0,1)} est une base de R>.
2. Donner Pggs la matrice de passage de la base canonique de R? ¢ la base S.

3. Calculer Psp la matrice de passage de la base S a la base canonique B = {e; = (1,0,0),e5 =
(03 13 0)7 €3 = (03 O’ 1)}

(2) Soit B = {1, X} la base canonique de Ry[X] et B = {2X +1, X + 1} une famille de polynomes
de Rl [X]

1. Montrer que B’ est une base de Ry[X].
2. Calculer Pgp .
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3.6.2 Action sur les coordonnées d’un vecteur

(Théoréme 3.6.1.)

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n , B et B’ deux bases de E. Soient

T l‘;
T2 T

u€ E tel que X = [ulp = et X =[u]y = .| et Pgp = (a;;) est la
B z,

matrice de passage de B a B’. Alors,

[ulp = Ppp[ulp ou X =PppX'

c’est & dire

T a1 ... Qnn 1
_ !’
T - ap1 ... Qnn . L
N—— —
coordonnées de udans B matrice de passage coordonnées de u dans B’

Preuve : On a Pgp = M (idg, B’,B). idg:(E,B’) — (E,B).
Soit u = inei = Z:C;e;,
i=1 i=1

Ona: [ulp = M(idg, B', B)[u]}y d'ott [u]p = Ppp [ulp, c-a-d X = Py X'
et alors

[ulpr = (PBB/)_l'[u]B = Py p.[ulp

3.6.3 Changement de bases et applications linéaires

[Théoréme 3.6.2.]

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies.

Soient B et Bll deux bases de F et By et B} deux bases de F.

Soit f : E — F une application linéaire.

Soit M = M(f, By, Bs) et M’ = M(f, B{,Bé) la matrice de f dans les bases B} et Bj,
P = PB1B1 la matrice de passage de B; & B,

et Q = PBQB; la matrice de passage de Bs a B/Q. On a alors

M =Q 'MP.

(E,B) L (F,By)
P 1Q
(E,B}) - (FBY)

Preuve : Soit u € E.
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’
T T

T2 , 1'/2
Soient X = [z]p, = ) et X =[x]s = i les vecteurs colonnes dont les composantes
In .I;L
sont les coordonnées de x dans By et Bj.
Y1 y/1
. Y2 / Y2
Soient ¥V = [u(z)]z = . et Y =u(z)]y = . les vecteurs colonnes dont les compo-
Yn y'/rz

santes sont les coordonnées de f(z) dans By et Bj.

OnaY =QY’, donc Y = Q7 'Y. Puisque Y = MX, alors Y/ = Q' MX.
Et X = PX’, donc Y/ = Q- 'MPX'.
D’autre part, Y/ = M’X’. Ce qui montre que M’X’ = Q~'MPX’ pour tout X.
D’ott M’ = Q=M P (d’aprés la Proposition 2.9).

Un cas particulier trés important du théoréme précédent est :

[Proposition 3.6.3.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie non nulle n.
Soient B et B’ deux bases de E et P = Pgp: la matrice de passage de B a B’.
Soit f € L(E). soient A= M(f,B,B) et B= M(f,B’,B’). Alors,

B=P AP

3.6.4 DMatrices équivalentes et matrices semblables

(Définition 3.6.3.)

1. Deux matrices A et B de M,, (K) sont dites semblables s’ils existent une matrice
P € GL, (K) telle que B = P~1AP. Autrement dit, A et b sont deux matrices
d’une méme application linéaire.

2. Deux matrices A et B de My, (K) sont dites équivalentes s’ils existent deux
matrices carrées inversibles P et @ telles que B = P.A.Q;
P est une matrice carrée d’ordre n et () étant une matrice carrée d’ordre m;

3.7 Rang d’une matrice

3.7.1 Définition du Rang d’une matrice

[Déﬁnition 3.7.1.]

Soit A € M,, »,(K) une matrice de type (n,p).
Le rang de la matrice A, noté rg(A), est le rang de ces vecteurs colonnes dans M,, 1 (K)

0 0 0 0 10 1 2
Exemples.rg(O O)O.rg<1 0)1.rg(0 1)2.rg(2 4>1.
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3.7.2 Lien avec le rang d’une famille

Proposition 3.7.1.}

Soit E un espace vectoriel de dimension n € N* et B = {ey,...,e,} une base de E. Soit
(u1, ..., up) une famille de p vecteurs de E. Soit A = Matg(u1, ..., up)-
Alors, rg(A) = rg(uq, ..., up).

T
x2
Démonstration. On considére 'application ¢ : M,, ; — E telle que ¢ . =x1€1+ ...+ Tpep.

Ty
— ¢ est linéaire.

— ¢ est bijective car I'image par ¢ de la base canonique de M, 1(K) est (e1,...,e,) la base de E.
Donc ¢ est un ismorphisme.

Notons (1, ..., C} les colonnes de A on a alors

rg(A) <= rg(Cy,...,Cp)
= dim(Vect(Ch,...,Cp))
dim(¢(Vect(Ch,...,Cp)))
= dim(Vect(¢(Ch), ..., (Cp)))
= (

t -
dim(Vect(uq, ..., up)) = rg(u1, ..., up)

En prenant les premiéres propriétés du rang d’une famille, on en déduit immédiatement

,—[Proposition 3.7.2.) |

Soit A € M,, ;. Alors
1. rg(A) < Min(n,p).
2. rg(A) =n <= les colonnes de A forment une famille génératrice de M,, ;.

3. rg(A) =p <= les colonnes de A forment une famille génératrice de M, ,,

En particulier on a le résultat suivant

,—[Proposition 3.7.3.) |

Soit A € M,,. Alors
1. rg(A) < n.

2. rg(A) = n <= les colonnes de A forment une famille génératrice de M,, 1 (K)
<= A est inversible.
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3.7.3 Lien avec le rang d’une application linéaire

,—(Proposition 3.7.4.) |

Soient F et F' deux espaces de dimensions respectives n et p puis B une base de F et B’
une base de F.

Soient f € L(E,F) et A= M(f,B,B’).

Alors, rg(A) = rg(f)

Preuve : Posons B = (e, ..., e,) de sorte que A = Matp/ (f(e1),...f(en)).
Alors,

rg(f) = rg(f(er), - f(en)) = rgMatp (f(e1), .. f(en)) = rg(A).

3.7.4 Caractérisation du rang d’une matrice

Soient n, p deux entiers naturels non nuls. Pour » < Min(n,p) on définit la matrice

_ Ir Or,p—r
JT N < Onf'r,r Onfr,pfr ) ’

I, désignant la matrice unité d’ordre r et 0, , désignant la matrice nulle de format (u,v).
On peut alors caractériser le rang d’une matrice a partir de la matrice J,.

Théoréme 3.7.1.]

Soit A € M,, ,(K). Soit r < Min(n,p).
rg(A) =r <= A est équivalente a J,

Preuve :

Soit A € M,, ,(K). Soit r < Min(n,p). Choisissons deux espaces vectoriels E et F' de dimensions
p et n respectivement.

Soit f: E— F une application linéaire définie par la matrice A.

D’aprés le théoréme du rang

dim(ker(f)) = dim(E) —rg(f) =p—r.

Soit, alors, (€y41,....,€p) une base de ker(f) que 'on compléte par les vecteurs = (eq,...ey4) en
une base de E. Donc (f(ey),...., f(er)) est une base de I'm(f) que l’on compléte par les vecteurs
fr41,-eey fnen une base de F.

Lamatrice de f par rapport aux beses B = (e1, ...€p+1, ..., €p) €t B’ = ((f(e1), ..., f(er), fr+1s s [
est donc J,.
D’ou A est équivalente a J,..

Corollaire 8.

Soit A,B € M,, .
A et B sont équivalents <<= rg(A) =rg(B).
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,—(Proposition 3.7.5.} .\

Pour toute matrice A € M,, ,(K) on a
rg("A) = rg(A).

Cela veut dire que le rang d’une matrice est aussi le rang du systéme de ses vecteurs
lignes.

Corollaire 9.

Soit A € M,,,(K), avec Ly, .., L, ses lignes et C, .., C), ses colonnes. Alors

Tg(A) = rg(Ll? o Ln) = Tg(C’1, i) CP)

Exemples 3.7.1. Déterminer le rang des matrice suivantes :

1 3 4 12 3 4
A_(246>'B_(5678 )

3.7.5 Matrices échelonnée

r—(Déﬁnition 3.7.2.]

Une matrice A € M, (K) est dite échelonnée si, et seulement, si,
1. Toute ligne nulle n’est suivie que de lignes nulles.

2. L’indice de colonne du premier terme non nul de toute ligne non nulle est supérieur
a 'indice de colonne du premier terme non nul de la ligne qui la précéde.
Autrement dit, Le nombre de 0 au début de chaque ligne est stictement croissant
quand on passe d’une ligne a la suivante.

— Le premier élément non nul de chaque ligne est appelé pivot.
— Si A est ligne échelonnée, on note m.l.e

Exemples 3.7.2. Les deux matrices suivantes sont échelonnées :
11 -1 0 O

(1) g _11 2 (1) 00 1 4 1
A= B=| 0 0 0 0 -3
00 0 4 -3
00 0 0 2 00 0 0 0
00 0O 0 O
1 1 -1 0 0
00 1 4 1
Par contre la matrice suivante B = 00 2 0 -3
00 0 4 O
00 O 0 O

n’est pas échelonné.
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[Déﬁnition 3.7.3.]

Matrice échelonnée réduite canonique
Une matrice A € M,, ,,,(K) est dite & lignes échelonnées réduite et on note m.l.e.r si

1. A est m.le.

2. Le premier élément non nul de toute ligne (Le pivot) est égal a 1.

[Déﬁnition 3.7.4.]

Une matrice A € M, ,,(K) est dite & lignes échelonnées réduite canonique et on note
m.l.er.c si

1. A est m.ler

2. Chaque pivot est le seul coefficient non nul dans sa colonne.

1 0 0
Exemples 3.7.3. A= 0 1 0
0 0 1
Matrice échelonnée réduite canonique
01 -3
00 2
B= 0 0 1
0 0 O
Matrice n’est pas échelonnée
1 00
01 2
¢= 0 0 1
0 0 O
Matrice échelonnée réduite mais elle n’est pas échelonnée réduite canonique
1 0 6
D=0 1 3
0 0 0

Matrice échelonnée réduite canonique

[Proposition 3.7.6.]

Le rang d’une matrice échelonnée égal au nombre de ses lignes non nuls.

Preuve : Dans une matrice échelonnée les lignes forment un systéme libre.
Exemple

13 -1.0 0
02 1 4 1
Lerangde | 0 0 0 4 -3 | égalad4.
00 0 0 2
00 0 0 O

3.8 Opérations élémentaires (Transformations de Gauss)

3.8.1 Opérations élémentaires (Transformations de Gauss)

Les transformations élémentaires sur les colonnes ou les lignes d’une matrice, ne modifiant pas
le rang de cette matrice sont :
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e Echange de deux colonnes. L’échange de la colonne i et de la colonne j (i # j) se note C; <> C;
. Echange de deux lignes. L’échange de la ligne i et de la ligne j (i # j) se note L; <> Lj;.
e Multiplier une colonne par un nombre A ## 0. Le remplacement de la colonne j par A fois cette
ligne se note C; <+ AC}.
Multiplier une ligne par un nombre A # 0. On note L; <+ A\L;.
e Ajouter une colonne C; a une autre. On note C,AC; + Cj.
Ajouter une ligne & une autre. On note L; <+ AL; + L;.

On en déduit d’autres transformations moins élémentaires sur les colonnes ou les lignes d’une
matrice, ne modifiant pas le rang de cette matrice :
e Ajouter & une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes : L; > >7, ,; AL;

[Proposition 3.8.1.]

1. Soit A" une matrice obtenue a partir de A par des transformations élémentaires.
Alors, rg(A) = rg(A)

2. Soient B et C' deux formes échelonnées d’une matrice A. Alors rg(B) = rg(C) =
rg(A).

Preuve,1) Posons Ly, Lo, ..L, les lignes de A et A’ une matrice obtenue a partir de A en remplacons
n

la ligne L; par L/Z- =al; + Z ay + Ly, avec o # 0 alors
t=1t#i

’

rg(A) = dim(vect(La, .., L;, .., Ly,)) = dim(vect(Lq, .., L;, wLn) =1g(A4).

Par le méme raisonnement, le rang ne change pas si on applique des permutations ou d’autres
opérations élémentaires.
2) Se déduit immeédiatement de 1).

[Corollaire 10.]

Le rang d’une matrice A est égal au rang d’une forme échelonnée de A.

3.8.2 Applications 1 : Calcule de I'inverse d’une matrice

Exemple

1. Calcule du rang d’une Matrice :

2 3 -1 0 0
. 0 2 1 4 1
Calculer le rang de la matrice A = 1 0 0 4 -3
2 -1 1 2 2
2. Calcule de l'inverse d’une matrice :
2 3 -1
Montrer que la matrice B=| 0 2 1 est inversible et calculer son inverse.
1 0 0

3.8.3 La résolution des systémes linéaires

La forme matricielle
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—(Définition 3.8.1.)

Soit X' le systéme

a11x1 + a2 4+ ... a1, = b
a21%1 +  ag2x2 + ... A2pTp = bg
ap1T1 + QpaT2 + ... AppZp = by
ol x1,...,T, sont les inconnus et les nombres a;; sont les coefficients du systeme.
ail e A1p
a1 oo azp

Y peut aussi s’écrire sous la forme matricielle : AX = b avec A = . . .
b)

an1 .- - Anp
X bl
xro bg
X = . et b=
Zp by,

1. A est appelé la matrice associer au systéme Y.

2. la matrice élargie (A[b) € M,, ,11(K) est appelé la matrice élargie du systéme X.

~Théoréme 3.8.1.)

Soient X' le systéme d’équations linéaires de matrice élargie (A|b) et Y le systéme d’équa-
tions linéaires de matrice élargie (A’[d).
Si (A|b) est équivalentes & (A’[b') par les transformations de Gauss alors X est équivalent
ax.

(Alb) ~ Gaus A'IP) = X ~ 2.

f—(Corollaire 11 )

Soient X et X’ deux systémes d’équations linéaires homogénes de matrices A et A’.
Alors
A=Y~

A~ Gaus

65
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r—[Théoréme 3.8.2.] \
ail 000 A1p b1
. . as 000 a2p b2
Soit X' un systéme de matrice élargie (A|b) =
Gp1 .. Qpp by

\.

1. Sirg A <rg (Ab) alors le systéme n’admet pas de solution.

2. Sirg A =rg (Ab) = le nombre des inconnus = p alors le systéme admet une
solution unique.

3. Sirg A =rg (Alb) < le nombre des inconnus = p alors le systéme admet une
infinité de solutions.

Systéme de Cramer

\.

—(Définition 3.8.2.) .

Soit ¥ un systéme a n équations linéaires et & n inconnus.
Si ¥ admet une solution et une seule on dit que c’est un systéme de Cramer.

\.

~{Théoréme 3.8.3.) .

Soit ¥ un systéme de n équations et n inconnus et de matrice élargie (A|b) ou b =
b1
bo
bn
3 est un systéme de Cramer si et seulement si A est inversible et dans ce cas si (21, ..., T, )
est la solution de ¥ alors

X1 b1
T2 _ 4 bo
T by,

Exemples 3.8.1. Résoudre les systémes suivants :

X

’

L

r+3y—2z2=9

3z—y+z=-1
-2z +y—32=6
r+3y—z=9
3r+9y —3z2=-1
—2x+y—32=26
x+3y—2=9

3r+9y — 32 =27
—2z+y—52=10

Exemples 3.8.2. Résoudre le systéme suivant :

mr + y + mz = 2m
T + my + mz = 2
mx + y - mz = 0



