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Annales du baccalauréat S 2000 A. SUJETS DU BACCALAUREAT

A

Sujets du baccalauréat

A.1l Remplacement 1999 Q
K20

EXERCICE 1 (4 points), ¢

7
3

Dans tout I’exercice, on donnera les résultats sous;fﬁf'me de fractions irréductibles.
Une urne contient trois boules noires et une boule’blanche. On considére I’expérience
suivante :

On lance un jeton parfaitement équilibré, préseqt}mt une face noire et une face blanche.
Si le jeton tombe sur la face blanche, on ajoute’ne boule blanche dans I'urne; si le jeton
tombe sur la face noire, on ajoute une bo  hoire dans I'urne.

Puis on tire simultanément, et au hasarqgﬁtrois boules de I'urne.

o
1. On appelle E, I’événement : agcgh'e boule blanche ne figure parmi les trois boules
tirées et B I’événement : le jefciﬁ est tombé sur la face blanche.

L 3
J

a) Calculer P (Eo N B)¢Py(E, N B), puis P (Eo).

b) On tire trois bou@&ide I’urne, aucune boule blanche ne figure dans ce tirage.
Quelle est la p.r,Qba"biIité que le jeton soit tombé sur la face noire ?

N7
A : . .
2. On appelle E; I’@enement : une boule blanche et une seule figure parmi les trois

boules tirées eth I’événement : le jeton est tombé sur la face blanche.
»\\..o

o\ I .y
a) Calculer la probabilité de I’événement E;.
b) On effectue successivement quatre fois I’expérience décrite au début, qui
consiste a lancer le jeton, puis a tirer les trois boules de I'urne.

Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une fois une et une seule boule
blanche ?

EXERCICE 2 (5 points)
Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité

— =
Le plan est rapporté au repéere orthonormal direct <O; u, v ) (unité graphique : 2

cm).

On note Zy, I’affixe du point M.

Soit A le point d’affixe 4 et B le point d’affixe 4.

Lycée Louis Armand 5



A. SUJETS DU BACCALAUREAT Annales du baccalauréat S 2000

1. Soit 0 un réel de [0, 27| et r un réel strictement positif.

On considére le point E d’affixe te'® et F le point tel que OEF est un triangle
o, — . T

rectangle isocele vérifiant (OE, OF) = —

Quelle est, en fonction de r et 9, I’affixe de F?

2. Faire une figure et la compléter au fur et & mesure de I’exercice. On choisira,
uniqguement pour cette figure :

Gz%etr:?).

3. On appelle P, Q, R, S les milieux respectifs des segments [AB], [BE], [EF], [FA].

a) Prouver que PQRS est un parallelogramme.

VA SA ~
b) Onpose:Z=—-—= A
) onp Zo—2Zp o
Déterminer le module et un argument de Z. En dedu&e que PQRS est un
carré. 27

4. a) Calculer, en fonction de r et 9, les affixes respecthéﬁ' des points P et Q.
b) Quelle est, en fonction dr r et 0, I'aire du carré i’QRS?

c) r étant fixé, pour quelle valeur de 9 cette aJ{e sest-elle maximale ?

Quelle est alors I'affixe de E ? R A
o
PROBLEME(({1 points)
)

(Inx)?

Soit f la fonction définie sur |0, +o,<;> gﬁa}r f(x) =

— =
On appelle C la représentation graphlque de f, dans un repére orthogonal <O, 1,7 )

du plan (unités graphiques: 1 cm§ur“[ axe des abscisses, 2 cm sur I’axe des ordonnées).
Partie | :\\\w

1. Déterminer les limiteside f en +oo et 0.

2. Calculer f'(x) en foﬁéﬁ}on de x.
Montrer que '(x) ale méme signe que Inx (2 — Inx).
Déterminer le sens de variation de f sur ]0, +ool.

. . . -
3. Tracer la représentation graphique C de f dans <O; 1,7 )

e’ (Inx)P
4. On pose pourp > 1, I, _J 2
:
~ , o . . “Inx
a) A l’'aide d’une intégration par parties, calculer : [} = —5-dx.
1 X

b) Prouver, en effectuant une intégration par parties, que pour tout entier p
supérieur ou égala1:

P+
[pp1 =— o2 + P+

6 Lycée Louis Armand



Annales du baccalauréat S 2000 A.2. SUJET NATIONAL 1999

c) En utilisant les résultats précédents, calculer successivement L, I3, L4.

d) On fait tourner autour de I’axe des abscisses I’arc de courbe constitué des
points de C, d’abscisses comprises entre 1 et €. Le point M de C, d’abscisse
x, décrit alors un cercle de rayon f(x).
Calculer le volume du solide ainsi engendré, en unités de volume.

Partie 11

Soit a un réel strictement positif et A le point de C d’abscisse a. Soit T, la tangente a C
au point A.

1. Ecrire une équation de T,.
2. Déterminer les réels a pour lesquels T, passe par I'origine O du repeére.

3. Donner une équation de chacune des tangentes a C, pagsant par O. Tracer ces
tangentes sur la figure. \\

£

Partie 111 o)

o

On étudie maintenant I’intersection de C avec la dro{te’A d’équationy = X

1. On pose pour x strictement positif, ¢;(x) Rx —e Inx.
Montrer que @, est strictement cr0|ssantg“§ur e, +ool et strictement décroissante
sur 10, el. ‘\\

2. On pose pour x strictement positii{\@( x)=x+elnx.
a) Etudier le sens de varla?oq Ele @2 sur]o, 4-ool.

1
b) Prouver que ¢;(x) = @‘a une solution unique sur [2 1] . On appelle « cette

solution; donner/upencadrement de &, d’amplitude 10",
c) En déduire que'\(psz) = 0 a une seule solution sur ]0, +ool.

3. Déterminer les @mts d’intersection de C et de A.

"’
E 1 %

»\\

A2 Sujet‘fﬁational 1999

EXERCICE 1 (5 points)
Commun a tous les candidats

Le plan P est rapporté au repére orthonormal direct (O; W, v) . On prendra 4 cm
comme unité sur les deux axes. On considere I’'application F du plan dans lui-méme
qui, a tout point m, d’affixe z, associe le point M d’affixe

1 2
EZ —Z

L’objet de cet exercice est de tracer la courbe I décrite par M lorsque m décrit le
cercle C de centre O et de rayon 1.

Soit t un réel de [—m, ] et m le point de C d’affixe z = e'*.

Lycée Louis Armand 7
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1. Montrer que I'image M de m par F est le point de coordonnées :

x (t) = $ cos2t —cost

y (t) = $sin2t —sint

Ces relations constituent une représentation paramétrique de la courbe T.

2. Comparer x (—t) et x (t) d’'une part, y (—t) et y (t) d’autre part. En déduire que T’
admet un axe de symétrie que I’on précisera.

Montrer que x’ (t) =sint (1 — 2cost). Etudier les variations de x sur [0, 7.
Montrer que y’ (t) = (cost — 1) (1 4+ 2cost). Etudier les variations dey sur [0, 1.
Dans un méme tableau faire figurer les variations de x et y sur [0, 7] .

Placer les points de I correspondant aux valeurs 0, 7;, = et du parametre t et

tracer les tangentes en ces points ( on admettra que pour t —,@\Ia tangente a I’
est horizontale). Tracer la partie de I' obtenue lorsque t decrlbifo 7t] puis tracer I’
completement. \’Q
s ot
EXERCICE 2 (5 points) o~

Candidats n’ayant pas suivi I’enseignement'de spécialité

o 0k~ w

Dans cet exercice, n est un entier naturel non nul. On.considere la suite (u, ) définie
¥
par: /

B JZ 2643 . O\
T t+ \
1. (a) Soit ¢ la fonction définie sur O{ J\E)Ear
"
Ve ;.o‘ z.t _|_ 3
~p(t) =
¢ ”\\;\;ﬁ( ) t + 2
Etudier les variations deﬁc“p,sur [0,2]. En déduire que, pour tout réel t dans
[0,2], e
T 3 <l
RN\ 2S¢ 4
(b) Montrer que, po’\Jr tout réel t dans [0, 2], on a:

S
2

(c) Par intégration en déduire que :

%n(ei—o <Un<£n<e%_]>

Al
2=

+ 7
<e(ther < ge

(d) On rappelle que

8 Lycée Louis Armand
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2. (a) Veérifier que pour tout t dans [0,2], on a

2t+3_2_ 1
t+2 7 t+2
En déduire I'intégrale
2
I:J 2t+3dt
o t+2

(b) Montrer que, pour tout t dans [0,2],0n a

Al
AL

1<ev<e
En déduire que ~
O
2. SO
I < Un < enl] AN
A0
(c) Montrer que (u, ) est convergente et déterr,pi,h"ér sa limite L.

(%
PROBLEME ( 10 pomts)

Dans tout le probléme le plan est rapporté”a un repére orthonormal (0O;1,7) :
prendra 2 cm comme unité sur les deux axes\*e}on placera I’axe des abscisses au m|I|eu
de la feuille et I’axe des ordonnées sur le b()rd gauche de la feuille millimétrée.

Partie A : Etude d’une fonction f et:ge sa courbe représentative C.

On considere la fonction f, définie. sﬁr]o +oo[ par :

{./\

| @ ( ]> (Inx —2)

et on désigne par C sa couriie’representatlve relativement au repere (O;1,7) .
1. Déterminer les Ilmﬁes de fen +oo et 0.
2. Montrer que f Qs\t,\derlvable sur ]0, +oof et calculer ' (x).
3. Soitula fog\etf@n définie sur ]0, +oo[ par

ux)=Inx+x—3

(a) Etudier les variations de .

(b) Montrer que I’équation u (x) = 0 posséde une solution unique « dans I'in-
tervalle [2,3] . Montrer que 2,20 < « < 2,21.

(c) Etudier le signe de u (x) sur]0, +ool.

4. (a) Etudier les variations de f.
(b) Exprimer In x comme polynéme en «. Montrer que

En déduire un encadrement de f («) d’amplitude 2 x 1072,

Lycée Louis Armand 9
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5. (a) Etudier le signe de f (x) .
(b) TracerC.

Partie B : Etude d’une primitive de f sur 10, +ool.
Soit F la primitive de f sur ]0, +oo[ qui s’annule pour x = 1. On appelle I" la courbe
représentative de F relativement au repére (O;1,7).

1. (a) Sans calculer F (x), étudier les variations de F sur ]0, +oof.
(b) Que peut-on dire des tangentes a I en ses points d’abscisses 1 et e ?
2. Calcul de F(x).

(a) x étant un réel strictement positif, calculer I'intégrale

29
J Intdt ~
‘ N
(on pourra faire une intégration par parties). .\g‘“
. .y $ ',.\«’;
(b) Montrer que, pour tout x strictement positif : AN
'w:.'
Inx 27N
flx)=Inx——+ <2
X {(;
(c) En déduire I'expression de F (x) en fonctigh de x.

N
3. (a) Montrer que lim,_,, (xInx) =0. En d(ab@ire la limite de Fen 0.

7

(b) Montrer que, pour x strictement supérieur a1,

A8
/1 Inx 2 3
Fx)=xInx [d+~ - x —+=——"—]+3
LU 2 x x Inx
En déduire la limite de F€0/+o0
(c) Dresser le tableau de y,é.riéftion de F.
(d) Tracer I" sur le mémégraphigue que C.
N/

4. Calcul d’une aire. :&
Calculer, en cm?, I(ts;Té du domaine limité par la courbe C, I’axe des abscisses et
les droites d’équations x = 1 et x = €.

A.3 Guadeloupe 1999

EXERCICE 1 ( 4 points)

Lors d’un examen , un questionnaire a choix multiple (Q.C.M.) est utilisé.
On s’intéresse a cing questions de ce Q.C.M.supposées indépendantes.A chaque ques-
tion sont associées quatre affirmations , numérotées 1,2,3 et 4, dont une seule est exacte.
Un candidat doit répondre a chaque question en donnant seulement le numéro de I’af-
firmation qu’il juge exacte; sa réponse est correcte si I'affirmation qu’il a retenue est
vraie, sinon sa réponse est incorrecte.
Dans cet exercice, les probabilités demandées seront données sous forme fractionnaire.

10 Lycée Louis Armand
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1. Un candidat répond a chaque question au hasard , c’est-a-dire qu’il considére que
les quatre affirmations correspondantes sont équiprobables.

(a) Calculer la probabilité de chacun des événements suivants :
A : ’Le candidat répond correctement a la premiéere des cing questions”;
B : ”Le candidat répond correctement a deux questions au moins sur cing”.

(b) On attribue la note 4 a toute réponse correcte et la note -1 a toute réponse
incorrecte.
Calculer la probabilité de I’événement C : ”Le candidat obtient une note au
moins égale a 10 pour I’ensemble des cing questions”.

2. On suppose maintenant qu’un candidat connait la réponse correcte a deux ques-
tions et qu’il répond au hasard aux trois autres questi
Quielle est la probabilité de I’évenement C décrit au..itb'?
)

#
p ]
£/ +

EXERCICE 2 (5 points)*
Le plan est rapporté a un repere orthonormal direct (O i, v).
On considere le point A d’affixe 1 et , pour toutyd appartenant & [0; 27t , le point M
d’affixe z = ¢'°. On désigne par P le point d’ afﬁS'(e 1+ z et par Q le point d’affixe z2.

'\\

1. A partir du point M ,donner une o\c/)nstructlon géomeétrique du point P et une
construction géométrique du ponit Q. Les points O ,A , M, Q et P seront placés
sur une méme figure. ...\

2. Déterminer I’ensemble des Qmﬁts P pour 0 appartenant a [0, 27/.

Tracer cet ensemble sur Ja ﬁgure précédente .
/ »\
3. Soit S le point d’ aﬁlxe\‘iwr z+2z*, ol z désigne toujours I'affixe du point M . Con-
struire S, en justifiant la construction.
N
N .
4. Dans le cas ou»$ est difféerent de O, Tracer la droite (OS).
. e A - -
Quelle conjecture apparait , relativement au point M ?
Démontrerdue le nombre

142422
z

est un réel , quel que soit © appartenant a [0, 27l
Conclure sur la conjecture précédente.

PROBLEME (11 points)

L’objet de ce probleme est d’étudier une fonction a I’'aide d’une fonction auxiliaire
et de calculer I'aire d’un domaine plan.

PARTIE A

Soit f la fonction définie sur I'intervalle |—1, +oo[ par :

f(x):X:]—Zln(x—i—l)

Lycée Louis Armand 11
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1. Calculer f’ (x), étudier son signe et en déduire le tableau de variation de la fonc-
tion f.

2. Calculer f (0) . Montrer que I’équation f (x) = 0 admet exactement deux solutions
dont I'une, que I’on désigne par «, appartienta [—0,72;—0,71].

3. Donner le signe de f (x), pour x appartenanta |—1, +oo|.

PARTIE B
Soit g la fonction définie sur I'ensemble ]—1;0[ U ]0, +oo[ par :
In(x+1)
g(x)=—m—
X

1. Etude de g aux bornes de son ensemble de définition.

(a) Calculer les limites de g (x) quand x tend vers 0 par valqu\rs inférieures et
guand x tend vers 0 par valeurs supérieures. \\

D)

7/}

(b) Calculer limy_, ;g (x)etlime, g(x).
2. Sens de variation de g. '\

(a) Calculer g’ (x) et déduire, a Iaide de la partiex&, son signe.
(b) Montrer que O

SO
En déduire une valeur approct\t%:é}de g («) en prenant « = —0,715.

£ 3
3. Tableau de variation et représentqﬁb‘r‘)\éjraphique de g.

\
(\)s

(a) Dresser le tableau de vaﬁaﬁon de la fonction g.

AN
(b) Représenter graphiguement la fonction g dans le plan rapporté a un repére
orthonormal (un'gé, raphique : 2 cm).

4. Calcul daire ~
Soit a un réel strictément supérieur a 0. On pose :

(a) Donner, suivant les valeurs de a, une interprétation géométrique du reéel
I(a).

(b) En remarquant que, pour x appartenant a ]0, +-ool :

1 1 1

x(14+x) x x—+1

calculer I (a) & I’aide d’une intégration par parties.
(c) Calculer limq_ o I(a)etlime_oI(a).

12 Lycée Louis Armand
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A.4 Polynésie 1999

EXERCICE 1 (5 points)

Une urne contient 5 boules noires et 5 boules blanches.
On en préléve n successivement et avec remise, n étant un entier naturel supérieur ou
égal a 2.
On considére les deux événements suivants :
A : <<On obtient des boules des deux couleurs >>;
B : <<On obtient au plus une blanche >>.

1. (a) Calculer la probabilité de I’événement :
<< Toutes les boules tirées sont de la méme couleur >>.

(b) Calculer la probabilité de I’évenement :
<<0On obtient exactement une boule blanche >>. QO

(c) En déduire que les probabilités p(A N B), I%) sont :

n

ANB)=—

pl ) =5

2. Montrer que : p(A N B) =p(A) x p(B) si et & s‘eulement Si:
'/*

2" *‘\,TH—]
N Ny

3. Soit (u,) la suite définie pour tout g\(tler naturel supérieur ou égal a deux par :
UW=2"T - (n+ 1)
Calculer uy, us, u4. N

Démontrer que la suite { \I est strictement croissante.

4. Endéduire lavaleur de}*entler ntel que les événements A et B soient indépendants.
,\

( 4

\\‘“ EXERCICE 2 (4 points)

Le plan complexé~ est rapporté a un repére orthonormal direct (O, W, V') d’u-
nité graphique 2‘8];?1

1. Résoudre dans C I'équation :
22 —8=0
2. On consideére dans le plan (P) les points A, B et C d’affixes respectives :
A=—14+1V3  z5=2 zc=-1-1/3

(a) Ecrire z et z¢ sous la forme trigonométrique.
(b) Placer les points A, B et C.
(c) Déterminer la nature du triangle ABC.

3. On consideére I'application f du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z
2im

associe le point M’ d’affixe 2’ = e’s z.

Lycée Louis Armand 13
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(a) Caractériser géométriguement I'application f.

(b) Déterminer les images des points A et C par f.
En déduire I'image de la droite (AC) par f.

PROBLEME ( 11 points)

Partie A
Soit f la fonction définie sur R par :

f(x) =x —e*?

On note (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal <O, T>, j )
On prendra 5 cm comme unité.

\
: . A
1. (a) Déterminer la limite de f en —oo . x\
(b) Vérifier que pour tout réel x non nul : C:Q
AN
er "“:."
f(x) =x [1 —2e 2 x (—\>]
2x
{;n\':
Déterminer la limite de f en +oo. ~ 4
e {
2. Déterminer f’. Etudier le signe de f'(x) et cq?hier la valeur exacte du maximum

de f.

N\
3. Démontrer que la droite (D) d’ equatlon b = x est asymptote a la courbe (C).
Etudier la position relative de (C) et{,de (D).

z\.,

4. On note A le point de la courbe (C)‘d abscisse 1.
Déterminer une équation de Ia tangente (T)en A alacourbe (C).

5. (a) On note I I'intervalle [0; Q,B}
Démontrer que I’ equahon f(x) = 0 admet dans I'intervalle I une unique
solution qu’on noter\aa

(b) Déterminer une \éﬂéur approchée a 107" prés de a.
6. Construire la courﬁé\(c ), 'asymptote (D) et la tangente (T).

Partie B
Détermination d’une valeur approchée de a
On définit dans R la suite (u,) par:
U, =0etung = e?un—2

1. Soit g la fonction définie sur R par: g(x) = e?*?
Démontrer que I’équation : f(x) = 0 est équivalente a: g(x) = x.
En déduire g(a).

2. Démontrer que, pour tout réel x de I'intervalle L on a :

g’ (x)] <

o IN

3. Démontrer que pour tout réel x de I'intervalle I, g(x) appartient a I.
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4. Utiliser I'inégalité des accroissements finis pour démontrer que, pour tout entier
naturel n

2
lUung1 —al < E|un —a

5. Démontrer, par récurrence que :

2 mn
lun —al < <_>
e

6. En déduire que la suite (u,) converge et donner sa limite.

7. Déterminer un entier naturel p tel que : |u, —a| < 107,
8. En déduire une valeur approchée de a a 10~° prés : oanpllquera I’algorithme
utilisé sur la calculatrice. \\
LY
.;2'\“}
A5 Asie 1999 \¢

EXERCICE 1 (4 Qélnts)

Voici le tableau des principaux groupes sgqgums des habitants de la France :
'\\

o LSS A B AB

Rhésus + | 35,09%-38,1 % | 6,2% | 2,8 %

Rhésus- | 90% | 72% [12%[05%

‘w/"§

Dans cet exercice, les resultats nu’merlques demandeés seront, s’il y a lieu, arrondis a 3
décimales.

W

1. L’objectif de cette qyie'btﬁ‘;én est de compléter a I’'aide de données de ce tableau
I’arbre suivant, a r@bpier sur la copie.
O\

L’expérience consiste a choisir une personne au hasard dans la population donnée
(les habitants de la France).

On note Rh+ I’événement ” la personne a le facteur Rh+

On note O I’événement ” la personne appartient au groupe O ”

Lycée Louis Armand 15
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(a) Déterminer la probabilité p, c’est a dire p (Rh+) . On détaillera le calcul ef-
fectué puis on reportera ce résultat dans I’arbre.
Déterminer de méme la probabilité p, (en détaillant les calculs ).

(b) Compléter le reste de I'arbre, en remplacant chaque point d’interrogation
par la probabilité correspondante (il est inutile de détailler les nouveaux
calculs).

2. (a) Comment peut-on, a partir de I’'arbre complété, déterminer la probabilité de
0?
Vérifier ce résultat a I’'aide du tableau.

(b) Quelle est la probabilité pour gu’une personne appartenant au groupe O ait
le facteur Rh+?

3. (a) On considére n personnes choisies au hasard dans la population donnée (
les habitants de la France ). \\
Calculer, en fonction de n, la probabilité p pour qu’il )::@'It, parmi elles, au

moins une personne du groupe O. \’:\
(b) Calculer la plus petite valeur de n pour laquelle on, > 0,999.
\
EXERCICE 2 (5 pomts)
1. Pour tout nombre complexe Z, on pose P (Z g"— 1.
(a) Factoriser P (Z). \(
(b) En déduire les solutions dans I’ ensemble C des nombres complexes de I’équation
P (Z) =0, d’inconnue Z. ~ &
(c) Déduire de la question precedéﬁi’% les solutions dans C de I’équation d’in-
connue z : ~
.”‘*}\
) (22—1—1)4 iy
&

¥,
2. (a) Le plan complexe (PYest rapporté a un repére orthonormal direct (O; W, V')
(l'unité graphiqu@é’st 5cm).
Placer les points-A, B et C d’affixes respectives :
L3
) 1 3 1 3
:—2 b:————‘ = —— 1
a 5 51 C 5 + 51
(b) Démontrer que les points O, A, B et C sont situés sur un cercle, que I'on
déterminera.

3. Placer le point D d’affixe d = —1.
Exprimer sous forme trigonométrique le nombre complexe z’ défini par :
, a—c
z =
d—c

CA
En déduire le rapport — D"

Quelle autre conséquence géomeétrique peut-on tirer de I’expression de z' ?

16 Lycée Louis Armand



Annales du baccalauréat S 2000 A.5. ASIE 1999

PROBLEME ( 11 points)

PARTIE A
B Résolution de I’équation différentielle (E) :y' +y =x — 1.

1. A l’'aide d’une intégration par parties, calculer

Jxet(t—l) dt

1

2. (a) Soit z une fonction dérivable sur I'’ensemble R des nombres réels. On pose
f (x) =z (x) e *. Montrer que la fonction f est solution de (E) si et seulement
sipourtoutxde R,z (x) =¢€*(x—1).

(b) A l'aide de la premiere question, déterminer toutes les fonctions z vérifiant
pourtoutxde R,z (x) =e* (x —1).

3. (a) Déduire de la question précédente les solutions d,Q:\(‘E
(b) Déterminer la solution de (E) pour laquelle I’ uIIage de 1 est 0.

PARTIE B ON

B Etude d’une fonction Y

Soit f la fonction définie sur R par f (x) = x 42 + e'*. Le plan est rapporté a un
repére orthonormal (O;1,7) (unité graphique ';N:m ). On désigne par (Cy) la courbe
représentative de f. O

/

1. (a) Etudier le sens de variation de*f(
(b) Préciser limy_, o, f(x )etllm»},+oo (x).

2. (a) Montrer que la droite ( lg/l}d équation y = x — 2, est asymptote a la courbe
(Cf) “ } i
(b) Préciser la position, défcf) par rapporta (D).
3. Tracer (D) et (Cy). ﬁ\

PARTIE C AN

W Calcul d’aires  ~(V
Soit xo un nombrq\reel strictement positif.

1. On con5|dene Te domaine limité par la courbe (Cf), son asymptote (D) et les
droites d’ equatlons x =0etx =xo.
Exprimer, a I’aide de xo, I'aire S; de ce domaine.

2. On considére la fonction g, définie sur R par g (x) = e' .

(a) Etudier rapidement g, puis tracer sa courbe représentative (Cg) .

(b) Donner une interprétation, en terme d’aire, de I'intégrale ayant servie au
calcul de S; a I'aide de la courbe (Cg) .

3. A est le point de coordonnées (xo,0) .
B est le point de la courbe (Cy) d’abscisse xo.
Soit (T) la tangente a la courbe (Cg4) au point d’abscisse xo.
C est le point d’intersection de (T) et de I’axe des abscisses.
Déterminer les coordonnées de C.

4. Calculer (en unités d’aire ) I’aire S, du triangle ABC. Vérifier que S; + 2S, = 0.
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A.6  Ameérigue 1999

EXERCICE 1 (4 points)

I- Lors de la préparation d’un concours, un éleve n’a étudié que 50 des 100 legons.
On a mis 100 papiers contenant chacun une question dans une urne, ces questions
portant sur des lecons différentes. Le candidat tire simultanément au hasard 2 papiers.

On donnera les réponses sous forme de fractions irréductibles.

1. Quelle est la probabilité qu’il ne connaisse aucun de ces sujets ?

2. Quelle est la probabilité qu’il connaisse les deux sujets ?

3. Quelle est la probabilité qu’il connaisse un et un seul de ces sujets ?
4. Quelle est la probabilité gu’il connaisse au moins un de ces sujets ?

I1- On considére maintenant que I’éléve a étudié n des 100 lecons. (n étant un entier
inférieur ou égal a 100). \\“\

1. Quelle est la probabilité p,, qu’il connaisse au moins un de ces sujets?
2. Déterminer les entiers n tels que p,, soit supérieur ou egaLa O 95.

Y )

EXERCICE 2 (5 points)

Le plan orienté est rapporté au repére orthonormaj)("O; W, V), 'unité graphique
étant 4 cm. O
On consideére les points Ay, Ay d’affixes respectl\@

a=1 a —\E‘”Z
&
Le point A; est I'image du point A; par Ia(ﬁatlon T de centre O et d’angle 5.

4
S

1. (a) Calculer I'affixe a; du point, Az sous forme exponentielle puis sous forme

r\\

algébrique.
(b) Soit I le milieu du segme\n}ijoAz]. Calculer I'affixe du point I.
(c) Faire une figure. ,\

2. (a) Prouver que les dro\rt}s OI) et (OA;) sont confondues.
(b) Ecrire sous forme»(trlgonometrlque I’affixe de I.

(c) Déterminer cga‘s}12 et sin () ( les valeurs exactes sont exigées), sachant
que

03+8=V6+2

PROBLEME ( 11 points)
On considére la fonction numérique f définie sur ]—oo, 1] par :

2 x
f(x) = S i
(x—1)
On désigne par I" la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére
orthonormal (O;1,7) , I'unité graphique étant 2 cm.
PARTIE |
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1. (a) Soit X = 2. Prouver I'égalité :

En déduire la limite de f quand x tend vers 1.
(b) Déterminer la limite de f en —co.
(c) En déduire une asymptote a la courbe I".
2. (a) Soitv la fonction numérique définie sur ]—oo, 1] par :

v (x) = ex
calculer v/ (x) .
, QO
(b) Démontrer que AN
. .’\:Q{.
— 3 \‘f:,'
f(x) = — o
(x — ))&
N

3. Etudier les variations de f. \~j
4. Tracer la courbeT. {\'“.f“:
PARTIE II \2\"

1. Déterminer une primitive de f Sg{ﬁéoo, 1.
. , ~ &4 . i
2. Soit awréel tel que 0 < « < 1,’¥§i§term|ner ;

N
{\)
(L V)
AN\ /7
o/

3. Quelle est la limite de g («) quand « tend vers 1.
4. Quelle est I'aire gi°cm? du domaine limité par la courbe de f, I'axe des abscisses,
les droites d’égudtions respectives x = —ocet x = «.

PARTIE 111 25

%
W

deux solutions dont I'une est —1. On

N —

1. (a) Démontrer que I’équation f (x) =
notera  I'autre solution.
(b) Donner un encadrement de largeur 102 de j.

2. Soit a un élément de ]—oo, 1]. Déterminer graphiquement, en fonction de a, le
nombre de solutions de I’équation f (x) = f (a).

A.7 Pondichéry 1999

EXERCICE 1 (5 points )

Les questions 2 et 3 sont indépendantes.
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1. Résoudre dans C I’équation zZ — 2v/2z 4+ 4 = 0.
On désignera par z; la solution dont la partie imaginaire est positive et par z
I’autre solution.

2. (a) Déterminer le module et un argument de chacun des nombres z; et z,.

2
) . z

(b) Déterminer le module et un argument du nombre complexe (—1> :
z2

3. Dans le plan complexe rapporté au repéere orthonormal direct (O, i, V) (unité 1
cm), on considére le point M; d’affixe v/2(1 + 1), le point M, d’affixe v/2(1 —1)
V2

le point A d’affixe zy = -

(a) Déterminer I’affixe du point M3, image de M, par ’lhomothétie h de centre

A et de rapport -3. ,\\

(b) Déterminer I’affixe du point My, image de M, par la ro@ﬁbn T de centre O et
d’angle —g. | \\Q

(c) Placer dans le méme repére les points A, My, MZ\IS‘/;g et M,.

(d) Calculer ; :j | ';”\F

(e) Soient I le milieu du segment [M3My] et\I\QQe symétrique de M; par rapport
a l. Montrer que les points My, M3, Mg,‘ect M, forment un carré.

z\v
>

4

EXERCICE./\(4 points)
On considére un triangle ABC du pl’ah

1. (a) Déterminer et construwe{epoth barycentre de [(A;1);(B;—1); (C; 1)].
(b) Déterminer et constrw:r% le point G’, barycentre de [(A;1); (B;5); (C; —2)].

2. (a) SoitJle milieu de \B]
ey

Exprimer GG’ e@G’ en fonction de AB et AC et en déduire I'intersection des
droites (GG’ )z\t‘(AB)

(b) Montrer que le barycentre 1 de [(B; 2); (C; -1)] appartient a (GG’).

3. Soit D un point quelconque du plan.
Soient O le milieu de [CD] et K le milieu de [OA].

(a) Déterminer trois réels a, d, et c tels que K soit barycentre de
[(A;a); (D;d); (Cse)]

(b) Soit X le point d’intersection de (DK) et (AC).
Déterminer les réels a’ et ¢’ tels que X soit barycentre de [(A;a’); (C; )]

PROBLEME ( 11 points)
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Soit la fonction numérique f définie sur]0; +-oo[ par f(x) = <51

Partie A
¢ Recherche graphique d’un extremum
L’observation de la courbe représentative de la fonction f sur I’écran graphique d’une
calculatrice donne a penser que f admet un minimum sur I'intervalle [0,5; 2].
On se propose d’en donner une valeur approchée.
Observer ci-dessous la représentation graphique de la fonction ', dérivée de f, sur I'in-
tervalle [0,5; 2].

-4

Quels sont les éléments graphri\qgi;eé concernant f" qui vont dans le sens de I’existence
d’un minimum de f sur [0,5;2])
A I'aide de ce graphique d@bher un encadrement d’amplitude 0,2 de I'abscisse de ce
minimum. e

Partie B .\‘{f
e Etude de la foncti Q¥
On considére la fomz%ion h définie sur [0;+oo[ par h(x) = xe* — 2x* + 2.

AL
1. Déterminerﬁbs variations de h (on précisera h(0) mais la limite en +oo n’est pas
demandée).

2. Déterminer le signe de h (3).
En déduire qu’il existe un unique réel a appartenant a I'intervalle [3;2] tel que
h(a) = 0.
En déduire le signe de h sur [0 ;+co].

3. Etude de la fonction f

(a) Calculer les limites de f aux bornes de I'intervalle ]0; oo.
(b) Montrer que, pour tout nombre x, strictement positif,
f'(x) = el et Zsex 2
X

En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.
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(c) Montrer que

fla) = ala —2)

et en déduire le signe de f(a).

Partie C
e Recherche d’un encadrement du nombre a

1. Démontrer que, sur [0; +ool, I’équation h(x) = 0 équivauta 2(1 —e *) = x

2. Soit la fonction g définie sur [0; +oo[ par g(x) = 2(1 — e *). On pose I = [3;2].
Montrer que, pour tout x de I'intervalle I, |¢'(x)| < %

N\
3. Soit la suite (xy)n1 définie par A
N
)
X1 = % “ :*Z,f “
Xni1 =g(xn) pour n 2{%5

On admet que, pour tout entier n. supérieur ou égal;e‘\ 1, x,, appartienta l.
o.,l':,

(a) Démontrer que, pout tout entier n supé:;iét}’r ouégalal:
X
,’Z,z]
Xt —,\db\< §|Xn —al

o
NS

e 1
/N & |XTL _ a| < _

.
LV} 2n
\\/

En déduire que la sui\@:\(xn) converge vers a.
. AN .
(b) Déterminer un entier p tel que x,, soit une valeur approchée a 102 prés du
nombre réel a. QZmner une valeur approchée de x,, avec trois décimales.

Partie D
e Quelques propriétés d’une primitive de f
On appelle F la primitive de f sur ]0;+oo[ qui s’annule en 1.
Ainsi I'on a, pour tout réel x de ]0;+ool, F(x) = [ f(t)dt.

1. Etudier le sens de variation de F sur ]0;+ool.

2. Démontrer que, pour tout x supérieur ou égal a 2,

E f(2)dt < E f(t)dt

Par comparaison de limites, et en utilisant la relation de Chasles, en déduire
IimX—)+OO F(X)
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A.8 Centres étrangers 1999

EXERCICE 1 (5 points)

1. Une urne U, contient 2 jetons numérotés 1 et 2.
Une urne U, contient 4 jetons numérotés 1, 2, 3 et 4.
On choisit au hasard une urne, puis un jeton dans cette urne.
(Les choix sont supposés équiprobables)

(a) Quelle est la probabilité de tirer un jeton portant le numéro 1?

(b) On atiré un jeton portant le numéro 1. Quelle est la probabilité qu’il provi-
enne de I'urne U; ?

2. On rassemble maintenant les deux urnes en une seule, qui contient donc les 6
jetons précédents. On tire simultanément et au hasard 2 1\etons de cette urne.
Les tirages sont supposés équiprobables. x\

(a) Calculer la probabilité de tirer 2 jetons |dent1qQ& ?

(b) Soit S lavariable aléatoire qui, a chaque tlra,ge ‘associe lasomme des numéros
des 2 jetons tirés. A\
Déterminer la loi de probabilité de S. &

(c) Deux joueurs, Claude et Dominique; JC?écident gue si la somme des numéros
tirés est impaire, Claude donne Qleuros & Dominique et que, dans le cas
contraire, Claude recoit A eurosge Dominique.

On note X la variable aleat0|re\qw achaque tirage, associe le gain algébrique
de Claude.
Calculer I'espérance maa;he\?nathue de X en fonction de A puis déterminer A
pour que le jeu soit equlmble (c’est a dire pour que E(X) soit égalea0).
Q
&\‘*EXERClCE 2 (5 points)

Dans le plan complexé rapporté a un repere orthonormal (O; W, V'), A, A’, B, B/
sont les points d’ afﬁxés}espectlves 1,-1,4,
A tout point M d’ afﬁq?e z, distinct des pomts O A, A,B, B/, on associe les points M; et
M, d’affixes respgshVes z; et z, , tels que les triangles BMM,; et AMM, soient rectan-
gles isoceles, avec':

(MiB,MiM) = (MuM,MA) = =

On fera une figure.

1. (a) Justifier les égalités :
z—z1=1l—2zy) et —2z; =1(z — 27)

(b) Veérifier que z; et z; peuvent s ‘écrire :

. et

1—
zZ1 = (Z—i—])etZz:

2. On se propose dans cette question de déterminer les points M pour lesquels le
triangle OM; M, est équilatéral.
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(a) Montrer que : OM; = OM; équivauta |z + 1| = |z 4 i|.
En déduire I’ensemble (A) des points M tels que OM; = OM, et tracer (A)
sur la figure.

(b) Montrer que : OM; = MM, équivaut a: [z + 1) = 2|z%,

(c) En déduire I'ensemble (I') des points M du plan pour lesquels : OM; =
MiM,.
On pourra montrer que : |z + 1| = 2|z équivaut a |z — 11> =2
Tracer (T") sur la figure.

(d) Endéduire les deux points M pour lesquels OM;M; est un triangle équilatéral
et les placer sur la figure.

PROBLEME (10 points)
Le but du probleme est I’étude d’une fonction f définie sur I’ |@rvalle [0; +ool et

d’une primitive de f. RS
% \“\
Premiere partie 1)
e Etude d’une fonction auxiliaire g N

Soit g la fonction définie sur I'intervalle [0; +oo[ par : g( )‘ 2 — (x* + 1) In(x* + 1).

/X

o . s
1. Montrer que g est dérivable sur I'intervalle [ ;Foo[ et, en detaillant les calculs
effectués, montrer que \2’\

g'(x) =2x — %ﬁ{‘lﬂ +1)

2. Faire I’étude du sens de variation deﬁg}sur I'intervalle [0; +ool.

3. Montrer qu’il existe un unique reel\que I’on notera «, dans Iintervalle [ye — 1,ve? — 1],
tel que g() = 0; donner I’ approxrmatlon décimale & 102 prés par défaut de «.

4. En déduire le signe de g(x pbur x appartenant a Iintervalle [0; +ool.

S

_ Deuxieme partie \\
e Etude de lafonctionf  ,{;
La fonction f est définie s \[“[‘0 +oo[ par :

X
2
£(0) = 0 et £(x) = @ lorsque x + 0

Montrer que lim,_,, "2 =1,
En déduire que f est dérivable en 0 et donner la valeur de f'(0).

1. (a) Vérifier que, pour x strictement positif,

g(x)

flx) = x2(1 + x?)

Faire I’étude du sens de variation de f sur I'intervalle [0; +ool.
In(2x2)
2. (a) Montrer que, pourx > 1, 0 < f(x) < =5,
(b) En déduire la limite de f en +oo.
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Troisieme partie
e Etude d’une primitive de f
On note F la primitive de f sur I'intervalle [0; +oo[, qui s’annule pour x = 1.
On rappelle que F(x) = [ f(t)dt : (on ne cherchera pas a calculer F(x).

21In(x)
—

(b) Calculer [¥ 2™ dt pour x > 1 et en déduire la limite de F en +oco.

2. Dresser le tableau de variation de F.

3. Montrer que f(1) < F(2) < f(«) et en déduire un encadrement de F(2). (On pren-
dra f(x) =~ 0, 8).

4. Onnote | le point de coordonnées (1; 0), A le point de (C) de coordonnées (1; In 2)
et B le point de coordonnées (In2; In 2).

1. (a) Montrer que, pour x >0, f(x) >

(a) Veérifier que B appartient a la tangente a (C) en O.\\”'\\

(b) Placer les points I, A et B sur une figure et tra(%?'les segments [OA], [OB],
[BA] et [Al]. Yo

(c) On admet que, pour les abscisses appart Hant a l'intervalle [0; 1], la courbe

(C) est située au-dessus de [OA] et au dessous de [OB] et de [BA].
Déterminer un encadrement de F(O),'.J(;I“\’amplitude inférieure a2.107".

5. Tracer la représentation graphique (I') de.F en exploitant au maximum les résultats
précédents; on précisera notamme itda tangente a (") au point d’abscisse 1 en la
tracant et en donnant son coefficient’directeur. (Unité graphique : 2 cm).

O
Y
, 2>
A.9 Polynésie 1998 ¢~

€ 3
-\

/-~ NEXERCICE 1 (5 points)

8/,

Une urne A contient 2 Qdufes rouges et 3 boules noires, une urne B contient 3 boules
rouges et deux boules n@ires. On tire au hasard une boule de I'urne A :

e si elle est noire @\}n la place dans 'urne B,

e sinon, on I’écqrfte du jeu.
On tire au hqséx\d ensuite une boule de I'urne B. On considére les événéments suiv-
ants :

R; : << La boule tirée de A est rouge -~

N; : << La boule tirée de A est noire >>

R, : << La boule tirée de B est rouge >~

N, : << La boule tirée de B est noire >>

1. (a) Calculer les probabilités des événements R; et Nj.

(b) Calculer les probabilités des événements << R, sachant R; > et << R, sachant
s I 27
N; ->. En déduire que la probabilité de R; est de =0
(c) Calculer la probabilité de Ns.
2. On répete n fois I’épreuve précédente (tirage d’une boule de A, suivie du tirage
d’une boule de B dans les mémes conditions initiales indiquées ci-dessus), en
supposant les difféerentes épreuves indépendantes.
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Quel nombre minimum d’essais doit-on effectuer pour que la probabilité d’obtenir
au moins une fois une boule rouge de I’'urne B soit supérieure a 0,99 ?

EXERCICE 2 (5 points)

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormal (O; i, V') (unité graphique 2
cm ). On note A le point d’affixe 1 et B le point d’affixe 3 + 21.
On appelle f I'application qui, a tout point M distinct de A et d’affixe z, associe le point
M’ d’affixe z' définie par
, z— 142
z=—
z—1
1. Calculer les affixes des points O’ et B’, images respectives des points O et B par f.
Placer les points A, O’, B et B’ dans le plan. QO

(a) Calculer, pour tout complexe z différent de 1, le produi£2§

A

WA

(Z=1)(z—1) 54

i“’ v

N

(b) En déduire que, pour tout point M distinct de A%n a:

AM x AM’ = 2 et (ﬁ,W) <LL\A|V|> ——|—2k7r KeZ

3. Démontrer que, si M appartient au cercle (@fde centre A passant par O, alors M’
appartient a un cercle (C’) En premser le- ctentre et le rayon. Construire (C) et (C).

4. (a) Déterminer I’'angle (u AB) <./\'~;\

(b) Démontrer que, si M est un poi’nt autre que A de la demi-droite (d) d’origine
A, passant par B, alors M appartlent a une demi-droite que I’on précisera.

. On appelle P le point d’ mteréec’tron du cercle (C) et de la demi-droite (d).
Placer son image P’ sur la figure.
SN
&
>\»’\*~~" PROBLEME (10 points)

o1

. \J . , .
Partie A : Etude d’une fonction f et courbe représentative

On appelle f la fonction définie sur I'intervalle [0,+oo[ par :
f(x) =x+1+xe *.
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repere orthonormal
(0,1,7) (unité graphique 2 cm).
1. (a) f' et f” désignant respectivement les dérivées premiere et seconde de f, cal-
culer, pour tout réel x, f'(x) et f’(x).
(b) Etudier le sens de variation de la dérivée f'.
(c) Démontrer que, pour tout réel x, f'(x) > 0.
(d) Calculer la limite de f en +co.
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(e) Dresser le tableau de variation de la fonction f.
2. (a) Démontrer que la droite (D) d’équation y = x + 1 est asymptote a (C) et
préciser la position relative de (D) et (C).
(b) Lacourbe (C) admet en un point A une tangente parallele a la droite (D).
Déterminer les coordonnées de A.

3. Démontrer que I'équation de f(x) = 2 admet sur [0,4occ[ une unique solution
notée o, puis veérifier que 0 < « < 1.

4. (a) Construire la droite (D), le point A défini au 2.(b), la courbe (C) et la tangente
en A ala courbe (C).

(b) Donner par lecture graphique une valeur approchée de «.
Partie C : Recherche d’une approximation décimale de «

1. Démontrer que, sur [0,+oo[, I'équation : f(x) =2 équivqu\t a I’équation :
PN

e Ay
ex+1 X \Ct«}
2. On appelle h la fonction définie sur I’intervall{’{b', 1] par:
h(x) eX
X) = > .
SF

(a) Calculer h/(x) pour tout réel x dedjjrﬁervalle [0, 1] et réaliser le tableau de
variations de la fonction h. \2\

(b) En déduire que, pour tout r(ge\li;é de [0, 1], h(x) appartienta [0, 1].

(c) Calculer h'’(x) pour toutm(é\é}x de l'intervalle [0, 1]; étudier le sens de vari-
ations de h'. )

>

(d) En déduire que, pourgout réel x de [0, 1],
Q) Y

S 1
) O <y
3. On définit la suite\ﬁ}n)neN par :
X
&\.. WUy = 0
R Un+1 = h(un)

pour tout éntier naturel n.

(a) Démontrer que, pour tout entier naturel n, w,, appartient a I’intervalle [0, 1].
(b) Démontrer que, pour tout entier naturel n,

]
Unt1 — af < Z|un —x

(c) En déduire que, pour tout entier naturel n,

] mn
[Uny1 — of < (;1)

puis que la suite (un )nery CONVErge Vers «.

(d) Déterminer un entier p tel que w, soit une valeur approchée a 10~° prés de
o et, a I’aide de la calculatrice, proposer une approximation décimale de wu,
a 107° prés. Que peut-on en déduire pour x ?
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A.10 Pondichéry 1998

EXERCICE 1 (4 points)

1. On dispose d’une urne U; contenant trois boules rouges et sept boules noires.
On extrait simultanément deux boules de cette urne; on considére que tous les
tirages sont équiprobables.
a. Quelle est la probabilité p; que les deux boules tirées soient rouges ?
b. Quelle est la probabilité p, que les deux boules tirées soient noires ?
c. Quelle est la probabilité p; que les deux boules tirées soient de méme couleur ?
d. Quelle est la probabilité ps que les deux boules tirées soient de couleurs
différentes ?

2. On dispose aussi d’une deuxieme urne U, contenant quatre on}es rouges et six

boules noires. =\

On tire maintenant deux boules de I’'urne U, et une boule tfé I'urne U, ; on sup-
pose que tous les tirages sont équiprobables. o \y‘ i

On consideére les événements suivants : \"‘~’

R : << Les boules tirées sont rouges >>;
D : <<Les trois boules tirées ne sont pas toutes de\la méme couleur >>;
B : <<La boule tirée dans I’'urne U, est rouge >§

a. Calculer la probabilité de I evenement«g

b. Quelle est la probabilité de tirer tro@’oules de méme couleur ?

c. Calculer la probabilité condltlc%nheﬁe pp(B) de I’évenement B sachant que
I’événement D est réalisé.

”
% 3

P o

"\\:\'\
EXERCICE 2 (5 points)
On considére le polyndme P( z;\— 21 4+17 2228 2+260, ol z est un nombre complexe.
1. Déterminer deux nombrss\reels aetb tels que:

,’\:P(z) = (22 4+ az + b)(2* + 4z + 20).

2. Résoudre dans C I’équation P(z) =0.
3. Placer dans un repére orthonormal direct (O; ', V'), les images M, N, P et Q des

nombres complexes respectifsm = —2+4, n=—-2—4i, p=2+3ietq =2—-3i.
—p

, . ;e z . .
Déterminer le nombre complexe z vérifiant = 1. Placer son image K.

En déduire que le triangle MPK est isocele rectangle en K.
Déteminer par le calcul I’affixe du point L, quatrieme sommet du carré MKPL.

Déterminer I’abscisse du point d’intersection R de la droite (KL) et de I'axe
des abscisses.

c. Montrer que M, N, P et Q sont sur un méme cercle de centre R.

T e T

PROBLEME ( 11 points)
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On consideére la fonction f définie sur [0 ; +oo[ par

e* — 1
xex + 1

f(x) =

On désigne par C sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthonor-
mal (O;7,7) ; unité graphique : 4 cm.

Partie A

* Etude d’une fonction auxiliaire

Soit la fonction g définie sur I'intervalle [0; +oo[ par g(x) = x + 2 — €.

1. Etudier le sens de variation de g sur [0; +oo[ et déterminer la limite de g en +co.
2. a. Montrer que I'’équation g(x) = 0 admet une solution et une seule dans

[0; 4o0l. .
On note « cette solution. \\”\
b. Prouverque 1,14 < « < 1,15. \:§
3. En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de\x
Partie B ' \Y“,

* Etude de la fonction f et tracé de la courbe C \t

1. a. Montrer que, pourtoutxappartenanta[o +ool,

e*g(x)
K{X Xex+])2'

b. En déduire le sens de vét"atlon de la fonction f sur [0; +oo.
2. a. Montrer que pour toui; reel positif x,

/.: W -
{0V ] —e X
Y fx) =

S x4 ex

b. En dédU|re1\é~I|m|te de f en +co. Interpréter graphiquement le résultat trouveé.

. . Etabl flo
3. a tablr\qtre =T

b. En utilisant I’encadrement de « établi dans la guestion A.2., donner un en-
cadrement de f(x) d’amplitude 1072

4. Déterminer une équation de la tangente (T) a la courbe C au point d’abscisse 0.
5. a. Etablir que, pour tout x appartenant a I'intervalle [0; +ool,

(x + 1) u(x)

f — e
(x) =x xex + 1

avec u(x) = e* —xe* — 1.

b. Etudier le sens de variation de la fonction u sur I'intervalle [0; +ool. En
déduire le signe de u(x).

c. Déduire des questions précédentes la position de la courbe C par rapport a
la droite (T).

6. Tracer C et (T).

Lycée Louis Armand 29



A. SUJETS DU BACCALAUREAT Annales du baccalauréat S 2000

Partie C
+ Calcul d’aire et étude d’une suite

1. Déterminer une primitive F de f sur [0; +oo[; on pourra utiliser I’expression de
f(x) établie dans la question B.2.

2. On note D le domaine délimité par la courbe C, la tangente (T) et les droites
d’équations x =0etx = 1.
Calculer, en cm?, I'aire A du domaine D.
Donner une valeur décimale au mm? prés de Iaire A.

3. Pour tout entier naturel n, on pose

n+1
Vn = J f(x) dx

hs

QO
a. Calculer vy, v; et v;. N

On donnera des valeurs décimales approchées a 102 ptés de vy, vy et vy.
PR W

Vs o

b. Interpréter graphiquement v,,. &/
c. Montrer que, pour toutn > 2, a N

41 AN

fm+1) < J f(x) dDZ £(n)
n O

~

N4

En déduire la monotonie de la suite (¥4/) a partir de n. = 1.
. . . . »
d. Déterminer la limite de la suite (y,{),v

{./'}

A.1l1 Amérique du Nor’q~~£§98

/AN
£ 2%
1L ¥s

EXERCICE 1 (5 points)

Afin de créer une loterie, Qq\?"het dans une urne n billets différents (n supérieur ou
égal a 3), dont deux et deuxeulement sont gagnants.

N
1. Dans cette questig)f,\on choisit au hasard et simultanément deux billets dans
I'urne.

(a) On suppose ici n = 10. X désigne la variable aléatoire qui donne le nombre
de billets gagnants parmi les deux choisis.
Déterminer la loi de probabilité de X.

(b) On revient au cas général avec n supérieur ou égal a 3.
Calculer la probabilité, notée p,,, d’avoir exactement un billet gagnant parmi
les deux choisis.

2. Dans cette question, on choisit au hasard deux billets dans cette urne en remettant
le premier billet tiré avant de tirer le second.

(a) On suppose ici n = 10. Y désigne la variable aléatoire qui donne le nombre
de billets gagnants parmi les deux billets choisis.
Déterminer la loi de probabilité de Y.
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(b) On revient au cas général avec n supérieur ou égal a 3.
Calculer la probabilité, notée g,,, d’avoir exactement un billet gagnant parmi
les deux choisis.

3. (a) Montrer que pour tout n supérieur ou égal a 3, on a:

_ 4n-2)
pn_qn—nz(n_])-

(b) Enremarguant que pour tout entier n, n—2 est inférieur an — 1, déterminer
un entier naturel ny tel que pour tout n supérieur ou égal a ny, on ait

n—On <107

(c) Pour obtenir exactement un billet gagnant en cheisissant deux billets de
cette loterie, est-il préférable de les tirer simultagné?nent ou de les tirer I'un
apres I'autre en remettant le premier billet tiré,?&’“"

PN

4 3

o

EXERCICE 2 ( 5 points)

Dans le plan complexe rapporté a un repéerorthonormal direct (O, ,V), (unité

V3

1
graphique : 4 cm), on donne les points A et B*d afflxes respectives 1 et 7~ 17
Pour chaque point M du plan, d’affixe z\l/h d’affixe z; désigne I'image de M par la
rotation de centre O et d’angle 7; pws\@ d’affixe z' I'image de M; par la translation
(g.

H ~ \
de vecteur — . A

Enfin,onnote T la transformatior{'qﬁi a chaque point M associe le point M.

1. (a) Démontrer: 2’ —e Z‘?—]

(b) Déterminer I’ |magedu point B.
(c) Montrer que T»édmet un unique point invariant dont on précisera I’affixe.
2. On pose z = x{\g avec x ety reéels.

”y
!

(a) Pour %ﬁgfg'h nul, calculer la partie réelle du quotient = en fonction de x et de
y. \o/ z

(b) Démontrer que I’ensemble (E), des points M du plan tels que le triangle
OMM’ soit rectangle en O, est un cercle (C), dont on précisera le centre et
le rayon, privé de deux points.
Tracer (E).

3. Dans cette question on pose z =1 4 1.

(a) Veérifier que M appartient a (E). Placer M et M’ sur la figure.
(b) Calculer le module de 7.
(c) Calculer l'aire, en cm?, du triangle OMM’.

PROBLEME ( 10 points)
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On désigne par n un entier supérieur ou égal a 2 et on considére les fonctions,
notées f,,, qui sont définies pour x appartenant a I'intervalle ]0, +oof par :

furg = LTI

PARTIE A
| : Etude des fonctions f,,

1. Calculer f/ (x) et montrer que I’on peut écrire le résultat sous la forme d’un quo-
tient dont le numérateuret n — 2 — 2niIn(x).

2. Résoudre I’équation f/ (x) = 0. Etudier le signe de f/ (x)
3. Déterminer la limite de f, en o0

4. Etablir le tableau de variation de la fonction f, et calculer sa valeur maximale en
fonction de n. \“\
o\
: Représentation graphique de quelques fonctions f,, \\’
Le plan est rapporté a un repére orthonormal (O;1,7) (umtg@raphlque 5cm). On

note (Cy) la courbe représentative de la fonction f,, dans ce rgpere.
1. Tracer (C,) et (C3). £ ~
2. (a) Calculer f 7 (x) —fn (x) . Cette différence estkile dépendante de I’entier n.?
(b) Expliquer comment il est possible de cc@gtruwe point par point la courbe

(C4) a partir de (C,) et (C3). 4
PARTIE B o
Calculs d’aires A

{./\

1. Calculer, en intégrant par parties, Imfegrale
"\\\

Y Inx
{&\: I —J —- dx
\":/ 1 X

\
2. En déduire I'aire, en unid 6s'daire, du domaine plan limité par les courbes (C,) et

(Cny1) et les droites d Qquatlons x=Tletx=ce.

3. On note A, I'aire, e@unltes d’aire, du domaine limité par la courbe (C,) et les
droites d’équationsy =0,x = letx =e.

(a) Calculer A;.

(b) Déterminer la nature de la suite (A,,) en précisant I'interprétation graphique
de sa raison.

PARTIE C
Etude sur I'intervalle ]1; +oo[ de I’équation f,, (x) = 1.
Dans toute la suite, on prendran > 3.

1. (a) Vérifier que, pour tout n,

e > 1et <eZn>>1

(b) Vérifier que I’équation f,, (x) = 1 n’apas de solution sur I’intervalle} l;es {
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2. Montrer que I’équation f, (x) = 1 admet sur I'intervalle {ehz_;z;—I—oo { exactement
une solution notée «;, .

3. On se propose de déterminer la limite de la suite ().

(a) Calculer f,, (y/n) et montrer que, pour n > e*,onaf, (vn) > 1.

(b) En déduire que, pour n > 8, 0na «, > /n et donner la limite de la suite
(o)

A.12 Sujet expérimental 1998

Premiere partie avec calculatrice

Probléme (11 points) ~

. . , LN .
Avertissement : I’'usage d’une calculatrice n’est pas ngc;&salre pour traiter la par-
tie C. e
On considere la fonction définie sur R* par R/

& 2

o

f(x) :X|nX—2|nX7hﬁX)z
. o . 2D
on note f’ sa fonction dérivée et g la fonction définie sur R par g(x) = 2x.
Dans un repére orthogonal donnég, on appguéTF la représentation graphique de f, '’ la
représentation graphique de f', et A celle.g@ g.
&0

Voir figure 1 ces trois courbes sur.f’écran d’une calculatrice pour x compris entre 0

et 5. o
A - Etude de f O
"\\:\ﬂ\

%
W}

1
3 7

1. Déterminer lim,_o+ f(xJx/
2. Montrer que \/

( 4

) flx) = (1= 2)(1 + Inx)
Q X

/3

) ] ,,\*..' ] .
3. En deduwef!}: sens de variation de f.

Y
3

4. Montrer que I’équation f(x) = 0 admet trois solutions.
Donner un encadrement de longueur 10~ pour les deux solutions non entiéres.

B - Intersection des représentations graphiques de f et de g

1. Reproduire sur la copie et compléter le tableau des valeurs suivant en donnant

les résultats a 1072 prés.

Pointdel’'| A | B | C |ID|E|F|G|H|T]|]
X 0,06[0,25 e[ 1[2]3]|4]|5]6]|7
f(x)

2. On veut déterminer si la courbe représentative de f coupe la droite A pour
0 < x < 7. Que peut-on, a I'aide de sa calculatrice, conjecturer ?
Préciser les éléments qui permettent de faire cette conjecture. (noter le type de
calculatrice utilisée).
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3. On s’intéresse aux solutions de I’équation f(x) = g(x) appartenant a I'intervalle
[7; 400l

(a) Montrer que f’ est une fonction croissante sur [7; +ool.
(b) En déduire que f'(x) > 2,1 pour tout x appartenant a [7; +ool.

(c) Montrer que I’équation f(x) = g(x) admet une solution unique sur [7;+ool.
(on pourra utiliser le sens de variation de la fonction h définie sur [7;+ool

par: h(x) = f(x) —2x).

Dans la suite, on notera « cette solution.

4. Mise en évidence de « sur un graphique.
Choisir un nombre entier a tel que a < « < a + 5.
Sur papier millimétré, on trace un carré de 10 cm de c6teé. ~
. : A\
Le sommet inférieur gauche représentera le point de coordabnees (a;2a) et le
sommet diagonalement opposé le point de coordonnées ( aqys 2(a+5)).

Tracer dans ce carré T et A. * /
Mettre le nombre « en évidence sur le graphique et en donner une valeur ap-
prochée. ,

C - Calcul de probabilité. &’

Dans cette partie, on se référe au tableau des vale.grs construit dans la partie B.1)
Les trois questions sont indépendantes.

Pour chacune des trois questions, les choix effect::%s sont équiprobables.
¢ x.

1. On place les 4 points A, C, Het ] ans un repére, et on les relie a l'aide de 3
segments formant une ligne brisée cor'ﬁmue (par exemple la ligne brisée AHJC).

"\\\
(a) Combien de lignes brlsees dlfferentes peut-on former ainsi ?

(AHJC et CJHA represemtem la méme ligne brisée)

(b) On choisit I'une de ceshgnes brisées.
Quelle est la proba‘bi“hte d’obtenir la représentation graphique d’une fonc-
tion ? w,.&\“

2. On choisit cing po"\jhts parmi les dix du tableau; on les relie suivant I’ordre de
leurs abscisses croissantes, a I’aide de segments formant une ligne brisée.
Quelle est la probabilité d’obtenir une ligne qui ne coupe pas I’axe des abscisses ?
(le point D peut étre choisi).

3. On choisit cing points consécutifs parmi les dix (par exemple BCDEF).

(a) Combien y-a-t-il de possibilités ?

(b) On échange I'abscisse et 'ordonnée de chacun de ces cing points.
Les nouveaux points ainsi obtenus sont joints a I’aide de segments dans I’or-
dre de leurs ordonnées croissantes.
Quelle est la probabilité d’obtenir la représentation graphique d’une fonc-
tion ?

Figure 1 (courbes ', T" et A) :
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Seconde partie sans calculatrice

) ) QO
Exercice 1 (4 points) AN
Soit f la fonction définie sur R,, par RS

:\“\
e* “ -
f pu— “’)
() = 577 £ @
et représentée dans le repére de la figure 1. \
n

1. Déterminer une primitive de f sur R . ¢ O
2. Soit la suite (UL, ) définie pour n > G\Qar

AN pinm)
L J f(x)dx
|

/"% n(n)

(a) Calculer U, et Us,. Ex,gr]mer U, en fonction de n.
(b) Que représente graphlquement le nombre U, ?
3. Montrer que (U,) est une suite décroissante positive.
Calculer la Ilmlte\d‘e cette suite.
4. On pose S, —lsh + Uy + .o+ Uy

(a) Calcujé} S1,S, Ss et exprimer S, en fonction de n.
(b) Déterminer lim;,_, . Sn.

Exercice 2 (5 points)
Le plan complexe est rapporté a un repére (O;ii;V) orthonormé direct.
(Unité graphique 4cm).
On désigne par © un nombre réel tel que —t < 0 < 7.
On appelle A, M et N les points d’affixes respectives 1, e et 1 + ¢,
On désigne par (C) le cercle de centre O et de rayon 1, et par (C’) le cercle de centre A
et de rayon 1.

1. Tracer (C) et (C'), et placer A, M et N danslecasou 9 =%

2. Montrer que N appartienta (C’) et donner la nature du triangle OANM. Déterminer
un argument de 1 + %,

3. u=1+efavec—m<0<m

Lycée Louis Armand 35



A. SUJETS DU BACCALAUREAT Annales du baccalauréat S 2000

(a) Montrer que u est solution dans C de I’équation :
22— (2+2c0s0)z+242c0s6 =0

En déduire la seconde solution de cette équation.
(b) Quelle sont les solutions dans C de I’équation 22 — 3z +3 =07?

4. On considére I'’équation (E) : z2 — az + a = 0 ou a est un nombre réel tel que

0 < a <£4.0nnomme R le point d’affixe a, et T le milieu de [OR].
La perpendiculaire a I’axe réel passant par T coupe (C’) en deux points U et L.
Montrer que les affixes de U et de U’ sont les solutions de (E).

Figure 1 (courbe représentative de f) :

&
&
= _ 2
N RS
J_f(’i:'_r__— | \iz'} )
:=|=1' '-.K]' t ',\Z,
N\
o 1 24
O
QN
2
&
2)
NJ
QS
O
~
¢ 3
Q7
¥
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B

Exercices

B.1 Intégration

B.1.1 Asie 1998 o

3 \" - - .-
Les questions 1 et 2 sont indépendantes. N* est I’ensgrble des entiers strictement positifs.
Pour tout entier n de N, on considere I'intégrale : N

€ )
L, = J (In x)p“\d'x
T O
1. (a) Démontrer que pour tout x darQ\mtervalle 11, e[ et pour tout entier naturel
n,ona: '\\.

\{l‘n x)* — (Inx)™" > 0

(b) En déduire que la swte\( ) est décroissante.
2. (a) CalculerI;al alde,d‘\‘me intégration par parties.
(b) Démontrer a I’aig@ ,’une intégration par parties que, pour tout n € N* ;

N
Nt

A Ihpg=e—(n+1,

£/ 3

\.,
(c) En deduwe\i} I; et I,. Donner Ies valeurs exactes, exprimées en fonction de
eetles vafeurs approchées a 102 prés par défaut.

3. (a) Demqﬁﬂ;rer que, pour toutn € N*: I, > 0
(b) Démontrer que, pour toutn € N*: (n + 1)L, < e
(c) En déduire la limite de L.
(d) Déterminer la valeur de nl, + (I, + [,41) et en déduire la limite de nI,.

B.1.2 Amérique du Sud 1995

On pose pour tout entier naturel n non nul :

€
I, = J x*(Inx)™ dx
1
ou In désigne la fonction logarithme népérien, et
€

pour n = 0 Io:J x? dx.
1
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1. Calculer L,.
2. En utilisant une intégration par parties, calculer ;.

3. En utilisant une intégration par parties, démontrer que pour tout entier naturel n
non nul :

3L+ (n+ 1), =é. (1)

En déduire L,.
4. (a) Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, I, est positive.
(b) Déduire de I’égalité (1) que, pour tout entier naturel n non nul,

e
I, <
T4 ~
QO
A H H :\
(c) Déterminer lim I,. &
n—+oco . \:\'
N
B.1.3 Sportifs de haut niveau 1994 K9
On considere la suite I définie par : N
0.,1':,
1 O
Lo :J e* dyy N\
et pour tout entier naturel n > 1 par: 2
] 1,{'/:}
I, = J:;";f’l x)™ e* dx
Ny
(AN
1. (a) Calculer \Y/,
2 1
S | 0w ax
> °
(b) A I'aide de I'eficadrement :
1<e*<e

valable sur I'intervalle [0, 1], montrer que pour tout entiern > 1ona:

1 e

— < I <
(m+1)! m+1)!

(c) Montrer que la suite I est convergente et déterminer sa limite.
2. (a) Calculer Iy, puis I; a I’'aide d’une intégration par parties.
(b) Etablir, en intégrant par parties, que pour tout entiern > 1,ona:

1
Inf1 - In = ﬁ (1)
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3. On pose, pour tout entiern > 1
]n:]_|___|_..._|__
! n!

(a) En utilisant les relations (1), exprimer J,, a I'aide de [, et L,,.
(b) En déduire la limite J de la suite (J,,) .
(c) Justifier I'encadrement :

1 e
< J-Jn S ———
(m+1)! (m+1)!
B.2 Probabilités
,'\\
B.2.1 National 1998 S
AN

Dans tout I’exercice, A et B étant deux événements;ﬁ(%) désigne la probabilité de
A; p(B/A) la probabilité de B sachant que A est réalisg,™

1. Le nombre de clients se présentant en cing minutes dans une station-service est
une variable aléatoire X dont on donne Ia};[gi de probabilité :

‘p_L == P(X == i) /{’\'

1] 0 1 2 AN

pi |01 05 04 >4

£/
7

(a) Définir et représenter grap\h‘iauement la fonction de répartition de X.
(b) Calculer I’espérance mgﬁﬁématique de X.
RS
2. Dans cette station-service:*lé probabilité gu’un client achéte de I’essence est 0,7 ;
celle qu’il achete du gazple est 0,3. Son choix est indépendant de celui des autres
clients. On considére lesevénements suivants :
Ci:«encing minu{gés, un seul client se présente » ;
C,:«encing mifdtes, deux clients se présentent »;
. N/ . \ ,
E : « en cing giinutes, un seul client achéte de I'essence » ;
»\\..o

(a) Calculer P(C; N E).

(b) Montrer que P(E/C;) = 0,42 et calculer P(C, N E).

(c) Endéduire la probabilité qu’en cing minutes un seul client achéte de I’essence.

3. Soit Y la variable aléatoire égale au nombre de clients achetant de I’essence en
cing minutes; déterminer la loi de probabilité de .

B.2.2 Guadeloupe 1998

Un jeu de dominos est fabriqué avec les sept couleurs : violet, indigo, bleu, vert, jaune,
orange, rouge. Un domino se compose de deux cases portant chacune I'une des sept
couleurs. Chaque couleur peut figurer deux fois sur le méme domino : c’est un double.

1. Montrer que le jeu comporte 28 dominos différents. Les 28 dominos, indiscern-
ables au toucher, sont mis dans un sac.
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2. On tire simultanément trois dominos du sac.
Quelle est la probabilité d’obtenir exactement deux doubles parmi ces trois domi-
nos ?

3. Dans cette question, ontire un seul domino. Calculer la probabilité des événements
suivants :

(@) J2: « Le jaune figure deux fois »
(b) J; : « Le jaune figure une seule fois »
(c) J: « Le jaune figure au moins une fois »

4. On effectue n tirages successifs d’'un domino, en notant a chaque tirage la (ou les)
couleur(s) obtenue(s) avant de remettre dans le sac le domino tiré et de procéder
au tirage suivant; les tirages sont indépendants.

Calculer, en fonction de n, la probabilité p,,, que J soit réalisé ad.moins une fois.
Calculer la plus petite valeur de I’entier naturel n pour Iaquel]% p. > 0,99.
\“\

,,c

B.2.3 Centres étrangers 1998 \»
Une urne contient 5 boules blanches et 4 boules rougés indiscernables au toucher.
On effectue n tirages successifs (. entier supérieur ou ggail a 1) d’une boule en respec-

tant la régle suivante : si la boule tirée est rouge, qmla remet dans I'urne; si elle est

blanche, on ne la remet pas. \2\
Les parties A et B sont indépendantes. K2
Partie A Q A

Dans cette partie n = 3. On donnera les re(smlats sous forme de fractions irréductibles.
Si k est un entier compris entre 1 et 3, on n@te Ex ’événement
<<seule la k ieme boule tirée est blanr.h@>>

5
1. Montrer que la probabilité deJ*eyenement E;estp(Ey) = T

2. Calculer les probabilités dg§\evenements E, et Es.
En déduire la probablllf&\qu on ait tiré une seule boule blanche a I'issue des 3
tirages. w,ﬂ

3. Sachantquel’'on a tlié exactement une boule blanche, quelle est la probabilité que
cette boule blanch& it été tirée en dernier ?

Partie B
On effectue maintenant n tirages.

1. Déterminer, en fonction de n, la probabilité p,, de tirer au moins une boule blanche
en n tirages.

2. Quelles valeurs faut-il donner a n pour que : p, > 0,99?

B.2.4 Groupe Il bis 1997

Une urne contient deux boules blanches et quatre boules noires. Ces six boules sont
indiscernables au toucher.

1. On effectue quatre tirages successifs d’une boule sans remise.
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(a) Calculer la probabilité de tirer dans I’ordre une boule noire, une boule noire,
une boule noire et une boule blanche.

(b) Calculer la probabilité de tirer une boule blanche au cours de ces quatre
tirages.

2. On effectue maintenant quatre tirages successifs d’une boule avec remise. Répondre
aux mémes questions qu’a la question 1.

3. n étant un nombre entier strictement positif, on effectue n tirages successifs avec
remise. On appelle P,, la probabilité d’obtenir au cours de ces n tirages une boule
blanche uniguement au dernier tirage.

(a) Calculer Py, Py, P et P,..

(b) SoitS,, =Py +Py+P3+---+Py. N
Exprimer S, en fonction de n et déterminer la Im’?ﬁe de S,.

N

AW,
B.2.5 Pondichéry 1997 4
Voici le plan de la salle 308 du lycée Dupont.
0.,/':,
z‘\ .
R4 AQ
o
z\
R3 Zt allée
oV
R2 497 | centrale
RS
"‘\‘\ﬂx
R1 N
A
, N/
o)
AN\
Q\“\ bureau
&

Le premier jour de I’année scolaire, les éléves de la classe de TS1 sont invités par
leur professeur principal a s’installer au hasard des places disponibles dans cette salle.
La classe de TS1 comporte 28 éleves.

1. (a) Quel est le nombre de répartitions possibles des places inoccupées ?

(b) Calculer a 107" prés, les probabilités des événements suivants :
A : " les huit places du rang R4 sont toutes occupées ”
B: ”ll y aautant d’éléves a gauche qu’a droite de I’allée centrale

2. Dans cette question, les résultats seront donnés sous forme fractionnaire. Soit X
la variable aléatoire ” nombre de places inoccupées au rang R4 ™.
(a) Donner la loi de probabilité de X.

(b) Calculer son espérance mathématique.
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B.2.6 Amérique du Nord 1997

Juliette débute un jeu dans lequel elle a autant de chances de gagner ou de perdre
la premiere partie. On admet que, si elle gagne une partie, la probabilité qu’elle gagne
la partie suivante est 0,6, et si elle perd une partie, la probabilité pour qu’elle perde la
partie suivante est 0,7. On note, pour n entier naturel ou nul :

G, I’événement “ Juliette gagne la n-ieme partie ”
P, I’événement “ Juliette perd la n-ieme partie ”

1. (a) Déterminer les probabilités p (G1), p (G2/G1) et p (G2/P;). En déduire la
probabilité p (G).

(b) Calculer p (P,).

2. On pose, pour n entier naturel non nul, x, =p (G,) ety =7p (PQ) .
A

(a) Determmer pour n entier naturel non nul les probabllr?é (Prny1/Gr) et
(b) Montrer que pour tout n entier naturel non nul : «

Y )
Xnt1 = 0,6%n + 0, 3yn
Yny1 = 0,4xq + O.\ZQTL

z\
~
X

Vi = Xn + Yn etv%}xzélxn—?)yn

3. Pour n entier naturel non nul, on pose

(a) Montrer que la suite (v, ) est coﬁis-\?ante de terme général égal a 1.
(b) Montrer que la suite (w,) est, géémétrique et exprimer w,, en fonction de n.

4. (a) Déduiredu 3. I’ expressmnde Xy en fonction de n.
(b) Montrer que la suite (x@ converge et déterminer sa limite.

\‘“’

B.2.7 Remplacement .3;996

Un livreur de plzzas\d'blt servir un client qui se trouve a 6 km et qui exige d’étre
servi a 20 h 00 précisémeént. Pour se déplacer, il utilise un scooter qui roule constam-
ment a 36 km/h. ( on néglige les phases d’accélération et de décélération ). Sur son
trajet, il va rencontrer 2 deux tricolores non synchronisés et indépendants.

S’il arrive a un feu orange, il s’arréte 60 secondes et repart.

S’il arrive a un feu rouge, il s’arréte 30 secondes et repart.

Pour chaque feu :

— la probabilité d’étre vert a I’arrivée du livreur est 5 1.
— la probabilité d’étre orange a I’arrivée du livreur est 1

Soit T la variable aléatoire ” temps en minutes mis par le livreur pour arriver a
destination .

1. (a) Calculer, enjustifiant le calcul, la probabilité p (T = 11).
(b) Donner la loi de probabilité de T.
2. Calculer I'espérance mathématique de T.

42 Lycée Louis Armand



Annales du baccalauréat S 2000 B.2. PROBABILITES

3. Représenter la fonction de répartition de T.
4. Le livreur parta 19 h 49.

(a) Quelle est la probabilité pour le livreur d’arriver en retard ?
(b) Quelle est la probabilité pour le livreur d’arrive en avance ?

B.2.8 Groupe Il bis 1996

On dispose de deux urnes :
¢ une urne U; dans laquelle se trouvent trois boules blanches et deux boules noires;
e une urne U; dans laquelle se trouvent deux boules blanches et trois boules noires.
Une épreuve consiste a tirer simultanément et au hasard deux boules de chaque urne :
on obtient ainsi quatre boules, les tirages dans chaque urne é];gnt équiprobable.
N\

1. Montrer que la probabilité de I’évenement E : <<patmi les quatre boules tirées,
il y a exactement deux boules blanches >>est égalé:é?:o, 46.

2. On note X la variable aléatoire qui a chaque Ii\'ﬁﬁge associe le nombre de boules
blanches obtenues. ¢

N
(a) Déterminer la loi de probabilité de X2

Q) . . e
(b) Le joueur doit verser 2,50 F avant.d’effectuer le tirage ; il regoit a I’issue du

tirage 1 F par boule blanche o}:ﬁénue. Le jeu est-il équitable ?
N

0\
3. Calculer la probabilité d’avoi,p\tif'é une et une seule boule blanche de I'urne U,
sachant qu’on a tiré deux bqﬁjg’s blanches.

\¥
4. On ne considére que I'yr [e'U;, de laquelle on tire toujours au hasard et simul-
tanément deux boules;On nomme succes le tirage de deux boules blanches. On
renouvelle dix fois I,a"'%ﬁéf’me épreuve (en remettant chaque fois les boules tirées
dans I'urne). Détersniner la probabilité d’avoir au moins un succes sur les dix
tirages. \\\"
"’&\“:

AN
B.2.9 LaRéuhion 1996

Au cours d’une féte, le jeu suivant est proposé au public :
Dans une urne se trouvent placées 7 boules noires et 3 boules rouges indiscernables au
toucher.
Le joueur prend une boule au hasard; si cette boule est noire, le jeu s’arréte; si cette
boule est rouge, le joueur prend une deuxiéme boule (sans remettre la premiere boule
tirée dans I’'urne) et le jeu s’arréte.
Une boule noire tirée apporte au joueur 1 F et chaque boule rouge 2 F.
Pour faire un jeu, le joueur paie 2 F. On désigne par X la variable aléatoire associée au
gain algébrique du joueur (c’est a dire la différence entre la somme rapportée par les
boules tirées et le prix du jeu).

1. (a) Quelles sont les valeurs que X peut prendre ?
(b) Déterminer la loi de probabilité de X et son espérance mathématique.
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2. Un joueur fait trois jeux. Ceux-ci se déroulent dans des conditions identiques
(apres chaque jeu, les boules tirées sont remises dans I'urne).
Déterminer la probabilité des événements suivants :
A : le joueur perd 3 F.
B : le joueur perd 1 F.
C : le gain du joueur est nul.
En déduire la probabilité de I'événement D : <<le joueur a un gain strictement
positif >>.

B.2.10 Nouvelle Calédonie 1996

On donnera les résultats sous forme de fraction irréductible.
1. Une urne U contient 4 jetons blancs et 3 noirs. On tire successivement les 7 jetons

sans remise. \\
X est la variable aléatoire qui prend pour valeur k si le prerrirer jeton blanc ap-
parait au k-iéme tirage. \“\

Donner la loi de probabilité de X et calculer son esperanc&mathemathue
2. Une autre urne U’ contient 17 jetons blancs et 18 noirs.”
On jette un dé cubique dont chaque face a la mémejarobabilité d’apparaitre.
Si le 6 apparait, on tire un jeton de I'urne U, smonbn tire un jeton de 'urne U'.
(a) Démontrer que la probabilité de tirer uq;éton blanc est égale a 0,5.
(b) On atiré un jeton blanc, calculer la p,rg;lffabilité pour qu’il provienne de U.
&

O
N

B.2.11 Exercice complémentaire ¢+

On consideére le systeme d’équations_ linéaires :
\J

i{i‘»,{—zl;zs
< “ax —by =c

£/ 3

Pour déterminer les coefficients*a, b, c on lance trois fois un dé cubique parfait dont
les faces sont numérotées deii‘é 6 et les numéros sortis donnent les valeursde a, b, ,c
Calculer les probabllltes\Qxés événements suivants :

1. E;:lesystéeme a uné infinité de solutions

2. E, : le systeme n’a aucune solution

3. Es: le systeme a une seule solution

4. E4 : le systéeme a une seule solution qui est (3;0)

Les résultats seront donnés sous la forme de fractions de dénominateur 108.

B.3 Nombres complexes

B.3.1 Remplacement 1998
1. On considére le polynéme P défini par : P(z) = 2* — 622 + 12z — 16.
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(a) Calculer P(4).
(b) Résoudre dans C I’équation : P(z) = 0.
2. Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, T, V') tel que : ||| =

V]| =2 cm.
Soient A, B, C les points d’affixes respectives :

a=4 b=1+1V/3 c¢=1-1V3
(a) Placer les points A, B, C sur une figure que I’'on complétera tout au long de

I’exercice.
(b) Montrer que le triangle ABC est équilatéral.

3. Soit K le point d’affixe k = —/3 + 1

N
N
N\
On appelle F I'image de K par la rotation de centre Q?ét d’angle de mesure g et

G I'image de K par la translation de vecteur @ : ’\““

(a) Quelles sont les affixes respectives de F ét\a‘e G?
(b) Montrer que les droites (OC) et (OF) {Qnt perpendiculaires.

4. Soit H le quatrieme sommet du paralle[egramme COFH

(a) Montrer que le quadrilatére CQEH est un carre.
(b) Calculer I’'affixe du point H
(c) Le triangle AGH est-il eg,CQJateral ?

3
,N\“.

B.3.2 National 1098 <3~

7NN
Le plan complexe est na"p‘pdrté a un repére orthonormé direct (O, i, V) .

&~
1. Résoudre dans&@’équatlon Q)

"\\“\\"} z—2

z—1 —

On donnera le module et un argument de chaque solution.
2. Résoudre dans C I’équation (2) :

z—2

z—1 -t

On donnera la solution sous forme algébrique.

3. Soit M, A et B les points d’affixes respectives : z, 1 et 2.
On suppose que M est distinct des points A et B.

. . z—2
(a) Interpréter géométriguement le module et un argument de T

(b) Retrouver géométriguement la solution de I’équation (2).
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4. (a) Montrer, a I’'aide d’une interprétation géométrique, que toute solution de

I’équation dans C :
z—2\" .
z—1 N

ou n désigne un entier naturel non nul donné, a pour partie réelle >

(b) Résoudre alors dans C I’équation (3) :

z—2 Z—i
z—1 N

On cherchera les solutions sous forme algébrique. \J\\
72\
K
B.3.3 Guadeloupe 1998 N0~
L4
Partie A N

On considére le polyndme P de la variable complexe\z; défini par :
£

P(z) =2" 4+ 2V32> + 827 &‘%Z +7
X

>
3

1. (a) Calculer P (i) et P (—1). \\\
&/ -
(b) Montrer qu’il existe un polynorpe’Q du second degré, que I'on déterminera,
tel que: cr’

pour tautz € C, P(z) = (22 +1)Q (2)

4 2%
£V}
W\ /
4/

2. Résoudre dans I’ensemble@bs nombres complexes I’équation P (z) = 0.

N
Partie B w&'\ﬁ
Le plan est rapporté\éigﬁrepére orthonormal direct (O; W, V) (unité graphique 2

cm). <

1. Placer dans ce repeére les points A, B, C et D d’affixes respectives zy =1, zg = —1,
zZc = —\/§—|-2ietZD = —\/§—21
Montrer que ces quatre points appartiennent au cercle de diamétre [CD] .

2. Montrer gu’il existe une rotation de centre O qui transforme C en D. Calculer
une valeur entiére approchée a un degré pres d’'une mesure de I’'angle de cette
rotation.

3. Calculer, sous forme algébrique, puis sous forme trigonométrique, le rapport :

Zp — Zc¢

ZA —Zc

Interpréter géométriquement le module et I’'argument de ce rapport.
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B.3.4 Groupe | bis 1997

Le plan complexe P est rapporté a un repére orthonormal direct (O;1ii,V), ayant
comme unité graphique 4 cm. On note A, B et C les points d’affixes respectives 21, —1
eti
On considére la fonction f de P — {A} dans P qui a tout point M de P —{A}, d’affixe z,
associe le point M’ d’affixe 2’ tel que :

S z+1
oz

1. (a) Faire une figure que I’'on complétera au cours de I’exercice.

(b) Déterminer I'affixe du point C’ image de C. Quelle est la nature du quadri-
latere ACBC’?

(c) Montrer que le point C admet un antécédent un@@e par f que I’on notera
C”. Quelle est la nature du triangle BCC"? \

2. Donner une interprétation géomeétrique de I argum%m et du module de 7.

3. Déterminer, en utilisant la question preceden\m ‘quels sont les ensembles suiv-
ants : '

- ':\' -
(a) L'ensemble E, des points M dont lestmages par f ont pour affixe un nombre

, . o o
réel strictement négatif. A

(b) L’ensemble E,, des points M do}ﬁ les images par f ont pour affixe un nombre
z\v

imaginaire pur non nul. ‘,\\

(c) L’ensemble E. des pomt{s};d dont les images appartiennent au cercle de cen-
tre O et de rayon 1. \' .
.”‘*}\

B.3.5 Groupe Il bis 19'@7

Le plan complexe P e}t rapporte a un repére orthonormal direct (O, i, V), (unité
graphique 3 cm). \\
On désigne par A lefoint d’affixe 1.
A tout point M dﬂ{bl"an, distinct de A, d’affixe z, on associe le point M d’affixe z' défini
par : O

ZZ

z =

1—z
1. Déterminer les points M confondus avec leur image M'.

2. Etant donné un complexe z distinct de i, on pose : z = x + iy et Z = x’ 4+ iy’, avec
x,y,x,y’ réels.
Montrer que :

,  —x(x* +y*—2y)
x>+ (1 —y)?

En déduire I'ensemble £ des points M dont I'image M’ est située sur I’axe des
imaginaires purs. Dessiner I’ensemble & .
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3.

B.3.6 Polynésie 1997

Trouver une relation simple liant les longueurs OM, AM et OM'. En déduire
I’ensemble F des points M du plan tels que M et M’ soient situés sur un méme
cercle de centre O. Dessiner I’ensemble F.

Dans toute cette question, on considere un point M d’affixe z, situé sur le cercle

1 . . .
de centre A et de rayon 7 M’ est le point d’affixe z' correspondant, et G I'iso-

barycentre des points A, M et M'.
Calculer I'affixe zg de G en fonction de z.
Montrer que G est situé sur un cercle un centre O dont on précisera le rayon.

N . , — —— — — .
Aprés avoir comparé les angles (1, 0G) et (W, AM), effectuer la construction
de G. En déduire celle de M'.

N
QO

o
Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (O, V), on considére

\“\

. : TA"
les points M, d’affixes z,, = <§i> 14+1v3)olinestun ennerwnaturel

1.

e

\‘”
Exprimer z,, ;; en fonction de z, puis z, en fonction‘de z, et n.
Donner zo, z1, 22, z3 €t z4 sous forme algébrique et$ous forme trigonométrique.
Placer les points My, My, M,, Ms et My (uniké\@\raphique :4.cm).
Déterminer la distance OM,, en fonction glg?ﬁ.
N
, VAL .
(a) Montrer que I'ona MMy 1 = @5 pour tout n entier naturel.

\ t
3

(b) Onpose L = 5~ MiMusil ~O

k=0 ) . .
(CestadireL,, = MoM, SM Mo+ - +M; M4 1). Déterminer L, en fonction
de n puis la limite de L\ guand n tend vers +co.

. Déterminer une mesur&}e I’angle <OMO, OMn> en fonction de n.
Pour quelles valeu[i\de n les points O, My et M., sont-ils alignés ?

B.3.7 Centres étrangers 1997

Dans le plan complexe rapporté au repére orthonormal direct (O, i, V) , on donne
les points A d’affixe 21, B d’affixe 2 et | milieu de [AB] (on prendra 2 cm d’unité
graphique). On considere la fonction f qui, a tout point M distinct de A, d’affixe z,
associe le point M’ d’affixe z’ tel que :

S 2z
oz
1. (a) Montrer que f admet comme points invariants le point O et un deuxiéme
point dont on précisera I’affixe.
(b) Déterminer les images par f des points B et .
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2. Soit M un point quelconque distinct de A et O.

Etablir que :
— — —
(u,OM’) = (MA,MO) + k2, k € Z
MO
! 2 =
oM’ = A

3. Soit (A) la médiatrice de [OA].
Montrer que les transformés par f des points de (A) appartiennent a un cercle (C)
gue I’on précisera.

4. Soit (') le cercle de diamétre [OA], privé du point A. Montrer que les transformés
par f des points de (I') appartiennent a une droite (D) que I’on précisera.

5. Tracer (A), (I'),(C), (D) sur la méme figure.

,\\
A
B.3.8 Japon 1997 \\*
57 B9

On consideére le plan complexe ? muni d’un repere ertﬁonormal direct (O;e7,¢e/).

1. Soit le polynéme P tel que pour tout z de C, \

P(z) =z —4;’}4—62—4
.»\ )
Déterminer les réels u et v tels que »\\i

{2 ~2) (2 +uz+v)
et résoudre dans C I’équatlom,, z) = 0.

2. On note « la solution de I’ eQuatlon ci-dessus dont la partie imaginaire est stricte-
ment positive et 3 le conjugue de «. Soient A, B et C les points d’affixes respec-
tives x, pet2,1le mllleu de [AB] et  la rotation de centre O et d’angle 3.
Déterminer I’ afflxe d\u pomt T (B) et en déduire la nature du quadrllatere OACB.

3. Soit fI’ appllcatlgqlde P privé du point C dans P qui au point M d’affixe z (z # 2
) associe le poi@LM’ d’affixe z' défini par :
SN ;2= (141)
O Z=—"
z—2
(a) Déterminer f(A)etf(B).
Déterminer le point E tel que f (E) = C.

(b) Quelles distances représentent les réels |z — (1 + 1) et |z — 2|?
En déduire que si M appartient a la médiatrice de [AC], M’ appartienta un
cercle dont on donnera le centre et le rayon.

B.3.9 LaRéunion 1996
1. Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes les équations suivantes :

(@) z2—2z+5=0.
(b) 22 —2(1+V3)z+5+2V3=0.
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2. On consideére dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct
— —
<O, u, v> les points A, B, C, D d’affixes respectives :
za=142,zs=1+V3+1, zc=1+V3—1, etzp =1-—2i.

(a) Placer les points A, B, C, D et préciser la nature du quadrilatére ABCD.
b. Vérifier que

e W

ZA — ZB

Que peut-on en déduire pour les droites (AB) et (BD)?

c. Prouver que les points A, B, C, D appartiennent a un méme cercle I" dont
on précisera le centre et le rayon. Tracer I".

N
o QO
3. On considere I’équation : \\
O
22 —2(1+2c0s0)z+5+4cos0 =0 2T
<
ou 0 désigne un nombre réel quelconque. N
a. Résoudre I’équation (1) dans C. N

b. Montrer que les images des solutions apparstiennent au cercle T'.
"

B.3.10 Nouvelle Calédonie 1996 \\\

Le plan complexe 7 est rapporté a un Egpere orthonormal direct (O, 1,Vv) (unité
graphique : 2 cm). ¢
On désigne par A et B les points d’aff»gs respectlves let4.
L'application f associe a tout point Md’affixe z de P, distinct de A, le point M d’affixe
Z définie par : &

o
“’&\..3 z—1
1. Soit C le point d’ afiﬁ??é"l\/_
Déterminer I'affixede C’ = f(C).

2. Démontrer que f admet deux points invariants | et J. (On notera | celui d’or-
donnée positive.)
Placer les points 1, J, C et C.

3. Onposez=x+1y et Z=X+1iY avec x, y, X, Y réels.

(a) Déterminer X et Y en fonction de x et y.

(b) Déterminer I’'ensemble E des points M d’affixe z tels que Z soit réel.

(c) Déterminer et construire I’ensemble F des points M d’affixe z tels que Z soit
imaginaire pur.

4. Donner une interprétation géométriquede | Z |, |z—4 |, |z—1].
En déduire I’ensemble D des points M d’affixe z telsque | Z |= 1.
Construire D.
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B.3.11 Sportifs de haut niveau 1996

1. (a) i. Résoudre dans C I’équation suivante :
2 (A _
2 —6cos ( 6) Z24+9=0

On notera z; et z, les solutions trouvées, z; étant la solution de partie
imaginaire positive.
ii. Déterminer le module et un argument de z; et de z,, et donner I’écriture
exponentielle de z; et de z,.
(b) Placer dans le plan P rapporté a un repére orthonormal direct (0; W, V')
d’unité graphique 1 cm, les images M; et M, de z; et z;.
Expliquer pourquoi M, et M; sont situés sur le cercle I" de centre O de rayon
3, que I'on tracera.

2. On consideére la transformation du plan P qui a tout p@\t M d’affixe z associe le

point M’ d’affixe 2’ tel que :
',,\«“,
AN\
7z = (—% + 1%’2

On considére les points A et B d’affixes 7

=]

A = 36%/\@23 = 3671_

et A’ et B’ leurs images par f. X

7 K
(a) Montrer que f est une rot ti‘fih dont on précisera le centre et I’'angle.
(b) Déterminer sous forme éxponentielle les affixes zx, et zg: des points A’ et B'.
Placer les points A, By A”et B’ sur la figure.
Expliquer pourqu0| CES points sont sur le cercle T.
/

\

3. Calculer arg ( - > Qt}nontrer gue B et A’ sont symétriques par rapport au point
B /{7

O. En déduire qugslé triangle ABA’ est rectangle.
&\..
B.3.12 Su;eta‘omplementalre

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormal direct d’origine O. Q et A sont
les points d’affixes respectives 1 et 2. On appelle F I’'application qui a tout point M
d’affixe z distinct de Q) associe le point M’ d’affixe z’ tel que :
o
2(z—1)
1. Déterminer les points invariants par F.
2. Soit 4 la droite (OA) privée de Q.
(a) Déterminer le tableau de variation de la fonction g définie pour tout réel

x = 1 par:
2

g(x) :m
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(b) En déduire I'image de E; par F.

3. Soit E; le cercle de centre Q et de rayon 1. Pour tout point M(z) de ce cercle, on
pose :

z=1+¢"

(a) Démontrer que : z’ =1+ cos©
(b) En déduire I'image de E; par F.
4. Onposez=x+1iyavecz # 1.

(a) Calculer la partie imaginaire de z' en fonction de x et de y.
(b) En déduire I'ensemble des points M(z) tels que I'image deM par F se trouve
N\

sur (OA). 7\
AN
B.4 Courbes paramétrées \
B.4.1 Sujet complémentaire o

"N
Dans le plan muni du repére orthonormal (O;f,ﬁi;bn consideére le cercle C de centre
O et de rayon 1. Soit A le point de coordonnées (:.—?5(; 0) . A tout point m de C, on associe
le point M, projeté orthogonal de A sur la tangéﬁt’e enma C. On appelle t une mesure
’ - N~ &/
de I'angle <1, Om> .

~

2

: (3 )
1. Démontrer que le point M a po%@ordonnees :
£ 3

4

((cos {:l»smz t),sintcost +sint)

AN
Lorsque m décrit C, I’ensefble des points M est une courbe C’ définie comme la
courbe paramétrée enssin le des points M (t) lorsque t varie dans R.

2. Etudier les position\s{rélatives des points M (t), M (t + 27t) , M (—t) . En déduire
qu’il suffit, pour tacer la courbe C’, de limiter les variations de t a I'intervalle
(0571 .

3. Tracer C’ en précisant les tangentes aux points de parametres 0, 3, 27” On admet-
tra qu’au point de paramétre 7t, la courbe C’ admet une tangente horizontale.

B.5 Barycentre

B.5.1 Nouvelle Calédonie 1996 (modifié)

Soit ABCD un quadrilatére quelconque, I le milieu de [AC], J le milieu de [BD].
Soit K le point tel que KA = —2@, L le point tel que ic¢ = —Zﬁ, et M le milieu
de [LK]. Le but du probléme est de montrer que M, I, J sont alignés et de donner la
position de M sur la droite (IJ).
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1. Justifier I’existence du barycentre G du systeme :
{(A,1),(B,2),(C,1),(D,2)}

En regroupant les points de différentes facons, montrer que G appartient aux
deux droites (KL) et (I]).

2. Montrer que G est en M, que M, I, ] sont alignés, et donner la position de M sur
(1]) .

3. Déterminer I’ensemble S des points X du plan tels que :
| XA+ 2XB + XC + 2XD|| =4 || T/ |

4. Faire une figure soignée ou tous les points considérés seront reportés.

N
B.5.2 Centres étrangers 1994 \\\

On donne trois points A, B, C distincts non allgnes du plan et on note a, b, c les
longueurs des cotés du trlangle ABC. ‘

.“’
3

a=BC b=CA Q>AB

On se propose d’étudier I’'ensemble (E) des poih\§ M du plan tels que :
MA2+MBZ+I\\/12(& a? +b% 4 ¢?
1. Soit G I'isobarycentre du triangle Q*BC et soit I le milieu du segment [BC].

(a) Calculer AB? + AC?en gghctlon de AI” et de BC?. En déduire :

1

,\\ AGE = 9(2b2+2c —a?)

/A ~. 4
Ecrire de méme Igs'expressions de BG* et de CG?,

4

(b) Montrer que : @
\\
:\\“

“\\»\* &

2. Déterminer.f’ensemble (E).

AG? 4+ BG?+ CG? = = (a® + b* + ¢%)

| —

3. On choisit a =5, b = 4, ¢ = 3. Placer trois points A, B, C et dessiner (E) dans ce
cas particulier.

B.5.3 Exercice complémentaire

ABC est un triangle isocéle, A’ est le milieu de [BC] et H I’orthocentre du triangle.
Onpose:BC =2a AB =AC =3a.

1. Soit © une mesure de I’'angle BAC. Calculer cos 6.

2. Soit D le projeté orthogonal de B sur [AC]. Démontrer que D est barycentre de
(A,2) et (C,7).

3. Déterminer trois entiers a, b, c afin que H soit barycentre de (A,a), (B,b) et
(C,c).
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B.5.4 Exercice complémentaire

Soit ABC un triangle. Le point I est le symétrique de B par rapport a C. Le pointJ
est le symétrique de C par rapport a A. Le point K est le symétrique de A par rapport
a B. On obtient un nouveau triangle JK.

1. Démontrer que A est le barycentre de (I,2), (J,4), (K, 1).
Exprimer de méme sans calculs B et C comme barycentres de |, J, K.

2. Soient P, Q, R les points d’intersection respectifs des droites (BC), (AC), (AB) avec
les droites (KJ), (IK), (JI).
(a) Démontrer que R est le barycentre de (I, 1) et (J, 2).
(b) Enoncer les résultats analogues pour les points P et Q.

3. On donne le triangle UK. Retrouver le triangle ABC.

N\
O
. p - o
B.5.5 Exercice complémentaire \\*

ABC est un triangle dont les 3 angles sont aigus. On appelleaA” B’, C’ les pieds des
hauteurs, H I’orthocentre du triangle. On pose : BC = a G@w b AB=c

1. Démontrer que A’ est le barycentre de (B, b cos C) ef(C, ccos B).

2. En déduire que A’ est le barycentre de (B, tan B) et\(C tan C).

3. Démontrer que le barycentre de (A, tan A) B,\tan B) (C,tan C) est le point H.
4

. On suppose que le triangle n’est pas |socele\£es droites (BC) et (B'C’) se coupent
en A”. On définit de méme B” et C”. .~\
Démontrer que le barycentre de (B, t ﬁj et (C,—tan C) est A”.
Démontrer que les points A", B” et 'Eont allgnes.

r\\\
\J

B.6 Géometrie dans I’g’gpace

AN
B.6.1 Remplacement 19\98

L’espace est muni d’un, n}pere orthonormal direct (O 1, 3, k).
Il n’est pas demandé de .‘Fa’?re de figure.
Les questions 3 et 4 sont lndependantes des questions 1 et 2.
On consideére les quatre points A, B, C et [ de coordonnées respectives :

—1 1 2 0
Al 2 B| —6 Cl| 2 | 1
1 —1 2 —1

_ = —
1. a. Calculer le produit vectoriel AB A AC.

b. Déterminer une équation cartésienne du plan contenant les trois points A, B
et C.

2. Soit Q le plan d’équation :
x+y—3z+2=0
et Q' le plan de repére (O; 1, k).
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a. Pourquoi Q et Q' sont-ils sécants ?

: . — . . .
b. Donner un point E et un vecteur directeur u de la droite d’intersection A
des plans Q et Q'.

3. Ecrire une équation cartésienne de la sphere S de centre I et de rayon 2.
4. On considére les points ] et K de coordonnées respectives :

-2 1
J 0 Kl 0O
0 1

Déterminer avec soin I'intersection de la sphére S et de la droite (JK).

B.6.2 Sportifs de haut niveau 1995 &
O

Dans I’espace rapporté a un repére orthonormal dwe&tYO i3, E), on considére les

points A(3;2;—1) et H(1;—1;3). =;,,‘.*'
k9
1. Calculer la longueur AH. \
2. Déterminer une équation du plan P pas{sant par H et orthogonal a la droite (AH).
'\\
3. Ondonne les points : B(—6;1;1), C{'4 —3;3)etD(—1;—5;—1).

N

(a) Démontrer que les pom}S\E C et D appartiennent au plan P.
— =

(b) Calculer les coordonnees du vecteur BC ABD.

r\\\

(c) Démontrer que I’ alre du triangle BCD est égale a5 v/29
" V) 145
(d) Démontrer que de’ volume du tétraédre ABCD est égal a ER
4. (a) Calculer I’ ai?*e du triangle ABC.

(b) Calcule[\la dlstance du point D au plan ABC.

Lycée Louis Armand 55



B. EXERCICES Annales du baccalauréat S 2000
%@
3
oD
‘ Q}Q’
A
S
)
(ﬁl}
&
S
@
o
F
Q(Z}
©
o
&
S
<
N
56 Lycée Louis Armand



Annales du baccalauréat S 2000 C. PROBLEMES

C

Problemes

C.1 Remplacement 1998

~
Q
K
Partie A N
e,
1. On considére la fonction f définie sur R par: > Z
2x+\1

f(x) = —xe?

(a) Quel est, suivant les valeurs de x, I%'éfgne de f(x)?
/{v'
(b) Etudier le sens de variation defy™
(c) Déterminer les limites de f en\’@rzoo et en —co.
(d) Dresser le tableau de vari tls;ﬁ de f.
(e) On appelle (C) la représép?ation graphique de f dans un repére orthonormé
(0,1,7) (unité graphigue : 4 cm).
Quelle est la tange,r!t,é"é (C)au pointO?
Ecrire une équat g“hjde la tangente T a (C) au point d’abscisse (-1).
(f) On appelle (F)é%% représentation graphique dans le repére (O, 1,7) de la fonc-
tion g définie'sur R par :
g
&
Quelleest la tangente a (") au point d’abscisse (-1) ?

g(x) = e~.

2. On appelle h la fonction définie sur R par :
h(x) =1+ exe”.

(a) Etudier le sens de variation de h.

En déduire le signe de h(x) suivant les valeurs de x.
(b) Etudier la position de (C) par rapporta (I').
(c) Tracer, sur le méme graphique, les courbes T, (C) et (I).

3. m désigne un réel quelconque et M désigne le point de la courbe (I") d’abscisse
m.

(a) Ecrire une équation de latangente D a (I') en M.
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(b) La tangente D coupe les axes de coordonnées en A et B.
Calculer, en fonction de m, les coordonnées du milieu J du segment [AB].

(c) Prouver que J appartient a (C).
(d) Tracer D etJpour m =0.

Partie B

1. Soit x un réel quelconque.
A I'aide d’une intégration par partie, calculer I'intégrale :

1(x) :J te?tdt.
0

2. Soit x un réel négatif.
Calculer I'aire A(x), exprimée en cm?, de I'ensemble des points™N du plan dont

les coordonnées (u, v) Vérifient : o
AN
e

x<u<o0 ' {f}“u’
0<v<Af(x) \y

3. Calculer A(—1). \

4. A(x) admet-elle une limite quand x tend vers r}@‘r’ﬁs I’infini ? Si oui laquelle ?

A
C.2 Asie 1998 R\
&/
Partie A <./\'~;\

Soit la fonction g, définie sur R, qui, a to@i?x, associe :
"\\.\ﬂ

)
g (x — 1) +x%.

S

Noowt”

1. a. Montrer que la dérivée’jdé la fonction g sur R est :
"l
&i? g’'(x) =x(e* +2).
&
b. Déterminer lgsjlimites de g en (+o0) eten (—oo).
c. Etudier le signe de g’(x) sur R, et dresser le tableau de variation de g sur R.

2. Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution « et une seule sur I'intervalle
[0; 4o0l.

. 1
Montrer que « est dans I'intervalle | = {z; 1] .
Partie B
Soit la fonction f définie sur [0; +oo[ par :

eX
ex +x’

f(x) =

1. Montrer que les équations f(x) = x et g(x) = 0 sont équivalentes sur [0; +oo], et
que, par suite, I’équation f(x) = x admet « pour solution unique sur |I.
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Calculer la dérivée de f et en déduire le sens de variation de f sur [0; +ool.
Déterminer la limite de f en +oo.
Dresser le tableau de variation de f.

Construire la courbe représentative C de f sur [0; +oo[ dans un repére or-
thonormal (unité 2 cm). On indiquera en particulier les tangentes a C aux
points d’abscisses 0 et 1.

Q o T o

Partie C

1. Montrer que, pour tout x appartenant a I, f(x) appartienta I.
2. Soit la suite (un )nen~ définie par

uy = %
Un = f(un_1) pourtoutn > {\
N\

72\
a. Montrer que, pour toutn € N*, u, € L. \§
PN
b. Montrer que, pour tout x € I, N\
(%)L& 5
Y
0.,:':,
c. Enappliquant le théoreme de I’iné\g,hlité des accroissements finis, démontrer
que : \2
&
N 1
pour tOUt{’L§> 1, Jun—o < = lun1 —of.
) 2

>

. ey ,
d. En déduire, par un [g{gbnnement par récurrence, que :
\J

A -

(0N ]

\spourtoutn € N*,  |Ju, —af < (—) .

AN 2
&

e. En déduir&“q e (un) converge vers «

f. A priori;:Ebmbien suffit-il de calculer de termes de la suite pour obtenir une

valeutiépprochée de xa 107 prés?

3. En utilisant la décroissance de f, montrer que « est compris entre deux termes
consécutifs quelconques de la suite. En déduire un encadrement de « d’ampli-
tude 107,

C.3 Groupe | bis 1997

Partie |

Soit la fonction ¢ définie dans R par ¢ (x) = e* + x + 1.

1. Etudier le sens de variation de ¢ et ses limites en +oo et en —co.
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2. Montrer que I’équation ¢ (x) = 0 a une solution et une seule x et que I'on a:
-1, 28< < —1,27

3. En déduire le signe de ¢ (x) sur R.

Partie Il

Soit la fonction f définie sur R par :

xe¥
ex + 1

f(x) =

et (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O;¢ {)\du plan ( unité

graphique:4cm). R&
1. Montrer que : N
%)
) ep(x) | N
f'(x) = \
(ex+ 17 5
En déduire le sens de variation de f. ,\\‘\‘

2. Montrer que f (x) = o + 1 et en déduire un\ﬁwcadrement de f ().

3. Soit T latangentea (C) au point d’ absussg\o Donner une équation de T et étudier
la position de (C) par rapporta T. g},\

4. Chercher les limites de f en o0 etQﬂ —o0.
Démontrer que la droite D d’ equatlon y = x est asymptote a (C) et étudier la
position de (C) par rapport a,’D b

5. Faire le tableau de varlatlon\de f

6. Tracer sur un méme des‘shl , T et D. La figure demandée fera apparaitre les
points de (C) dont Ies:’sbsmsses appartiennent a [—2;4] .
&
Partie 111

On considére la fonction g définie sur [0, 1] par :

g(x)=In(1+¢)
On note (L) la courbe représentative de g dans le repére (O;7,7), I le point défini par
Ol — 1, A le point d’abscisse 0 de (L) et B son point d’abscisse 1.

1. Etudier brievement les variations de g.
2. Donner une équation de la tangenteen A a (L) .

3. On note P I'intersection de cette tangente avec le segment [IB]. Calculer les aires
des trapézes OIPA et OIBA.
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4. On admet que la courbe (L) est située entre les segments [AP] et [AB]. Montrer
alors que:

] 1
In2+Z<J g(x) dx <Iny/2(1+e)

0
5. Au moyen d’une intégration par parties, justifier que :
1 1
J fx) dx=In (1 +e)—J o (x) dx
0

6. En déduire un encadrement de

:
J f(x) dx
O "
\,\\
. O
C.4 Groupe Il bis 1997 K
,,'\“;
Dans tout le probléme, on se place dans un repere “orthonormal (0;7,7) . L'unité
graphique est 2 cm. N
Partie | : Etude d’une fonction g.

Soit g la fonction définie sur 10;+ocof par : v’“\
g()_me x + 1
X

et C sa représentation graphique dans lg}e‘pére (051,7).
1. Etudier les limites de gen 0 ?tl{;éo
v
2. Etudier les variations de g. Ef“déduire le signe de g (x) en fonction de x.

3. On note C’ la représentatibﬁ graphique de la fonction x — Inx dans le repére
(O51,7) . Montrer que; C~et C’ ont deux points communs d’abscisses respectives 1
et e et que, pour tout xelément de [1,e],ona:

@
On ne demand% pas de représenter C et C'.

4. (a) Calcu{& a l’aide d’une intégration par parties, I'intégrale :

xInx —x+1<Inx

]:r (x — 1) Inxdx
:

(b) Soit A le domaine plan défini par :
A={M(x,y);T<x<eetg(x) <y <Inx}
Déterminer, en cm?, 'aire de A. Donner une valeur décimale approchée a
1072 prés de cette aire.

Partie Il : Etude d’une fonction f.
Soit f la fonction définie sur ]1; 4ol par :
1

f(X) :T]InX
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1. Etudier les limites de f en +oo et en 1. Pour I’étude de la limite en 1, on pourra
utiliser un taux d’accroissement.

2. Déterminer le tableau de variation de f. On pourra remarquer que f’ (x) s’écrit
facilement en fonction de g (x) .

3. Tracer la courbe représentative de f dans le repére (O;1,7) .
Partie 111 : Etude de I'équation f (x) = 1.

1. Montrer que I'équation f (x) = % admet une unique solution notée « et que

3,0<a<3,6

2. Soit h la fonction définie sur ]1; 4ool par : Q
N
) —nxt el LS
X) = X 2X 2 B z‘ P
(a) Montrer que x est solution de I’équation h (x) ,:>.

S

(b) Etudier le sens de variation de h. o

(c) On pose I = [3,4] . Montrer que pour togtfa?‘élément delonah(x) € let
X
/:‘(,} 5
e < 2
o
O
f“)\'}

wo = 3 efpBur tout n > 0 tnyr = h(un)

(o)

3. On définit la suite (u,) par:

AN
Justifier successivement:l\eétrois propriétés suivantes :
)

S
(a) Pour tout entig\r’\ﬁaturel n,

5
Unt1 — af < c wn —

(b) Pour tout entier naturel n,

(c) Lasuite (u,) converge vers «.

4. Donner un entier naturel p, tel que des majorations précédentes on puisse déduire
que u, est une valeur approchée de o a 102 pres. Indiquer une valeur décimale
approchée a 102 prés de «.
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C.5 Antilles 1997

Partie |
On considére la fonction f définie sur I'intervalle ]0, ool par :

x+ 1 1
f(x)zln< X >_x+1

1. Déterminer la fonction dérivée de la fonction f et étudier le sens de variation de
f.

2. Calculer la limite de f (x) lorsque x tend vers 0 et lorsque x tend vers +oo.

3. Donner le tableau de variations de la fonction f et en déduire le signe de f (x)
pour tout x appartenant a ]0, +oof.

4. Le plan étant rapporté a un repére orthonormal direct (O;7,7) , I'unité graphique

est 5 cm. Tracer la courbe C représentative de la fonction’Gﬁ.
Partie 11 \

On considere la fonction g définie sur I'intervalle 10, v}& [par:

o (x) = xIn (x—i— 1}M.
Xg

1. Déterminer la fonction dérivée de la foncﬁbh g. Déduire de la partie | le sens de

variation de g sur ]0, +ocol. 0O
2. Vérifierque g =hokavechetk Ies@o}ctlons définies sur ]0, +oo| par :
1 1
M M etipg =]

En déduire la limite de g enfﬁoo eten O

3. Donner le tableau des vasgafions de g sur]0, +ool.

Partie 111 ,’;\‘

1. Soit A un nombre réel strictement supérieur a 1. On note A (A) l'aire en cm? du
domaine ensemb}\Qdes points M du plan dont les coordonnées vérifient :

Q“ 1<x<Aet0O<y < fx)
En utlllsar;t\}es résultats de la partie I,

(a) Calculer A (A) en fonction de A.
(b) Déterminer la limite de A (A) lorsque A tend vers +co.

(c) Justifier I'affirmation :
“ L’équation A (A) = 5 admet une solution unique notée A"
Puis donner un encadrement de A, d’amplitude 1072,

2. Soit (u,) la suite numérique définie sur N* par :

(n + 1)“
un — -

n
Montrer, en remarquant que In (u,) =g (n), que:

(a) Lasuite (w,) est une suite croissante.
(b) Lasuite (u,) est convergente, et préciser sa limite.
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C.6 Polynésie 1997

Soit f la fonction définie sur R par :

f(x) =x—T+(x*+2)e ™~

—

On note (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormal (O;1,7) (unité
graphique 2 cm).

Partie | : Etude d’une fonction auxiliaire.

Soit g la fonction définie sur R par :

gx)=1—(x*—-2x+2)e™

1. Etudier les limites de g en —oo et en +oo.
2. Calculer la dérivée de g et déterminer son signe. O
3. En déduire le tableau de variation de g. \\\
4. Démontrer que I’équation g (x) = 0 admet une unique~§@gtion « dans R puis
justifier que N
&7
L&
0,35<a<0,36 ¢
{;»\':
5. En déduire le signe de g. ~
/iso'
Partie 11 : Etude de f )

1. Etudier les limites de f en —co et en +oo. \\\

4

2. Déterminer f' (x) pour tout x réel. {,,.\{ \y
”~

3. En déduire, a l'aide de la partie I,.\" ‘variations de f et donner son tableau de
variation. ,}\\
4. (a) Démontrer que: 7\

AT () = a(1+2e)
"\
(b) A l'aide de I’encagrement de « déterminer un encadrement de f () d’am-

i YN
plitude 4 x 10 %

5. Démontrer que Iaa?a“roite A d’équation y = x — 1 est asymptote a (C) en +oo.
Préciser la position de (C) par rapporta A.

6. Donner une équation de la tangente T a (C) au point d’abscisse 0.
7. Tracer A, T puis (C).
(a) Déterminer les réels a, b et c tels que la fonction P définie sur R par

o

P(x)=(ax*+bx+c)e™

soit une primitive sur R de la fonction x — (x* +2) e .

(b) Calculer en fonction de « l'aire A en cm? de la partie du plan limitée par
(C), A et les droites d’équations x = —x et x = 0.

(c) Justifier que :

A =4e*™ +8e* — 16
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Partie 111 ; Etude d’une suite

1. Démontrer que pour tout x de [1;2] :

3. En utilisant le sens de variation de la fonction h définie sur [1;2] par :
hix)="1(x) —x

démontrer que I’équation f (x) = x admet une solution unique {3 dans [1;2].

4. Soit (u,) la suite numérique définie par uy, = 1 et poglyftout entier naturel n,

Unp1 = f (Un) | ,2§“"

(a) Démontrer que pour tout entier naturel ﬁ,\“"

&

1 < Mp/< 2

, e

(b) Démontrer que pour tout entler.n’éturel n,

X
& 3
et — Bl < - [un — Bl

\{ g 4

&y
(c) Démontrer que pour to\u’!}entler naturel n,

~r\§\,. 3 n
AN n = < "
7\ [wn — Bl <4>

3
W\ /
N/

AN
(d) En déduire \q\qé«’la suite (u, ) est convergente et donner sa limite.
(e) Trouver uq‘(e’ntier N, tel que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a
no, ON ait?
)

L3
W

[un — Bl < 1072

C.7 Japon 1997

Pour tout entier n strictement positif, on consideére la fonction f, définie sur 0, +oo
par :

(Inx)"™

fn (X) = X2

On note C,, la courbe représentative de f,, dans un repére (O;1,7) orthogonal ( unités
graphiques : 2 cm sur I’axe des abscisses, 10 cm sur I’axe des ordonnées ).

Partie |

Etude pourn =1
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1. Déterminer lim,_,o f; (x) et limy_, . f1 (x) . Que peut-on en déduire pour C; ?
2. Etudier le sens de variation de f; et donner le tableau des variations de f;.

3. Déterminer une équation de la tangente en xo = 1 a la courbe C;.
Etude pour n =2

4. Déterminer limy_o f2 (x) et lim,_, 2 (x) . Que peut-on en déduire pour C,?
5. Calculer f; (x) et donner le tableau de variations de f,.

Partie 11

1. Etudier le signe de f; (x) — 2 (x); En déduire la position relative de C; et C».
2. Tracer Cq et Cy.

Partie 111 ~
n étant un entier naturel non nul, on pose : \\”\

1. On pose: '

Calculer F (x), en déduire I;. );‘
2. En utilisant une intégration par partges\rhontrer que:

'\}

1
[ - NI,
A ) e + (TL + )

/,\~
X&\

3. Calculer I, puis l'aire en cm\ “dl domaine compris entre les courbes C; et C; et
les droites d’équations XS\J etx =e.

Partie IV K\“

1. En utilisant la quas\hon 2. de la partie Ill, montrer par récurrence que pour tout n
entier naturel non nul :

1 1 1 1
—In—1——<1+ +or +—>
mn.

2. En utilisant un encadrement de Inx sur [1;e], montrer que pour tout n entier
naturel non nul :

3. En déduire ;
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C.8 Nouvelle Calédonie 1996

Partie |

On consideére la fonction f définie sur R par
f(x) = x%e ™

ainsi que sa courbe représentative C dans un repére orthonormal (O,1,7) .

b

1. Calculer la dérivée de f.
2. En déduire le tableau de variation de f. Préciser les limites de f en +oo et en —oo.
3. Tracer C . On choisira une unité graphique de 4 cm.

Partie I
1 4
1. Calculer J = J xe * dx. AN
0 QY
2. Veérifier que f est telle que: f'(x) + f(x) = 2xe\’§’j,~

3. En déduire que

4
S

1 ¢
J f(x) dxe< 2J — (1)
0 ‘\/ -
(J est définie a la question 11 - 1.). ¢,
P\
~ &.
Partie |1 >

O
L’équation f(x) = f(2) adme‘;bﬁne seconde solution, notée «, et appartenant a I'in-
tervalle | = [—1,0]. (N

33
LY/

. 2\ ¢ Y L .
1. Soitg(x) = —— ‘eé Montrer que f(x) = f(2) équivaut a g(x) = «.
e *\\"

~

\ S 1 R
2. Montrer que g«(‘l~) estinclus dans | et que | ¢'(x) |< A pout tout x appartenant a |.
,.\\..'

e 1 .
3. En déduireque | g(x) — « |< A | x — o | pout tout x appartenanta l.
4. On définit la suite (U, )ne par

Up =—-0,5
U, =g(Uy,) pourtoutentiern >0

On admet que U, appartient a | pour tout entier n > 0.
Montrer que

1
| Up — o |< = | U — x| Jen
pour tout entier n > 0.

5. Déterminer le plus petit entier n tel que I'inégalité précédente fournisse une
valeur approchée de x a 10~° prés.
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C.9 National Année 1995
Soit f la fonction définie sur R—{3} par :
fix)=x+1)In|x—3|

ou In désigne la fonction logarithme népérien. (C) est la courbe représentative de f
dans un repére orthonormal (O;1,7) (unité 1 cm).
Partie A : Etude de la fonction f.

1. (a) Vérifier que si x appartienta D, alors :

]
fix) = L -3
x—3

N
A
\\
(b) Pour x appartenant a D, calculer f” (x), ou f” de5|gne T&derlvee seconde de
f. En déduire les variations de f'. N
L4
(c) Calculer les limites de f ' en —co eten 3 a gauche.\

(d) Montrer que f’ s’annule sur ]—oo;3[ pour une seule valeur «. Donner un
encadrement de « d’amplitude 0, 1. Etudle(TE signe de f' (x) sur ]—oo; 3[.

(e) Etudie le signe de ' (x) sur]3; +ool. \2\

(f) Dresser le tableau de variation de f,.% Ng

2. Etudier les limites de f aux bornesplﬁxD Préciser les asymptotes éventuelles a
(C) K<y

3

3. Calculer les coordonnées des pom‘t\é d’intersection de (C) et de I’axe des abscisses.

4. Tracer la courbe (C).

Partie B : Calcul d’'une a{(@

A désigne l'aire en ,g:\h;> de la région comprise entre la courbe (C), I'axe des ab-
scisses, les droites d’équation x = —1 et x = 2.

1. Déterminer les réels a, b et c tels que, pour tout réel x difféerent de 3 :

x4+ 2x
= b
3 ax + +3—x
2. En déduire la valeur exacte de :
2 2
I:J e+ 2t dt
13—t

3. Grace a une intégration par parties, et en utilisant la question précédente, calculer
la valeur exacte de I'aire A.

68 Lycée Louis Armand



Annales du baccalauréat S 2000 C.10. LA REUNION 1995

C.10 LaRéunion 1995
Dans tout ce probléme, In désigne la fonction logarithme népérien.

Partie A — Etude d’une fonction auxiliaire
On considére la fonction g définie sur I'intervalle ]0, +oo[ par :

2—l—4lnx

g(x)=x 2

1. Etudier les variations de g. Préciser g(1).
2. En déduire le signe de la fonction g sur chacun des intervalles ]0, 1[et]1, +ool.

Partie B — Etude d’une fonction O
On considere la fonction f définie sur I'intervalle 10, +ool pa;\\
Y
f (X) = ZX + w — (ln'\}i?\.«
L&

b

1. Montrer que, pour tout réel x > 0, f(x) = f%‘;)
2. Déterminer la limite de f en o0 (o\nzpomra mettre x? en facteur) dans I’expres-

sion de f(x).

Déterminer la limite de fen 0. &~

(4
1

3. Montrer que pour tout réel x{}?@ f(x) = 5-9(x).

En utilisant la partie A, etud}er le sens de variation de la fonction f sur I'intervalle
10, 4-o0]. Q)

/’.\z Y . . N , _
4. Onnomme C la représe’:’}’tatlon graphique de f dans un repere orthonormé ; unité
graphique 5 cm. Tra,ser Cs.

Partie C - Resolutlon‘approchee d’équations
1. Montrer que.f Léquatlon f(x) = x admet une seule solution sur I'intervalle ]0, 1].
On pourraf‘tudler le sens de variation de la fonction h définie sur 0, 1] par
h(x) = f(x) — x

On nomme « cette solution.

3 . 1 . .
2. Montrer que I’équation f(x) = — admet une seule solution sur I'intervalle [1, +ool.
X
On nomme f cette solution.

3. Déterminer un encadrement de p d’amplitude 102, En déduire un encadrement
de «.
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D

Eléments de solutions

D.1 Sujets du baccalauréat

D.1.1 Correction du sujet A.2 \}
EXERCICE1 , 'O
(@

¥

1. L'image M de m par F est le point d’affixe : ¢

< eit>2 it — leZit _ et O

N —

1 .
costter isin2t) — (cost +isint)
(l\cos 2t — cost) +1 (% sin 2t —sin t)

7 - LY . . . . .
En séparant les parties reeljles et les parties imaginaires, on trouve bien que :

/« \

N (x(t) = % Cos 2t — COS t
o> y (t) =3sin2t —sint
N7,
N
2. x(—t) = cos @“Zt) cos (—t) = J cos 2t —cos t = x (t) car la fonction cosinus est
paire. ~N
y (—t) = 3sin (—2t) —sin (—t) = —1sin2t +sint = —y (t) car la fonction sinus
est impaire.

On peut en déduire que pour tout t de [—, 7], les points de paramétre t et (—t)
sont symétriques par rapport a I’axe des abscisses, et donc que I' admet comme
axe de symeétrie cette droite.

3. x'(t) = —2802% 4 sint = —2sintcost + sint = sint (1 —2cost) car sin2t =
2sintcost.
Sur [0,7],sint > 0, donc Ie signe de x’ (t) estceluide 1 —2cost.On a:
1—2cost>0&cost< & te [E,n.
1—2cost<0&cost > ; &te [O,g] .
En conclusion, x est décroissante sur [0, Z] et croissante sur [Z,7].

4.y (t) = 2% —cost = 2cos’t — 1 — cost car cos? t = 2cos’t — 1. Comme

(cost—1)(14+2cost) =2cos’t—cost— 1
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on en déduit bien I’égalité cherchée. Remarquons que cost — 1 < 0, puis que
1+2cost>0&cost > —% Stel0,%F].

1+2cost<0&cost<—1&te [%”,nj
En conclusion, y est décroissante sur [0, <

5. On obtient le tableau de variations :

, <] et croissante sur [, ] .

t 0 z 27” T
X0 — 0 + V3 + 0
1 1 %
x(t) | =3 1 e
N /'
_3
1
0
N 0 A
vy -2 N S
_33 LY
1 ON
vy o - (=1 = 0 &2

7

L4
6. On trace la restriction de I obtenue pour t € [0, 7, puiis on effectue la réflexion

par rapport a I’axe des abscisses pour obtenir toute\la courbe.

(t+2)%

%

&~ EXERCICE?2
1. (@) ¢'(t) = %&\\0, donc ¢ est croissante [0, 2], ce qui implique en particulier

que

EE NN

P <o <o) <o)<

(b) 1l suffit de multiplier I'inégalité précédente par ew > 0.
(c) Comme 0 < 2, on peut intégrer cette inégalité, ce qui donne :

23 t 2 t 27 t

J —eth<J (p(t)eidtgj —endt
0 2 0 0 4

2 12 .
Comme [jendt = {nei}o =ner —n=n <eF — 1> , on obtient :
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(d) On utilise le changement de variable défini par h = %, en remarquant que si
n tend vers +oo alors h tend vers 0. On a alors :

. 2 .2
lim n(en—]) :IIm}—L(eh—l) =2

n—-+oo h—0

donc limy_ ;o 31 <e% — 1> =3etlimu i In <en — 1> =Z.

Si (u,,) admet une limite L, alors en utilisant le théoréme des gendarmes, on
abien3 <L < 3.

2. (a) Pourtouttdans[0,2],0ona

1 242 1 243
t+2 t+2 t+2  t+2

On en déduit que : Q
N\
o\

I—rz—Ldt [2t—|n(t£§5]2—4—ln2
s t+2 y 0

(b) Pour tout t dans [0,2],ona0 < 2 @t\la croissance de la fonction expo-
nentielle établit I'inégalité demandee O
On multiplie I'inégalité précédente par (2:£2) qui est positif pour t € [0,2].

t+2
Il vient : O
N
243 52t+3 +  2t4+3 2
,g.‘ en NS n
t+25 t42 t+2
&

Par intégration, on obtieb\t;
2 ~ 2 2
J 2’&» 3dt<J 2t+3e%dt§4[ 2t—|—3e%
O/ t+2 0 t—l—Z 0

xkx

Il reste a remar@uer que

\\ 2 2
t+3 2 2 2t+3 2
(\J ndt =en t=-enl
;\ Jot > ¢ dt =e Lt 2d e

\*\‘
ce quiretablit I'inégalité.
(©) liMn_io en = 1, donc limn_, o en [ = L. Le théoréme des gendarmes établit
donc que (u, ) est convergente et que sa limite vaut I.
PROBLEME ( 10 points)
Partie A

Lolimy e (1= 1) = Tetlimy, o (INx —2) = 400, donc limy_, o T (x) = +o00.
limy_o+ (1 —1) = —oco et limy_o+ (INx — 2) = —o0, donc limy_o+ f (x) = +o0.

2. f estdeérivable sur ]0, +ool comme produit de fonctions dérivables. On trouve que

1 N1 _
f’(x)zx—z(lnx—2)+<1—_>_:L"3

x/) x x2

en appliquant la formule de dérivation d’un produit.
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3. (a) westdérivable sur ]0,+oof et

donc u est strictement croissante sur ]0, +ool.

(b) Sur [2,3], la fonction wu est dérivable, strictement croissante, et u(2) et w (3)
sont de signes contraires. Donc I’équation w (x) = 0 posséde une solution
unique « dans l'intervalle [2,3]. Comme 1 (2,20) ~ —1,15 x 1072 < 0 et
1 (2,21) ~ 2,99 x 1073 > 0, le réel x appartient a I'intervalle [2,20;2,21] .

(c) u est croissante et s’annule en «, donc sur ]0, x| w(x) est négatif et sur
Ja, +oo[ u(x) est positif.

4. (a) On remarque que f'(x) = 3, et donc que f'(x) est du signe de u (x) . Donc
f est décroissante sur ]0, x[ et croissante sur |, +ool .

N
A\
(b) u(x) = 0équivauta In o+ o — 3 = 0, qui fournit o
Y
.80
IN=3—« :“’{‘:z"
On a en reportant cette valeur dans I’expression“ei\éﬁ2 (o) :
1 2065002 — 1 12
HMZ(L“)(B—M—QZ g —1__[x—])
(0. S (0. (0.

£

A
Comme 2,20 < « < 2,21,0na1,20? <fa — 1) < 1,21% et

7 Ko

1.§i< 1
2,00 o« 2,20

/N
b
ot

Par multiplication de ces dg\@?’rﬁégalités, ona:
£ 3
ﬁ@N<ﬂa—1f<1JP
{5§\Z:21 x 2,20
Passant a I’opposé,:cﬂﬁ\"en déduit finalement que :
AJ

K2 Lo 12
O 2,20 x 2,21

1212

L’application numérique fournit —555 ~ —0, 665 et —1—227012 ~ —0, 651, ce qui
permet d’obtenir

—0,67 < f(x) < —0,65

5. (a) Lesignede f (x) = "2 estsur 0, +ool celui du produit (x — 1) (Inx — 2)
Il reste a faire un tableau de signes :

X 0 1 e’ +00
x — 1 - 0 + +
Inx —2 — — +
f(x) + 0 — 0 +

En conclusion, f (x) est négatif sur [1, e?] , et positif sur]0, 11U [e* + oo].
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(b) Voir le graphique en fin d’épreuve.
Partie B

1. (a) Comme F est une primitive de f sur]0,+oo[, On a

Connaissant le signe de f (x) d’aprés la question précédente, on peut dire
que F est décroissante sur [1,e?] et croissante sur 10, 11 U [e?, +oo].
(b) Comme F' (1) = f(1) = 0 et F'(e*) = f(e?) = 0, les tangentes a I" en ses
points d’abscisses 1 et e* sont donc horizontales.
2. (a) Posonsu(t) =Intetv (t) =1,do0w (t) = { etv(t) =t puis appliquons
la célébre formule :

On obtient alors : ‘Q)
N AN
J Intdt =[tInt]} _;Lt]dt =xInx —x+1
‘] ... N 4

(b) f(x)=Inx—2—- Inx + = apre&développement
(c) On apuisque F est la prlmltlva\ée fquis’annuleen 1:

{. X
F(x)zj1gﬂ;(¢)dtzj <|nt—z—%|nt+%> dt

A\J L

r\\x
) T Intdt +

3%
s.; 1

2 X

(Int)

-2t — +2Int

\
\
4
o~

1
“\\\‘\,3 :xlnx—3x—§|n2x—|—2lnx—|—3

On peut a‘usy déduire de la question précédente qu’une primitive de x —
Inx esrxx — (xInx —x) , ce qui permet de trouver comme primitives de f les
fonctions :

(Inx)*

> +2Inx —2x + k

x = (xInx —x) —

Il reste a utiliser le faitque F (1) = 0 = k = 3, et I'on retrouve bien le résultat
précédemment obtenu.

3. (a) On pose X = J—( Si x tend vers 0 par valeurs supérieures, alors X tend vers
+o00.0Onadonc:
In (%)

lim (xInx) = lim = lim —
x—)0+( ) X—=+oo X X—=+oo X

d’apreés le formulaire de baccalaureéat.
On en déduit que limy_,o+ F (x) = —o0, car limy_,o+ INx = —c0.
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(b) On développe I'expression donnée pour x strictement supérieur a 1, et on
établit facilement I’égalité.

liMy— o0 F (x) = Foo car limy_, o (1— 3 x 0% 42 — 2 ) = Tetlime, o xInx =
+o0.
(c) On récapitule les résultats précédents :
X 0 1 e’ +00
F (x) + 0 - 0 +
0 +o00
F(x) e N e
—00 5—¢?
(d) On obtient :
~
AL
4 Ry
AN
P \“~;
2] R <™
N
-2 o.,:':, :
O
4 Q\\O
<

7
4. La fonction f est dérivable et a valeugsqg}w atives sur [1,e?] , donc I'aire en unités

d’aires est égale a ~
\

L'unité d’aire valant 4 cmi{en a donc I'aire A cherchée qui est égale a:
A\
3 2

@ A=—4L F(x) dx = —4 [F ()
Mo 4R (1) —4F (&)

= 4e* —20

2

D.2 EXxercices

D.2.1 Correction de I’exercice B.2.5

1. (a) Il s’agit de répartir les 4 places inoccupées sur les 32 places possibles. On
choisit donc une partie de 4 éléments dans un ensemble en comportant 32,
donc il y a C3, = 35960 répartitions possibles.

(b) On suppose bien sar que les éleves se répartissent de maniere équiprobable
sur les places. La probabilité de I’évenement A est donc donnée par le nom-
bre de cas favorables a la réalisation de A sur le nombre de cas possibles.
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D.2. EXERCICES

Le nombre de cas possibles correspond au nombre de maniéres dont il est
possible de répartir 28 éléves sur 32 places ; soit C35. Le nombre de cas favor-

ables correspond a la répartition des 20 éleves qui restent sur les 24 places
20

G
ng = O 3.

L’évenement B est réalisé si on répartit 14 éleves parmi les 16 places situées
de part et d’autre de I’allée centrale. La probabilité cherchée est donc égale

C16 X C16 O 4.
CS B

inocupées, soit C35. La probabilité de I’événement A est donc de

2. Lavariable aléatoire X, égale au ” nombre de places inocupées au rang R4 ”, peut
prendre les valeurs 0, 1, 2, 3ou 4, car il y au plus quatre places inocupées au rang

R4.

(a) La probabilité gu’il n’y ait pas de place inocupée ag\rang R4 est gz“ En ef-

fet, les cas possibles correspondent a répartir Iegl places inocup

©32

ées parmi

les 32 places possibles, tandis que les cas favorables correspondent au choix
des 4 places parmi les 24 qui ne sont pas sreu‘é"es au rang R4.
La probabilité gu’il y ait exactement uhe place inocupée au rang R4 est

donnée par

1

CixC3 { . . . .
—8 —_“2 |es cas favoraQes consistent & choisir une place in-

C4

ocupée parmi Ies 8 du rang R4, et*ies trois autres parmi les 24 qui ne sont
pas situées au rang R4. Par le m@Z‘n\e raisonnement, on peut dresser le tableau
récapitulant la loi de probabllllé de X:

o
(b) La formulgdu cours permet de trouver que I’espérance mathématique de X

vaut 1.

£ 3
N/

D.2.2 Correction de I’exercice B.3.7

\

X4 0 AN v 1 2

(x—x) | S _ .,534’3 Clx Cl, 2004 | CExC3, 966
" 3C%‘z -~ 7980 ; Ci, 4495 | Ci, 4495
Xi v

fvc, e | 7
PX=x & gC4 " =5 | oL, 3%
42} 32 32

1. (a) Un point M d’affixe z (z # 21) est invariant si et seulement si 2 = z soit

_ 2z
Z= z—2

2z—21) =228 2z(z—-21—-2)=0&

z=0
ou
z=2+21

Il s’en suit que f admet deux points invariants, le point O et le point d’affixe

2421

(b) L’'image de B a pour affixe 1 41, c’est donc | milieu de [AB].
L'image de | est le point d’affixe 21, c’est donc A.
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2. 2/ = % équivaut

z—

2z |2z]

z—21 ‘

2| = | 2| =

[z—2i]
et & § et
argz’ =arg%; (2n) argz =arg2+argz—arg(z—2i) (2m)
_ 122
2] = z—21]
& § et
argz’ =0+4argz —arg(z—2i) (2m)
oM’ =233 = 2313
& (et
— — — e
(u,0M’) =(u,OM) — (u,AM) (27
On obtient finalement le résultat, en effet : ~
e = A\
(u,0M) — (u,AM) = (AM,OM) = (MA,MO) (2m1).

3. Si M appartient a la médiatrice de [OA] alors MO=MA. Do{i’s\,M étant distinct de

A, ’\,\//{—g = 1. D’ou OM’=2. M’ appartient alors au cercle,%é%‘eﬁtre O et de rayon 2.

Ce cercle passe par B. Al
4. Si M esten O, alors M’ est en O, puisque O est inv&r:iant.
Si M est différent de O, le vecteur MO n’est pas ntab. Si M est élément du cercle de
diameétre [OA] privé de A et O alors (MA, MGj: Z  (m). En utilisant le résultat
de la question 2. nous en déduisons que ,'Jgﬁ,OM’) = 5 (m), donc que M’ est
. _ L=
élément d’une droite passant par O et d&Vvecteur directeur orthogonal & 1., c’est

a dire a la droite (OA). %)
5. La figure est ci-dessous. ~
N (D)

NN A
{483
{CV)
AN 7/
, N\
s\
&

1\ (4)
SNl 0 /B
(€)

D.3 Problemes

D.3.1 Correction du probleme C.8

Partie |
1. f'(x) =(2—x)xe ™,

2. Pour tout réel x e ™ > 0. Le signe de f'(x) est celui de (2 — x)x.
f" s’annule pour x = 0 ou x = 2. f'(x) > 0 pour x €]0,2[. f'(x) < 0 pour
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x €] — 00, 0[U]2, +00l.

f est donc croissante sur ]0, 2[ et décroissante sur | — oo, 0[U]2, +col.

liMy_, o €% = +oo et limy_,_o x> = +00. On en déduit lim,_,_ f(x) = +oo.
Pour tout réel x, f(x) = ’e‘—i.Nous savons que, pour o > 0, limy_,; % = +oo donc
lim,_, 1o f(x) =0.

X —00 0 2 400
f'(x) - 0+ 0 -
400 4e?
f(x) N e N
0 0
3. Le tracé de la courbe représentative de f est ci-dessous
~\
A
5 2
4 AN
"o
3r 5 4
2r ‘\gM
Ir {
)
2 1 0 1 G2 3 4 5
1T ;”\. .
2 \2\
Partie 11 '3‘
1. On intégre par parties. On pésjeu —e ¥ u(x)=—e*
vh) =x, vi(x) =1 o’
d’ot ] = [—xe ]} fo elf‘dx =[—xe*—e X} =—2e"+1

[—
2. f(x) +f'(x) = x%e "—i—’2>te X _x?e X =2xe ¥
3. Onen déduit : [} f’(*k‘ dx + [} f(x)dx = 2 [3 xe *dx
Comme jo /(x @e\ = [f(x)]} = f(1) =0 et Zjo xe *dx = 2J on obtient
Jaf(x)dx = 2, (1)
Remarque \
En remplagantJ et f(1) par leur valeur, il vient j; f(x)dx = —2 + 2.
Partie 111
Il n’est pas demandé de prouver que I’équation f(x) = f(2) a une solution unique dans
l.
1. Onaf(a) =f(2), c’est adire a’e * =4e 2
On en déduit : o = 4e%e?
o est négatif d’oli : o« = —v4e*e 2 soit « = —2eZe ' ou encore « = —2eZ.On a
bien « = g(x).

2. ¢’(x) = —Jez. Pour tout x de | ¢’ est négative, donc g est décroissante. g(I) =
[9(0),g(—1)]. Or g(0) = —2 ~ —0,73 et g(—1) = —% ~ —0,45. Il en résulte que
e
[g(] C 1.
lg’'(x)| = —ez Pour x élément de I, 5 est négatif, donc ez < 1. On en déduit que

1
pourtoutxdel lg'(x)] < <.
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3. Pour tout x de |, g(x) et « appartiennent a I, et comme |¢'(x)| < % on peut appli-
quer I'inégalité des accroissement finis avec nombres g(x) et x d’ou :
lg(x) — g(«)] < 1lx — af et comme g(a) = «
on obtient finalemnent lg(x) — gle)] < Ix — «l.

4. Ayant admis que pour tout n de N, U,, appartienta I, on peut appliquer I'inégalité
démontrée a la question précédente a x = U,,. On obtient pour tout n de N :

1 _ 1
lg(UWn) —af < Elun —«f c'est dire |[Up —of < EIUn — «f.

Démontrons par récurrence que : [U, 1 — o < ( )" U — .
e Pourn=0,0na (1)’ =1donc Uy - < (1)° U — «l.
o On suppose que : [U, — «f < (1)" Uy — «f; on obtient alors :

1 1T /1\"
Uppr—ax < U —ax| < = | =] [Up— oD
Unir — ol < |y — o e<e> Uo — af

\<,

Finalement : Uy 1 — of < (1 )“+1 Uy — o ce qui den{afrtre la propriété au rang

n+1. .
Conclusion : O
Pour toutnde Nona|U, —« < (& )|uo_o¢|<\%

Par ailleurs, Uy = } et o € [—1,0], donc |Up — @<

Il en résulte que, pour tout n de N, U, — oct< o

eh

5. Pour avoir Uy — a] < 107¢, il suffit que 7k < 107, c’est a dire 2e™ > 10°.

N . X
2" >10° & e 21% & n%?(%)
In (18°) ~ 13,12 ~

r\\\

La plus petite valeur de n qU| comnenne est 14.
Remarque : .,'\
La calculatrice donne U]\_ —0, 556929 qui est une valeur approchée de o a 10°
pres. "5\\«

\*\‘
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Affixe, 5, 7, 11, 13, 16, 18, 20, 23, 25, 31,
35, 44, 46-50

Aire, 6, 58, 59

d’un triangle, 31, 54
Algorithme, 15
Angle, 26
Application

complexe, 25, 48
Approximation

décimale, 24
Arbre

de probabilité, 16
Argument, 6, 20, 35, 45, 46, 50
Asymptote, 14, 17, 19, 58, 62

complexe, 45

de plan, 53, 54

différentielle, 17
Espérance, 23, 39, 41-44
Evénements

indépendants, 13
ExponentielleA>

compleg(\e:'.\ 5

Oy
Famille. @™
efonctions, 63
Fonction
Oduxiliaire, 28

0 complexe, 50
O

~&  de répartition, 39, 42

X

Barycentre, 20, 47, 51-53 2

Calcul R,
daire, 10, 17, 19, 29, 32, 56, 61, 62,66
de volume, 7 <

Calculatrice, 20, 33 j~~)\~"

Carré, 6, 45 AN Y

\J

P~

Cercle, 16,26, 48,50 2/
Changement ")
de variable, 19
Coefficient x?.ﬂ\“’
directeur, 257
Complexe, 7, 11,:16, 19, 46-48
Conjugué, 48
Cosinus, 18
Courbe
paramétrée, 7, 51

Demi-droite, 26
Distance, 48
Dérivée

seconde, 27, 66
Encadrement, 8, 9, 21, 25, 29, 38
Ensemble

de points, 11, 23
Equation, 13, 49, 59

dérivable, 9, 24

exponentielle, 14, 17, 18, 20, 26, 28,
34, 55-57, 61, 64

logarithme, 6, 9, 11, 24, 31, 33, 60, 63,
65, 66

Forme

algébrique, 18

exponentielle, 18, 50

trigonométrique, 13, 16, 18

Hauteur, 53
Homothétie, 20

Image, 51
Interprétation
géomeétrique, 45
Intersection, 13
Intégrale, 8, 17, 19, 22, 37, 38, 65, 66
Intégration
par parties, 6, 10, 12, 17, 32, 37, 38,
56, 58, 59, 64
Inégalité
des accroissements finis, 15, 57
Isobarycentre, 52

Ligne
de niveau, 52
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Limite, 6, 12, 19 Symeétrie, 50
Loi Systéme

de probabilité, 23, 30, 39

Maximum, 14

Milieu, 6

Minimum, 21

Module, 6, 20, 31, 45, 46, 50
Médiatrice, 48

Orthocentre, 52

Parallélogramme, 6
Partie

imaginaire, 19
Point

invariant, 31, 50
Points

communs, 59
Polyndme, 9, 48

complexe, 28, 44, 46
Position

relative, 26, 63

Primitive, 10, 19, 22, 24, 29, 62
Probabilité, 5, 11, 13, 16, 18, 22, 25, 27,

33, 40-44

conditionnelle, 28, 40, 42-44

Produit

vectoriel, 53, 54
Projeté

orthogonal, 52

Relation
de Chasles, 22

Rotation, 18, 20, 31, 45, 46,48, 50

Récurrence, 15, 57 ¢

Schéma
de Bernouilli, 25

Sinus, 18

Sphere, 54

Suite, 8, 13, 32, 34, 38, 41
constante, 42
convergente, 22, 42, 63
décroissante, 37
et intégrale, 30
et probabilité, 42
géomeétrique, 42
numérique, 61

récurrente, 14, 22, 27, 57, 60, 62, 65

d’équations, 44

Tangente, 7, 14, 17,
63
Taux
d’accroissemen
Tirage

24, 26, 29, 55, 58, 62,

t, 59

simultané, 30, 40

Tirages
successifs, 40
Transformation, 31
Triangle, 13
équilatéral, 23,
isocele, 28
rectangle, 6,
Trigonométrie,8."
Tétraédre, 58,

Urne, 4L

Val u\f\‘
““@absolue, 65

, 50

&

45

A
N
5

(Dapprochée, 20, 26, 27
~WVariable

aléatoire, 23, 30, 41, 43, 44
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