SUJET DE BAC GUINEEN MATHEMATIQUES TSM 2000a 2022

A) a) Résoudre I'équation : log, x —logg(5 — 2x) =1

b) Résoudre : cos2x —/3sin2x +1 =10
V6-iv2

c) Ondonne z; = etz, =1—1i

zZ
Calculer le module et I'argument de Z—1
2

Calculer cos — et sin—.
12 12
B)1) (P) est un plan euclidien muni d’un repére orthonormé (0; ;7).

x'=y—4
y' =x+4
Montrer que ¢ est une isométrie affine de (P) que I'onprécisera.

Soit ¢ I'application de (P) dans (P) définie par{

2) On appelle f, la fonction numérique de la variable réelle x définie par :
__(a+2)x
T x+2-a
la courbe représentative de f,, dans le repére (0; 7;7) de (P).

a) Montrer que, pour tout a de R \ {—2; 2},/(C,) est globalement invariante par ¢.

b)Montrer que toutes les courbes (C,) passent par deux points indépendants de a.

a . a étant un parameétre réel appartenant R\ {—2; 2} et on appelle (C,)

3) Soit w, le point de coordonnées (a — 2; a + 2) dans le repére (0;7;7) de (P) et
- 1 - -> Q i s

les vecteurs I = \/—E(l —JPet]= ﬁ(l +7).

a) Montrer que (w, ; T; T) est.un repere orthonormé de (P).

-

b) Déterminer une équation.de (C,) dans le repére (w, 1 ]).
En déduire que (C,) est une hyperbole équilatere.

A) 1) Résoudre-les'équations différentielles suivantes :

a)x2 +y%2 —2x%y' =0

b) y"" 4+ 2y’ + 5y = 0 et déterminer la solution f qui vérifie: f(0) = 1 etf'(0) = —1
2) Soit @ un nombre réel appartenant a l'intervalle [O;%]

1-cos

Montrer que tan’a =
14+cos2a

- - 3
Vérifier que tang = /2 — 1. En déduire la valeur tan?n.

3) Le plan euclidien (P) est rapporté a un repére orthonormé (0; 7;7).
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On consideére les points A(3;1), B(0 ;2).
Soit a un réel strictement positif.

[

Trouver les coordonnées du point M tel que 2MA + MB = 3— + 3aln%f.

Ina
B) On considere la fonction f de la variable réelle x définie par:

f(x) = In(x + Vx2 + 4)

1) Quel est I'ensemble de définition de f ?

Montrer que 'ona: Vx € R,w = [n2

2) Etudier et tracer la courbe représentative de f dans un repére orthonormé et
montrer qu’elle admet un centre de symétrie.
3) Montrer que f est une bijection de R sur R.

1) Soit ABCD un losange de centre O avec OB=20A

a) Déterminer I’ensemble des points M tels que :

(MA + MB — ZMC)(ZMB — MC + MD) =0

b) Déterminer I’ensemble des points M'tels que : MA? + MC? — 2MD? = —60A?
1) On considére la fonction f définie par:f(x) = In|x? — 1]

a) Etudier le sens de variation.de la.fonction f.

b) On désigne par (C) la représentation graphique de f dans le plan muni d’un
repére orthonormé (0;7;7).

Montrer que (C) admet un axe de symétrie.

. , 1
c) Démontrer que pourtout réel x de D¢, f(x) = 2In|x| + In |1 — | et calculer
- f . 7 . . . .
llrll % :Donner une interprétation graphique de cette limite.
X—>-+ 00

d) Construire (C).
l) On pose U,, = f(nﬂ)ﬂ

nm
a) Calculer U,, a I'aide d’une intégration par parties.

e *sinx dx,n € N.

b) Montrer que la suite (U,,) ey €St géométrique. Indiquer le premier terme et la
raison.
c)Onnote S,, = U; + U, + ---+ U,,. Calculer S,, et sa limite quand n tend vers +co.
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A) Les faces d’'un dé cubique sont numérotés respectivement 6 ;6 ;6 ;5 ;4 ;3.

On suppose que lors d’un lancer la probabilité d’apparition de chaque face est kx ;

x étant le numéro de la face et kK un nombre réel.

1

3_0.

2) On lance 4 fois ce dé, quelle est la probabilité d’obtenir 2 fois le numéro 6.

1) Montrer que k =

B)1) La fonction numérique g est définie sur ]0; +oo[ par: g(x) = 2xv/x — 3lnx + 6.
En utilisant le sens de variation de g, déterminer suivant les valeurs de'x, le signe de

g(x).
3inx

2) La fonction numérique f est définie sur ]0; +oo[ par : f(x).= 7 +x—1

a) Déterminer les limites de f en 0, en +co.

b) Utiliser le résultat de la question 1) pour déterminer le sens de variation de f.

3) Soit (D) la droite d’équation y = x — 1 et (C) |la représentation graphique de f
dans un repére orthonormé du plan. Montrer que (D) est asymptote a (C) et étudier
la position relative de (C) et (D).

4) Construire (C) et (D).

A)1. En utilisant I'algorithme.d’Euclide, déterminer deux entiers naturels x et y tels
que : 45x — 28y = 1.

2. Résoudre dans.Z?,I'équation (E) : 45x — 28y = 1

3. Résoudre dans Z?, |’équation (E’) : 45x — 28y = 6

B) On donne la fonction f définie R par: f(x) = (x — 1)e**?!

Soit (C) sa courbe représentative dans un repéere orthonormé (O ; | ; J).

1. Etudier les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

En déduire que la courbe admet comme asymptote I'un des axes de coordonnées
en —oo,

2. Etudier les variations de f et construire (C).

3. Calculer I'aire du domaine limité par (C), I'axe des abscisses et les droites
d’équations x = —letx = 1.
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A)1.a) Trouver I’ensemble des entiers naturels diviseurs du nombre 5929.
b) Trouver les couples (a ; b) d’entiers naturels dont le PGCD et le PPCM sont
solutions de I’équation : x2 — 91x + 588 = 0.
2. Démontrer que A = 33"*2 4 274 st divisible par 5.
U, =-1
B) Soit la suite (U,,) définie par : U __n 3(n+2) , pour tout n non nul.
17 om+1) T 2(m+1)
1. Montrer en raisonnant par récurrence que la suite (U,,) est majorée par 3.
2. Etudier le sens de variation de (U,,).
3.0n considére la suite (V,,) définie pour tout entier n non nul.par V,,, = n(3 — U,,).
Montrer que (V,,) est une suite géométrique dont on précisera le premier terme et
la raison.
4. Exprimer V,, puis U,, en fonction de n.

C) Soit 6 un nombre réeltel que 0 < 6 < %

1- Résoudre dans C I'équation z%cos?0 — 2zsinBcosO + 1 = 0.

2- Déterminer le module et un argument.de chaque solution de cette équation.
3- Résoudre I'équation différentielle (1 + cos20)y’" — (2sin20)y’ + 2y = 0,0u y
représente une fonction de la variable réelle.

D) Soit ABC un triangle.

1-a) Construire les points I,] et K tels que: I =bar{(A; 2), (C; 1)} ;

J =bar{(A; 1), (B; 2)} ; K=bar{(C; 1), (B; —4)}.

b) Démontrer que le point B'est barycentre de {(C; 1), (K; 3)}.

2-a) Démontrer que le peintJdest le barycentre de {(A; 2), (C; 1), (K; 3)}.

b) Démontrer que.le milieu du segment [IK] est le point J.

3- Soit L et M les milieux respectifs de [CI] et [CK]. Montrer que IJML est un
parallélogramme et que son centre G est I'isobarycentre des points A, B et C.

A) On compose un jury en tirant au sort trois personnes parmi sept volontaires :
guatre hommes et trois femmes. X désigne |a variable aléatoire qui associe a
chaque jury le nombre de femmes qu’il présente.

1. Déterminer la loi de probabilité de X et calculer son espérance E(X).

2. Calculer la probabilité gu’il ait au moins une femme dans le jury.

B) 1. Déterminer I’ensemble des entiers relatifs x tels que 8x = 7[5].

2. Résoudre I'équation : (x;y) € Z X Z,336x + 210y = 294,
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C) Dans le plan rapporté a un repére orthonormal (0;7;]), on considére les points
A, B et C de coordonnées respectives (1 ;5),(2 ;3) et (4 ;4).

1. Déterminer le barycentre G, des points A,B et C affectés respectivement des
coefficients1; a + 1; —a + 3 avec a réel.

2. Déterminer I'ensemble G, quand a décrit R.

3. Choisir a pour que G, soit le point D(1 ;3).

4. 0n prend a = 5, déterminer I’ensemble des points M du plan vérifiant :

MA? + 6MB? — 2M(C? = 25.

D) Le repere (Ol ;)) est orthonormé.

Soit f la fonction définie par: f(x) = (1 — x)(1 + e*).

On désigne par (C) la courbe représentative de f.

1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

2. Démontrer que la droite (D) d’équation y = —x + 1 est.asymptote a (C) en —co.
Préciser la position relative de (C) et (D).

3. Etudier les variations de la fonction dérivée f et en déduire les variations de f.
4. Tracer (C).

A) 1. Démontrer que pour tout entierinaturel. n non nul, ona:

z K(r— k) = m—Dnn+1)
k=1

6

2.a) Décomposer 469 en produitde facteurs premiers.

b) Résoudre dans N2 I'équation 1 x> — y3 = 469.

B) Dans une ville, il'y a trois médecins. Quatre habitants de cette ville, malades le
méme jour, appellent au-hasard I'un de ces trois médecins.

1. Quelle est.la probabilité pour qu’un seul médecin soit appelé ?

2. Quelle estda probabilité pour que les trois médecins soient appelés ?

C) Le repere (O | ; J) est orthonormé.

f(x)zx—l+i,six$1

f(x) =1—(Inx)?,six > 1

1.a) Démontrer que f est continue et dérivable en 1.

Soit la fonction définie par : {

b) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition et préciser les
branches infinies de la courbe représentative (C) de f.
c) Etudier les variations de f.
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Démontrer que le point d’abscisse e est un point d’inflexion de (C).

d) Tracer (C).

2. Soit h la restriction de f a l'intervalle ]1; +oo].

a) Démontrer que h réalise une bijection de ]1; +oo[ vers un intervalle que I'on
précisera.

b) En déduire que h admet une fonction réciproque h™! dont on précisera le sens
de variation.

Tracer la courbe représentative de h™1.
V3 +i

C) 1. Déterminer le module et un argument du nombre complexe U =

2. Soit f 'application de C vers lui-méme qui, a tout nombre complexe z,associe :
f(z) =Uz+ (1+i)(1-1U).

Montrer que f est bijective et déterminer le nombre complexe w tel que f(w) = w.
3. Soit I, M et M’ les points du plan complexe ayant pour affixes w, z et f(z)
respectivement.

—

On suppose M différent de I. Donner une mesure de I'angle (WI), I—M;) et calculer la

distance IM’ en fonction de la distance IM.

On note F I"application qui a tout point M associe le point M'. Préciser la nature de
F et déterminer ses éléments caractéristiques.

4. Soit A le point d’affixe zgo= =1 + 2i. On définit, pour tout entier naturel n,
Zn+1 = £(2).

On note A,, le point d’affixe z,, dans le plan complexe.

Calculer en fonction de n, la distance [A,,. Quelle est la limite de cette distance
guand n tend vers 4co.

A) 1. Trouver toutes les paires d’entiers naturels a et b tels que I'on ait :
PGCD(a; b) = 42

{PPCM(a; b) = 1680

2. Déterminer I’ensemble des entiers relatifs x tels que : 8x = 7[5].

3. Résoudre I'équation : (x;y) € Z X Z,336x + 210y = 294. (La deuxiéme

guestion fournira une solution particuliere de I’équation simplifiée).
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B) Une caisse contient péle-méle 10 cubes rouges, 20 cubes jaunes et 5 cubes verts,
tous de la méme taille.

1. Quelle est la probabilité de pouvoir faire le drapeau de la République de Guinée :
a) en prenant simultanément 3 cubes ?

b) en prenant simultanément 4 cubes ?

2. Quelle est la probabilité, en prenant successivement 3 cubes 'un apres l'autre,
sans remise, d’obtenir dans I'ordre le drapeau de la République de Guinée.

ex
2(e*-2)

1. Déterminer I’ensemble de définition de f et calculer les limites de faux bornes de

C) On donne la fonction f définie par: f(x) = x +

cet ensemble.

2. Etudier les variations de f.

3.a) Montrer que la droite (D1) d’équation y = x_est asymptote a la courbe
représentative (C) de f en —oo. Préciser la position de (C) par rapport a (D1).

b) Montrer que la droite (D;) d’équation y =x + % est asymptote a la courbe
représentative (C) de f en 4+co. Préciser.la position de (C) par rapport a (D).
4. Montrer que le point de coordonnées (an; In2 + i) est un centre de symétrie

de (C).

5. Construire (C) dans un repére orthonormé (O ;1 ;J). (unité de longueur : 2cm ;
In2 = 0,69).

D) On donne un rectangle ABCD du plan dont les cotés [AB] et [BC] ont pour
longueurs a et b.

Pour tout réel non nul m, on note G,, le barycentre du systeme de points pondérés
{(A;m), (B; 1), (C 1)},

Pour chacune des questions ci-dessous, on donnera une solution géométrique puis
une solution analytique.

1. Déterminer I’ensemble (E;1) des points G,,, lorsque m décrit R*.

2. Déterminer I'ensemble (E») des points M du plan tels que :

IMA — MB + MC|| = VaZ + bZ.

3. Déterminer I’ensemble (E3) des points M du plan tels que :

(MA — MB + MC)(ZMA — MB + MC) = 0.
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A)1) En utilisant I'algorithme d’Euclide, déterminer le PGCD des nombres 231 et
3311.
2) Soit n un entier naturel supérieura 2. Onpose:A(n) =1+2+ -+ net
B(n) = 12 4+ 2% + --- + n?.
n(n+1)

2

On rappelle que, quelque soit n, A(n) =

n(n+1)(2n+1)
6
b) On suppose que n est un multiple de 3. Déterminer dans ce cas, le PGCD de

A(n) et B(n).
c) Vérifier le résultat obtenu dans le cas particulier ou n = 21.

a) Démontrer par récurrence, que quelque soitn, B(n) =

B) Cing personnes se donnent rendez-vous dans un.des cafés.d(un village qui en
compte cing. Chaque personne choisit au hasardl'un des cinq cafés.
1) Calculer la probabilité pour que chacune des personnes ait choisit un café
différent.
2) Calculer la probabilité pour que lescing personnes se retrouvent dans le méme
café.
3) Calculer la probabilité pour qu’au moins deux personnes se retrouvent dans un
méme café.

1, .
C) Soit la fonction numérique définie sur R, par: {f(x) = xIn(x+ ;) ,six >0

f(0) =0

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 1.
b)On considére la fonction g définie pour x appartenant a [1; +oo[,par g(x) = xInx
et on appelle (I') sa‘courbe représentative dans un repére orthonormé (0;7;7).
Etudier g et tracer ().
c) Etudier la limite de f(x) quand x tend vers +o.
Montrer que la courbe (C) de f dans le repére (0;1;]) et (I') sont asymptotes et
préciser leurs positions relatives.
d) Déterminer f' et f"', puis étudier le sens de variation de f’ et montrer que f' est
positive.
Achever I'étude de la fonction f. Tracer (C) sur la méme figure que (I).
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D) ABC est un triangle, On pose BC = a,AC = b, AB = ¢, A’ est le milieu du
segment [BC] ; B’ celui de [AC] ; C’ celui de [AB]. Soit G 'isobarycentre des
sommets du triangle ABC.

a?+b?%+c?

1) Montrer que,pour tout point M du plan: MA? + MB? + MC? = 3MG? +

2
2) En calculant de deux facons différentes (MA + MB + MC) , établissez que :

a?+b2+c?

2MA MA’ + MB MC = 3MG? —

3) On considére les points communs aux cercles de diameétre [AA] et [BC].
Montrer que, lorsqu’ils existent, ils appartiennent a un cercle de centre G dont on
donnera le rayon en fonction de a, b, c.

Exercicel :
1)1) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul, on a:

n
Z k2k-1 ={(n = 12" + 1
k=1

2)a) Résoudre dans Z?, I'équation+661x—991y = 1
b) Soit (U,,) et (V,,) les suites arithmétiques définies par :
Uy=3, V=2

vneN,U,;; =U, +991

VvneN,V,,., =V, 4 661
Déterminer tous les.couples (p, q) d’entiers naturels inférieurs a 2000, tels que :
Up =V
II) Soit ABCDwun parallélogramme. P est le point tel que . AP = gﬁ Qestle

symétrique du milieu de [AD] par rapport a A. Démontrer que les points P,Q, C
sont alignés.

Exercice2 :

ex

e*+1

Soit f la fonction définie sur R, par: f(x) =

1) Déterminer une primitive de fsur R, ..
2) Soit la suite (U,,) définie pour n > 0 par:
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In(n+1)
U, = J f(x)dx
1

n(n)
Calculer Uy et U,. Exprimer U,, en fonction de .
3) Montrer que (U,,) est une suite décroissante positive.
Que peut-on en déduire ? Calculer la limite de cette suite.
4)Onpose:S,, =U; +U, +---+U,
a) Calculer S;, S, , S; et exprimer S,, en fonction de n.
b) Déterminer lim S,

n—-+oo
Probléeme :
1) Soit f la fonction définie par : f(0) = 0 et pour tout réel strictement positif x par :
xlnx
f(X) = m

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0.

2) Soit ¢ la fonction dérivable sur ]O ; +00[ et définie par: p(x) =lnx + x + 1

a) Etudier le sens de variation de ¢.

b) Démontrer que I'équation @(x) =0.admet une solution unique S telle que :
0,27 < <0,28; avec (¢(0,27)= —0,04 et ¢(0,28) = 0,007)

3)a) Exprimer f’(x) en fonction de.@(x). En déduire les variations de f.

b) Vérifier que : f(f) = —f

c) Calculer la limite de f en +o0. Dresser le tableau de variation de f.

4) Tracer la courbe.représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé
(0,1]). On placera en particulier les points d’abscisses : 1; 3; 4; e?; 12.

On prendra: In(0,27) ~ —1,31;In(0,28) =~ —1,27;In2 = 0,7;In3 = 1,1;In5 = 1,6
I1) 1)a) Démontrerque I'équation f(x)) = 1 admet une solution unique a dans
[3;4]. On prendra: f(3) = 0,82 et f(4) = 1,1

1
b) Démontrer que les équations : f(x) = 1 et e'™x = x sont équivalentes.

2) Soit g la fonction dérivable sur ]O ; +00[ et définie pour tout réel strictement

1
positif x par : g(x) = el

Soit (U,,) la suite définie par : U, = 3 et la relation de récurrence : U, = g(U,).
Démontrer par récurrence que:vVn € N, U,, € [3;4]; sachant que Vx € [3;4],

g(x) € [3;4].
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A) Dans un systéeme de numération de base a, on considére les nombres :
A=211;B=312;C=133032.

1) Expliguer pourqguoi a doit étre strictement supérieur a 3.

2)a) Sachant que C = A X B, montrer que a® — 3a? — 2a — 8 = 0.

En déduire que a divise 8.

b) Déterminer alors a.

3) L"écriture d’'un nombre dans le systeme décimal est 214, écrire ce dans la base 4.
4) Dans cette question on suppose que a = 4.

a) Ecrire A, B et C dans le systeme décimal.

b) Montrer alors que C = A X B = PPCM(A; B).

En déduire que I’équation : Ax + By = 1 a des solutions dans Z?2.

5) On considére dans Z? I'équation : 37x + 54y = 1. Vérifier que (19; —13) est
une solution de cette équation.

Résoudre cette équation.

B) Deux chasseurs Moussa et Mamadou;.apercoivent ensemble un lieévre et tirent
simultanément.

1) Sachant que Moussa atteint et tue d’habitude 5 lievres sur 6 et Mamadou 4 sur
5, quelle est la probabilité pour que.le lievre soit tué ?

2) En fait, Mamadou a tiré le‘premier.

a) Quelle est la probabilité pour que Moussa tue le lievre sachant que, si Mamadou
tire et manque,les.chances normales pour Moussa d’atteindre le lievre se trouve
diminuée de moitié ?

b) Dans ces conditions : Mamadou a tiré le premier, puis Moussa, quelle est la
probabilité pour que le lievre d’en échapper sain et sauf ?

C) Soit g la fonction définie par : g(x) = x + Vx2 + 1.

1)a) Déterminer 'ensemble de déefinition Dy de g et démontrer que :

Vx € Dg, g(x) > x + [x].

b) En déduire le signe de g sur Dy.

2) Etudier g et tracer sa courbe représentative.

3) Soit @ la fonction définie par: @(x) = ln(x + Vx? + 1)
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a) Résoudre I’équation : p(x) = — ln(3 — 2\/7) et démontrer que @ est impaire.
b) Etudier ¢ et tracer sa courbe représentative.

e—e

-n
c) Démontrer que @ est une bijection de Rvers Retque:Vn € Z, ¢ ( . ) = n.

4) Pour tout entier naturel n = 2, on considere l'intégrale 1,, définie par:

21 1
I, = [; exdx.

a) Calculer I, et démontrer, a I'aide d’'une intégration par parties, que pour tout

entier natureln > 2:

Ve

b) Etablir que pour tout nombre réel € [1;2],0 < xine% < xin

c)En déduire un encadrement de I,,,puis étudier la.limite éventuelle de la suite (I,)).
D) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct. Soit S une
similitude directe de centre I transformant les points A et B d’affixes respectives
3+ i;3 —ienA’etB’ daffixes respectives2 +.5i et 4 + 3i

1) Déterminer les éléments caractéristiques.de S.

2) Déterminer le barycentre des points I, A, B affectés respectivement 6; 1; 1. En
déduire le barycentre des points.], A, B’ affectés des mémes coefficients.

Exercicel : 1) Calculerle PGCD de 4° — 1 et de 4° — 1.

Soit (u,) la suite numérique définie par u, = 0,u; = 1, et pour tout entier naturel
N, Uptz = SUpyq — 4Uy:

2) Calculerles termes u,, us et u, de la suite (u,).

3)a) Montrer que la suite (u,,) vérifie, pour tout entier naturel n ; u,,; = 4u,, + 1.
b) Montrer que, pour tout entier naturel n, u,, est un entier naturel.

c) En déduire, pour tout entier naturel n, le PGCD de u,, et u,,,1.

. : e . 1
4) Soit (v,,) la suite définie pour tout entier naturel n parv,, = u,, + 3

a) Montrer que (v,,) est une suite géométrique dont on déterminera la raison et le
premier terme vy.

b) Exprimer v,, puis u,, en fonction de n.

c) Déterminer, pour tout entier naturel n, le PGCD de 4"*1 — 1 et de 4™ — 1.
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Exercice2 :

A tout point M du plan de coordonnées (x; y), on associe son affixe z = x + iy.
Soit S I'application du plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le
point M; d’affixe z; telleque: z; = (—1 + i)z + 1 + 4i.

1) Donner la nature de S et déterminer ses éléments caractéristiques.

2) Calculer les coordonnées x et y du point M en fonction de x; et y; de M;.

3) Déterminer les équations des transformés par S de la droite d’équation x = 0 et
de la droite (D) d’équation y = x — 1.

Probleme :

A) On consideére la fonction g définie sur ]0; +oo[ par: g(0) = 1et Vx € R*;

g(x) =1+ x — xlnx

1) Etudier la continuité et la dérivabilité de g en 0.

2) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation.

3)a) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique S € ]0; +oo].
b) Justifier que 3,5 < B < 3,6.

4) Tracer (Cg).

B) On considére la fonction f définie par: f(x) = % + 2; Vx € ]0; +oo].
s \ r _ g(x)
1)a) Démontrer que Vx € ]0; +oof, f(x) = prepEeT

b) Dresser le tableau de'variation de f.
2) Déterminer les coordonnées du point d’intersection A de la courbe (Cs) avec la
droite (D) d’équation.y = 2.
3) Construire la courbe (C¢) dans le méme repére (O; I;]).
B+1
T.
b) A I’aide d’une intégration par parties, démontrer que :
ff xInx dx = (BT)Z.

C) a) Justifier que Inf =

Exercicel :

1) On considere I’équation (E) : 8x + 5y = 1, ou (x; y) est un couple de
nombres entiers relatifs. Donner une solution particuliere de I'’équation (E) et
résoudre |’équation (E).
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2) Soit N un nombre naturel tel qu’il existe un couple (a; b) de nombres entiers
N=8a+1

N =5b+2

a) Montrer que le couple (a; —b) est solution de (E).

vérifiant : {

b) Quel est le reste, dans la division de N par 40 ?

3) Résoudre I'équation 8x + 5y = 100, ou (x; y) € Z2.

Exercice2 :

On considere dans le plan, un triangle ABC rectangle en A tel que AB=2a et AC=a, ou
a est un nombre réel strictement positif donné.

1)a) Déterminer et construire le barycentre G des points pondérés

{(A;1),(B; 1), (G 1)}

b) Déterminer et construire I'ensemble (C) des points M duplan tels que :
IMA — MB + MC|| = |[MA + MB — 2M(]||.

2) Soit H le point du plan défini par : AH = %ﬁ ~ AC.

Démontrer que le point H est le barycentre des points pondérés
(A;3);(B;1)et(C;—-2).
Probléeme :

2
On considére la fonction f définie par : f(x) = % + x — 2xInx six € ]0; +oo[ et

f(0) = 0. On appelle (C)/la:courbe représentative de f dans le plan muni du repére
orthonormé (O; I;]).

A) On consideére la fonction numérique g définie sur ]0; +oo| par :

g(x) =x — 1~ 2Inx.

1) Calculerles limites respectives de g a droite en 0 et en +o.

2) On admetque la fonction g est dérivable sur ]0; + o[ et on note g’ sa dérivée.
Déterminer g’ et étudier son signe. En déduire le sens de variation de g et dresser
son tableau de variation. Vérifier que g(1) = 0.

3) Démontrer qu’il existe un unique réel a tel que a € ]3;4[ et g(a) = 0.

4) Déduire des questions précédentes, le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
B) On considére la fonction numérique h définie et dérivable sur ]0; +oo[ par:
h(x) = 2Inx + 1

1) Démontrer que : Vx € ]3; 4[,h(x) € ]3;4].
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= . e u, = 3,5
2) On considére la suite (u,) ey définie par : {un+1 = h(u,)
a) Démontrer que : Vn € N; u, € [3;4]
b) Calculer I'arrondi d’ordre 3 de u;. Démontrer par récurrence que la suite
(u,,) ey €St croissante.
c) En déduire que la suite (u,, ),y €St convergente. (On admettra que (Uy,),en
converge vers la valeur a précédente et on prendra a = 3,5).
C)1) Démontrer que la fonction f est continue a droite en 0.
2) La fonction f est-elle dérivable a droite en 0 ? Justifier votre réponse. En donner
une interprétation graphique
3) Calculer la limite de f(x) quand x tend vers +oo,

. f .. , .
4) Calculer la limite de % quand x tend vers 400 puis interpréter graphiquement

ce résultat.

5) La fonction f est dérivable sur ]0; +oo[ et on note f’ sa dérivée. Démontrer que :
Vx € ]0; +oo[; f'(x) = g(x)

6) En utilisant les résultats de A), déterminerle signe de f’ et dresser le tableau de
variation de f. Tracer la courbe(C).

7) Soit t un nombre réel tel que : 0.< t < 1. En utilisant une intégration par parties,
calculer I'aire A(t) de la partie du plan comprise entre la courbe (C), la droite (Ol)
et les droites d’équations x =tetx = 1.

Calculer la limite de A(t).quand t tend vers O.

Exercices : (8 points)

A) On considere les trois entiers naturels a, b, ¢ qui s’écrivent dans la base n :
a=111;b = 114;c = 13054

1) Sachant que ¢ = ab; déterminer n, puis I’écriture de chacun des nombres a, b, ¢
dans le systeme décimal.

(2 points)

2) Vérifier, en utilisant I'algorithme d’Euclide, que a et b sont premiers entre eux.
En déduire les solutions dans Z? de I'équation ax + by = 1. (2 points)
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B) Une variable aléatoire X prend les valeurs 1; —1 et 2 avec les probabilités

b €, ol a, b, c sont en progression arithmétique. On suppose que I'espérance

e% e
mathématique E(X) de X est égale a 1.

1) Calculer a, b, c et la variance V(X) de X. (1,5 point)

2) Soit A, B, C trois points d’abscisses respectives 1; —1 et 2 d’'une droite graduée
(4).

a) Calculer I'abscisse du point G barycentre de {(A, 1); (B, 2); (C, 4)}. (0,5 point)

b) On pose : (M) = %(MA2 + 2MB? + 4MC?) ; ou M est un point de (A).
Montrer que ¢(G) = V(X).(0,5 point)

c) Déterminer I'ensemble (I') des points M de (A) tels que (M) =3. (1,5 point)
Probléme : (12 points)

Partie A : (3,5 points)

On considére la fonction g dérivable sur R et définie par: g(x) = (1 —x)el™ -1
1)a) Justifier que la limite de g en +o est —=1. (0,25 point)

b) Déterminer la limite de g en —0. (0,25 point)

2)a) Démontrer que, pour tout x élémentde R, g'(x) = (x — 2)el™ (1 point)

b) Etudier les variations de g et dresser son tableau de variation. (1 point)
3)a)Démontrer que I'équation %€ R, g(x) = 0 admet une solution unique «.(0,5 point)
b) Justifier que : 0,4 < a.< 0,5 (0,25 point)
Vx €]—o0; af,g(x) >0

Vx € ]a, +OO[ ,g(x) <0 (0125 p0|nt)

4) En déduire que : {

Partie B : (7 points)

On considére la fonction f dérivable sur R et définie par: f(x) = xe!™ — x + 2.
On note (€) sacourbe représentative dans le plan muni d’un repere orthonormé
(0,1, ]). L'unité graphique est 2 cm.

1) Déterminer les limites de f en +o0 et en —o0. (0,5 point)

2)a) Démontrer que f est une primitive de g. (0,5 point)

b) Etudier les variations de f et dresser son tableau de variation. (1 point)

3)a) Démontrer que la droite (D) d’équation y = —x + 2 est une asymptote
oblique a (C) en 4. (0,25 point)

b) Etudier la position relative de (D) et (C). (0,5 point)
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4)Démontrer que (C) admet en —oo une branche parabolique de direction (0]).(0,25 point)
5) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) au point d’abscisse 1. (0,5 point)

6) Démontrer que f(a) =1 —a + ﬁ (1 point)

7) Justifier que, pour tout nombre réel x, f(—x + 2) = e*"1f(x) (0,75 point)

8) On admet que I’équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions. On appelle
f I'une des solutions.

Démontrer que —f + 2 est I'autre solution. (0,75 point)

9) Tracer (D), (T) et (C). (On prendraa = 0,4et 8 = 2,5) (1 point)

Partie C: (1,5 point)

Soit A un nombre réel strictement positif et A(1) I'aire en‘em? de la'partie du plan
délimitée par (C), la droite (D) d’équation y = —x + 2'et lesdroites d’équations
respectives x = 0 et x = A.

1) Calculer A(A) a l'aide d’une intégration par parties. (1 point)

2) Déterminer la limite de A(A) lorsque A tend vers +co. (0,5 point)

Exercice 1: (4 points)
1) Démontrer que pour tout entier naturel n non nul,on a:
(1,5 point)

Z K(h — 1) = (n— 1)161(11 + 1)
k=1

2) Démontrer que pour tout entier naturel n: 10°7+2 4+ 10™*1 + 1 est divisible
par 111. (1 point)

3)a) Décomposer 469 en produit de facteurs premiers. (0,5 point)

b) Résoudre dans N? 'équation : x3 — y3 = 469. (1 point)

Exercice 2 : (5 points)

Le plan complexe est muni du repére orthonormé (0, U, V) direct. Soit z € C ou C
désigne I'ensemble des nombres complexes. Posons z = x + iy, x et y réels.

1) Soit M(z) un point du plan complexe et M'(z") I'image de M par la rotation de
centre O et d’angle 0. Exprimer z' en fonction de z et 8. (0,5 point)

2) On considére dans C I'équation (E) d’inconnue z qui suit. (E) :
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~z2 + 423+ 32 =0

Résoudre I'équation (E). (0,5 point)

3) On considére les points A et B d’affixes respectives a = —4+/3 — 4i et

b =—4V3 + 4i.

Calculer OA, OB et AB. En déduire la nature du triangle OAB. (1,25 point)

4) On désigne par C le point d’affixe ¢ = /3 + i et par D son image par la rotation
de centre O et d’angle g Déterminer I'affixe de D. (0,25 point)

5) On appelle G le barycentre des points pondérés (0, 1); (D,—1) et (B, —1).

a) Montrer que le point G a pour affixe g = —4~/3 + 6i (0,5 point)

b) Placer les points A, B, C et G sur une figure (Unité graphique : 2 cm) (1 point)

—

6) Déterminer une mesure en radians de I'angle (G_A), G_C>) (0,5 point)

En déduire la nature du triangle GAC. (0,5 point)

Probléeme : (11 points)

Partie A : (3,5 points)

Soit la fonction numérique dérivable sur ]0; +oo[ et définie par :

glx) =— 29;1 +Inx

1) a) Calculer lirp g(x) (0,25 point) b) Calculer lir(r)l+ g(x) (0,25 point)
X—+00 xX—

xX24+2x+2
x3

2) a) Démontrer que :Vx € |0;+oo[, g’'(x) = (1 point)

b) En déduire le sens de variation de g. (0,5 point)

c) Dresser le tableau dewariation de la fonction g. (0,5 point)

3) a) Démontrer.que I'équation g(x) = 0,Vx € ]x; +oo[ admet une solution unique
a. (0,25 point)

b) Justifier que 2,55 < ¢ < 2,56. (0,5 point)
Vx € ]10;a[,g(x) <0

Vx € Ja; 400, g(x) > 0 (0,25 point)

c) Démontrer que : {

Partie B: (6 points)
On considére la fonction dérivable sur ]0; +oo[ et définie par:

f(x) = G — lnx) e *.
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On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni du repére orthogonal

(O,L].

(Unités graphiques : O = 2cm et O] = 10cm).

1)a) Calculer lirgl+ g(x) puis donner une interprétation graphique du résultat. (0,5 point)
X—

b) Calculer lirp g(x) puis donner une interprétation graphique du résultat. (0,5 point)
X—+o00

2) Démontrer que : f(a) = — 2 o—a (1 point)

(XZ
3)a) Démontrer que : Vx € ]|0; +oof, f'(x) = e ™™ X g(x) (1 point)
b) En utilisant la partie A, déterminer les variations de f. (1,25 point)
c) Dresser le tableau de variation de f. (0,25 point)

4) Démontrer qu’une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point
d’abscisse 1 est:y = —zx +g (0,5 point)

5) Construire la droite (T) et la courbe (C) dans'le plan-muni du repére orthogonal
(O, L.

On prendra a = 2,6. (1 point)

Partie C: (1,5 point)

1) Soit h la fonction dérivable sur/dérivable sur ]0; +oo[ et définie par :

h(x) = e *Inx

Démontrer que h est une primitive.de f sur ]0; +oo[. (0,25 point)

2) Soit A un nombre réel tel que A > 3.

a) Calculer, en cm? et en fonction de A, I'aire A(1) de la partie du plan comprise
entre entre (C),(0OI) et les droites d’équations x = 3 etx = A. (1 point)

b) Calculer }\l_i)lpoo A(A). (0,25 point)

Exercice 1: (4 points)

Dans une urne, il y a n boules rouges et 2n boules blanches. On tire simultanément
p boules de 'urne avec p < n.

1) Sin = 5 et p = 4, calculer les probabilités des évenements suivants :

A : « obtenir deux boules rouges et deux boules blanches ».

B : « obtenir au moins une boule blanche ». (On donnera les résultats sous forme
de fractions irréductibles)
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2) On suppose que p = 2 et n un entier naturel quelconque tel que n > 2.

a) Calculer la probabilité P,, d’obtenir deux boules de méme couleur.

b) Démontrer que la suite (P,),,>, est majorée par 1. Quel est le sens de variation
de (Pn)nzz ?

c) Déduire de la question précédente que (P,),,>» est convergente et calculer sa
limite.

Exercice 2 : (6 points)

Partie A : (4 points)

1) 1) On désigne par n un entier naturel quelconque, on pose-:
A=n—1etB=n*-3n+6

a) Montrer que le PGCD de A et B est égal au PGCD de A et 4.

b) Déterminer suivant les valeurs de n le PGCD de A et B.

n%-3n+6 . ) )
est-il entier relatif ?

2) Pour quelles valeurs de I’entier relatif n, le nombre

I1) Pour tout couple (a, b) d’entiers relatifs, on désigne par i leur PPCM et par §
leur PGCD.

1) Déterminer les couples (a, b) d’entiers naturels tels que : 2u + 36 = 11.

2) Dresser la liste des diviseurs de 108.

Déterminer les couples (a, b) d’entiers'naturels tels que :

u—356 =108et10 < § < 15.

Partie B : (2 points)

On considere trois points non alignés A, B et C de I'espace.

On désigne par G, le barycentre des points pondérés (A,3), (B,2) et (C,—1) et par G,
le barycentre des points pondérés (A,2), (B,1) et (C,1).

1)a) Calculer m en fonction de AB et AC.

b) En déduire que G; # G,.

2) A tout point M de I’espace on fait correspondre les points M; et M, tels que :
MM; = 3MA + 2MB — MC et MM, = 2MA + MB + MC.

a) Démontrer que si M décrit une droite (D) de I'espace, M; décrit la droite (A)

image de (D) par une homothétie que I'on précisera.

b) Démontrer que le vecteur M; M, reste constant quand M décrit I’espace.

3) Déterminer I'ensemble (S) des points M de I'espace tels que MM; X MM, = 0.
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Probléme : (10 points)
Partie A:
Dans tout le probleme, les fonctions étudiées sont dérivables sur ]0; +oo].

On considére la fonction h définie sur ]0; +oo[ par: h(x) =1 + x—lz — 2Inx

1) Calculer les limites de h en +o et a droite en 0.

2) On note h' la dérivée de h ; démontrer que : Vx € ]0; +oo[ ,h'(x) = —2(1+x )

3) Démontrer que I'équation h(x) = 0 admet une solution unique x,dans |1; +oo.
En déduire le signe h.

PartieB :

On consideére la fonction g définie sur ]0; +oo[ par: g(x) = x*(1.— Inx) + 1 + Inx
1) Calculer les limites de g en +o00 et a droite en 0.

2) On note g’ la dérivée de g ; démontrer que : Vx € |0; +oo[ , g’ (x) = xh(x).
Démontrer que g(xy) > 0.

3) Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique x; dans ]0; 1]
4) On admet que I’équation g(x) = 0‘admet.une solution unique x, dans ]xy; +oo[
a) Déterminer le signe de g.

b) Démontrer que x; € ]0,3;0,4[ et x, € ]3,3;3,4]|

Partie C:

On consideére la fonction f définie sur ]0; +oo[ par: f(0) = 0 et Vx €
xlnx

]01 +OO[ ) f(.X') - 1+ %2

1) Démontrer que fest.continue a droite en 0 mais non dérivable a droite en 0.
2) Calculer la limite de f en +oo puis interpréter graphiqguement ce résultat.

3) On note f’la dérivée de f; démontrer que : Vx € ]0; +oo[ , f'(x) = (1+(x2))2
4) Dresser le tableau de variation de f.
2
5) Démontrer que si a est une solution de I'équation g(x) = 0 alors : Ina = sz et

en déduire f(a)
6) En déduire que f(x;) < 0 et f(x,) > 0. Vérifier que f(1) = 0, puis en déduire le
signe de f.
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7) Tracer la courbe représentative (C¢) de f dans le plan muni du repére orthogonal

(O,L].
(On prendra pour unités : 3 cm en abscisses ; 8 cm en ordonnées, x; = 0,35 et x, =
3,35).

Exercicel : (4 points)
ex

e*+1

Soit f la fonction définie sur R, par: f(x) =

1) Déterminer une primitive de fsur R, ..

2) Soit la suite (U,,) définie pour n > 0 par:
In(n+1)

U, = jl f(x)dx

n(n)
Exprimer U,, en fonction de n.
3) Montrer que (U,,) est une suite décroissante positive. Que peut-on en déduire ?
Calculer la limite de U,, lorsque n tend vers 4.
4)Onpose:S, =U; +U, +---+ U,
a) Calculer S; , S, et S5. Exprimer S;, en fonction de n.
b) Calculer Ia limite de S, lorsque'n tend vers +oo.
Exercice 2 : (4 points)
Une variable aléatoire X prend les valeurs 1; —1 et 2 avec les probabilités
respectives e?, el e ol a, 5,y sont en progression arithmétique.
On suppose que I'espérance mathématique E(X) de X est égale a 1.
1) Calculer a, 8, y etla variance V(X) de X.
2) Soit A, B, C trois points d’abscisses respectives 1; —1 et 2 d’une droite graduée
(A).
a) Calculer I'abscisse du point G barycentre de {(A, 1); (B, 2); (C,4)}.
b) On pose : (M) = %(MA2 + 2MB? + 4MC?) ; ou M est un point de (A).

Montrer que @(G) = V(X).
c) Déterminer I'ensemble (I') des points M de (A) tels que (M) = 3.
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Probléme : (12 points)

Partie A:

On considere la fonction f définie sur R par f(x) = e *In(1 + e*). On note (C) sa
courbe représentative dans le plan rapporté au repére orthogonal(0;7; ). L'unité

graphique est 1cm sur I'axe des abscisses et 10cm sur I’axe des ordonnées.

In(1+h , . .
nd+h) _ 1. Déterminer la limite de f en —o0

1) a) On rappelle que }lir%
b) Vérifier que pour tout réel x : f(x) = :—x + e *In(1 + e™¥).

Déterminer la limite de f en + 0

c) En déduire que la courbe (C) admet deux asymptotes que I"on précisera.

2) On considere la fonction g définie sur 'intervalle ]—1 ; +00[ par:

8(0) = %ﬂ _In(1+9)

a) Démontrer que la fonction g est strictement décroissante sur l'intervalle [0; +oo[
b) En déduire le signe de g(t) lorsque t >.0:

3)a) Calculer f'(x) et I'exprimer en fonction'de'g(e*), f' désignant la fonction
dérivée de f.

b) En déduire le sens de variation de la fonction f puis dresser son tableau de
variation.

4) Tracer les asymptotesa la courbe (C) et la courbe (C).

Partie B

Soit F la fonction définie sur R par:

F(x) = | f(t)dt
/

1) Etudier le sens de variation de la fonction F

1 et
1+et 1 T 1+et
b) En déduire, a I'aide d’une intégration par parties, le calcul de F(x)

dt
1+et

2) a) Vérifier que, pour tout nombre réel t, et calculer fgc

c) Vérifier que F(x) peut s’écrire sous les formes suivantes :
F(x) =x—In(1+¢e*) —f(x) + 2In2 (1)

F(x) = ln( e’ ) — f(x) + 2In2 (2)

1+eX
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3) Déterminer lim F(x)
X—+00

4) Déterminer lim (F(x) — x). Donner une interprétation graphique de ce
X—>—00

résultat. On donne : In2 = 0,69

Exercice 1: (5 points)

2 4 6
1) Calculer (1 + \/E) ; (1 + \/8) ; (1 + \/E)

b) Appliquer I'algorithme d’Euclide a 847 et 342. Que peut-on en'déduire ?

2) Soit n un entier naturel non nul. On note a,, et b,, les entiers naturels tels que

(1+V6)" = a, + b,V6

Que valent a; et b; ?

D’apres les calculs de la question 1)a), donner d’autres valeurs de a,, et b,,.

a) Calculer a, ;1 et b,,;1 en fonction de a,, et b;,.

b) Démontrer que, si 5 ne divise pas a,, + b, alors 5 ne divise pas non plus

An+1 T Dnya

En déduire que, quelque soit n entier naturel.non nul, 5 ne divise pas a,, + b,,.

c) Démontrer que, si a,, et b,, sont premiers entre eux, alors a, ;1 et b, ;1 sont
premiers entre eux.

En déduire que, quelque soit n entiernaturel non nul, a,, et b,, sont premiers entre eux.
Exercice 2 : (4 points) Le plan.est muni du repére orthonormé (0, e, €5).

A tout point M d’affixe z, on fait correspondre le point M’ d’affixe z’ telle que

7' =272 -4z

1) Calculer les coordannées (x'; y') du point M’ en fonction des coordonnées (x; y)
du point M.

2)a) Démontrer.que 'ensemble (H) des points M du plan tels que z' soit un nombre
imaginaire pur est une hyperbole.

b) Préciser dans le repére (0, €7, €,), les coordonnées du centre , celles des
sommets et les équations des asymptotes de (H).

3) Soit P le point d’affixe —g — 20

Déterminer les points M du plan tels que le quadrilatére OMM'P soit un
parallélogramme.
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Probléme : (11 points)

Etude préliminaire :

On considére la fonction g définie sur [0; +oo[ par g(x) = In(1 + x) — x.

1) Etudier le sens de variation de g.

2) En déduire que pour tout réel a positif ou nul, In(1 + a) < a.

Partie A:

On consideére la fonction f; définie sur [0; +oo[ par f;(x) = In(e* + x) — x

1) Calculer f](x) pour tout réel x appartenant a I'intervalle [0; +co[ et.en déduire
le sens de variation de la fonction f;.

2) Montrer que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle [0; +oo],

f,(x) =1In (1 + ex—x)

En déduire la limite de f; en +co.

3) Dresser le tableau de variation de f; .

PartieB :

On consideére la fonction f, définie sur [0; +oofpar fi. (x) = In(e* + kx) — x

Soit (Cy) la courbe représentative de la fonction fi dans le plan muni d’un repére
orthogonal (0, 1,7), (unités graphiques : 5 cm sur I'axe des abscisses et 10 cm sur
I’axe des ordonnées)

1) Calculer fi(x) pour tout.réel x appartenant a I'intervalle [0; +oo[ et en déduire
le sens de variation de la fonction fi.

2) Montrer que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle [0; + o],

X
£ (x) = 1n(1 Vs ke—x).
En déduire la limite de fi en +oo0.

3) a) Dresser le tableau de variation de fy.

b) Montrer que pour tout réel x de [0; +oo[, on a fi (x) < g

4) Déterminer I’équation de la tangente (Ty) a (Cy) au point O.
5) Soit p et m deux réel strictement positifs tels que p < m. Etudier la position

relative de (Cp) et (Cp).
6) Tracer les courbes (C,) et (C,) ainsi que leurs tangentes respectives (T;) et (T,) en O.
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PartieC:

Soit A un réel strictement positif, on note A(A) I'aire, en unités d’aire, du domaine
délimité par I'axe des abscisses, la courbe (Cy) et les droites d’équations x =
Oetx =41

1) Sans calculer A(41), montrer que A(1) < kaAx e *dx (on pourra utiliser le
résultat de la question préliminaire).

2) Calculer a I'aide d’une intégration par parties I'intégrale fo/lx e *dx.

3) On admet que A(A) admet une limite en +o0. Montrer que xl_l)llloo AQd) <k

Interpréter graphiquement ce résultat.

Exercice 1:
Les suites d’entiers naturels (x,) et (y,,) sont définies sur N par :
Xog=3etx,;1 =2x,—1
{3’0 =letyni1 =2y, +3
1) Démontrer par récurrence que pour toutentier naturel n, x,, = 2"*1 + 1,
2)a) Calculer le PGCD de xg et xq, puis celuide x5402 €t X2003-
Que peut-on en déduire pour xg et xq d’une part, pour X540, €t X593 d’autre part ?
b) x,, et x,,+1 sont-ils premiers entre-eux pour tout entier naturel n?
3) a) Démontrer que pour tout entier naturel n, 2x,, — y, = 5.
b) Exprimer y,, en fonction de n.
c) En utilisant les congruences modulo 5, étudier suivant les valeurs de I'entier p le
reste de la division euclidienne de 2P par 5.
d) On noted;, le PGCD de x,, et y,, pour tout entier naturel n.

Démontrer que 'ona d,, = 1 oud,, = 5; en déduire 'ensemble des entiers
naturels n tels que x,, et y,, soient premiers entre eux.

Exercice 2 :

A) Une urne contient n boules blanches (n € N etn > 2), 5 boules rouges et 3
boules vertes.

On tire simultanément et au hasard deux boules de l'urne.

1) Quelle est la probabilité de tirer deux boules blanches ?

2) On note p(n) la probabilité de tirer deux boules de méme couleur.
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n%2-n+26
(n+8)(n+7)

B) Pour les questions suivantes, n = 4
1) Calculer p(4)
2) Un tirage consiste a tirer simultanément et au hasard deux boules de 'urne.

Montrer que p(n) =

Un joueur effectue deux tirages indépendants, en remettant dans l'urne avant le
second tirage les deux boules tirées la premiéere fois.

Il mise au départ la somme de 30 francs.

Pour chaque tirage :

- Siles deux boules sont de méme couleur il recoit alors 40.francs;

- Sielles sont de couleurs différentes, il regoit alors .5 francs ;
On appelle gain du joueur la différence, a 'issue des deux tirages, entre la somme
percue par le joueur et sa mise initiale (ce gain peut étre positif ou négatif).
On désigne par X la variable aléatoire égale au gain du joueur.
a) Quelles sont les valeurs prises par X ?
b) Déterminer la loi de probabilité deX.
c) Calculer I'espérance de X.
Probleme :
Partie A:
La fonction g est définie'sur R par g(x) = 2e* + 2x — 7
1) Etudier les limites de.g en —co et + oo.
2) Etudier le sens.de variation de la fonction g sur R et dresser son tableau de
variation.
3) Justifier que I"équation g(x) = 0 admet dans R une solution unique a tel que
0940 < a <.0,941
4) Etudier le signe de g sur R.
PartieB :
La fonction f est définie sur R par f(x) = (2x — 5)(1 — e™).
On note (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé
0,37
1) Etudier le signe de f sur R.
2) Etudier les limites de f en —oo et 4 oo,
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3) Calculer f'(x), ou f’ désigne la fonction dérivée de f, et vérifier que f'(x) et g(x)
ont le méme signe. Dresser le tableau de variation de f.
(2a—5)?

2a—-7

4) a) Démontrer I’ égalité : f(a) =
(2x—-5)%
2x—7

En déduire, a partir de 'encadrement de a obtenu dans la partie A, un
encadrement d’amplitude 1072 de f(a).

5)Démontrer que la droite (D),d’équation y = 2x — 5, est asymptote a (C) en +oo.
Préciser la position de (C) par rapport a (D).

6)Tracer la droite (D) et la courbe (C) dans le repére (0, 7,7)(unité graphique 2 cm).
PartiC:

A I'aide d’une intégration par parties, calculer en cm? I'aire' 4 de la portion du plan
délimitée par la courbe (C), I’axe des abscisses, I’axe des ordonnées et la droite

. - : ). 5
b) Etudier le sens de variation de la fonctionh : x — sur l'intervalle ]—00; E[

. . 5
d’équation x = 3"
Partie D :

Pour tout entier naturel n supérieur ou égala 3, on.considere les points
A, B, et C,, , d’abscisse n appartenant respectivement a I’axe des abscisses, a la

. . . , e CnB
droite (D) et a la courbe (C) ; soit u,, le réel défini par u,, = Aan
n=n
1) Démontrer que pour tout entier naturel n supérieur ou égala 3,on a:
__ 2n-5-f(n)
nT 2n-s5

2) a) Quelle est la nature dela suite (u,) ?
b) Calculer la limite de la suite (u,,) . Pouvait-on prévoir ce résultat ?

Exercice 1 : (05 points)

Pour tout entier naturel n non nul, on considere les nombres :

a, =4xX10"=1;b,=2%x10"—-1;¢c,=2%x10"+1

1)a) Calculer ay, b; ,c1,a,, b, ,c, ,as, by etcs.

b) Montrer que a,, et ¢,, sont divisibles par 3.

c) Montrer, en utilisant la liste des nombres premiers inférieurs a 100 donnée ci-
dessous, que b est premier.

d) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, b, X ¢, = a,,,.
En déduire la décomposition en facteurs premiers de a;.

e) Montrer que PGCD(bn ; cn) = PGCD(bn ; 2).

En déduire que b,, et c,, sont premiers entre eux.
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2) On considére I'équation (E) : b;x + c;y = 1 d’inconnues les entiers relatifs x et y.

a) Justifier le fait que I’équation (E) posséde au moins une solution.

b) En appliquant I'algorithme d’Euclide aux nombres c; et b; , déterminer une
solution particuliere de (E).

c) Résoudre I’équation (E).

Liste des nombres premiers inférieurs a 100 :
2-3-5-7-11-13-17-19-23-29-31-37-41-
43-47-53-59-61-67-71-73-79-83-89-97

Exercice 2 : (05 points)

Partiel :

On considére la fonction p définiesur vz € C,p(z) = z3 — (3 +20)z?> + (14 5i)z+ 2 — 2i
1) a) Calculer p(@).

b)Déterminer deux nombres complexes a et b tels que : p(z) =(z — i)(z% + az + b)
2) Résoudre dans C, I'équation: z2 — (3+ i)z + 2 +2i = 0.

3) En déduire dans C les solutions de I'équation (E) 2 p(z) = 0.

Partie2 :

Le plan est muni d’un repére (O U 13) d’unité 5 cm.

1+i
Onposezy =2etVne€N,z,,; = len

On note A,, le point du plan d’affixe z,

1)a) Calculer z; et z,

b) Placer les points A,y , A; et A, dans le plan complexe.

2) On considére la suite U définie par: Vn € N,U,, = |z,,41 — Z,|
a) Justifier que vn € NJU,, = g |z, |

b) Démontrer quela suite U est une suite géométrique de raison g et de premier

terme v2
c) Exprimer. U,;"en fonction de n.
Probléme : (10 points)

—1)2
(x2 D fnx
x2+1

Partie A : On considére la fonction g définie sur ]0; +oo[ par: g(x) =
1) Déterminer les limites de g aux bornes de son ensemble de définition.

2) Démontrer que pour tout réel x appartenant a ]0; +oof

, _ (x2+1)2—2x(1—x2)

g (X) o x(x2+1)2

3) a) Démontrer que pour tout réel x appartenant a ]0; +oo[, 2x(1 — x2) < (x% + 1)?
b) En déduire le signe de g’ (x).
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c) Dresser le tableau de variation de g.

4) a) Démontrer que 1 est I'unique solution de I'équation g(x) = 0

b) Démontrerque:g(x) < 0= 0<x<letgx)>0=x>1

PartieB :

f(x) = xInx —In(x?+1) six >0
£(0) = 0 ©

(C) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (0, 1,]). (Unité graphique :

1 cm en abscisse et 2 cm en ordonnée).

1) Etudier la continuité de fen 0.

2) Démontrer que la courbe (C) admet au point d’abscisse 0 une demi-tangente

verticale.

Soit f la fonction définie sur [0; +oo[ par : { t

. . - f 7 . . 7 .
3) Calculer la limite de f en 400 et llI_El % En déduire uneinterprétation
X—1T00

graphique.

4) a) Démontrer que pour tout réel x appartenanta |0; +oof , f'(x) = g(x)

b) Déterminer le sens de variation de f

c) Dresser le tableau de variation de

5) a) Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans ]0; +oo[
b) Vérifier que : 2,22 < a < 2,23

6) Démontrer que pour tout réel x appartenant a ]0;1], —In2 < f(x) < 0

7) Construire (C) dans le repére (0,1,]). On prendra a = 2,22

Exercicel : (05 points)

Une variable aléatoire X prend les valeurs 1; —2 et 3 avec les probabilités
respectives Ina, Inf3,Iny, ou &, 5,y sont, dans cet ordre, les termes consécutifs
d’une suite géométrique. On suppose que I'espérance mathématique E(X) de X est
égale a 1.

1) Calculer a, 8,y ainsi que la variance V(X) et I'écart type o(X).

2) Dans le plan (P), on considére une droite (D) munie d’un repére normé (0O, %) et
les points A, B, C de (D) d’abscisses respectives 1; —2; 3.

a) Calculer I’abscisse du barycentre G des points A, B, C affectés des coefficients

respectifs 1, 1.1
P 6’ 3’ 2

b) Soit ¢ I'application de (P) dans R définie par, pour tout M € (P),

1 1 1
(M) = gMA2 + §MBZ + EMCZ
Calculer @(G) et montrer que @(G) = V(X).

c) Déterminer et construire 'ensemble (C) des points M de (P) tels que @ (M) = 9.
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Exercice2 : (04 points)

Soit ABC un triangle équilatéral de coté a, I et O les points tels que :
IC = 2Bl et AO = 3I0.

1) Faire une figure.

2) Ecrire O comme barycentre des points A, B et C.

3) En déduire que : 2B0 = AC.
7a? 3a?

2
4) Retrouver les égalités suivantes : OB? = a:; 0A? = — et 0C? = -

5) Justifier que le triangle AOC est rectangle en C.

6) On note (') I'ensemble des points M du plan tels que : —MA? + 2MB? + MC? = a2,
a) Vérifier que le point C appartient a I'’ensemble (T").

b) En déduire 'ensemble (I') puis construire (I').

Probléme : (11 points)

Partie A : Soit g la fonction définie sur R par g(x) =2e* = x= 2.

1) Déterminer la limite de g en —o et la limite de g'en 0.

2) Etudier le sens de variation de g, puis dresser son tableau de variation.

3) On admet que I’équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.

a) Vérifier que 0 est I'une de ces solutions.

b) L’autre solution est appelée a. Montrerque —1,6 < a < —1,5.

4) Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs du réel x.

Partie B : Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e?* — (x + 1)e*.

1) Déterminer la limite de f en —coet en +00. (On pourra mettre e%* en facteur).
2) Calculer f'(x) et montrer que f'(x) et g(x) ont le méme signe. Etudier le sens de

variation de f.
a’+2a

3) Montrer que f(a) = — , oU a est défini dans la partie A.

En déduire un encadrement de f(a). (On rappelle que —1,6 < a < —1,5).

4) Etablir le tableau.de variation de f.

5) Tracer la courbe (C), représentative de f dans le plan rapporté a un repere
orthonormal (unité graphique 2 cm).

Partie C:

1) Soit m un réel négatif. Interpréter graphiquement l'intégrale f:l f(x) dx. (On
justifiera la réponse).
2)a) Calculer fn(i xe* dx a I'aide d’une intégration par parties.
4. 0
b) En déduire [ f(x) d)i).
3) Calculer la limite de fm f(x) dx, lorsque m tend vers —co.
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Exercicel : (05 points)

Soit la suite (U,,),cn* définie par :

vneN*, U,,; =3 —

1) Prouver que VneN*, U,, < 3
n+2

= 2m+D) X (3—Un)
b. Etudier ainsi la monotonie de (U,)
3) Montrer que (U,,) est convergente.
4) On pose : V,, = n(3 — U,,) ot neN*
a. Prouver que (V,,) est une suite géométrique.
b. Calculer V,, en fonction de n.
5) a. En déduire le terme général de (U,,)
b. Calculer ainsi la limite de (U,)
Exercice2 : (04 points)
Une université propose aux étudiants trois orientations et trois seulement : une
filiere A, une filiere B et une filiere C.
Chaque étudiant de l'université est inscrit.dans une des trois filieres et une seule.
Les effectifs de la filiere A sont le/double de ceux de la filiere B. Les effectifs de la
filiere B sont le triple de ceux.de lafiliere C.
On sait que :
30% des étudiants de la filiere A sont des filles ;
25% des étudiants de la filiere B sont des filles ;
35% des étudiants de la filiere C sont des filles ;
On choisit au hasard un.étudiant de cette université.
On note A l’évenement : <I’étudiant est inscrit dans la filiere A>>. De méme pour B
et C. On note Fl'évéenement : «<I'étudiant est une fille>>.
1) Calculer les.probabilités des événements : A ; B et C.
2) Calculer les probabilités : Po(F) ; PA(F) ; Pg(F) ; Pg(F) ; Pc(F) et P:(F).
3) Calculer les probabilités des évenements : FNA; FNBetF N C.
4) Calculer la probabilité que I’étudiant soit une fille. En déduire celle d’étre un
garcon.
5) Calculer la probabilité que I’étudiant soit inscrit dans la filiere A sachant que c’est
une fille.

2) a. Justifier que U,,;; — U,
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6) L’étudiant, choisi au hasard, n'est pas inscrit dans la filiere A. Calculer alors la
probabilité que ce soit une fille.
Probléme : (11 points)
Le but du probleme est d’étudier la fonction f définie par :
Vx € ]10; 1[ U ]1; +oo], f(x) = xx—_zl X Inx
f(0)=0etf(1) =1
On notera (C) la courbe représentative de f relativement a un repére orthonormé
(O, 1,])) d’unités 5 cm.
Partie A:
On considére la fonction g dérivable sur ]0; +oo[ et définie par.: g(x).=
(x—2)Inx + (x — 1)

1) Démontrer que pour tout réel x élément de ]0; +oof 7g' (x). = 2(x-1)

" + Inx
2) Etudier le sens de variation de g, puis dresser son tableau de variation.
3) Déduire de 2) que g(x) est positif pour toutréel x.élément de ]0; +oo].
Partie B :
1) a. Calculer: liI_El f(x)
X—>+00

b. Démontrer que f est continue a droite en 0, et continue en 1.
c. Calculer le nombre dérivé de fa droite en O.
Donner une interprétation graphique de ce résultat.

d. On admettra ici que f est dérivable en 1 et que : f'(1) = %

En déduire une équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 1.
2) a. On admettra que f est dérivable sur |0; 1[ U |1; +oo].
X

Démontrer que pour.tout x appartenanta |0; 1[ U ]1; +oof, f'(x) = 1) X g(x)

b. En déduire le sens de variation de f et dresser son tableau de variation.

c. Démontrer.que pour tout x appartenanta [0;1],ona: 0 < f(x) < 1d. Dans le
repére (O, I,4), tracer la demi-tangente a (C) au point O, la tangente a (C) au point
B de coordonnées (1; 1) et la courbe (C). Ondonne :In2 = 0,69 ;In3 = 1,1

Partie C:

. . 1 T
1) Pour tout réel a appartenant a ]O; E[’ on considere I'intégrale A(a) telle que :
1

§+(X

t2
Ala) = j t_llntdt

2
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. 1 s
On note A la limite de A(a) quand a tend vers S par valeurs inférieures.

Que représente géométriguement le nombre A ?
2) a. Démontrer que la fonction H,, définie, pour tout entier naturel non nul n, sur

tTL+1
10; +oo[ par: H,(t) = D

t - t™ X Int sur ]0; +ool.

1 N .
X (lnt — E) est une primitive de la fonction

. 1 .
b. Soit « ]O; E[' Pour tout entier naturel non nul, on pose :

1
§+a

L, (a) = j t"™ X Intdt

2
etl, = lirr} I,(a). Calculer I,(a) et en déduire que I, =

a-=
2

3) Pour tout réel t différent de 1, et pour tout entier.naturel non nul n, calculer la
somme t? + t3 + --- + t"*1. (Somme des n premiers termes d’une suite

géomeétrique).

_ 1
(n+1)2

; t? 2 _ 43 Pyl et
Démontrer que =ttt s t"TNH4

et que

ct+a

2
A(@) = ~L (@)= (@) -+ — Ler (@) + j f(Odt
1

2

t—1
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