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CONSIGNES :

- La durée de I’épreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte quatre exercices indépendants.

- Les exercices peuvent étre traités selon I’ordre choisi par le candidat.

- ’EXERCICEIL1 se rapporte a ’analyse ......ccoceevviiiiinnnnns (10 pts)

- L’EXERCICE2 se rapporte aux nombres complexes..........(3.5 pts)
- ’EXERCICES se rapporte a ’arithmétique ...................(3 pts)

- L’EXERCICE4 se rapporte aux structures algébriques......(3.5 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICEI1 : (10 points)

X

e
er_l_e

et soit (F) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (0;7,;’)

On considére la fonction numérique f définie sur R par: f (x) =

Partie I :

0.25 1- a) Montrer que: (VxeR) ;  f(1—x)= f(x)

0.25 b) Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

0.5 c) Calculer lim f (x) puis en déduire lim f (x)

X——00 Xx—400

0.5 d) Interpréter graphiquement les deux résultats obtenus.
1_ 2x—1

0.5 2- a) Montrer que: (VxeR) f'(x) = f(x)l_i_%

e

b) Donner les variations de f puis en déduire que :

(VxeR) ;3  0<f(x)<—=
0.5 3- Représenter graphiquement la courbe (I').
- 1
On prendra ”;” =lcem , H H =2cm et ——=~0.30 et ~0.27
(Onp J \/— lte )

0.5 4- a) Montrer que: fff(x)dx = fllf(x)dx

1
1 —
0.25 2dui =22
b) En déduire que fo f(x)dx 2]; f(x)dx
5- a) En effectuant le changement de variables : = e", montrer que :
0.25 . N
2 —
L/; f(x)dx—j: e
1
5 1 m
. 2 —_ _
0.5 b) Montrer que fo f(x)dx= \/;[arctan<\/g) 4]
0.25 ¢) En déduire I’aire, en cm’, du domaine plan délimité par (F) , les droites
' d’équations respectives : x=0, x=1 et y=0
Partie II :
On considére la suite (u,) . définie par : u, O;% et (VneN) ; u,,, =
05 1- En utilisant le résultat de la question 1.2-a), montrer que :

(Vx eR) ‘f ‘ )
o;%u : ogf’(x)%

0.5 2- a) Montrer que : |Vx €

S (w,)
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b) Montrer que la fonction g: x— g(x)= f(x)— x est strictement décroissante sur R

O;l
2

¢) En déduire qu’il existe un unique réel a € telque: f (a) =«
3- a)Montrer que : (VneN) ; 0<u, <—

b) Montrer que : (VneN)

un+1

¢) Montrer par récurrence que : (Vn € N) ;

n+1
2

d) En déduire que la suite (un )neN converge vers «
Partie III :

On considére la suite numérique (Sn )HGN définie par :

(VnEN*) ;S = ! i - k

1-a) Vérifier que : (VnEN*) ;S = 1 szﬁf[ﬁ]

1
1 —
. _ 2
b) Montrer que : fo xf(x)dx = j; f(x)dx
(On pourra effectuer le changement de variables : t =1—x)

2- Montrer que la suite (S,) _ est convergente et déterminer sa limite.

neN

EXERCICE2 : (3.5 points)

Soit « € [0; 2]
On considére dans I’ensemble des nombres complexes C 1’équation (E, ) d’inconnue z:

(E,) @ z2=2%(142i)z+i2*"e* =0

«

Partie I :
1- a) Vérifier que le discriminant de I’équation (E_ ) est: A = (2“ e (1— 21'))2

b) En déduire les deux solutions a et b de ’équation (E_) avec |a| < ||

. b . ..
2- Vérifier que — est un imaginaire pur.
a
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Partie II :
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;;,;) .

On note par M (z)le point d’affixe le nombre complexe z

On pose b = \i avec \ = Im{é]
a a

1- On consideére les points A(a) , B(b) et H(h) avec % — 1 +%
a

a) Montrer que : 3 h )\2)\+1 i puis en déduire que les droites (OH )et(AB) sont
—a
perpendiculaires.
b) Montrer que : Z_ 4 _ o puis en déduire que les points H, 4 et B sont alignés.
—a

2- Soient I(m) le milieu du segment [OH | et J(n) le milieu du segment |HB]

Y

a) Montrer que :
m—a

b) En déduire que les droites (OJ )et(AI) sont perpendiculaires et que OJ = |\| 4/
¢) Soit K le point d’intersection des droites (OJ) et (A1)
Montrer que les points K, I, H etJ sont cocycliques.

d) Montrer que les droites (1J)et(O4) sont perpendiculaires.

EXERCICES3 : (3 points)

Soient p un nombre premier impair et @ un entier premier avec p

p—1 p—1

1- Montrer que a ? =1 [p] ou a? =-1 [p]
2- On considére dans Z I’équation : ax’ =1 [p]. Soit x, une solution de cette équation.

a) Montrer que : x,” " =1 [ p]

p—1

b) En déduire que : a 2 =1 [ p]

3- Soit # un entier naturel non nul.
p—1

a) Montrer que si p divise 2*""' —1 alors 2 2 =1 [p]
b) En déduire que I’équation (E) : 1lx+ (22”+1 ) =1 admet au moins

une solution dans Z>
4- On considere dans Z 1’équation (F) C X +5x+2=0 [1 1]

a) Montrer que : (F) < 2(2x+ 5)2 =1 [11]
b) En déduire que I’équation (/) n’admet pas de solution dans Z
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EXERCICE4 : (3.5 points)

On rappelle que (M 3 (]R), —|—,><) est un anneau unitaire et non commutatif de zéro la

0 0 0 1 00
matrice O=|0 0 O etd’unité la matrice / =|0 1 0}, et que <M3(R),+, ) est
0 00 0 0 1

un espace vectoriel réel.

-1 -1 0
Soient la matrice A=|—1 —1 0 |etl’ensemble E ={M(x)=1+x4/x€R}
-1 1 =2

1- a) Vérifier que : 4> =—24
b) En déduire que : V(x,y) €R* ; M(x)xM (y) =M (x+ y —2xy)
0 0 0
2- a) Calculer M [%] x[(0 0 0
0 0 1

b) En déduire que la matrice M

%] n'est pas inversible dans (M, (R),x)
3- Montrer que : E — {M [%]} est stable pour la multiplication dans M, (R)

o L 1
(on pourra utiliser I’identité : [x Y

1) —1 1
——|=—|x+y—-2xy——
y 2] 2[ y—2xy 2])

4- Montrer que :

E— {M [%]},x] est un groupe commutatif.
5- On munit E de la loi de composition interne 7" définie par :
1
V(x,y)€ER?; M(x)TM(y):M[x—i-y—E]

I—x
2
a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (R,-i—) vers (E,T) et que ¢ (R) =E

et on considere I’application ¢ définiede R vers E par: VxeR; p(x)=M [

b) En déduire que (£,7T)est un groupe commutatif.

6- Montrer que (£,T,X) est un corps commutatif.

FIN
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CONSIGNES :

- La durée de I’épreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte quatre exercices indépendants.

- Les exercices peuvent étre traités selon I’ordre choisi par le candidat.

- ’EXERCICEIL1 se rapporte a ’analyse ......ccoceevviiiiinnnnns (10 pts)

- L’EXERCICE2 se rapporte aux nombres complexes..........(3.5 pts)
- ’EXERCICES se rapporte a ’arithmétique ...................(3 pts)

- L’EXERCICE4 se rapporte aux structures algébriques......(3.5 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICEI1 : (10 points)

X

e
er_l_e

et soit (F) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (0;7,;’)

On considére la fonction numérique f définie sur R par: f (x) =

Partie I :

0.25 1- a) Montrer que: (VxeR) ;  f(1—x)= f(x)

0.25 b) Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

0.5 c) Calculer lim f (x) puis en déduire lim f (x)

X——00 Xx—400

0.5 d) Interpréter graphiquement les deux résultats obtenus.
1_ 2x—1

0.5 2- a) Montrer que: (VxeR) f'(x) = f(x)l_i_%

e

b) Donner les variations de f puis en déduire que :

(VxeR) ;3  0<f(x)<—=
0.5 3- Représenter graphiquement la courbe (I').
- 1
On prendra ”;” =lcem , H H =2cm et ——=~0.30 et ~0.27
(Onp J \/— lte )

0.5 4- a) Montrer que: fff(x)dx = fllf(x)dx

1
1 —
0.25 2dui =22
b) En déduire que fo f(x)dx 2]; f(x)dx
5- a) En effectuant le changement de variables : = e", montrer que :
0.25 1 Ve dt
2 —
L/; f(x)dx—j: e
1
5 1 m
. 2 —_ _
0.5 b) Montrer que fo f(x)dx= \/;[arctan<\/g) 4]
0.25 ¢) En déduire I’aire, en cm’, du domaine plan délimité par (F) , les droites
' d’équations respectives : x=0, x=1 et y=0
Partie II :
On considére la suite (u,) . définie par : u, O;% et (VneN) ; u,,, =
05 1- En utilisant le résultat de la question 1.2-a), montrer que :

(Vx eR) ‘f ‘ )
o;%u : ogf’(x)%

0.5 2- a) Montrer que : |Vx €

S (w,)
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b) Montrer que la fonction g: x— g(x)= f(x)— x est strictement décroissante sur R

O;l
2

¢) En déduire qu’il existe un unique réel a € telque: f (a) =«
3- a)Montrer que : (VneN) ; 0<u, <—

b) Montrer que : (VneN)

un+1

¢) Montrer par récurrence que : (Vn € N) ;

n+1
2

d) En déduire que la suite (un )neN converge vers «
Partie III :

On considére la suite numérique (Sn )HGN définie par :

(VnEN*) ;S = ! Z - k

1-a) Vérifier que : (VnEN*) ;S = 1 szﬁf[ﬁ]

1
1 —
. _ 2
b) Montrer que : fo xf(x)dx = j; f(x)dx
(On pourra effectuer le changement de variables : t =1—x)

2- Montrer que la suite (S,) _ est convergente et déterminer sa limite.

neN

EXERCICE2 : (3.5 points)

Soit « € [0; 2]
On considére dans I’ensemble des nombres complexes C 1’équation (E, ) d’inconnue z:

(E,) @ z2=2%(142i)z+i2*"e* =0

«

Partie I :
1- a) Vérifier que le discriminant de I’équation (E_ ) est: A = (2“ e (1— 21'))2

b) En déduire les deux solutions a et b de ’équation (E_) avec |a| < ||

. b . ..
2- Vérifier que — est un imaginaire pur.
a
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Partie II :
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;;,;) .

On note par M (z)le point d’affixe le nombre complexe z

On pose b = \i avec \ = Im{é]
a a

1- On consideére les points A(a) , B(b) et H(h) avec % — 1 +%
a

a) Montrer que : 3 h o _ )\2)\+1 i puis en déduire que les droites (OH )et(AB) sont
—a
perpendiculaires.
b) Montrer que : Z_ 4 _ o puis en déduire que les points H, 4 et B sont alignés.
—a

2- Soient I(m) le milieu du segment [OH | et J(n) le milieu du segment |HB]

=—\i

a) Montrer que :
m—a

b) En déduire que les droites (OJ )et(AI) sont perpendiculaires et que OJ = |\| 4/
¢) Soit K le point d’intersection des droites (OJ) et (A1)
Montrer que les points K, I, H etJ sont cocycliques.

d) Montrer que les droites (1J)et(O4) sont perpendiculaires.

EXERCICES3 : (3 points)

Soient p un nombre premier impair et @ un entier premier avec p

-1 p-1

1- Montrer que a ? =1 [p] ou a? =-1 [p]
2- On considére dans Z I’équation : ax’ =1 [p]. Soit x, une solution de cette équation.

a) Montrer que :x,” " =1 [p]

p—1

b) En déduire que : a 2 =1 [ p]

3- Soit # un entier naturel non nul.
p—1

a) Montrer que si p divise 2*""' —1 alors 2 2 =1 [p]
b) En déduire que I’équation (E) : 1lx+ (22”+1 ) =1 admet au moins

une solution dans Z>
4- On considere dans Z 1’équation (F) C X +5x+2=0 [1 1]

a) Montrer que : (F) < 2(2x+ 5)2 =1 [11]
b) En déduire que I’équation (/) n’admet pas de solution dans Z
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EXERCICE4 : (3.5 points)

On rappelle que (M 3 (]R), —|—,><) est un anneau unitaire et non commutatif de zéro la

0 0 0 1 00
matrice O=|0 0 O etd’unité la matrice /=|0 1 0}, et que <M3(R),+, ) est
0 00 0 0 1

un espace vectoriel réel.

-1 -1 0
Soient la matrice 4=|—1 —1 0 |etl’ensemble E ={M(x)=1+x4/x€R}
-1 1 =2

1- a) Vérifier que : 4> =—24
b) En déduire que : V(x,y) €R* ; M(x)xM (y) =M (x+ y —2xy)
0 0 0
2- a) Calculer M [%] x[(0 0 0
0 0 1

b) En déduire que la matrice M

%] n'est pas inversible dans (M, (R),x)
3- Montrer que : E — {M [%]} est stable pour la multiplication dans M, (R)

o L 1
(on pourra utiliser I’identité : [x Y

1) —1 1
——|=—|x+y—-2xy——
y 2] 2[ y—2xy 2])

4- Montrer que :

E— {M [%]},x] est un groupe commutatif.
5- On munit E de la loi de composition interne 7" définie par :
1
V(x,y)ER?; M(X)TM(y)= M[x+y—5]

I—x
2
a) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (R,-i—) vers (E,T) et que ¢ (R) =E

et on considere I’application ¢ définiede R vers E par: VxeR; p(x)=M [

b) En déduire que (£,7T)est un groupe commutatif.

6- Montrer que (£,T,X) est un corps commutatif.

|

FIN
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CONSIGNES :

- La durée de I’épreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte cinq exercices indépendants.

- Les exercices peuvent €tre traités selon I’ordre choisi par le candidat.

- ’EXERCICETL1 se rapporte a ’analyse ........cccceeveennee... (7.5 pts)
- L’EXERCICE2 se rapporte a ’analyse ........cccceeveeennee... (2.5 pts)
- L’EXERCICES3 se rapporte aux nombres complexes..........(3.5 pts)
- L’EXERCICES se rapporte aux structures algébriques......(3.5 pts)
- ’EXERCICEA4 se rapporte a ’arithmétique ...................(3 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICE1 :( 7.5 points)
Soit f* la fonction numérique définie sur I’intervalle [1,+oo[ par :

~ In(x)
x*—1

Soit (C ) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthogonal (0,;,})

(1) :% et pour tout x € [, +o0[ ,  f(x)

1- Montrer que f est continue a droite en 1
2- Calculer lim f (x) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

xX—+00

3- a) Soit x 6]1,+oo[
I—x+In() _ —vt+In(1++1)

En posant : ¢ = (x —1)* , vérifier que :

(x —1)* t
1 —\/;—i-ln(l-l—\/;) —1
b) Montrer que (Vt S ]O,+oo[) > 3 < ) < 2(1+\/;)

(On pourra utiliser le théoréme des accroissements finis sur I’intervalle [O;t])

l—x+In(x) 1

c) En déduire que : lim
Sl (x — 1)2 2

4- a) Montrer que : Vx € ]1,—|—oo[ , — 2 _ l;(xi % 2<x1+ 1) ln;?z) — J;)—l-l
_ — -

b) En déduire que f est dérivable a droite en 1 puis interpréter graphiquement le
résultat obtenu.

|
2

|

t3_ dtetJ(x)sz ; dt
a) Montrer que : Vxe[l,—l—oo[, OSI(x)SJ(x)

5- Pour tout x €[1,+oc[on pose /(x)= [

2

-1 @1y
e et J(x)= -

b) Montrer que pour tout x € [I,+00| , I(x)=In(x)—

-2 ><](x)
(x+1) J(x)

d) En déduire que : Vx € ]1,—|—oo[, —% < f’(x) <0

c) Montrer que : Vx € ]1,—|—oo[, f’(x) —

6- a) Dresser le tableau de variations de la fonction f
b) Tracer la courbe (C ) (On prendra ”;H =lcm et H}H =2cm)
7- Montrer que I’équation [ (x) = x—1 admet une unique solution a dans ]1,2[

8- Soit(an )HGN la suite numérique définie par :

a,€[l,+o0] et  pourtout n€N, a,, =1+ f(a,)
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0.5 a) Montrer que : (Vn € N), a,., — a‘ <—|a, —q|
. 1)
0.5 b) Montrer par récurrence que : (Vn €N), |a, — a| < [E] |a0 - a|
0.25 c) En déduire que la suite (a,),. est convergente.
EXERCICE? :( 2.5 points)
Soit F la fonction numérique définie sur I’intervalle [0;1] par: F (x) = f el dt
0
0.5 1-a) Montrer que F est continue, strictement croissante sur [0;1]
1 2
0.5 b) En déduire que F est une bijection de [0;1] vers [O;B] avec 3= f e' dt
0
2- Onnote F~' la bijection réciproque de F
k=n
Pour tout n€N" , onpose: S, = lZF*1 EB]
n k=1 n
0.5 a) Montrer que la suite (S,) . est convergente de limite ¢ = 1 f e (¢)dt
: n/neN® B 0
Lo
b) Montrer que ¢ = 1 f ue' du
0.5 Bo
(On pourra effectuer le changement de variable u = F ' (t) )
L. e—1
0.5 ¢) En déduire que : /= 2

EXERCICES3 : (3.5 points)

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (0,& ,\7)

On considere dans C I’équation d’inconnue z
(E ): 22 —2iz+a=0 ouaeC

a

Partie I :

0.25 1-a) Montrer que le discriminant de I’équation (EQ) est A=—4(1+)

0.25 b) Déterminer I’ensemble des valeurs o pour lesquelles I’équation (E& ) admette
dans I’ensemble C deux solutions distinctes.

0.5 2- On note z, etz, les deux solutions de I’équation(E, ).

Déterminer z, 4z, et zz,
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Partie 11 :
Soient 2 ,M, et M, les points d’affixes respectivement o , z, et z,
1- On suppose que o =m” —2m avec m € R
a) Déterminer z, et z, en fonction de m
b) En déduire que les points O , M, et M, sont alignés.
2-On suppose que les points O ,M, et M, ne sont pas alignés.
z . . . . . -
a) Montrer que — est un imaginaire pur si et seulement si Re(z1 Zz) =0
)
2 2 -
b) Montrer que : |zl - zz| = |z1 + zz| - 4Re(2122)
1 Z, : e . :
c) En déduire que — est un imaginaire pur si et seulement si |z1 — zz| =2
)
2
3-a) Montrer que : (z;—2z,)" =A
b) Déterminer I’ensemble I' des points Q pour que le triangle OM M, soit

rectangle en O

EXERCICEA4 : (3.5 points)

On considére dans CxC" la loi de composition interne 7 définie par :

‘v’((a,b),(c,d))e(@x@*)2 ; (a,b)T(c,d)z(a67+c, bd)

(3 ¢tant le conjugué du nombre complexe d )
1-a) Vérifier que(i,Z)T(l,i) = (2,21’) , puis calculer(l,i)T(i,2)
b) En déduire que la loi 7 n’est pas commutative dans CxC*
2- Montrer que la loi T est associative dans CxC*
3- Vérifier que (0,1) est I’élément neutre pour 7 dans CxC*
a 1

4-a) Vérifier que V(a,b)e CxC" ; (a,b)T[—? , gj =(0,1)

b) Montrer que ((C xC*, T ) est un groupe non commutatif.

5-a) Montrer que R xR”" est stable par la loi de composition interne 7

b) Montrer que RxR" est un sous-groupe du groupe((C xC*, T )
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0.5
0.5

EXERCICES :( 3 points)
Soient p et g deux nombres premiers distincts et » un entier naturel premier avec p

et avec ¢
1- a) Montrer que p divise 7”' —1 et que ¢ divise r* ' —1

b) En déduire que p et ¢ divisent 7 N —1

¢) Montrer que pq divise #7747 —1

2- Résoudre dans Z I’équation 202492 x =3 [221] (On donne : 221=13x17)

FIN
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EXERCICEI1 Eléments de réponses Bareme
1- Continuité de f/ a droite en 1 0.5
2- Calcul de lim f (X) e 0.25
Interprétation graphique................ccooeeeineennn... 0.25
3- |a) Vérification. 0.25
b) Démonstration de la double inégalité :
| (i) 0.5
(Ve€]0.+oc]) , —=< <
2 t 2(1++1)
c) Déduction. 0.25
4- |a) Démonstration de I’égalité. 0.5
b) Dérivabilité de f adroiteen 1........................ 0.25
Interprétation graphique ...............c.coviiviiinnn.. 0.25
5- |a) Démonstration de la double inégalité. 0.5
b) Démonstration des deux égalités. 0.25x2
c) Démonstration de :
Vx €]l +o0|, f'(x)= —2 X I{x) 0.5
(x+1) J (x)
d) Déduction. 0.5
6- |a) Tableau de variation de f 0.25
b) Tracé de la courbe (C) 0.5
7- L’existence et I’unicité de a 0.5
8- 2) Application du TAF ou de I’inégalité des 0.5
accroissements finis.
b) Démonstration par récurrence. 0.5
c) Déduction de la convergence de la suite (a,), 0.25
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EXERCICE2 Eléments de réponses Baréme
1- a) Continuité et monotonie de F sur [O;l] 0.5
b) Déduction. 0.5
2- a) Convergence et limite de la suite (S, )neN* 0.25%2
1 ! 2
b) Démonstration de 1’égalité ¢ = 6 f ue' du 0.5
0
c) Déduction. 0.5
EXERCICE3 Eléments de réponses Bareme
— | 1- |a) Démonstration de I’égalité A =—4(1+ o) 0.25
if b) Détermination de I’ensemble des valeurs o 0.25
& | 2- Détermination de z, +z, et zz, 0.25x2
1- |a) Calcul de z, et z, en fonction de m 0.5
b) Déduction. 0.25
= [2- |a) Démonstration de I’équivalence. 0.25
£ b) Démonstration de 1’égalité. 0.5
bl
g c) Déduction. 0.25
3= 18 | Démonstration de I'égalité (z—2,)" = A 0.25
b) Détermination de I’ensemble T" 0.5
EXERCICE4 Eléments de réponses Baréme
1- a) Vérification et calcul. 0.25x2
b) Déduction. 0.25
2- Associativité de la loi 7 dans CxC" 0.5
3- Vérification. 0.25
4- a) Vérification. 0.5
Démonstration que (CxC*, T') est un groupe non
b) aue ( ) sroup 0.5
commutatif.
5- |a) Stabilité de R x R " par la loi de composition interne T 0.5
Démonstration que R x R* estun sous-groupe du
b) groupe((Cx(C*, T) 0.5
EXERCICES Eléments de réponses Bareme
1- a) Démonstration que p/r”" —1 etque ¢g/r""' —1 0.5x2
b) Déduction. 0.5
c) Démonstration que pg /7 7 —1 0.5
2- Résolution, dans 7, de I’équation 2024'°2x =3 [221] 1
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CONSIGNES :

- La durée de I’épreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte cinq exercices indépendants.
- Les exercices peuvent étre traités selon I’ordre choisi par le candidat.

- L’exercicel se rapporte a ’analyse .......cccceevvviinnnnee. (6.5 pts)
- L’exercice2 se rapporte a ’analyse .......cccceevvviinnnnne. (3.5 pts)
- L’exercice3 se rapporte aux nombres complexes..........(3.5 pts)
- L’exercice4 se rapporte aux structures algébriques......(3.5 pts)
- L’exercice5 se rapporte a I’arithmétique ....................(3 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé




Lo gall — 2024 L) 55u) 55l - 4y ISl s gall (gl aia¥)
il ) rdaka -
(i b LA () g (1) duali ) o slall A

0.25

0.75

0.5

0.5

0.5

0.5
0.25

0.5

0.25

0.25
0.5
0.25

0.25

0.5

0.25

0.5

EXERCICEI1 : (6.5 points)
Soit # un entier naturel supérieur ou égal a 2

On consideére la fonction numérique f, définie sur [O, +oo[ par :
£,(0)=0 et Vxe]O,4+o] ; f (x)=x—x"Inx
Et on note (Cn) sa courbe représentative dans un repere orthonormé.

1-a) Montrer que f, est continue a droite en 0

b) Montrer que : lim f, (x) =—o0 et lim S (%)

X—>+00 X

= —oo0 puis interpréter graphiquement le
résultat obtenu.
c) Montrer que f, est dérivable a droite en 0 et que son nombre dérivé a droite en 0 est
¢galal
d) Montrer que f, est dérivable sur |0,+oo[ et que :
Vx e 0,400 ; 1) (x)=1-x""—mx""Inx
e) Montrer que f, est strictement croissante sur [0;1] et strictement décroissante sur
[1,+oo[
2-a) Montrer que pour tout entier n>2 ,ona: Vxe[0,40] ; f,, (x)<f (x)
b) En déduire la position relative des deux courbes (C, ) et (C,,,)
3-a) Montrer que pour tout n > 2 , il existe un unique réel a.,, € [;2[ tel que: f,(a,,) =0
(On prendra In2=0,7)
b) Vérifier que (Vn>2) aj, Ina,, =1
c¢) En déduire que pour tout n>2 , f,(a,,1) =0, —1
d) Montrer que la suite (a,,),>, ainsi définie est strictement décroissante.

e) En déduire que la suite(a.,,),>, est convergente.

4-Onpose: (= lim a,
n—>+0

a) Montrerque : 1</<2

b) Montrer que pourtout n>2 , n—1=— In(In(a.,, ))
In(a.,,)

c¢) On suppose que ¢ >1. Calculer lim In(in(o., )
n—>+o In(a,)

en fonction de ¢

d) En déduire la valeur de la limite ¢
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EXERCICE?2? : (3.5 points)

1

1-a) Calculer I’intégrale : J. - dx
o 1 +x
k=n
b) Pour tout entier n>1, on pose : u
) P Z "0+ k2

Montrer que la suite (u,),., est convergente puis déterminer sa limite.

nx1
!

2- Montrer que : I—Z dx <1
0(1+x2)

3-a) Montrer que : (‘v’x € [0,1]) ; 0<e'—1<ex

b) En déduire que : (‘v’xe[O,l]) : OSex—l—xsgx2

bl

=n n
4- Pour tout entier n>1 ,onpose: w, = (e"Z”‘Z - 1}
k=1

2
a) Montrer que pour tout entier n>1 ,ona: 0<w, —u, <— Z( kzj
25\ 0" +

-2 . .
b) Montrer que la fonction : x — (1 + xz) est strictement décroissante sur [O,l]

¢) En déduire que pour tout entier n>1 et pour tout entier k € {1,2,......,n} ,ona:

%Ll + (Sﬂ 2 < ﬁ(l 7)) dx

: e
5-a) Montrer que pour tout entier n>1 ,ona: 0<w —u < E™
n

b) En déduire que la suite (w,) _ est convergente et déterminer sa limite.

EXERCICES3 : (3.5 points)
Soit meC”

Partie I : On considére dans C I’équation d’inconnue z
(E) : z? —(2+i)mz+m2(1+i)=0

1- a) Vérifier que le discriminant de I’équation (E) est A = (im)2
b) Résoudre dans C I’équation (E)

2- Soient z, et z, les deux solutions de (E)

Mettre sous la forme exponentielle zz, dans le cas ou m = re' (re ]Ri ,0eR)
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Partie II : Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O,g;,e_z))
On pose z, =m et z, =m(1+i)

Soit M, le point d’affixe z, , M, le point d’affixe z, et M, (z,)’"image du point O par
la rotation de centre M, et d’angle [—gj et M 4(24) I’image du point M, par

I’homothétie de centre O et de rapport k ( keR - {1})

1- Calculer z; en fonction de m et z, en fonction de m et k

L z,—2, Z,—Z
2- Donner la forme algébrique de —+—2x—=—!
Z,—z, Z,—Z,

3- En déduire que les points M|, M,, M, et M, sont cocycliques si et seulement si &k =-2

EXERCICEA4 : (3.5 points)
On munit I’ensemble C des nombres complexes de la loi de composition interne * définie
par: V(x,xX,y,7)eR*; (x+iy)* (X' +i))=(x) + 1’ x) +ipy'
Partie I :
1- a) Vérifier que : 1%2i=2
b) Montrer que la loi de composition interne * n’est pas commutative.

2- Montrer que la loi * est associative.
3-a) Vérifier que : 1*(1+2i)=2
b) En déduire que ((C, *) n’est pas un groupe.

4- Soit E le sous-ensemble de C défini par £ = {x +yi/xeRet ye R*}

a) Montrer que E est stable dans (C, *)
b) Montrer que (E , *) est un groupe non commutatif.
Partie II :
On considére les sous-ensembles de E définies par : F' = { yi/ye R*} et

G= {x +i/xe€ R}

1- Montrer que F’ est un sous-groupe de (E , *)

2- On considére I’application ¢ définie de R vers C par: (VxeR) ; o(x)=x+i
a) Montrer que : (p(]R) =G
b) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (R,+) vers (C, *)

¢) En déduire que (G,*) est un groupe commutatif.
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EXERCICE 5 : (3 points)
1- En utilisant I’algorithme d’Euclide, déterminer ’entier u € {1, 2,...,22} tel que :

10u=1 [23]

2- Soient m un entier naturel et g et r, respectivement, le quotient et le reste de la division

euclidienne de m par 10
a) Montrer que : m=10(g+ur) [23]
b) Montrer que : 23 divise m < 23 divise (g +ur)
_ x=1[23]
3- On considere dans N le systeme (S):
x=2[10]

a) Montrer que si x est une solution du systéme (5) alors il existe g € N tel que
x=10g+2 et 23 divise (g +7)
b) Résoudre dans N le systéme ()

FIN
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EXERCICEI1 Réponses Bareme
1- a) Continuité de f, a droite en 0 0.25
b) xlir-ll—}o Fo(X) =00 i 0.25
lim M 00 L e 0.25
X—>+00 X
Interprétation graphique.............coovviviiiiiiiiiiiiieenn. 0.25
c) Dérivabilité de f, adroiteen O.............cooooeiiiiiiiiit, 0.25
/
O T 0.25
d) Dérivabilité de f, sur ]0,+00] ...........ooooiiiiiiiiii 0.25
Vx e ]O,+oo[ ; fn' (x) =1-x""—mx""Inx ... 0.25
e) f,, est strictement croissante sur [0;1]...............cccceeeee 0.25
f, est strictement décroissante sur [1,4+00o[ ...................... 0.25
2- a) Démonstration de : 0.5
Vn>2, Vxel[0,+0]; [, (x)<f,(x)
b) Déduction. 0.25
3- a) L’existence et ’unicité de o, 0.25%x2
b) Vérification. 0.25
c) Déduction. 0.25
d) La suite(a,,),>, est strictement décroissante 0.5
e) Déduction de la convergence de la suite (a,,),,>» 0.25
4- a) Démonstration de I’encadrement : 1</ <2 0.25
b) Démonstrationde: Vn>2, n—1= _In(in(a.,)) 0.5
In(ct,)
c) Calcul de lim Men fonction de /¢ 0.25
n—+o In(a,)
d) Déduction de la valeur de la limite / 0.5
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EXERCICE2 Réponses Baréme
1- a) ' |
Calcul de I’intégrale : J > dx 0.25
o1+
b) Convergence et limite de la suite (u,) 0.25x2
2- . o 1
Démonstration de la majoration : J ———dx <1 025
0 (1 +x° )
3- a) Démonstration de la double inégalité. 0.5
b) Déduction de la double inégalité. 0.25
4- a) e k=n n 2
Démonstrationde : Vne N, 0<w, —u <— — 0.25
249 \n" +k
b) La fonction : x = (1 +x° )72 est strictement décroissante sur
0.25
[0.1]
c) Déduction. 0.25
5.
2) Démonstrationde : Vne N, 0<w, —u, < 2i 0.5
n
b) Convergence et limite de la suite (w, ) 0.5
EXERCICE3 Réponses Bareme
— | 1- [a) Vérification. 0.25
8= b) | Résolution de I’équation (E) 0.25x2
<
A~ ] 2- La forme exponentielle de z,z, 0.5
1- Calcul de z; en fonction de m 0.25
— Calcul de z, en fonction de m etde k 0.5
Q
2 - -
;:cj la forme algébrique de Lt O W 0.75
Z,—2, Z;—2Z,
3- Déduction de I’équivalence. 0.75
EXERCICE4 Réponses Baréme
1- a) | Vérification. 0.25
— b) | La non-commutativité de la loi * 0.25
()
’g 2- Associativité de la loi * dans C 0.5
A~ 3- a) | Vérification. 0.25
b) | Déduction. 0.25
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4- |a) |Stabilité de E dans (C, *) 0.25
b) | (E, *) est un groupe non commutatif. 0.5
1- F estun sous-groupe de (E, *) 0.5
E 2- a) | Démonstration de 1’égalité (p(]R) =G 0.25
;:‘j b) | ¢ est un homomorphisme de (]R, +) vers (C, *) 0.25
c) | Déduction. 0.25
EXERCICES Réponses Bareme
1- Détermination de 1’entier u € {1, 2,...,22} tel que :
10u=1 [23] 0.5
(la preuve de 'unicité de u n’est pas demandée)
2- a) | Démonstration de la congruence :m =10(q +ur) [23] 0.5
b) | Démonstration de 1’équivalence. 0.75
3- a) | Preuve de I’existence de I’entier ¢ vérifiant x =10g +2 et 0.75
23 /(q+7), ou x estune solution du systéme (S)
b) | Résolution du systeme () 0.5
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CONSIGNES :

- La durée de I’épreuve est de 4 heures.

- L’épreuve comporte cinq exercices indépendants.

- Les exercices peuvent étre traités selon I’ordre choisi par le candidat. ‘

- ’EXERCICEL se rapporte a ’analyse ........cccccvuuenennnn. (7.75 pts)
- ’EXERCICE?2 se rapporte a I’analyse ........ccceovevevenannnn. (2.25 pts)
- L’EXERCICES se rapporte aux nombres complexes..........(3.5 pts)
- ’EXERCICE4 se rapporte a ’arithmétique ...................(3 pts)

- EXERCICES se rapporte aux structures algébriques......(3.5 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICEL :(7.75 points)
Partie |

4 I I I
0.5 | 1-a) Montrer que : V€ [().+00[ : (—2:’?‘ = Yol = 2 I+ (1+1)

2x 1 x*+2x
5 b) En déduire Wx ; 4 <In(l+x)<—
0.5 ) En déduire que : Vx € [0, +00] 7= (I1+ x) 2( e J
2- Soit g la fonction numérique de la variable réelle X définie sur |0, +o| par :
ln(1+x)
X)=
g(x)=—-
0.5 Montrer que @ lim glx)~1 =,_1
o X 2

Partie 11
Soit f la fonction numérique de la variable réelle x définie sur [O,+00[ par:

f(0)=1 et Vxe]0,+0] ; f(x)=g(x)e”
On note ( C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0,7, j)

0.5 | 1-Calculer lim f (x) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

0.25 |2-a)Montrer que f est continue a droite en 0

025 | b) Vérifier que: Vxe 0,4 ; f (x)—1:[e—*_1]g(x) +[g(x)—1j
X x

%
0.5 ¢) En déduire que f est dérivable & droite en 0 et déterminer f1(0)
3- Montrer que f est dérivable sur ]O, +00[ puis que :
0.75 3
; x=(1+x)n(l+x) _ &
Vx e [0,+0] ; f(x)= *
ooteel s /) T N
o 2
0.5 | 4-a) Montrer que : Vx e]O,+oo[ ‘ " <z & +2x) il +x) <0
2 x“(1+x)

0.25 b) En déduire que : Vx e ]0,+oo[ B % < f(x)<0

0.25 | 5-a) Dresser le tableau de variations de I
0.75 b) Construire la courbe (C') en faisant apparaitre la demi-tangente a droite au

MI =2cm)

point d’abscisse 0. (On prendra

Partie 11
0.5 | 1- Montrer que I'équation d’inconnue x : f(x)=3x , admet une unique solution

a dans ]O,+oo[

2- Soient #eR" et (u,) , lasuite numérique définie par:
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uy=f et VneN; y = —;—f(u,,)
a) Montrer que : VneN; u >0

b) Montrer que : VneN i) — al< 1
2

u, —al

¢) Montrer par récurrence que : VieN - |u, - a[éilﬂ -a
E n 2"

d) En déduire que la suite (u, ).y Converge vers o

eN

EXERCICE2 : (2.25 points)
On considére la fonction numérique : x - e” et soit (I') sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (0,7, j)
Pour tout ne N et pour tout e {0;1;...;n}, on note M, le point de la courbe (I') de
F &
coordonnées (— : e"J
n

K+l k
1- a) Montrer que : Vk {0;1;...;(rz—l)} Jc, € ]ﬁ,ﬂ[ telque: e” —e” =—e*
n 1 n

b) Montrer que : Vk € {O;I;...;(n—l)} ;. MM, =lel+ez‘*
n
(M M, désigne la distance de M, a M, )

2(k+1)

1 = 1
¢) En déduire que : Vke{O;I;...;(n—l)}; - l+e”ngMk+l$; l+e "

n-|
2- Soit (S,) _,. la suite numérique définie par: VneN' 5 S, = > MM, ,,

k=0

1»—] 2k 1 <& 2k

a) Vérifier que: VneN ; ;Z\/He"gSng;ZVl-re"
k=0 k=l

b) En déduire que : lim 5§, = [ V16 dx

EXERCICE3 :(3.5 points)

On considére le nombre complexe : u =1+ (2 - Jg)r

1- a) Ecrire sous forme exponenticlle les nombres complexes : [—i et 1++/3i
(1 —1')(1 + \@1) "

b) Montrer que : 22 =e

4
¢) En déduire que :  tan (E] =23

d) Montrer que : u=(/6 _J2)e"
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2- On considére les deux suites numériques (x,) et (y,)  définies par :
"'ml 'YJJ_(Z--_ﬁ)yﬂ
(2 = ﬁ)xﬂ + Y,

i

=1, »=0 ¢ (VneN)

o

ym | =
0.5 a) Montrer par récurrence que pour tout neN ., x, +iy, =u"
nz . (nz’
COS[E] Sln[ ]2"J
0.5 b) En déduire que pour tout neN: x, =——— et y,=—
cos - cos - J
( IZJ ( 12

|
3- Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;e_'; »‘Z )

Pour tout entier naturel », on note A4, le point d’affixe "
0.5 a) Déterminer les entiers # pour lesquels les points O, 4, et A, sont alignés.
0.5 b) Montrer que pour tout entier # , le triangle OA4, 4, ., est rectangle en 4,

EXERCICEA4 :(3 points)
Soit p un nombre premier impair. On considére dans Z I’équation (E) s ] [ p]

0.25 | 1- a)Montrer que: 27'=1 [p]

p-1

ol 2ol
- b)Endéduireque: 22 =1 [p] ou 22 =-1 [p]
' Pl Pt
(Onremarqueque: (22 —1)(22 +1)=27"-1)
2- Soit x une solution de I’équation (£)

0.5 a) Montrer que p et X sont premiers entre eux.
-l
0.5 b) En déduire que: 2 ? =1 [p] (On pourra utiliser le théoréme de Fermat)
0.25 | 3- Montrer que pour tout k € {1, v = 1} , p divise C;

; % p! T S
(On rappelle que : (‘v’k € {1,2,...,p—1}) C,= m—' et que :kC, = pC,7, )

0.25 | 4-a) En utilisant la formule de Moivre, montrer que :

i r
(1+i)" =22 oos(p-;ri}r-f? sin(p-}}

(i étant le nombre complexe tel que : i* =—1)
1=l e
VY ; k . : k <2k
0.5 b) On admet que : (1+i)" = > (1) C2F +i > (-1) M
k=0 k=0

il T _ P T
Montrer que : 27 cos[ﬂz] €Z et 22 cos(pzj =] [p] (on pourra utiliser la question3-)

0.5 | 5- En déduire que si p=5 [8] alors I’équation (£) n’admet pas de solution dans 7,
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EXERCICES : (3.5 points) LPTH R
On rappelle que (M; (R).4+.x) estun anncau non commutatif de zéro la matrice
0= (0 0] et d’unité la matrice / = ( ! ”] el que (M ([H’)r ) est un espace
0 0 0 1) 2\ :
vectoriel réel.
On considére I’ensemble E = {M (%)) = (x+ il ]/(x, y)e IRzl
2y x-y {
Partie l :
0.5 I- Montrer que £ est un sous-groupe de (M, (R),+)
0.25 | 2- Montrer que E est un sous- espace vectoriel de (M2 (R).+, )

025 | 3. a) Vérifier que: V(x,y,x"y")eR" ; M(x,y)xM(x',y")=M (xx"+3yy',xy'+ yx')
0.5 b) En déduire que (E,+,><) est un anneau commutatif et unitaire. |
0.25 | 4- a) Vérifier que: M (ﬁ,l) x M (—\@,1) =0
0.25 b) En déduire que (E,+,x) n’est pas un corps.

Partie I1 :

Soient F = {x +y\V3 7 (x,y)e QZ} et G= {M(x,y) = [xz-i-yy x{y]/(x,y] € Q'}
0.25 | 1- Montrer que : V(x,y)e Q?*; x+y\/§ =0 sietseulementsi (x=0 et y=0)
0.25 | 2- Montrer que F -{0} est un sous-groupe de (]R“,x)

3- Soit ¢ I’application définie de F —{0} vers E par :

V(x,y)eQ*-{(0,0)} ; ?(x"' J’\E) =M(x,y)

0.25 a) Veérifier que : p(F -{0})=G-{0}
0.25 b) Montrer que ¢ est un homomorphisme de (£ —{0},x) vers (E.,x)
0.25 ¢) En déduire que (G —{0},x) est un groupe commutatif.
0.25 | 4- Montrer que (G,+,x) estun corps commutatif.

FIN
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CONSIGNES :

- La durée de I’épreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte quatre exercices indépendants.
- Les exercices peuvent etre traités selon I’ordre choisi par le candidat.

- L’exercicel se rapporte a ’analyse .......cccceeeviennnnnne. (10 pts)
- L’exercice2 se rapporte aux nombres complexes..........(3.5 pts)
- L’exercice3 se rapporte aux structures algebriques......(3.5 pts)
- L’exercice4 se rapporte a I’arithmétique .................... (3 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICEL : (10 points)

Partie |
Pour tout entier naturel non nul n , on considére la fonction f, définie sur | =0, oo

ar: f(0)=0 et (vxe]o+o[) ; f,(x)=vx(Inx)’

et soit (C ) sa courbe représentative dans un repére orthonormé O i, ]

1-a) Vérifier queZ(VXE]O,—i-OOD x(Inx)" =(2n) {xzn In Xan . en déduire que

f, est continue a droite en 0
b) Calculer lim f (x)

X—>+00

1 n
In[xZ”J .
c) Vérifier que : (Vx & 0,4 ; (X) =(2n)"| ———= | , en déduire lim ()

X—>+00
X 2n X

puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.

f (x
d) Calculer, suivant la parité de n, lim L)

puis interpréter graphiquement le
x—0" X

résultat obtenu.
2-a) Montrer que f, est dérivable sur ]O;+oo[ et que :
' 1 n-1
vxe 0,4+ ) ; f (X)=—==(InX 2n+1In x
(vxelosee]) 3 1] (x) =5 =(nx)" (20 +1nx)
b) Vérifier que: vn>2, f'(x)=0si etseulementsi (x=1 ou x=e>")
c) Etudier, suivant la parité de n, le sens de variation de f_et donner son tableau

de variations.
d) Montrer que si n est impair et n>3 alors le point d’abscisse 1 est un point

d’inflexion de (C,)
Partie Il :
1- Soit S e ]1,e[ un réel fixé. On considere la suite numérique(un)nZl définie par :
(vnel™) 5 u,=1(8)
a) Montrer que : (Vnell”) ; 0<u,<+e
b) Montrer que la suite(u, ) _ est décroissante.

c) Déterminer lim u,

N—+w

2-a) Montrer que pour tout entier n non nul, il existe un unique réel x, ]1;e[

tel que : f (x,)=1
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0.75 | b) Montrer que la suite(x, ), _ . ainsi définie est croissante, en déduire qu’elle est
convergente.
3-Onpose: /= lim X,
0.5 a) Montrer que : l</<e
: 1
0.25 | b) Montrer que : lim(Inx, )" =—
) q n—)+oo( ) ,\/Z
0.25 | c) Montrerquesi ¢/<e alors limnin(Inx,)=-o
0.25 | d) En déduire la valeur de /¢
Partie 111 :
On pose pour tout xe 1, F(x)= [ (f,(t)) dt
0.25 | 1-a) Montrer que la fonction F est continue sur |
1 b) En utilisant une double intégration par parties, montrer que :
2 2
(vxe o]} F(x)= —X?Inz(x)+x?ln(x)+%(l—x2)
0.5 | 2-a) Calculer IirrgF(x)
0.25 |  b) En déduire la valeur de F(0)
0.5 c) Calculer, en cm?®, le volume du solide engendré par la rotation d’un tour complet
autour de I’axe des abscisses de la portion de la courbe (C,) relative a Iintervalle
|
[0,1]. (On prendra Hl =1cm)
EXERCICE?2 :( 3.5 points)
Les parties | et 11 peuvent étre traitées indépendamment.
PARTIE I :
&(u—j L
N ) . ) X+Yy 5
On considére dans [1 % le systeme suivant: (S):
\/y[l_ij _4
X+y) 5
1- Soit (X,y) €[ % une solution du systéme (S). On pose : z=/x +i\fy
0.25 a) Montrer que : z+lzg+ﬂi
z 5 5
. (12 4. - .
0.75 b) Montrer que : z° — €+—| z+1=0,en déduire les valeurs possibles de z
28 96. (2, ..\
Onremarque que : —+—I1=|—=(4+3l
( aue que: 20+ 301( 230 |)
0.25 c) En déduire les valeurs du couple (x,y)
0.5 |2- Résoudre dans 2 le systeme (S)
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PARTIE Il :
Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormé direct (O;G,Q)

Soit (U) le cercle de centre O et de rayonl et A(a) , B(b) etC(c) trois points du
cercle (U) deux a deux distincts.

0.25 | 1- Montrer que: (Vzel) ; |7=1 < Ez%
0.5 | 2-a) Ladroite passant par A et paralléle a (BC) coupe le cercle (U) au point P(p)
Montrer que : p = %
0.5 b) La droite passant par A et perpendiculaire a (BC) coupe le cercle (U) au point
Q(q) . Montrerque : q=-p
0.5 c) La droite passant par C et paralléle a (AB) coupe le cercle (U) au point R(r)
Montrer que les deux droites (PR) et(OB) sont perpendiculaires.
EXERCICE3 :( 3.5 points)
On rappelle que (M, () ),+,x) est un anneau unitaire et non commutatif d’unité
1 00 a 0 o0
=0 1 0]|.SoitE=<M(a,b,c)=/0 b —c|/(a,b,c)el’
0 01 0 c b
0.25 | 1- Montrer que E est un sous-groupe de (M, (1 ),+)

2- On munit I’ensemble [ x[] de la loi de composition interne * définie par :
v((x,2).(x', 2))e (0 x0)"; (x, 2)*(X, 2')=(x+X, z+2) et on considére
I'application ¢ définie de E vers [ x[] par:

v(a,b,c)ed?, gp(M (a,b,c))z(a, b+ci)
05 | & Montrer que ¢ estun homomorphisme de (E,+)vers (0 x[ ,*) et que
(D(E) =0 x[
0.25 | b) En déeduire que (D x[] *) est un groupe commutatif.
3- On munit [1 x[1 de la loi de composition interne T définie par :
v((x, z),(X, z’))e(D [ )2 ; (X, 2)T(X, 2')=(xRe(z')+ X' Re(z), 2')
(Re(z) désigne la partie réelle du nombre complexe z)
0.25 | a) Montrer que T est commutative.
0.25 | b) Vérifier que (0,1) est I'élément neutre de T dans [J x[]
0.5 | c)Veérifier que Yxell, (1,1)T(x, —i)=(0,1) ; en déduire que T est non associative

dans [ x[J
4- Soit G :{(Im(z), z)/ze] }
(Im(z) désigne la partie imaginaire du nombre complexe z)
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a) Montrer que G est un sous-groupe de ([ x[ ,*)
(On remarque que (- Im(z),- z) est le symétrique de (Im(z),z)pour la loi * )
0.25 | b) Soit i I'application définie de (1" vers [1 x[1 par: Vzell"; w(z)=(Im(z),z)

0.25

Montrer que  est un homomorphisme de (D *,x) vers (0 x[J,T)

0.5 | c)Endéduire que(G—{(0,0)},T) est un groupe commutatif.

0.5 | 5- Montrer que (G,*, T) est un corps commutatif.

EXERCICEA4 : (3 points)
Soit p un nombre premier impair. Onpose: S=1+p+p*+p°+...+ p"*

Soit g un nombre premier qui divise S .

0.5 | 1-a) Montrer que p et g sont premiers entre eux.

0.25 | b) En déduire que : p** =1 [q]

0.5 c) Vérifier que: p°-1=(p-1)S , endéduire que: p° =1 [q]
2- On suppose que p et g—1 sont premiers entre eux.

0.75 | @) En utilisant le théoréeme de Bézout, montrer que : p=1[q]
0.25 |~ b) En déduire que S=1 [q]

0.75 | 3- Montrer que : g=1[p]

FIN
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CONSIGNES :

- La durée de I’épreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte quatre exercices independants.

- Les exercices peuvent étre traités selon I’ordre choisi par le candidat.

- EXERCICETI se rapporte a ’analyse .......ccceeeeerennnnnen. (10 pts)
- L’EXERCICE2Z se rapporte aux nombres complexes..........(3.5 pts)
- L’EXERCICES se rapporte a Parithmétique ................... (3 pts)

- L’EXERCICE4 se rapporte aux structures algébriques......(3.5 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICET .( 10 points)

A_1- vérifier que . ("Xi i +) ; 0£1- x+ Xx*- L;)5‘ X
X+1
A + x2 x3 X4
2- En déduire que ("XI i ) ;0L x- ?—i‘ 3 In(L+ x)£ 7

B- On considére la fonction f définie sur | = [O,+ ¥ [par :

f(O)— — etpour tout X de ]),+¥ [ : f( )_ In(1+ X)

11
et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O; I J)

1-a) Montrer que f est continue a droite en 0

b) Montrer que f est dérivable a droite en 0

¢) Calculer lim f (X) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X® +¥

2-a) Montrer que . ("xi P+¥ D . fdx)=- (X)

X
) X)= x+ ——- 2In(1+ x
i g(x)= x+ — - 2In(L+ x)

b) Montrer que. ("1 1) ; 0£ gdx)£ x°

R X3
c) En déduire que :(” xI | ) ; 0£0 (X)£ 3
d) Déterminer le sens de variation de f sur |

3-a) Dresser le tableau de variation de f

11
b) Représenter graphiquement la courbe (C) dans le repere (O; I J)

I I
( On prendra iH= 2cm et ‘JH= 2cm)

C-1- Montrer qu’il existe un unique réel a | ]);1[ tel que f (a ): a
2- On considere la suite (u ) définie par -

uO:% et ("nT¥); u,="fQ,)

a) Montrer que - ("ni ¥) ;U i [0;1]

b) Montrer que : ("nI ¥) 5 |Upq- ‘£§ gu - a\
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0.5 c) Montrer par récurrence que : (" nl ¥ ) ; \un - a ‘;E géz
1%}
0.25 d) En déduire que la suite (un )ni , converge vers a
A 1
D-pourtout XI | ,onpose. F(x)= Of (t)dt
X
0.5 1- Montrer que la fonction F est dérivable sur | et calculer F ¢(X) pour tout xI |
0.5 2-a) En utilisant la méthode d’intégration par parties, montrer que -
. & 10
("xI p+¥[) ; F(X)=2In2- i+ =n(+ x)
X9
1
0.5 b) Calculer lim F (X) , puis en déduire que . ) f (’[)dt =2In2-1
x® 0* 0
0.5 ¢) Calculer en cm?, Paire du domaine plan limit¢ par la courbe (C) , axe des

abscisses, ’axe des ordonnées et la droite d’équation X =1

k+1
E- On pose . pour tout k de ¥ , D, = f(k)— (‘)k f(t)dt

. k=n-1
etpourtout nde ¥ ., S, = § D,
k=0
025 | 1-a) Vérifierque. ("k1 ¥) ; 0£D, £ f(k)- f(k+1)

0.5 1

b) En déduire que - ("ni ¥*) ; 0£S5,£ >
0.25 2-a) Montrer que la suite (Sn)ni v est monotone.

0.25 b) En déduire que la suite (Sn)ni 4+ estconvergente.

0.25 1

3
c) Montrer que la limite | de la suite (Sn) - . vérifie. —- 2In2£ 1 £ =
nl ¥ 2 2

EXERCICEZ . (3.5 points)

B

Soit m un nombre complexe non nul donnéet j=- =+ —i=¢ 3

I- On considére dans 'ensemble £ P’équation d’inconnue Z
(E,) : 22+ mj’z+m?j=0
0.5 | 1- Vérifier que . j3: 1 et 1+ j+ j2=0

0.25 2-a) Montrer que le discriminant de ’équation (Em) est: D= gn (1— j)h%

0.5 b) Déterminer z, etz, les deux solutions de I'¢quation (E,,)
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0.5 \S— Dans cette question, on suppose que : m= 1+ |
Montrer que (z; + 22)2022 est un imaginaire pur.
II- Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ,lIJ ,\I/) .
Soit | la transformation du plan complexe qui a tout point M (z) fait correspondre
le point M(z§) tel que . z¢= (1+ j)z
0.25 | 1- Déterminer la nature et les ¢léments caractéristiques de application |
2- On considere les points A , B etC d’affixes respectives m , mj et mj 2
et on note A;Z(asl) , B;Z(b;b) etCsZ(c;é) les images respectives des points A , B et C
par application | et soient P(p), Q(q) etR(r) les milieux respectifs des
segments ?Aﬁi : gZBﬁﬁu et gﬁ\C@U
0.75 | a)Montrer que . a¢= - mj>, bg¢=- met c¢= - mj
0.25| b)Montrerque: p+ gj+ rj>°=0
0.5 ¢) En déduire que le triangle PQR est équilatéral.
EXERCICES ( 3 points)
Soit N un entier naturel strictement supérieur a 1
On considére dans¥ ? I’équation (En) : (X + 1)n - X"=ny
Soit (X, y) une solution de I’équation (En) dans ¥ ? et soit P le plus petit diviseur
premier de N
0.25 | 1_a) Montrer que ; (x+ l)n ° x" [p]
0.25 b) Montrer que P est premier avec X et avec (X + l)
0.25 c) En déduire que . (X+ 1)p_ o [r]
0.5 2- Montrer que si n est pair, alors "équation (En) n’admet pas de solution dans(] ?
3- On suppose que N est impair.
0.5 a) Montrer qu’il existe un couple (u,v) de 12 tel que . nu +( p —l)V =1
(On rappelle que P est le plus petit diviseur premier den )
0.25 b) Soient g et r respectivement le quotient et le reste dans la division euclidienne de u
par ( p —1) . Vérifier que . Nr =l—( p —1)(V-+- nq)
0.5 ¢) On pose - V¢= - (V+ nQg). Montrer que : V¢ 0
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0.5 d) Montrer que I’équation ( E, ) n’admet pas de solution dans!] 2

EXERCICEA4 .( 3.5 points)
On rappelle que (M ) (i ),+ , ) est un anneau unitaire non commutatif d’unité

ad 00

| = gO 1£ et que (¢ + ) ) est un anneau commutatif unitaire et integre.
1%}

o _ @ 3bd . LB
soit E %M(a,b) éb a%/(a,b)lgé I)),

0.25 1-a) Montrer que E est un sous-groupe de (M 2 (i )"")

0.25 b) Vérifier que pour tout @,0,C et d de ¢ ,ona.
M(a,b) M(c,d)= M (ac+ 3bd,ad + bc)
0.5 c) Montrer que (E + ) ) est un anneau commutatif et unitaire.

2-Soit | Papplication définie de E vers ¢ par .
"@ab)l ¢* ; j(M(ab))=|a*- 30’
0.5 Montrer que | est un homomorphisme de (E,” ) vers (¢, )
3-soit M (a,b)1 E
025 | ) Montrerque M (a,b)” M(a- b)=(a’- 3b%).
0.5 b) Montrer que si M (,b) est inversible dans (E," ) alors j (M (a,b))= 1
05 | ¢)onsupposeque j (M (ab))= 1.
Montrer que M (@,b)est inversible dans (E,” ) et préciser son inverse.
0.25 | 4-a) Montrer que. " (@,0)I ¢° ; j(M(ab))=0 U a=b=0

0.25 b) En déduire que I'anneau (E ) ) est integre.

0.25 c) Est-ce que (E +) ) est un corps ? justifier votre réponse.

FIN
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EXERCICE1 Eléments de réponses Bar¢me
1- Vérification 0.25
A-
2- Déduction 0.25
I- |a) f est continue a droite en 0 0.5
b) f est dérivable a droite en 0. 0.5
C) * Calcul de limite...................... 0.25
*La droite d’é¢quation Yy = O asymptote a la courbe en+ ¥ 0.25
2- | a) Calculde f ¢(Xx) 0.5
B_ b) | *Calculde GHX) .ovrovriiiiiiie 0.25
*Encadrement de g 5Z(X) .................................... 0.25
C) Encadrement de ¢ (X) 0.25
d) f est strictement décroissante sur | .................. 0.25
3- |a) Tableau de variation 0.25
b) Représentation graphique de (C) 0.5
I- Existence et unicité de a 1 :p;l[ 0.25x2
2- | a) Tous les termes de la suite sont dans [O;l] 0.5
C- b) Application du TAF ou de I'inégalité des accroissements finis | 0.5
C) La démonstration de I'inégalité par récurrence 0.5
d) lim |un - a | = 0 et donc (u,) converge vers @ 0.25
n® + ¥
*F estdérivable sur | .......coooveviiiiiiiiiiiiii 0.25
1- »("x1 1) ; Fdx)=- f(x) 0.25
a) Intégration par parties 0.5
by |+ limF(x)=2In2- 1 ... 0.25
x® 0*
2_ 1
* 60 f(t)dtz F(0)= 2|n2' 1 ..................... 025
D- 1
¢ , 0.5
) L’aire enCM? est . (‘)0 f (t)dt Acm?
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I- | a) Vérification de la double inégalité 0.25
b) Encadrement de S, 0.5
B 2- | a) La suite est croissante 0.25
b) Convergence de la suite 0.25
c 1 3 0.25
) 15,5, €= avee S, =2- 2In2
2 2
EXERCICE2 Eléments de réponses Baréme
1- Vérification j3=1 ... 0.25
Vérification 1+ j+ j2= 0 coooveeveieniiee, 0.25
2- |a — & -\ 0.25
I ) | D= i)
b) | Détermination de z; et de z, 0.25x2
2022
5- (21 + 22) 0 est un imaginaire pur 0.5
1- . p 0.25
J estla rotation de centre O et d’angle —
II- | 2- |a) |Calculde a¢.bfet CE . vvrrvirniiniiiiiiiiieen 0.25x3
b) | p+gj+rj’=0 0.25
c) | Déduction 0.5
EXERCICE3 Eléments de réponses Baréme
1- a) p est un diviseur de N 0.25
b) Sip divise 'un alors il divise 'autre 0.25
C) On applique le théoreme de FERMAT 0.25
2- p=2 0.5
3- a) n et p—1 sont premiers entre eux, puis on applique le 0.5
théoreme de BEZOUT
b) Vérification 0.25
C) ve® 0 0.5
d) (x+1)" = (x+1)" [p] et (x)" =(x)"* [p] | OF
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EXERCICE4 Eléments de réponses Baréme
- |a) E sous- groupe de (M oG )+ ) 0.25
b) Vérification de 1’¢galité 0.25
c) (E + ) ) EStUN ANNEAU ..vvneniirinirininiieeeannns 0.25
commutatif et unitaire ... 0.25
2- J homomorphisme de (E ; ) vers (¢ , ) 0.5
3- a) Fgalité 0.25
b) L’implication 0.5
C) M (a,b) est inversible et détermination de I'inverse 0.25x2
4- a) I’équivalence 0.25
b) I’anneau (E + ) )est intégre 0.25
C) La justification que ’anneau integre (E Tt ) n’est pas un 0.25
corps
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- La durée de I’épreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte quatre exercices indépendants.
- Les exercices peuvent étre traités selon I’ordre choisi par le candidat.

- L’exercicel se rapporte a ’analyse ........ccceevviiennnnen. (10 pts)
- L’exercice2 se rapporte aux nombres complexes..........(3.5 pts)
- L’exercice3 se rapporte aux structures algebriques......(3.5 pts)
- L’exercice4 se rapporte a ’arithmétique .................... (3 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé
L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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0.25
0.25

0.5

0.5

0.5
0.25

0.5

0.5

0.5

0.25

0.25

0.5

0.5

0.5

EXERCICET . (10 points)
A-1- Montrerque. ("xI ;) ; 1+ x£ ¢’

2-a) Montrer que ("xi ; +) ;0 0£1- £ x

X2 3

b) En déduire que : ("xi i +) ; 0£ 1- x+ > e Xf %

- X
c) Montrer que : lim 1)(—26: (1
x® 0* X 2
B- On considére la fonction f définie sur | = [0,+ ¥ [par ,
. e X _ e 2X
F0)=1 e (xiPr¥l); fO="-
X
I 1
Et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormeé (O; I, j)

1-a) Montrer que f est continue a droite en O

f()-1_1-2x- e* 1- x- ¢~

2 2

b) Vérifier que . ("x>0)  ;
X X X

c) En déduire que f est dérivable a droite en O et que le nombre dérivé a droite

en(Q est g gg
%)

- 2X
2-a) Montrer que . ("X> O) , fdx)= ex—2(2X+ 1- e*(@+ X))

b) Montrer que : ("X> 0) ; fdX)E - € 2
(On pourra utiliser . 1+ x£ )

c) En déduire le sens de variations de f sur |
2X

3-Onadmetque. ("x>0); f&x)= e?( 4%°- 4x- 2+ e*(2+ 2x+ xz))

2
a) Montrer que ("X3 O) 1+ x+ X?JE e

b) En déduire que . ("x>0) ; f#x)>0

. 3
4-Onadmet que: lim fdx)=- =
a) Montrer que . lim fdx)=10
) a X® + ¥ ¢( )

b) En déduire que . ("x1 1) ; |f¢(x)|£g
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0.5

0.25
0.25

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

0.25

0.25

0.5

5-a) Calculer lim f (x) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X® + ¥

b) Dresser le tableau de variations de f

au point T (0;1)
d) Représenter graphiquement la courbe (C) dans le repere (O;Ii : Ij)
C-1- Pour tout X de [0;1] onpose. g(x)= f(x)- x
a) Montrer que g est une bijection de [0;1] vers un intervalle J que 'on
déterminera.
b) Montrer qu’il existe un unique réel a | ]f);l[ tel que f (a )= a

2- Pour tout entier naturel non nuln et pour tout entier K I {0;1 ........ ; n}, on

o , ka
considere les nombres réels X, = — et on pose -
n

=g f@d et =y f(x)dt
a) Montrer que - "k {O;l ........ ;n} ; |.Jk- |k|£ gb k+1('[- Xk)dt
g n T . . B&agz
b) En déduire que . "K1 {0,1 ........ ,n} ; ‘Jk— Ik‘£ —G—
48no
3-Onpose: L= 0, f (t)dt
k=n-1 - 2
a) Montrer que pour tout n { ¥, a a f&iﬁ%— L‘;E 3a”
N o no 4 n

a‘s™! aka 0 a
n

a fe—=0¢ f (t)dt

b) En déduire que - lim =
k=0 noe

n® + ¥

¢) Determiner la position relative de la courbe (C) par rapport a sa demi-tangente

EXERCICEZ .( 3.5 points)
soit mI £\ 1;0;1}
I- On considére dans £ DPéquation (E ) d’inconnue z .
(E,)):  mz’- (m- 1)%z- (m- 1)’=0
) 2
1-a) Montrer que le discriminant de ’équation (Em) est: D = (m - 1)

b) Déterminer Z; et Z, les deux solutions de I'équation (Em)
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0.5 2) On prend uniquement dans cette question M= eiq, avec 0< < p

Ecrire Z, et Z, sous forme exponentielle.

11
II- Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O,u,V).

1

On considere les deux points A et B d’affixes respectives m- 1et —- 1
m

0.5 1- Montrer que les points O , A et B sont alignés si et seulement si mI i

2- On suppose que M n’est pas un nombre réel.

Soient C Iimage du point B par la rotation de centre A et d’angle P et D l'image du

P

point A par la rotation de centre O et d’angle —

et soient P(p), Q(q) et R(r) les milieux respectifs des segments [AC ]} [AD] et [OB]

0.5 x] 0P
a) Montrer que l'affixe du point C est: C= m- 1+ §~- m=e 3
m [%]
iP
et que laffixe du point D est. d = (m - 1)8 8
0.5 &l P 0
b) Montrer que . 2(p- r)= m- 1+ g—- mae 3 - 1=
m 2
t 2(q- r)=(m- 1)e2 &l mQ
e - -
b "
[
0.25 c) Montrerque: (- r==¢€ 3 (p— r)
0.5 d) Quelle est 1a nature du triangle PQR 7 (justifier votre réponse)

EXERCICES : (3.5 points)

On rappelle que (M 3 (; ),+ ) ) est un anneau unitaire non commutatif et non integre

a 0 00
d'unit¢ 1 =§0 1 0§ (Laloi " ¢étant la multiplication usuelle des matrices)
0 0 13
0 00
Pour tout réela on pose M (a) a+1 3 - §
2a+3 6 - 25

et soit G= {I\/I @)/ al | }
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0.5
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0.5
0.25

0.5

0.25

0.5
0.5

0.5
0.5

0.5
0.5

1- Soit) Papplicationde | vers MS(; ) définie par . (" al i ) y ] (a)= M (a)
a) Montrer que | est un homomorphisme de(i ,+) vers (M3(; ),' )
b) Montrer quej (j )= G . en déduire que (G, ) est un groupe commutatif.
c) Déterminer J I’¢élément neutre dans (G y )
d) Déterminer I'inverse de M (a) dans (G , )
e) Résoudre dans (G , ) ’équation - M (1) X=M (2)

2-a) Montrer que . (" al ) ; M@) J=M(@) I
b) En déduire que pour tout al i M (a) n’est pas inversible dans (I\/I 3 (; ),' )

e 1 0 00
c) Vérifier que les matrices de la forme X = §x+ 2 3 OE avec X1 | . sont
3x+5 6 13

des solutions dans(M,(j ), ) de équation. ~ ML) X = M (2)

EXERCICE4 (3 points)
1- Montrer que 137 est un nombre premier.
2- Déterminer un couple (u ,V) de ¢ 2 tel que : 38u+ 136v= 2
3-Soit xI ¢ telque. x*° 1 [137]
a) Montrer que X et 137 sont premiers entre eux.
b) Montrer que . x*°° 1 [137]
c) Montrer que. x*° 1 [137]
4- Résoudre dans ¢ Péquation  (E): x° 1 37]

FIN
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EXERCICE1 Eléments de réponses Baréme
A- 1- Inégalité 0.25
2- | a) | Double inégalite 0.25
b) | Déduction de la double inégalite 0.5
c) | Calcul de la limite 0.5
B- I- | a) | Continuité a droite en O 0.5
b) | Vérification de I’égalité 0.25
c) | Déduction de la dérivabilité¢ de la fonction f a droite en O 0.5
et du nombre dérivé a droite en O
2- |a) | Calculde fdX) 0.5
b) | Démonstration de I'inégalité f ¢(X)£ g 0.5
C) f est strictement décroissante sur | 0.25
3- |a) | L’inégalité 0.25
b) | Déduction 0.5
4- | a) | Calcul de la limite 0.5
b) | Déduction 0.5
5- |a) | Calculdelimite.............coooiiiiiiinin 0.25
Interprétation graphique ........ocvvvvvviiiiiiiiiiiiiinn 0.25
by | TV 0.25
) | Position relative de (C) avec sa demi-tangente 0.25
d) | Représentation graphique 0.5
C- | 1- |9 ©-e?- 1.1 0.5
g est une bijection de [O;l] vers J = g—z ;1t
& © 8
b) | Existence et unicité dea 0.25x2
“~ 19 ||k - Jk|£ (‘)XXM f (t)- f (Xk)|dt puis application de 05
K
I'inégalité des accroissements finis
b) Déduction de I'inégalité 0.5
3- |a) | Démonstration de I'inégalite 0.5
b) | Déduction de la limite 0.25




eriiaia | | RS IR et
EXERCICE2 Eléments de réponses Baréme
I- 1- a) Le calcul du discriminant 0.25
b) Détermination de 7; etz, 0.25x2
2- Formes exponentielles de 7; etz, 0.25x2
II- 1- Equivalence 0.5
2- | a) Calculde C etde d 0.25x2
b) Calculde 2(p- r)etde 2(q- r) 0.25x2
C) [’égalité 0.25
d) Le triangle PQR est équilatéral .............. 0.25
Justification................ 0.25
EXERCICE3 FEléments de réponses Baré¢me
1- a) ] homomorphisme 0.5
b) 11 ()76 o 0.25
(G , ) groupe commutatif............oooiiiiiiiiiiiiiin, 0.25
c) Détermination de J 0.5
d) Détermination de 'inverse de M (a) dans le groupe (G , ) 0.5
€) Résolution de I’équation 0.5
2- a) Démonstration de I'égalit¢ - M (@) 1= M (@) J 0.25
b) Déduction 0.5
C) Vérification 0.25
EXERCICE4 Indications de solutions Baréme
1- 137 premier 0.5
2- Algorithme d’Euclide 0.5
3- | a) Théoreme de BEZOUT ou toute autre méthode juste 0.5
b) Théoréme de FERMAT 0.5
C) Application de 2- 0.5
4- S={i+137k: ki ¢} 0.5
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- La durée de Pépreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte 3 exercices indépendants.

- Les exercices peuvent étre traités selon Pordre chgis’*i par le candidat.

W
N\
o

TN
N
N

- L’exercicel se rapporte a ’analyse @ ........... veenso(12 pts)
- L’exercice2 se rapporte aux nomQr%s complexes..........(4 pts)
-« L’exercice3 se rapporte a l’aqlﬁméthue ....... cerveensoss (4 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICEL1 : (12 points)

2-a) Montrer que : (VreN) ; |u

Pour tout entier naturel », on considére la fonction £, définie sur R par :

X

—~2e
= +
ful®)=7—

nx

Soit (C,) sa courbe représentative dans un repére orthononné(o,?,}) .

(On prendra"?{l = "}" =lcm)

Partie I :
1-a) Calculer lim ( Li(x)-nx+ 2) puis interpréter graphiquement e résultat obtenu.

b) Montrer que la courbe (C,) admet, en — , une asymptote (A, ) dont on déterminera

une équation cartésienne.

2-a) Montrer que la fonction f, est dérivable sur R et que :

(vxeR) ; f'(x )— +n
(+~‘~’)
b) Montrer que : (VxeR) ; 4—exzsl
(1+e*)

¢) En déduire le sens de variation de la fonction j;, sur R

(On distinguera les deux cas'sn=0 et ‘nzl )
3-a) Déterminer I’équation de la tangente a Ia courbe (C,) an point 7 d’abscisse 0

b) Montrer que le point 7 est le seuL pmnt d’inflexion de la courbe (C,)

4- Représenter graphiquement dans 18 méme repére, les deux courbes (C, }et(C, ).

5- Pour tout réel ¢>0 yon pose 4(f) Iaire du domaine plan limité par (C,)

et les droites d’équations respectives : y=nx-2 , x=0 et x=¢
a) Calculer A(¢) pour tout >0
b) Calculer Iim A(¢)

=+

Partie Il :
On considére la suite (x,)  définie par :

u, =0 et (vreN) ; u, =f(u)

1-a) Montrer que I’équation f,(x) = x admet une unique solution  dans R

b) Montrer que : (vxeR) ; | £ '(x)| s%

—o:|$l =
2

n+l
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0.5 b)En déduire que : (VrneN) ; |u,-o|< (%) ||
0.5 ¢) Montrer que la suite(x, ) = converge vers &

Partie I11 :

On suppose dans cette partie que n =2
0.5 | 1- a) Montrer que pour tout entier n>2 , il existe un unique réel x_ solution de

I’équation f,(x)=0
0.5 b) Montrer que pour tout entier n>2 , 0<x <1
2e
(Onprendra —<1.47)
l+e
0.5 | 2-a) Montrer que pour tout entier =2, £, (x,)>0
0.5 b) En déduire que la suite (x,)  est strictement décroissante.
0.5 ¢) Montrer que la suite (x,)  est convergente.
: 1 U 2e N
0.5 | 3-a) Montrer que pour tout entier n>2, —<x <= —§
n n\l+e

0.5 b) En déduire lim x,, puis montrer que lim nx, =1 &
0.5 | 4-a) Montrer que pour tout entier »>2, ona : x, & x2
0.5 | b)En déduire lim (x, )" >

EXERCICE2 : (4 points)

Soient a , b et ¢ trois nothbres complexes non nuls tel que : a+b#c
0.5 | 1-a) Résoudre dans I’ensemble C 1’équation d’inconnue z

(E) : 22 —(a+b+c)z+c(a+b)=0

0.5 b) On suppose dans cette questionque: a=i, b= ¢? et c=a-b

Ecrire les deux solutions de I'équation (E) sous forme exponentielle.
2- Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct(O,z:,;) .

On considére les trois points 4(a) , B(b) et C(c) qu’on suppose non alignés,

Soient P( p) le centre de la rotation d’angle % qui transforme B en 4

et Q(q) le centre de la rotation d’angle [— %) qui transforme C en A4

et D(d) le milieu du segment [BC]
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1 a) Montrer que : 2p=b+a+(a-b)i et 2g=c+a+{c—a)i
0.5 b) Calculer : p=d
qg—d
0.5 ¢) En déduire la nature du triangle PDQ

3- Soient E le symétrique de B parrapporta P et F le symétrique de C par rapport
a Q et X le milieu du segment [ EF]

a) Montrer que l'affixe de K est k=a+ %(c —b)

b) Montrer que les points X , P, Q et D sont cocycliques.

EXERCICES3 : (4 points)
Partie I : On considére dans Z x Z 1'équation (E) : 47x-43y =1

1- Vérifier que le couple (11,12) est une solution particuligte de l’cquatlon (E)

2- Résoudre dans Z x Z I’équation (E)

Partie II : On considére dans Z 1’équation (F) /x" 54:«“['43]

1- Soit x € Z une solution de 1'équation (F) y a
a) Montrer que x et 43 sont premiers entre eux,"i;ﬁ déduire que : x* =1 [43]
b) Montrer que : 4x=1 [43] , en dédmre que: x=11 [43]

2- Donner I’ensemble des solutions dani% VA de I’équation ( F)

Partie ITI : On considére dans Z le s;}steme a deux équations suivant (S): { :?1 f ;:) {f;}

1- Soit x une solution du systéme (5)

x=11 [43]
a) Montrer que x est solution du systéme (S'):
) e ysteme (S7) {xslo [47]
b) En déduire que : x=527 [2021] (On pourra utiliser la partie I)

2- Donner I’ensemble des solutions dans Z du systéme (S)

FIN
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Exercice 1 Eléments de solutions Baréme
) | . On montre que : ll'Tm(ﬁ (x)—mc—|~ 2) =0 cmeeeeee 0.25
- La droite d’équation y = nx—2 est asymptote & (C,) au
1- voisinage de +0. 0.25
b) | On montre que la droite (A, ): y = ax est une asymptote a 0.5
(C,) au voisinage de —co
Toute réponse non compléte est notéed) \
a) | _ Montrer que f, est dérivable sur R U SR 0.25
- Justifier ’expression de ]:,'(x) ........ ;*.,;1‘ e 0.25
Partie I 2. b) | Montrer l’megallte < & 0.5
¢} | f, est strictement déeroissante sur R 0.5
Etpour n21, £, éstsirictement croissante sur R
Toute réponse non co@p]éte est notée 0 |
a) | Détermination de I’ éq.uatlon de la tangente, 0.5
3- b) | nistifier que 7 (0,1,—3’) est I'unique point d’inflexion de (C,) 0.5
4- Representaﬂon}raphlque de (Cy) evevrvrneaiinnen, 0.25
Représentation graphique de {C,).......c......cev..e, 0.5
a) | Calcul de I'intégrale. 0.5
3- b) | Justifier le caleul de jim 4 (r) 0.5
i—++oo
a) | Justifier I’existence et I’unicité de a 0.5
1- Toute réponse non compléte est notée 0
. b) | Montrer 1’inégalité 0.5
Partie II a) | Montrer Iinégalité 0.5
2- b) | Montrer I’inégalité 0.5
¢) | Montrer la convergence de la suite vers o 0.5
1 a) | Justifier I’existence et I'unicité de x, 0.5
b) | Justifier la double inégalité 0.5
“a) | Justifier I’inégalité 0.5
Partie IIT | 2. b) | Montrer que la suite est strictement décroissante 0.5
©) | Justifier que la suite (x,) __ est convergente 0.5
3- a) | Justifier la double inégalité 0.5
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b) | Caleulde Jim x «ovevvinniniiiiiiiinii i (.25
Justifier que ,i{i"m nx, =1.. 0.25
a) | Justifier I'inégalité 0.5
4- b) | Déduction de Jim (x,) 0.5
=400
Exercice 2 Eléments de solutions baréme
1- |a) | Larésolution de I’équation 0.5
| Toutes les méthodes sont acceptées
b) L’écriture des deux racines sous forme exponentielle. 0.25x2
2- |a) La démonstration des deux égalités 0.5x2
b) Le calcul du rapport 0.5
©) La détermination de la nature du triangle PDQ 0.5
3- a) La démonstration de 1’égalité 0.5
b) La démonstration de la cocyclicité des quatre points. 0.5
Exercice 3 Eléments de solutions Baréme
Partie I 1- Vérification & 0.25
La résolution de I’équation { E)en justiﬁéiht les diverses 0.75
2- étapes de la solution \*‘
Toute réponse non compléte est\notée 0
Partie I1 Justifier que x et 43 premlers\entre EUX....urierernse 0.25
|5 ustifier la congriience X 2 =1 [43] .................. 0.25
1- 'ﬁ - 0.25
b) Justifier la congrueg\oé x=1 [43] .................. 0oz
| Justifier da cong\bnce x=1l [43] ..................
2- Détermination de I’ensemble des solutions de (F) 0.5
Partie I1I -Justifier que x =11 [43] ..cocooviiniinicnnn, 0.25
a
1 ) |. Justifier que x=10 [47] .....ooooveiniinnnnnn, 0.25
b) Justifier que x =527 [202 1] 0.5
Toute réponse non compléte est notée 0
Donner I’ensemble des solutions du systéme (S ) 0.5
2- (Etude de la réciproque)
Toute réponse non compléte est notée 0
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- La durée de Pépreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte 4 exercices indépendants.

- Les exercices peuvent étre traités selon Pordre choisi par le candidat.

- L’exercicel se rapporte a Panalyse ..../.... \ (8 pts)
- L’exercice2 se rapporte a Panalyse .<.... co.eueeennn... (4 pts)
- L’exercice3 se rapporte aux nombres. ¢complexes..........(4 pts)
- L’exerciced se rapporte A l’arlthlgéthue cersessssssncsens(d PLS)
%&«
> &
\&

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé
L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICE] :(8 points)
Partie I- On considére la fonction f définie sur ’intervalle ] = ]—oo,l[ par :

f(x)=In(1—x)
Soit {C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O,f,;‘)

0.25 | 1- a) Montrer que la fonction f* est continue sur 7
0.25 b) Montrer que la fonction f est strictement décroissante sur /

0.75 ¢} Calculer lim f(x), lim f (x) et lim @

x—1" i—=—c0 ¥
0.5 d) Interpréter graphiquement les résultats obtenus
0.25 e) Donner le tableau de variations de f

0.25 | 2-a) Montrer que la courbe (C ) est concave.
0.25 | b) Représenter graphiquement Ia courbe (C) dans le repéré (O,_i-,__;-')

o 3- a) Montrer que f* est une bijection de I versR | &
25 : &
Onnote f~' sa bijection réciproque. <&
0.25 | b)Déterminer f~'(x) pour x€R &
025 | o) Vérifierque: f'(—l)=1-¢"' ¢,V &
Partie II- Pour tout réel x et pour tout'entier n@ﬁffél n>2 ,onpose:
E'& “’{' ) x"
P (xX)=xF =+ +—
(fim 250 n
05 1- Montrer que pour tout entiéf‘ n 2}\:il existe un unique réel x, € ]0,1[ tel que :
' 7R (x)=1

0.5 |2- Déterminer le réel oo = x, et vérifier que: O<a<l

0.5 | 3-a) Montrer que : pour tout entier n>2 ,ona: P, (x,)>1

0.5 b) En déduire que la suite (xﬂ )w , ainsi définie est strictement décroissante.
0.25 ¢) Montrer que pour tout entier n >2 ,ona: x € ]O,cx]

0.25 | d) Montrer que la suite (x, )”22 est convergente.

4- pour tout réel x €1 et pour tout entier n>2 , on pose :

£,(x)=f(x)+B(x)

0.5 a)Montrer que :  (Vxel); (Vn>2) fl(x)=
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0.25 b) Montrer que : (Vx 6[0 OLD ( n> 2) £ (x)| < -
0.5 ¢) En déduire que : (Vx € [O, OLD ; (Vn > 2) )I 510‘—
0.5 d) Montrer que : (Vn>2) | f(x,)+ 1' < la_
—Q
0.5 ¢) En déduire la valeur de 1113:1 X,
EXERCICE? :(4 points)
2
On considére la fonction ¥ définie sur R par: F (x) e f ’ erqE dt
0.5 | 1- a) Déterminer le signe de F (x) en fonction de x
1 b) Montrer que F est dérivable surR et calculer sa dérivée premiére F'(x)
0.5 | 2-a) En utilisant la méthode d’intégration par partie, monrer quggg
1 1 x— 52‘ i &
‘[; F(x)dx= j; (1 — x)e c_\\\%ﬁx
0.5 | b)Caleuler | F(x)dx Voo
0 \e\\
3- On considére la suite (v, ) déﬁnie par : @‘”
k—rz-—l +1 x
VneN") 4 =—
(mer) ot S )f o
0.5 | a) Vérifier que :
. k_n—l k +1 1 k=n—1 [ k]
VrneN') u =— —— n—k)F|—
(e =23 (n- []z:( )[4
0.5 | b)Montrer que : (Vn GN‘) u, =—EF[ ]
R
0.5 | <) En déduire que la suite (x, )H)  €st convergente et déterminer sa limite.
EXERCICES3 : (4 points)
m est un nombre complexe différent de 2 et de —i
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;t: ,;)
On considére dans I’ensemble € 1’équation d’inconnue z -
(E) : 2 ~(m-i)z—im=0
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0.5 | 1-a) Verifier que le discriminant de I’équation(E) est (m +i)*
0.5 b) Déterminer z; etz, les deux solutions de (E)
i
0.75 ¢) Sachant quem = el 8 ; écrire le nombre z, + z, sous forme exponentielle.
2- On considére les points 4 , B et M d’affixes respectifs 2, —i et m etsoit M’
le symétrique de M par rapport & 1’axe imaginaire.
0.5 a) Déterminer en fonction de m 1’affixe de M’
0.75 b) Déterminer en fonction de m 1’affixe du point N tel que le quadrilatére ANM'B
soit un parallélogramme.
1 c) Montrer que les deux droites(AM) et (BM") sont perpendiculaires si et
seulementsi Re((2-i)m)= Re(mz)
EXERCICE4 : (4 points) &
Soit a un entier naturel supérieur ou égal 3 2 et soit 4= 1 + a\—l— a+a+a+da°+af
Soit p un nombre premier impair tel que : p divise 4 S &
1| 1-a) Montrer que a’ =1 [ p] en déduire que Vne N =1 [ p]
1 b) Montrer que a et p sont premiers-entfe eux,s t*n déduire que :
VmeN ("_2""1 (P]
2- On suppose que 7 ne divise pas’p {b
0.5 a)Montrer que: a=1 [p] \ \\'
0.5 | b)Endéduire que: p <7
1| 3- Montrer que si p un nombre premier impair tel que : p divise A4
alors: p=7 ou p=1 [7]

FIN
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Exercice 1 Eléments de solutions Baréme
a) | f est continue sur / 0.25
b) | £ est strictement décroissante surf 0.25
© Iir:g JOX)=—00 v P 0.25
Q 0.25
z'iv_n Jx)=400 criviviiiiiiiiiiimiinnn... et anens
1- lim —@ =0, g \:‘\\ ................. 0.25
¥——oo % &
N
d) | La droite d’équationx = 1 gsf une asymptote verticale 0.25
pour la courbe (€).... ; et atre et e reeererreeeaees
L’axe des abscis: \}st une direction asymptotique pour
Partic I {a comrbe (CK@ ............................................ gies
e} | Le tableaun de variations de f. 0.25
a) 0.25
Ona: Wxel f'x)= ( 1)2 (<0), donc 1a courbe (C)
2- est concave.
b} | La représentation graphique de la coutbe (C). 0.25
a) | f est continue et strictement décroissante sur / donc f 0.25
est une bijectionde 7 vers (/)= R
3
b | weR f'@)=1—¢ 0.25
¢) | Vérification. 0.25
Partie H | 1- On applique le théoréme de la bijection  la fonction 0.5
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x+—=F(x)—1 sur I'intervaite [0:1].

B@=1ex+2x—2=0, on trouve o =v3—1...... 0.25
2-
O<V3—1<L e
0.25
¥ 0.5
®) | Bax )=1+—=— (>])
n+l
b) Pour n>2,0na: P,,_,_, (x,,)>1=>x,, >X,., donc la suite 0.5
(%), est strictement décroissante.
3-
La suite (x, ),,?_2 est strictement positive (D’aprés II-1-), de | 0-23
©) plus elle est strictement décroissante donc majorée par
son premier terme . &
a la suite (x,),, est strictement décrois\saﬁ\te et minorée 0.25
par 0, donc elle est convergénte. \;\“\
:"‘\0\
5 — 0.5
Vxel Px)E14x+2%... +x" = 11 x
o -x
' x"
dongp¥x €1 X)p=—-
—X
n " n 0.25
b) |"Vxe[0,a);Vn>2 |fx)]< i <2 <z
- 1-x" 1—«
4- o 0.5
Ona: V¢€[0,q] f,,’(t)l gl_o-z , donc pour x€[0,0fon a
d’aprés I"inégalité de la moyenne :
x o’
’f f:,f(f)df’S X, 0r x < o<1 onobtient :
c) ¢ 1 — QL
a}l
f@<—
l—cx
On peux aussi appliquer I’inégalité des accroissements
finis
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o 0.5
Ona: x, €[0,a] donc 1<~1— c’est a dire
d) n b
- <—— ou encore ; |f &)+ <>
l—o l—o
On utilise I’encadrement de la question II-4-d). On a 0.5
l } = ; —_—
Jim 0 (0<a<l)donc lim f(x,)=-1.
e)
Dot : limx, =lim £ (f(x )= (=) =1-€" (f~ est
continue sur R ).
Exercice 2 Eléments de solutions baréme
1- a) | Festpositivesur R* et négative sur R ~ & 0.5
b) E ‘f 0.5x2
F est dérivablesur R etona: VxeR 7/F "(x) =e 2,
2- a) | Intégration par parties. ;\\\0‘ 0.5
b) - 0
1 = S5
[ Feav=ve -1 ,\3"
3- a) | Vérification, N 0.5
by [Ona: 0.5
k=p—1 k +1 f=n k=r
Z (n —k)F[ ] Z( —k+l)F[ ] Z(n k)F[ ]+2F[ ]
On en déduit le résultat : u, _-ZF[ ] F(0) =—ZF[——]
k=l Ry \n#
©) | La suite(1,),5; €St CONVEZONtE. ... . veeververeeereerreeeersssnnn, 0.25
1 0.25
fim 1, = [ F@dr=ve—L.....ccooooovrrrrorririesirrrrrrrrrnn
n——00 0
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EXERCICE3 Indications de solutions Baréme
a) Vérification 0.5
. b) n=met zy=—i 0.5
Pl
©) Forme exponentielle de z) +2z, danslecas m=e 8 0.75
a) L’affixede M "' est: —m 0.5
2- b) Laffixede N est n=—~m+2+i 0.75
c) L’équivalence 1
Exercice 4 Eléments de solutions Baréme
1- a) | Ona:p/4 et(a=1)Ad=a"-1 ........0.... & 0.5
Déduction : VneN o™ =1 [ p] .............. Q\\ 05
b) | On applique le théoréme de Bezout ou foute méthode juste........ 0.5
Déduction : On utilise l¢/théoréme de Fermat ............. 0.5
2- a) ([ Ona: 7% p—1 donc 7/\({c3;l)=1eton applique le théoréme de 0.5
Bezout é"'
g
Y| a=1[p|= 4=7[p| *=p/7 =p=7 05
3- P estun nombre premier impair tel que : p/ 4. On a deux cas : 1
Si7/p—1 alors p=1 [7]
Si7X p—1alors p=7
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- EXERCICE3 qui concerne les homlgres complexes
(obligatoire).................. bt 3.5 points

- EXERCICE4 qui concerne ['analyse

(obligatoire).............coooireic e 13 points

L'usage de la calculatrice est strictement interdit
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. La durée de I'épreuve est de 4 heures.
. L'épreuve comporte (5) pages numérotées de 1/5a 5/5
. L'épreuve est composée de quatre exercices indépendants entre eux.
. Le candidat doit traiter EXERCICE3 et EXERCICE4 et choisir de traiter
EXERCICE1 ou bien EXERCICE2.
o Le candidat doit traiter au total trois (3) exercices :
EXERCICE1 qui concerne l'arithmétique (au
CROIX).....e s 3.5 points
- ( ou bien
EXERCICE2 qui concerne les structures algébriques (au
ChOiX)......cooviiie 3.5 points

Tu choisis de traiter EXERCICE! ou bien EXRCICE2

Tu traites obligatoirement EXERCICES et EXRCICE4
EXERCICE1 :(3.5 points/au choix)

On considére dans ¢~ ¢ équation (D) : 7x3- 13y=5
1- Soit (x,y)I ¢ ¢ une solution de I'équation (D)

(Si tu choisis de traiter EXERCICE], il ne faut pas traiter EXERCICE2)
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0.5 a) Montrer que X et 13 sont premiers entre eux.
0.5 | b)En déduire que: x2° 1 [i3]
1 c) Montrer que : X°° 10 i3]
0.5 | d)En déduire que : x?° 3 [i3]
1 2- Déduire des questions précédentes, que I’équation (D)n'admet pas de solution dans ¢ * ¢
EXERCICE2 : (3.5 points/au choix)
(Si tu choisis de traiter EXERCICE2, il ne faut pas traiter EXERCICE1)
On note par M, (i ) 'ensemble des matrices carrées d’ordre deux.
a 00
On rappelle que (MZ(‘ + ) ) est un anneau non commutatif unitaire d’unité | = é ;
1o
et que (; y ) est un groupe commutatif.
s o ja xo
On considere le sous-ensemble E de M, (; ) définipar:E=} H xlIj etyl
i b
0.5 | 1- a) Montrer que E est une partie stable de (Mz(; ), )
0.5 b) Montrer que la multiplication n’est pas‘commutative dans E
- X9 Z - x0
0.5 . ) 4 aa_xé E: yta x6 d 09
c) Vérifierque: (" xXL& ) "vI : = = = = =
) ue: ‘)(y‘)éc)y% 13 gzéo% 0 1%
y o y o
0.5 | 2- Montrer que (E, ) est un groupe non commutatif.
I x-10 .}
3- On considére le sous-ensemble F de E définipar:F = iM(X)=§O < Il *_’?
f CH
0.5 ) s e e not L X .o _
a) Montrer que I'application J définie par : ( Xl ) ; J (X)= M (x) estun
homomorphisme de (; - ) vers (E/ ) .
1

b) En déduire que (F , ) est un groupe commutatif dont on précisera I'élément neutre.

EXERCICES3 :(3.5 points/obligatoire)

Soit M un nombre complexe non nul.
Premiére partie :

On considere dans £ I"équation d’inconnuez, - 2mz% + 2m?z- m®=0

(E)
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0.5 | 1- Résoudre dans £ I'équation (E) (Onremarque quem est une solution de I'équation (E) )
2- On note z; et z, les deux autres solutions de I'équation (E) autre que m
2 1 1 1
0-25 a) Vérifierque: —+ —= —
; Zy m
iP
0.5 b) Dans le cas ou m= 1+ e 3, écrire sous la forme algébrique z; et z,
Deuxiéme partie :
1
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O;u,v)
iP - iP
On considére les points A et B d’affixes respectives a= me 3 et b=me 3
&p o
On note P le centre de la rotation d’angle g% qui transforme O en A,
o
. , pg
Q le centre de la rotation d’angle g—_ qui transforme A en B
20
&DQ .
et R le centre de la rotation d’angle EE: qui transforme, B enO
0
0.25 | 1- Montrer que les points O , A et B ne sont pas alignés.
1 2-a) Montrer que l'affixe de P est p= m7e 12 et.que l'affixede R est r= m7e 12
~&7p o
0.5 b) Montrer que I'affixe de Q est g~ mﬁsnng—pg
120
0.5 | 3-Montrer que OQ = PR et que les detx droites (OQ) et (PR) sont perpendiculaires.
EXERCICE4 :(13 points/obligatoire)
Premiére partie :
On considere la fonction f définie sur l'intervalle | = [0;+¥ [ par:
. 10
f0)=0 et ("xI P;+¥]) ; f(x)=x Ingl+ =2
X9
1
et soit (C)sa courbe représentative dans un repéere orthonormé (O; i, j)
(On prendra H H =1cm)
0.5 1- On appliquant le théoreme des accroissements finis a la fonction ta In(t) sur l'intervalle
. 1 & 10 1
X,X+ 1], montrer que : P "xI P;+¥ ; <Indd+ —=< =
foct 1], montrerques (P) (I Pir¥ ) i o< nfie i<
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0.5 2-a) En utilisant la proposition (P) , montrer que la fonction f est dérivable a droite en0
0.5 b) En utilisant la proposition (P), montrer que la courbe (C) admet une branche parabolique
dont on précisera la direction.
0.75 | 3-a) Montrer que la fonction f est dérivable sur P;+¥ [ et que:
. T 2 10 1 9
("xI p+eD ; (= 3x2EIn + = =
xo 31+ x)F
0.5 b) En déduire que la fonction f est strictement croissante sur |
(On pourra utiliser la proposition (P))
0.25 c) Dresser le tableau de variations de f
. f(x
4- Pour tout XI P;+¥ [,onpose: g(x)= &)
X
) Vérifi ("xI pi+¥ D '(x) oxgindy 1271 : dédui |
a) Vérifier que : ; ; = —% —— =, en déduire quela
0.75 J é b 2(1+ )3
fonction g est strictement croissante sur j t,
0.5 b) Montrer que I'équation g(x)= 1 admet'sur *+ ,.une solution unique notée a
R 3
puis vérifier que a I J;2[ (On prendra INn2="0.7 et In§= 15)
05 c) En déduire que les seules solutions def&quation f (x)= x sont 0 et a
0.5 | 5-a) Représenter graphiquement la.courbe (C).
(On précisera la demi-tangente a droite en O et la branche parabolique de(C))
0.25 b) Montrer que f est une bijectionde | versl (Onnote f~ lsa bijection réciproque)
Deuxiéme partie :
On considere lasuite (Up)., , définiepar: O<ug<a et ("ni¥); upq=f" Yu,)
0.5 | 1- Montrer par récurrence que : ("n1 ¥) ; 0<u,<a
0.5 | 2-a) Montrerque: g(P:a[)= P:1[
0.5 b) En déduire que la suite (Up )., , est strictement croissante.
0.25 c) Montrer que la suite (un)n3 o est convergente.
0.5 | 3-Déterminer lim u,
n® +¥
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Troisiéme partie :
. 1
On considére la fonction F définie sur I'intervalle | par: ("xI 1) ; F(x)= ¢ f(t)dt
X

0.5 | 1-a) Etudier suivant les valeurs de X , le signe de F(x)

0.5 b) Montrer que la fonction F est dérivable sur | et déterminer sa dérivée premiere F'
0.25 c) En déduire que F est strictement décroissante sur |
0.5 |2-a)Montrerque: ("xI [+¥[) F(X)£ (1- x)In2

0.25 b) En déduire  lim F(x)
X® +¥

0.5 3-a) En utilisant la méthode d’intégration par parties, montrer que :

In2 x* & 16 1 1t
=+

"xI P;+¥ ; F(X)= —- =—Ingd+ === —
(' Pie¥ ) 0 TG 40t
0.5 b) Calculer ¢ lidt pour tout X1 P;+¥ [ (On remarque que'i— t2- t+1- i)
' Ot+1 ’ Tl+t 1+t
- 5 x5 %% x.,o1 x* @ 16
c) En déduire que : ("xI P;+¥ ;. F(X)= —- —+ —- =% =In(1+ x)- —Ingl+ —=
0.5 ) aue:: ("xI P+ =5 % 5 3 " 3 xo
. 1
0.5 d) Calculer lim F(x), en déduire la valeur de d, f (t)dt
X® 0*
k=n-1p + &
4- Pour tout entier naturel non nul n , on pose: .v, = ﬁ Fgﬂk 1% F‘a‘tkf
o E E2n o End
0.5 a) Montrer que pour tout ni=¥ et pourtout ki {01,,,,,,,,n- 1} :
Lo, ey, Lk
2n € 2n 5 €& 2n & E&ng 2n Eno
05 . - k=n 0 k=n-1 O
b)Endéduireque:("nI ¥ ) : - ié faikI;E Vv, £ - L a f&kg
2n,_, Eno 2n \_, Eno
+ +
(On remarque que: 2K 1<k— )
2n n
0.25 c) Montrer que la suite numérique (Vn)ni - estconvergente et déterminer sa limite.

FIN
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N.B : Si un candidat traite les deux exercices qui sont au choix (totalement ou

partiellement) on lui attribue la meilleure note obtenue parmi les deux notes

(et non pas la somme des deux notes ).

EXERCICE1 Eléments de réponses Bareme
1- a) -Si d est un diviseur commun positif a X et 13 alors c’est un 05
diviseur commun 313 et5donc d=1 '
b) 13 est premier et 1 3 et X sont premier entre eux, et onapplique 05
le théoréme de FERMAT ’
c) Ona:7x%° 5 i3] etdonc x°° 2 5 fi3] car: 2" 7° 1 [i3] |1
d) 30 3V o, 14 126
ona x*° 10 fi3]donc (x°) 2.10* fi3Jdoncx?° 3 i3] 0.5
2- Si (X,y)I ¢ ¢ estsolutiohde (E) alors d’apres la question 1-
1
ona x?° 1 [3]et x*° 3 fi3]donc 3° 1 [L3]ce qui est absurde
EXERCICE2 Eléments de réponses Baréme
1= |a) | stabilité de E dans (M, (i ), ) 0.5
b) La non commutativité de la multiplication dans E 0.5
c) Vérification 0.5
2- (E," ) est un groupe non commutatif 0.5
3- a) J estun morphisme 0.5
] estun morphisme et j (; *): F et (; o ) est un groupe
b) COMMULEALIT.cevve et 0.5 1
Son élément neutre est j (D)= | wcovrecerveinsecccnnnnns 0.5
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EXERCICE3 Eléments de réponses Baréme
Premiére partie :

1 (E) U (z- m)(zz- mz+ mz): 0
Les solutions de I'équation (E) sont :
0.5
+ -
L I\/_ —e3m et '\/_ m=e 3m
2- 1, 1_z+z m
2 On vérifieque —+ —= 21 2= — 0.25
1, 22, m
b) x ]
On trouve 7; = i\/§ et z,= «/§§—3- IEE 0.5
2 25
Deuxiéme partie
1- Les points O , A et B ne sont pas alignés 0.25
2- Calcul de P oo fad i 0.5
a) : 1
Calcul de I e e e 0.5
D) | CAlCUl dE g coveereeieiirece e St e er e 0.5
3- p-r _ . . _
Ona =i ondéduit que :0Q= PR ...c......... 0.25
q 0.5
L (O10) KA (22 oot SR 0.25
EXERCICE4 ‘ Eléments de réponses Baréme
Premiére partie :
1- 1
("x>0) ($c, Jix+1[) In(x+1)- InX= — ..cccoe 0.25
CX
& 106 1 0.5
L’encadrement : < Ingl+ —=3< = ...0.25
x+1 X0 X
2- |a) 2 f(x _
Ona: AN ()<x donc lim () =0 etdonc f est
1+ X X @0t X 0.5
dérivable a droite en 0
b) o f(x
Ona: ( ) donc lim L)zjt ..........
1+ x X®+¥ X 0.5
(C)admet une branche parabolique de direction I'axe des ordonnées
3- f dérivable sur P;+¥ [ o 0.25
a) 0.75
Calcul de f7(X) weeerrrrreeeeneereese e essss s sssses e 0.5
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Ona: Ingl+ X% 3(11 x)> L+ %;% ﬁ> 0
b)
donc f'(X)> 0 etdonc la f est strictement croissante 0.5
c) | Letableaude variations f ..o, 0.25
4- Calcul de g'(X) ................................................... 0.5
& 1
a) %L X5 2(1+ x)> n gH X6 v x ° 075
doncg' (x)> 0 etdonc @ est strictement croissante ................ 0.25
g est une bijection de P;+¥ [vers P;+¥ [ et 11 P;+¥ [ ..0.25
b) Ou utiliser le T.V.I pour I'existence et la stricte monotonie pour 0.5
I'unicité
On vérifie que g(L)< 1< g(2) oot e neeeeenns 0.25
c) | les solutions de I'équation : f(X)= x U x= 000 g(x)=1 0.5
5- | a) | Lareprésentation de (C) 0.5
b) f bijection 0.25
Deuxiéme partie :
1- Récurrence et croissance de f ' et le fait que f~*(0)= 0 et
1) s 0.5
2= 1a) | g(Pra)= Pl b e 0.5
b) | Pour 0< x<a ,ona 0< g(x)<1
Puisque 0< u, < a ,alors 0< f(u,)<u, donc 0.5
0< Uy < 7 1(UL)= Upyq dONCrvrrveeie
c) suite croissante et majorée 0.25
3- Sionpose: |= n@l{)lin¥ U, alorsona O<uy£ £ a car o
("n*1) ; O<uyfu,<a |
et puisque f° ! est continue sur [O;a] (en particulieren | ) alors |
est solution de I'équation f™*(x)= x etdonc I = a
Troisieme partie :
1- |a) f est positive donc si 0£ x£1ona F(x)* 0
et six®> lona F(X)£0 o
b) F est dérivable sur | car T est continue sur | coooveevveveinenenns 0.25 0.5
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et("XT 1) 5 F'(X)= - F(X) rrrrrrnrrmernnrenesesneeserssesneen 0.25
o | ("xI1); FF(X)=-f(x)£0etF'(x)=0U x=0 0.25
2- a) \ X
Ona "X3 1; f(X)3 In2 donc QI_ f(t)dt3 (X- 1)|n2 0.5
b) lim F(x)=- ¥
X® +¥ ( ) 0.25
3- a) Intégration par parties 0.5
b) 1 43 3 2
0 U ogt=2 2 X Xy In(L+ x) 0.5
xt+1 6 3 2
c) | calcul de F(x) 0.5
Ona lim F(x)= e 0.25
x® 0* 24
d) F étant continue a droite en 0 (puisque continue surl ), donc 0.5
1 . 5
A FE)At=F(0)= lim F(X)= — i, 0.25
& FOU=FO)= lim F()=
4- a) - Appliquer le théoreme ou l'inégalité des accreissements finis a la
. 10
fonction F sur gi,Zk 13,
g 2n g | 0.5
& . + 1P 0 : +10
Avec £'xi L fg‘igﬁ (e f k1o
g 2n W no 2n ©
b) 2k+1  k+1
On remarque que: < —=N 0.5
2n n
) | 1M akd  BICMDoak 4’16 15" akd
—q f&—=et= fe=—+=—q f &= sontles Sommesde
n .o, €& N, noe n._, Eno
Riemann associées a la fonction f continue sur le segment [0,1] donc
a31k=n-1 ﬂ((Q 331k=n
les deux suitesé— q fe&—= et E—é f &= sont convergentes | 25
N o Endg  Eni, Engy
1
et ont méme limite qui est F(0)= 0, f (x)dx = % donc la suite
I 1 5
(v,,) est convergente et a pour limite - EF(O)= "8
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. La durée de |'épreuve est de 4 heures.
. L'épreuve comporte (4) pages numérotées de 1/4 a 4/4
° L'épreuve est composée de quatre exercices indépendants entre eux.
. Le candidat doit traiter EXERCICE3 et EXERCICE4 et choisir de traiter
EXERCICE1 ou bien EXERCICE2.
o Le candidat doit traiter au total trois (3) exercices :
EXERCICE1 qui concerne l'arithmétiques(au choix).............c........... 3.5 points
- ou bien
EXERCICE2 qui concerne les structures algébriques (au choix)...3.5 points
- EXERCICE3 qui concerne les nombres:complexes (obligatoire)....3.5 points
- EXERCICE4 qui concerne |'analyse (obligatoire)............................... 13 points
L'usage de la calculatrice est strictement interdit
Tu chaisis de traiter EXERCICE] ou bien EXERCIGEZ
Tu traites obligatoirement EXERCICES et EXERCICE4
EXRECICE1 :(3.5points/au choix)
Si tu choisis de traiter EXERCICE il ne faut pas traiter EXERCICE2
Soient p et q deux nombres premiers vérifiant: p<q et 9P %1° 1 [pq]
0.5 1-a) Montrer que p et 9 sont premiers entre eux.
1 b) En déduire que: 97 '° 1 [p] etque 9°° 1 [p]
0.5 2-a) Montrer que p- 1 et g sont premiers entre eux.
0.5 b) En utilisant le théoreme de BEZOUT, montrer que : p= 2
0.5 | 3-a) En utilisant le théoréme de FERMAT, montrer que : 9% '° 1 [a]
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0.5 b) En déduireque: =5

EXERCICE2 : (3.5 points/au choix)

Si tu choisis de traiter EXERCICEZ il ne faut pas traiter EXERCICE]

On note M3 (i )rensemble des matrices d’ordre 3 a coefficients réels.

On rappelle que (Mg(; )+ ,% est un espace vectoriel réel de dimension 9 et que(Mg(; ) )

® 0 Og da 0 Og
est un anneau non commutatif unitaire de zéro O = Eg 0 0§ et d’'unité | = Eg 1 Og
0 05 0 15

Premiére partie :

0.25
1- a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de (M3(1 )t %

0.5 b) Déterminer une base de (E+,9

0.25 | 2- a) Vérifier que :

"Gy Oy MO Ya2) T M(X LY Z) = M(XXC- Yy Ly Y, 2z)
0.5 b) Montrer que (E,+, ) est un annead commutatif

Deuxiéme partie :

On considere le sous-ensemble F'de E ~des matrices de la forme M(Xx,y,0) ou (X,y)i 2
0.25 | 1- Montrer que F est un sous-groupe du groupe (E,+)

2- Onnote | I'application de £ " vers E définie par :

"(x, I 1% j(x+iy)=M(xy,0)

0.25 a) Montrer que J est un homomorphisme de (:,E*,' ) vers (E,)
0.5 b) En déduire que (F*,' ) est un groupe commutatif. (F~ désigne F- {O})
0.5 c) Montrer que (F T+, ) est un corps commutatif dont on précisera l'unité.
ad 1 Og
0.25 |3-a) Vérifierque: ("M (x,y,0)i F) ; 0 0 0¥ M(x,y,0)=0
0 0 O0g
0.25 b) En déduire qu’aucun des éléments du sous-ensemble F n’admet un inverse pour la

multiplication dans M3 (i )
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EXERCICE3 :(3.5 points/obligatoire)
I- Soit m un nombre réel non nul.
On considere dans I'ensemble des nombres complexes £ , les deux équations :

(E): 22+ 2z+1+m’=0 et (F):2z°+2(- i)z*+ (1+ m*- 4i)z- 2i(1+ m*)=0
0.5 | 1-Résoudre dans £ I'équation (E)
0.25 | 2- a) Montrer que I'équation (F) admet une solution imaginaire pure que I'on déterminera.

0.5 b) Résoudre dans £ I'équation (F)

I I
II- Le plan complexe est rapporté a un repéere orthonormé direct (O;u,v)

On considére les deux points : A(- 1+im) et B(- 1- im)
Soient W le milieu du segment [AB], A’ le milieu du segment [OB] et B' le milieu du

segment [OA]

& po
La rotation de centre W et d’angle é— %E transforme A en/P(p), La rotation de centre A" et
[

’ & pg / 3 , X pg
d’angle g— —= transforme B en Q(q) et La rotation de centre B' et d’angle g— —
20 20
transforme O en R(r)
1- i i -
1.5 | 1-Montrerque: p=-1+m , q= T(— 1- im)set r=gq
0.25 | 2-a) Vérifierque: - r=-ip
0.5 b) En déduire que : OP.= QR etque lesdéux droites (OP) et(QR) sont orthogonales.

EXERCICE4 : (13 points/obligatoire)
Premiére partie :

On considére la fonction f définie sur 'intervalle | = [0,1] par f (x)= xIn(2- x)

I 1
et soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O;i, j) .

o X

0.75 | 1-a) Montrer que f estdérivablesurl etque: "xI I ; f'(x)=In(2- x)- %

- X
0.5 b) Montrer que la fonction dérivée f' est strictement décroissante sur |

2
A a
0.75 | c) Montrer qu'il existe un unique réel a I P;1ftelque: f'(a)=0 etque f(a)= 5
- a

0.75 | 2-a) Etudier les variations de f , puis donner son tableau de variations.

0.5 b) Montrer que la courbe (C) est concave.

0.5 c)Montrerque: ("ti 1), ("xI 1); f0)£ f@{)(x- t)+ f(t)
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0.5 d) Endéduireque: ("xI 1); f(X)£ xIn2 et f(X)£- x+1
I
0.5 | 3- Représenter la courbe (C) (On prendra : HIHZ 2cm)

4- Calculer, en cm? , I'aire du domaine plan limité par la courbe (C) et les droites d’équations
075 respectives: Xx=0, Xx=1et y=0

Deuxiéme partie :

Soit N un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On considére la fonction f, définiesur | = [0,1]par: f (x)= x"In(2- x)
0.5 | 1-a) Vérifier que f, est positive surl etque f (0)= f, (1)

0.5 b) Montrer qu'il existe au moins a , 1 P, telque: f.(a,)=0

2- a) Montrer que f, est dérivable sur | etque: "xI I; f (x)= x"'g,(x)ou:
0.75 X

gn(X)= nIn(2- x)-
0.5 b) Montrer que la fonction g, est strictement décroissantesur |
0.5 c) En déduire que a, est unique.

3- On considére la suite (a ), ,ainsi définie.

1 an+l .
. Mh3 9. _ - n A . -
1 a)Montrerque: "n* 2; f (a,) EW ) ,en déduire que : lim f.@,)=0
1 b) Montrer que: "n® 2 g,(a ;)= *An(2- a%,;), en déduire que la suite (a ).,

est strictement croissante.

0.25 | c) Montrer que la suite(a n)m 5 est convergente.

0.5 d) Montrer que lima =1

n® +¥
Troisieme partie :
1
Pour tout entier naturel N* 2 ,onpose: |, = ¢ f (x)dx
0

n

0.75 | 1- Montrer que la suite (In)n est décroissante en déduire gu’elle est convergente.

2

. L . 1 ix™
0.5 | 2- En utilisant une intégration par parties , montrer que : |_= dx

" hr1002-

1 .
0.75 | 3-Montrerque: ("n* 2) ; 0£ 1, £ 1 en déduireque lim 1 =0
n

n® +¥

FIN
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N.B : Si un candidat traite les deux exercices qui sont au choix (totalement ou

partiellement) on lui attribue la meilleure note obtenue parmi les deux notes

(et non pas la somme des deux notes ).

EXERCICE1 Indications de solutions Bareme
1- a) On utilise le théoreme de BEZOUT ou directement 0.5
b) On appligque le théoreme de FERMAT..........ccivimiivninsierineeeennnns 0.5 1
On remplace dans 9% %9 1 [p] .o 0.5
2- a) Ona p- 1< p< g et q premier 0.5
b)  lilexiste (U,v)I ¥% telque: dg=1+v(p- Det9"° 1 [p]et |05
9P o 1 [p] donc 9°'1 [p]:donc p divise 8= 2% ........
3- a) qU9= 1 eton utiliséde théereme de théoreme de FERMAT 0.5
b) | Sionremplace p par 2 on obtient 991 1 [q] 0.5
Et puisque 9%%° 1 [q] donc 9°° 1 [q] donc q divise
80=2% 5 et q>2 donc q=5
EXERCICE2 Indications de solutions Bareme
Premiére partie
1- a) Propriété caractéristique d’un s.e.v 0.25
b) Une famille GNératrice.......ccuuvvveeveveecnne e e 0.25 0.5
On montre qu’elle est libre.......cceveeeeveeevevecveeneenn. 0.25
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2- a) Vérification 0.25
b) (E,+) groupe commutatif 0.5
E stable pour la multiplication dans M (L )
La loi multiplicative est associative et distributive par rapport a
I'addition d’apreés la stabilité
La loi multiplicative est commutative dans E d’apres 2-a)
Deuxieme partie
1- Propriété caractéristique d’un sous-groupe 0.25
2- a) @ morphisme de (D *,x) vers (E,x) 0.25
b) (p(D *) =F" et ([I *,x) groupe commutatif 0.5
c) 100 0.5
(F,+,x) corps commutatif d’unité ¢(1) =.M (1L0,0)=|0 0 ©
011
3- a) Vérification 0.25
b) Aucun élément de F<n’est régulier pour la multiplication dans 0.25
M;(1)
EXERCICE3 Indications de solutions Bareme
- |1 Les deux solutions de (E) sont: z =—1+im et z, =2 0.5
2- |a) 2i est la solution imaginaire pure. 0.25
b) | Les deux autres solutions de (F) sont celles de (E) : z; et 7, 0.5
- | 1- Les valeurs de p,qetr en fonction de m 0.5x3
2- | a) | Vérification 0.25
b) p|=[a-1| et argq_;rz_% [27] 0.25x2
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EXERCICE4 Indications de solutions Bareme
Premiére partie :
1- | a) f dérivable sur | ... 0.25 0.75
Calcul de la fonction dérivé..........ccccevevvevivcrnceereneee 0.5
b) La fonction dérivé est strictement décroissante sur | 0.5
c) Existence et unicité de o ....cccoeeveeeeeeeeeceeeeea, 0.5 0.75
o2
f(a)= P 0.25
2- | a) Variations de T .o 0.5 0.75
TNV AE T o e s ia e e s 0:25
b) La dérivé seconde est négative(ou la dérivé premiére est strictement | 0.5
décroissante)
c) La courbe est toujours au dessous de ses-tangentes 0.5
d) Cas particulier des tangentes au_points d’abscisse 0 et 1 0.5
3- Représentation graphique 0.5
4 Calcul de surface : | = (.[; f (X)dx)-4cm2 = (ZIn 2 - %)-4cm2 0-75
Deuxiéme partie :
1- | a) | Vérification que f, est positive........c.ccoveunenee. 0.25 0.5
Vérification que  f(0)=f,(1)=0 .cccooverrreccccc. 0.25
b) | Application du théoréme de ROLLE 2 la fonction f, sur [0;1] 0.5
2- |a) fl, dérivable......ccvevivciiicencrccees 0.25 0.75
CalCUl e f; wovvvvevveveevressesesssssesssssssssssssss s 0.5
b) | La fonction g,, est strictement décroissante sur | | 0.5
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c) g, est strictement décroissante (injective) d’ou l'unicité de «, 0.5
3- | a) | Expressionde f (@) o 0.5 1
o @ n)n+1
Calcul de limite 0<a,<1 donc 0< <l 0.5
2- a,
b) | Expression de gy (1) wereererremrenrinsnnninsinsinsssiesiesneee 0.5 1
Monotonie de [a suite (&) weeivesiesiessississsssissisins 0.5
c) | Suite croissante et majorée 0.25
d) | Calcul de limite 0.5
Troisieme partie :
1- La suite (1)) est dECroissante .............wiweereeress divereeeen 0.5 0.75
La suite est minorée donc convergente..........i.cccoveuenis ..0.25
2- Intégration par parties 0.5
3- Encadrement de |, ..ot 0.5 0.75
Calcul de limite.....oceeoedaie e A e 0.25
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- La durée de ’éprenve est de 4 heures,
- L’épreuve comporte 4 exercices indépendants.
- Les exercices peuvent étre traités selon ordre chgi’s’i:\par le candidat.
- L’exercicel se rapporte aux structures algébriques ....covereeenne (3.5 pts)
- L’exercice2 se rapporte anx ncmibres complexes ...cceeveerconnaanss (3.5 pts)
- L’exercice3 se rapporte a Parithmétique ....cccovriiciniainnnneenn (3 pts)
- L’exerciced se rapporte 2 ’analyse «..ccceceviieinniinniiconcinnacenses (10 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé




dad.alf

21 [Ns24F goasal - 2019 dpadl 3y gl ..'(2.:.33.\31 Wsall) Ly gllssll 3o sl (gl adel ‘
5 A B A () 9 (1) @ Al pglal) Al — Clpdly i (Boka -

EXERCICEL : (3.5 points)

On rappelle que ((C, -I-,X) est un corps commutatif et que (M 5 (R) ,+, X) est un anneau unitaire

de zéro la matrice nulle O = [0 0] et d’unité la matrice / = [l 0]

00 0 1
Soit * 1a loi de composition interne définie sur C par :
(V(x,y) € Rz) ( ¥(a,b)e ]Rz) s {x+yi)x(a+bi)=xa+ (xzb + azy)i
0.25 | 1-a) Montrer que laloi * est commutative sur C
0.5 b) Montrer que la loi % est associative sur C
0.25 ¢) Montrer que la loi * admet un élément neutre e que I’on déterminera.
0.25 d) Soit(x,y) € R" xR . Montrer que le nombre complexe x + yi,admet le nombre complexe
%— %i comme symétrique pour laloi *

2-On considére le sous-ensemble £ de € défini par: JE = {x—i— ﬁ /x€ ]R‘_F ;Y€ R}
0.25 a) Montrer que E est stable pour la loi * dans\C }
0.5 b) Montrer que (E ,*) est un groupe commutat\i.t}.:f‘; |
0.5 | 3-On considére le sous-ensemble G de £ déﬁm par: G= {1 +yi/ye R}

Montrer que G est un sous-groupe’lcl; (E,*)

4-On considére I’ensemble /' = {M (x, y) = [J(; '::] /x€ ]R:_ = R}
0.25 | a)Montrer que F est stable pour la loi X dans M,(R)
0.5 b) Soit@ P’application de E vers F' qui & tout nombre complexe x + yi de E fait correspondre

la matrice M(xz,y) =[J:; i;] de F
Montrer que  est un isomotphisme de (E ,*) vers (F ,x)

0.25

¢) En déduire que (F ,x) est un groupe commutatif.
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EXERCICE2 :(3.5 points)

0.25

0.5

0.5
0.25

0.5

0.25

0.5

0.5

0.25

Soit 7 un nombre complexe non réel (meC—-R )

I- On considére dans C , 1’équation d’inconnue z définie par :
(E) : 22-(1+i)(1+m)z +2im=0
1-a) Montrer que le discriminant de 1’équation (E ) est non nul.

b) Déterminer z, etz, , les deux solutions de I’équation (E )

2- On suppose dans cette question que 7= e? avec 0<@<rm

a) Déterminer le module et un argument de z, + 2,

b) Montrer que si z,z, € R alors z, + 2, =2i

II- Le plan complexe est rapporté 4 un repére orthonormé direct (O;u, v)

On considére les points suivants :

A le point d’affixe a=1+i, B le point d’affixe/"b = (1+1 )m , C le point d’affixe

2 .
c=1-i, D I'image du point B par la rotation de centre O et d’angleE et £ le milieu du

segment [CD] .

- (-i)(1-m)
2

1- a) Montrer que I’affixe du point Qst o=

b) Calculer b-a
@)

¢) En déduire que (OQ) 1 (AB) etque AB=20Q
2- La droite (OQ) coupe la droite (AB) au point H d’affixe A

a) Montrer que

est un réel et que

est un imaginaire pur.
—-a b-a

b) En déduire % en fonction de m
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EXERCICES3 : (3 points)

On admet que 2969 (I’année amazighe actuelle) est un nombre premier.

Soient 11 etm deux entiers naturels vérifiant :  #° + m=0 [2969]

1- On suppose dans cefte question que 2969 ne divise pas #
0.5 a) En utilisant le théoréme de BEZOUT, montrer que (Hu eZ ) ;uxn=l [2969]

b) En déduire que :  (ux m)3 =-1[2969] etque (ux m)ms =-1[2969]

(On remarque que : 2968 =8x371)
0.5 ¢) Montrer que 2969 ne divise pas u X it

0.5

0.5 d) En déduire qu’on a aussi (% m)m3 =1 [2969]
0.5 | 2-a) En utilisant les résultats précédents, montrer que 2969 divise »

05 | b)Montrerque: n*+m' =0 [2969] < n=0 [2969] & m=0 [2969]

EXERCICEA4 : (10 points)
PARTIE I : On considére la fonction f définie sur R par 7(x)= 4x(e"x +~%x —1]

et on note (C) sa courbe représentative.dans gn’_)réﬁére orthonormé (O;?,}')

0.5 | 1-Calouter lim f(x) etim £(x) 2%

I=—F+ @

0.5 |2-a)Montrer que f est dérivable sur R etque: (VxeR) ; f'(x)= 4(e‘x —l)(l— x)

0.75 b) Etudier les variations de f surR , puis donner son tableau de variations.

¢) Montrer qu’il existe un unique réel  dans I’intervalle ]%,2[ tel que f{a)=0
0.5

] e

(Onprendra e?=4,5)

0.25| d) Vérifier que: ¢ % =1 -—%

0.5 | 3-a) En appliquant le théoréme de ROLLE a la fonction f', montrer qu’il existe un réel x, de
Iintervalle J0,1[ tel que: f"(x,)=0

0.5 b) En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction /", montrer que, pour tout

réel x différent de x,, de I'intervalle [0,1] ,0na: / (x) >0
xX—X,
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025 |  ¢) En déduire que I(x,, f (%, )} est un point d’inflexion de la courbe (C)
0.5 | 4-a) Etudier les branches infinies de la courbe (C)
0.3 b) Représenter graphiquement la courbe (C) dans le repére (O;?,}")
(On prendra : ";“ = “}" =lem , f (1) =—0.5 et il n’est pas demand¢ de représenter le point I)
0.25 | 5-a) Vérifier que: (Vxe Jo.a]) 5 f(x)=0
[74
0.75 | b) Montrer que : If(x)dx =%a(a2 —3) , en déduire que : % <a<f3
0

0.5 ¢) Caleuler en fonction de «, en cm?, I’aire du domaine plan limité par la courbe (C) et les

droites d’équations respectives : y=0, x=0 et x=¢

PARTIE II : On considére la suite numérique («,) _, définie par”

uy<a et (vneN) ; u,=f (u")+u,!:,g"‘f

0.5 | 1-a) Montrer par récurrence que : (Vn € N) #, <a (utiliser la ii&estion 5-a) de la PARTIET)
0.25 | b)En déduire que a svite (u, ), est décroissante, :

2- On suppose que 0<u, etonpose (Vx'e R) , g(x)=e* +%x -%
0.5 a) Montrer que : (VxeR) g (x))ﬂ (Onyprendra: In2=0.69)

b) En utilisant le résultat de la questi‘c;‘r;i&f)récédente, montrer que : (VneN) ; 02y,

> (On remarque que : f (x)+x=4xg(x) )
0.25 | c¢) Montrer que la suite (u,) , est convergente.
0.5 | d) Caleuler lim x,

3« On suppose que #, <0
0.5 | a)Montrerque: (YneN) ; u,, —u,<f(u)
0.5 | b)Montrerque: (YneN) ; u, <uy+nf(u)
0.25

¢) En déduire 1;‘21, u,

FIN
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- La durée de I'épreuve est de 4 heures.
- L'épreuve comporte 4 exercices indépendants.
- Les exercices peuvent étre traités selon I'ordre;,choisi par le candidat.

- exercicel se rapporte aux nombres complexes R (3.5 pts)
- L'exercice2 se rapporte au calcul des probabllrtes ......................... (3 pts)

- L'exercice3 se rapporte aux structures algebrlques {3.5 pts)
- U'exercice4 se rapporte a l'analyse I\ -..{10 pts)

L'usage de la calculatrice n’est pas autorisé
L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICE1 :(3.5 points)
Soit a un nombre complexe non nul,

I- On considére dans I’ensemble des nombres complexes € 1’équation d’inconnue z :
(E)) : Z—iav3z-a’=0
1-a- Vérifier que le discriminant de (E,) est A=a’

b- Résoudre dans C 1’¢quation(E, )

2- Sachant que o =|ale” (A€R ), metire les deux racines de I’équation(E,) sous la forme

exponentielle,

H- On suppose que le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;ﬁ ,;) .

On considére les points Q , M, et M, d’affixes respectivement « , z, = 1+;\/§ a et
z, = "1+2f‘/§ a et soit R larotation de centre O et d’angle z
1-a-Montrer que R(Q)=M, etque R(M,)=M,

b- En déduire que les deux triangles OQM, et OM M, sont equllateraux
2-a- Vérifierque : z -z, =«

b- Montrer que Les deux droites (QM,) et (OM, ) sont orthogonales

¢- En déduire que OQM, M, est un losange . '

a _lale
3- Montrer que pour tout réel € ,Jenombre: Z = Lo 5h | |el est un réel.
N z—a  z,-|afe

EXERCICE2 : (3 points)
Une urne contient » boulesiumérotées de 1 3 n (ne N°,n 2 3). On retire, sans remise, 1’une aprés
I’autre toutes les boules de cette urne. Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
1- Quelle est la probabilité pour que les boules 1, 2 et 3 sortent consécutivement et dans cet ordre ?
2- Calculer la probabilité que les boules 1, 2 et 3 sortent dans cet ordre (consécutivement ou pas) ?
3- On considére la variable aléatoire X, égale au nombre de tirages nécessaire pour obtenir les
boules 1, 2 et 3.

Déterminer la loi de probabilité de X, .

EXERCICES3 : (3.5 points)
On considere |’ espace vectoriel de dimension 2 noté (V,,+,.) .

_1z 1=
2 J

Vz.Onpose:e_1.= 5

Soit (?,}) une base de -%;+%} et E;
Soit * la loi de composition interne définie par :
V(x,y,x\p)ER (xi+yj)x(xi+y'J)=(xx'+ )i+ (xp"+ yx)]

1-a- Montrer que ( E;,;; Jest une base de 7,
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0.25 | b-Vérifier que : Q*E:: El. ; "e;;*e_;:gz. et El'*e‘;=‘e’;'*éf=6
025 | c- Montrer que :¥( X, X' ¥, 7)cR* (XE;+YE;)*(X';3:+Y'E;) =)OL"E;+YY’e_2'
0.25 | 2-a- Montrer que la loi * est commutative.
0.25| b- Montrer que la loi * est associative.
0.25 | c- Montrer que laloi * admet un élément neutre.
0.25 | d- Moatrer que (¥,,+,* ) est un anneau commutatif unitaire.
3- Soit u€ v, -{6} On note : E: ={)\§/)\ ER}
0.25 a- Montrer que ( E-,+) est un sous-groupe du groupe (7,,+)
0.25 b- Montrer que (£.,+,.) estun sous-espace vectoriel de I’espace (V),+,.)
0.5 c- Montrer que : E- stable pour * < la famille ( e Jest lide
4- On suppose que : (Ela € R') ;o wkn =ou
On considére ’application p: R'— E;
x — Zu
o O
0. 5 . . y ;:,;;m \
a- Montrer que (¢ est un isomorphisme de (R",x)} vers (E.,%)
0.25 b- En déduire que ( E;,-|-, * ) est un cofps coxmz}ut%i:fif.
A
EXERCICE4 : (10 points) ,%;&:3‘
PARTIE I "
On considére la fonction g définie sur 1 =]-1,+0f par: g(x)=1+x>-2x(1+x)In(i+x)
0.25 | 1- a- Montrer que : lin}‘ g(x)=2
0.5 b- Montrer que : lim g(x)=-w
0.5 | 2- Montrer que g est dérivable sur 7 etque (Vxel) g'(x)=-2(1+2x}In(1+x)
3- On donne le tablean de variations de g :
i
x -1 -
5 0
8'(x) - ¢+ 0 -
2 1
g(x)
5_m2
4 2
0.5 | a-Montrer qu’il existe un réel strictement positif ¢ unique tel que: g{ar)=0
025 | b-Vérifierque: a<1{(Onprendra: In2=0.7)




|- £ 3 3l — 2019 4481 S} 5 1530 - LRl 32 gl gl aiad
s (a0 Anp l1) ()9 () el s} Amh — iyl N1 Boka -
0.5 | ¢~ En déduire que : (Vx el-La[) O<g(x) etque: (Vx ela,+of)  g(x)<0
In(1+x)
Partie II : On considére la fonction f définie sur 7 =]-1,+0[ par: f(x)= TR
1+x
Soit (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (0, iJj ) .
0.5 | 1-a- Calculer lirrll+ £ (x) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
0.5 b- Calculer lirjgo f (x) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
. (- &)
0.75 | 2- a- Montrer que f* est dérivable sur 7 etque (Vxel) f'(x)= 5
(1+5)(1+2)
0.5 b- Donner le sens de variation de f sur J
1
Vérifi : = — ¢t : {Vxel <——
0.75 | ¢~ Vérifierque: f() 21+ ) etque: (vxel) f(x)< 2a'(1+a)
0.25 | 3-a- Donner I’équation de la tangente(7) & (C) au point d’abscisse 0
0.5 | b-Montrerque: (Vx>0) In(1+x)<x
0.25 | c-Endéduire que: (Vx>0) f(x)<x )
1 d- Représenter graphiquement (T) et (C) (On prendra o= 0 8 et |H| H }" =2cm )
Partie IIl : On pose J = I f(x)ax :
1 | 1- a- En utilisant le changement de variable : S i_—x montrer que : J = %an
AR
05 b- Déterminer, encm’ /1’aire du cloma:me plan limité par la courbe (C), la tangente (T), la
" | droite d’équation x =0 et la droite d’equatlon x=1
t
1 | 2- En utilisant la méthode d*intégration par parties, calculer : K = I 1Erc1:.n_(x)
x

FIN
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2eme Année Sciences Maths
Examen National 2018

Bac Sciences Mathématiques

National 2018

EXERCICE 1 : (3,5points )

0,25
0,25

0,5
0,5
0,5

0,5
0,5
0,25
0,25

On rappelle que (C,+,x)est un corps commutatif et que (M s (R),+,><) est un

.. , ) 0 ., .
anneau unitaire , de zéro la matrice nulle 0= et d’unité la matrice

0

| et que (M s (R)+) est un espace vectoriel réel.

x =2y
y x+2y

1
=
0

Pour tout couple (x,y)€R?, on pose M (x,y)=

et on considere I'ensemble  E={M (x.y)/(x.y)eR*}
I- Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M 2(R),+)
2- a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de l’éspace vectoriel
<M 2 (R)+) |
b) On pose J =M (0,1). Montrer que.(/,J)est une base de I’espace vectoriel
réel (E,+,.)
3- a) Montrer que E est une partie stable'de (M, (R).x)
b) Montrer que (E,+,x)est un-anneau commutatif .
4- Soit p’applicationide C* vers M, (R) définie par :

(V(x.y)eR* (0.0 : @(x+iy)=M(x+y.—y)=

x+y 2y
-y X= )’]
a) Montrer que @est un homomorphisme de (C*,x) vers (M,(R).x)
b) On pose E* = E—{0}. Montrer que ¢(C*)=E*
¢) En déduire que (E *,x) est un groupe commutatif .

5- Montrer que (E,+,x)est un groupe commutatif.

EXERCICE 2 : (3 points )

0,5

0,5
0,5

Soit pun nombre premier tel que : p=3+4k (keN)
1- Montrer que pour tout entier relatif x, si x> =1[p|alors x"7 =1[p]
2- Soit x un entier relatif vérifiant : x"7 =1[p]

a) Montrer que x et p sont premiers entre eux .

b) Montrer que : x"' =1[p].
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0,5
0,5
0,5

c) Vérifier que : 2+(k—1)(p—1)=k(p—5)
d) En déduire que : x* =1[p]

3- Résoudre dans Z1’équation : x* =1[67]

EXERCICE 3 : (3,5points )

0,25
0,5

0,5

0,25
0,5

0,5
0,5

0,5

Soit m un nombre complexe .
I- On considere dans I’ensemble complexes C1’équation (E, )d’inconnue z :

z —|—(im—|—2)z+im+2—m=0
1- a) Vérifier que A = (im—2i) est le discriminant de 1’équation (E,))
b) Donner, suivant les valeurs de m, I’ensemble des solutions de 1’équation
(E,)
2- Pour m=i\/2, écrire les deux racines de 1’équation (E,)sous la forme

exponentielle.
II-  Le plan complexe est rapporté a un repere orthonoermé direct (0,u, V)

On considere les points A, Q, M et M"d’affixes respectifs a=—1—i, w=1,
et m' =—im—1+i
I- Soit R1a rotation d’angle —%qui transforme M en M’

a) Vérifier que Qest le centre de R
b) Déterminer I’affixe’s.de B,'0u Best le point tel que : A=R(B)

2- a) Vérifier qlie : mi~a=%"(m—b)
w J—
b) En déduire que les points A, M et M'sont alignés si et seulement si les

points A,
B,Q et M sont cocycliques .

c) Montrer que I’ensemble des points M tel que les points A, M et M’soient
alignés

Est un cercle dont on déterminera le centre et le rayon .

EXERCICE 4 : (7,5 points )

0,5

0,5

1- a) Montrer que : (Vx€]0,+oc]) : fodt:x—ln(Hx)

0 141
b) En utilisant le changement de variable « =¢* , montrer que :
x ot 1 p2 1
Vx €(0,400|) —dt =— du
(vxe] ) 0 1+1¢ 21; 1++u
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0,5

0,25

0,25

0,5

0,75

0,5

0,25
0,25

0,5

0,5

0,5

0,25

0,25
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c¢) En déduire que : (Vx€]0,400]) ; ! < x—In (21+x) gl
2(1 + x) X 2
2- Déterminer lirg LW
X— x
x+1
= In(1 ; 0
On considere la fonction f définie sur ]0,+oc| : 7 () x ] n(l+x) e

F(0)=1
et soit (C)sa courbe représentative dans un repere orthonormé (0,?, ])
1- a) Montrer que f est continue a droite en 0

b) Montrer que f est dérivable a droite en 0
( On pourra utiliser le résultat de la question I.2)

c) Calculer: lim f(x), lim 1) puis interpréter graphiquement le résultat
. .

x—+00 xX—+00

obtenu.

2- a) Montrer que f est dérivable sur |0,+o0| ,puis vérifier que :

(Vx € ]0,—1—00[) ; f'(x) = %&H—x)

b) En déduire que f est strictement croissante sur [0,+o0]
c) Vérifier que’: f ([0,%60[) =fk+o0]
3- Représenter graphiquementla courbe (C)
( On construira la'demi-tangente a droite au point d’abscisse 0)

1- On considere la fonction g définie sur |0,+oc[par : g(x)= f(x)—x
a) Montrer que : (VxE]O,-l—oo[) 0 O<f’(x)§%

b) En déduire que g est strictement décroissante sur |0,-oc| puis montrer que
& (j0.+oc]) = ol
c) Montrer que I’équation f(x)=xadmet une solution unique « sur |0,+o9]
2- Soit aun réel de I'intervalle |0,4o0].
On considere la suite (u,)  définie par: u,=a et (VneN) ; u,, = f(u,)

a) Montrer que : (VneN) ; u,>0
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0.5 b) Montrer que : (VneN) ; |u,., —a| g% u, —a
0.5 ¢) Montrer par récurrence que : (VaeN) ; |u, —a|< [ % ] o
0,25 d) En déduire que la suite (x,) . converge vers o

EXERCICE 5 : (2,5points )

On considere la fonction F définie sur Rpar : F(x)= fo “edt

0,5 I- Montrer que F est continue et strictement croissante sur R
0,5 2- a) Montrer que : (Vx€]0,+oc[) : F(x)>x.En déduire lim F(x)
X—-+00
0,5 b) Montrer que F est impaire , en déduire lim F(x)
0,5 c) Montrer que F est une bijection de R dans R
0,5 d) Montrer que la bijection réciproque G de la fonction F est dérivable en 0,

puis calculer G’(0)
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Corrigé de I’exercice 1 :

1-
vV Exg (car 0O=M(0,0)€E )
v ECM,(R)
v" Soient M (x,y)et M (a,b)deux éléments de E :
Ona:
v - [ 1
_ |x—a —2(y—b) ]
y=b (x—a)+2(y—b)
= M(x—a,y—b)

((x—a,y—b)eR?)
Donc : V(M (x,y).M (a.b))€E* : M (x,y)~M(ab)€E
D’oll Eest un sous groupe de (M, (R).+) )
2- a) Montrons que E est un sous-espace vectoriel de 17espace vectoriel (M ) (R)+)
v Ona: E=go et ECM,(R)
v' Soient (a,3)€R’ et (M(x,y),M(a‘,b))veE2

Ona:
aM (x,y)+B.M (a,b) /= a[; x+22yy]+5.[z a+2§b]
[ —2ay ]+[ﬁa —Zﬁb]
ay ax+2ay| |Bb [Ba+206b
ax+ Ba —2ay—20b
- ay+ 6b ax+20¢y—|—ﬁa—|—25b]
ax+ fBa —2(ary+ 5b)

ay+pb (ax+pBa)+2(ay+3b)
= M (ox+ Ba, oy + Bb)
((ax+ Ba,ay+Bb) € R?)
Donc : V(a,3)€R?, V(M (x,y).M (a.b))EE* : o.M (x,y)+ .M (a.b)€E
D’ou Eest un sous-espace vectoriel de 1’espace vectoriel (M s (R)+) :

b)



2eme Année Sciences Maths
Examen National 2018

v' Soit M(x,y)€E,ona:

x =2y
y x+2y

x 0 0 —2y
+
0 x y 2y

= el D)

= xI+yJ

M(x,y) =

Donc (1,J)est une famille génératrice de 1’espace vectoriel E

v' Soit (a,8)€R? :

Ona:
al+3J=0 = M(Oz,ﬁ):M(0,0)
5 aeaslo o
= =
B a+23) (0 0
a=0
B=0
=
—24=0
a+23=0

= a=0_e (=0
Donc (1,7)est une famille-librede 1’espace vectoriel E

v" On conclut qué (7.7 Jest unebase de 1’espace vectoriel E

3- a)
v ECM,(R)
v’ Soit (M(x,y).M (a.b))€E* ,ona:
x =2y a —2b
M (x, M (a,b) =
(xy)x (a ) y x—|—2yxb a—|—2b]
B xa—?2yb —2xb—2ya—4yb
~ \ya+xb+2yb —2yb+xa+2bx+2ya+4yb
B xa—2yb —2(xb+ ya+2yb)
~ |xb+ya+2yb (xa—2yb)+2(xb+ ya+2yb)

= M (xa—2yb,xb+ ya+2yb)
((xa—2yb,xb+ ya+2yb) e R?)
Donc : V(M(x,y),M(a,b)) cE*: M(x,y)xM(a,b)E E
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D’oll Eest une partie stable de (M, (R).x)
b) Montrons que (E,+,x)est un anneau commutatif
v" (E,+)est un groupe commutatif ((E,+,.)est un espace vectoriel )

v’ "x" est associative
v "x"est distributive par rapport a "+"
v’ Soit (M (x,y).M (a.b))€E” :

M (x,y)xM (a,b) = M (xa— 2yb,xb+ ya+ 2yb)
= M (ax—2by,bx+ay+2by)
= M (a,b)xM(x,y)

Et par suite (E,+,x)est un anneau commutatif .

4- a) Soit (z,7/) E(C*)Z, ona:

v
90<Z><Z/> = go((x+iy)x(a+ib))
= go((xa—yb)-l—i(xb-i—ya))
= M((xa—yb-l—xb-l—ya);—(xb-l—ya))
/ ¢
p(2)xp(z) = \ZP(x+iy)xp(a+ib)

= M (x+y,—y)xM (a+b,—b)
= M((x 49 a+b)=2(=y)(=b).(x+y)(-b)— y(a+b)+2(~y)(-D))
= M (xa+ xb+ ya+ yb—2yb;—xb— yb— ya— yb+2yb)
= M(xa—l—xb—i—ya—yb;—(xb—i—ya))

Done () e(C) + wlaxz) = p(e)xls)

Donc gest un homomorphisme de (C*,x)vers (M,(R).x)

b)
v' Soit M (x,y)€E’
Existe-t-il zde C*, tel que ¢ (z)=M (x,y)
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QD(Z):M(x,y) & gO(a—I—ib):M(x,y)
& M(a—l—b,—b):M(x,y)

at+b=x
=
b=y
a=x—>b
=
b=—y

& a=x+y et b=—y

Donc VM (x,y)€ E* 3(ab)=(x+y.~y)e(R) : platib)=M(xy)

Donc ¢est surjective

Et par suite (C*)=E*

¢) Ona @est un homomorphisme surjective

Et puisque (C*,x) est un groupe commutatif alors (gp(@*),x)est aussi un groupe
commutatif
Et comme ¢(C*)=E*, on a donc (E*,x)est un.groupe commutatif .

5- Ona:
v" (E,+)est un groupe commutatif .

v (E*,x)est un groupe commutatif <

v’ "x"est distributive par rapport a "+
Donc (E,+,x)est un’ groupe commnitatif.

Corrigé de I’exercice 2 :

1- Soit p un nombre premier tel que : p=3+4k (keN*)
Ona: p—5=4k—2=2(2k—1) (keN’)
Soit x€Z :
Ona:
=1[p] = (x2>2k71£12k’1[p]
= x‘”‘*zzl[p]
= xP El[p]

Donc pour tout entier relatif x, si x> =1[p]alors x"° =1[p]

2- a) Soit x un entier relatif vérifiant : x"~ =1[p]



2eme Année Sciences Maths
Examen National 2018

Montrons que x et p sont premiers entre eux .

Puisque x” =1][p|alors il existe uc Ztel que x"°=1+up
Donc ucZtelque x"*x—up=1 (p—6€N*)

Donc d’apres le théoreme de Bézout xA p=1

D’ou x et psont premiers entre eux .

b) On a pun nombre premier et xA p =1

Donc d’apres le théoréme de Fermat : x”' =1[p|
c)

24 (k=1)(p—1) = 2+(k—1)(4k+2)
= 2+4k>+2k—4k—-2
= 4k* — 2k
= k(4k —2)
= k(p—=5)

d) Ona x" El[p]

Donc (x" ) =1

Donc x*" =1[p ]

Donc x** 7 =1[p]

Donc x*.x =1[p|

Donc x2.<x”’1)

Et d’autre part on a x"' =1[p|

Donc (x”*l)kfl =1[p]

Donc x2.<x”71)k71

=x’[ p]

On déduit que : x* =1[p]

3- Résolvons dans ZI’équation : x” =1[67|

On a pour tout entier relatif x, x*= P =

=l1[p]& x [p]

avec pun nombre premier tel que : p=3+4k (k eN *)
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on 67 est un nombre premier et : 67 =3+4(16)

Ona:
2 =1[67] < x =1[67]
& x* =1[67]
& ¥ —1=0 67]
& (x—1)(x+1)=0[67]
&S x—1= 0[67] ou x+I1= 0[67] (car p est premier)

& x=1[67] ou x=1[67]
Donc S ={1+67k/k e Z}U{-1+ 6Tk k € Z}

Corrigé de I’exercice 3 :

I- Soit meC y
On considere dans I’ensemble complexes C1’équatien (E, )d’inconnue z :

Z4(im+2)z+im+2-m=0 =

1- a)
A = (im+2) —4(1)(im+2+=m)
= —m’+4im+4—4im~8+4m
= S’ + dm —4 '
= —(m— 2)2
—~ (f(m—2))
— (im—2i)°
b)
v' Si m=2 : alors I’équation (E,)admet une solution unique
. —(2i+2)
2

Donc §={-1-i}

v Si me C—{2} : alors alors I’équation (E,) admet deux solutions :
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Z:—(im+2)+(im—2i) o Z:—(im+2)—(im—2i)
2(1) 2(1)
—2-2i —2im—242i
ou i=—_ "
2 2
z7=—1—1i ou z=—1—im+i
Donc § ={-1-i,—1—im+i}

2- Pour m=iv2
v

Z:

S e A

_ ﬁ[

™ .. ™
T+—|+isin|7+—
4] { 4]]

»

= \/E[cos[sj]Jrzmn[S4 )] fe“—fe

l—imti = 1 ifiV2)
= 142
_ PR (R
= \/5[1—£+£l
<>+e[3”}]
eiz7r+ei3£r]

ar
= \/Ee 8 XZCOS[%]

= J2|e

3

= \/Eel?

3m| A 3w
= 2ﬁcos?e8 cos|— 2 >0

II-

1- Soit Rla rotation d’angle —%qui transforme M en M’

a) Daffixe z du centre de la rotation R est solution de I’équation z=—iz—1+i
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z=—iz—1+1i
(1+i)z=—1+i
i i(14i)
o1+ (1+i)

Donc z=w
D’ou Qest le centre de R
b) Déterminons I’affixe bde B, ou Best le point tel que : A=R(B)

a=—ib—1+i
ib=—1+4+i—a
b:_H_—.i_a
i
b:—l—l—l‘—i—l—l—l
i
p=2
i
b=2
Ona
v
m—a = —im—1+i+1+i
—im+2i
= —i(m—Z)
= —i(m—b)
v
w—a I+1+1i
—-b) = —b
o Uk g )
1+2i
= —-b
b
_ —i(—2+i)<m_b)
—2+i
= —i(m—b)
Donc : m’—a:w_a(m—b)
w—>b

v Si m=a : le résultat demandé est évident
v Sim=a:

m-—-a w—a m-—b
Ona:
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/
nm —a

AM et M' sont alignés < eR
m—a
w—a m—b

X eR

w—b m—a
& ABSQ) et M sont cocycliques

-

¢) Ona: AM e M’ sont alignés < A,B,{) et M sont cocycliques
Et par suite M appartient au cercle circonscrit au triangle ABQ rectangle et
1socele en Q
(A=R(B))
Donc M appartient au cercle de diametre [AB]
AB |p—d [3+i 0

2 2 2 2

v" Etde centre le point I d’affixe : z, = a;b A

v Derayon : r=

Corrigé de I’exercice 4 :

1- a) soit x€)0,+o0] :

ona:

. lr—1
j;lt?dt o 4l Yiz di
= Ll

_ fox1——<l+t)/ dr

1+t

= |t —1n|1+t”;
= x—ln(1+x)
Donc <Vx€]0,+oo[> ; J;xlt?dt:x—ln(l—l-x)

b) Soit x€)0,+oq :
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u=1>=t=+u
t.dt:ldu
2

t=0—u=0

t:x—>u:x2
x ot * du 1 po 1
LI L =
0 141 0 14+u 2fo 1++u

x ot 1o 1

o1t 2o 1o
¢) Soient x€0,+o0] et ue0,x] :

du

Donc (Vxe]0,+oo[) :

On a 0<u<x?

Donc OS\/ZSx

Donc 1§1—|—\/;§1—1—x

Donc 1§ ! <1
1+x~ 14u .

Donc ! & ) g%

2(1+x) < 2(1+u)
2] R 21
Donc L]; mdugﬁ mdugﬁ] Edu

Et par suite : (Vx €0, +oc[) 2(11 )_x—ln(zl-l—x)S%
X X
2- Ona:
(refptod]) : L <XTl+x) 1
2(1+x) X 2
. 1 1
lim =—
=0 2(14x) 2
Donc : lim _ln<21+x):l
x~>0+ X 2

f(x):[x+1Jln(1+x) L x=0
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1- a)Ona: f(0)=1

x+1 _q

Et lim f(x)= lim ——In(14x)= lim(x+1>1n(1+x)
x—0" x—0"  x 0t X

lim1+x=1

x—0
Car lim In (1 + x)
x—07" X

=1

x+1

Puisque lim f (x)=lim

x—0"

In(1+x)= f(0) alors f est continue a droite en 0

b) Ona:
x+1
e
(x+l)ln(1—i—x)—x

2

In(1+x)—1

= Iim
x—0* X v
_ 1in01 xln(12+x)+ln(1+zx)—x g
x— X X
_ fim In(1+ x) . x—ln(H—'x)
x—0" X . X

Donc : fest dérivable a droité-en 0 eton a f; (0)=

)
v lim f(x)= lim

X—+00 X—+00 X
|
lim =
Car: x—too  x
lim ln(x + 1) =400

X—+00

N | =

x+1

In(x+1)=+o0

1

=0

f(x) () +1 +1) In(x+1)
v olim 2 o gim —x — T gim 2 (x11) = Tim [x ] S
X

x—+400 X x—+400 X X—+00 x xX—+00 X

lim
X—+00

Car :

2
x-i—l] 1
X

i In(x+1) _
x—400 x_|_1
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v" (C)admet une branche parabolique de direction 1’axe des abscisses au voisinage

de +o00
2- a)ona:

Y1 et dérivable sur 0,400
X

fiixe
fo:x+—In(1+x) est dérivable sur |0,+oc]
Donc f = f,x f, est dérivable sur |0, 400
Soit x€]0,4o0] :
Ona:

fl(x) = [[x+1]ln(x+1)]

X

/

_ [le]lln(x+1)+le(ln(xﬂ))/

= _—zlln(x—l—l)—i—x—Hx !
X X x+1

1 1
= —?ln(x—i—l)—l—;
x—In{1+Xx)

x2

Donc : (VXG]O,_H)OD : f/(x):%w

b) ona(Vxe]O,JrooD : fl(x)Zw

comme x> >0alors le signe de f’(x) est le méme que le signe de x—In(1+ x)

ona (Vxel0,+oo) ; 2(1:_ )Sx—ln(21+x>§%
X X
2

donc (Vx€]0,+o0]) : 2<1x+ )Sx—ln(1+x)§%xz
X

donc f'(x)>0

et par suite f est strictement croissante sur [0,+oc|

c)ona f estcontinue et strictement croissante sur [0,+oc|

done f([0,+ocf)=| £(0), lim £(x)

xX—+400

= [1,—1—00[
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4,,
},
2,,
b
g 1 =2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 1

—In(1
1- a) ona (Vxelo,+o0) ; 2(11%) <X nx(2 +x) S%
donc (Vxe]0,+00]) ; 0< 2(11 )S x—ln(zl-l—x)gé )
X X \
et par suite (Vx€]0,+oc|) : 0<f’(x)§%

b)
v ona g estdérivable sur 0;#o0] A
soit x €0, 4o :
ona: g'(x)=f'(x)-1

et comme f'(x)<s= alors f'(x)-1<0

| =

donc (Vx€]0.400]) ; g'(x)<0
et par suite g est strictement décroissante sur |0,+oc|

v/ ona gest continue et strictement décroissante sur |0,+oc

donc g(]0,+oc[) =

lim g(x), lim g (x)/ = [-o00.1]

x—+00 x—0
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im () =i /()=
= lim x M—1]
x—+00 X
= —00

lim x=+4o00

x—+00

car
tim L) g
X——+00 X

¢c) Ona:
v’ gest continue sur |0,+oc]

v’ gest strictement décroissante sur |0,-+oc]

v 0e g(]O,—i—ooD
Donc I’équation g(x)=0admet une solution unique, a/sur |0,+o0|
Et par suite I’équation f (x)=xadmet une solutioninique.a sur |0, +oc|

2- Soit aun réel de I'intervalle |0,4o0].
On considere la suite (u,) . définie par : u,=a et {VneN) ; u,, = f(u,)
a) |
v Pour n=0 :
Onau,=aeta>0

Donc u,>0
v' Soit neN
e Supposons que u, >0
e Montrons que u,,, >0 ?
On a d’apres ’hypothese de récurrence u, >0
Et comme f est continue et strictement croissante sur [0,+oc|
Alors f(u,)> f(0)
Donc u,,, >1>0
v Onconclut que : (VneN) ; u,>0

b) Soit neN
Ona:
v’ f est continue sur 'intervalle fermé d’extrémités u, et o

v’ f est dérivable sur 'intervalle ouvert d’extrémités u, et o
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v (Vxe]O,—l—oo[) ; 0<f(x)<

|~

Donc d’prés I’inégalité des accroissements finis : ‘ fu,)—f (oz)‘ g%

Et par suite (VneN) ;

1
U, —Oﬁ| §5|un _05|
(f(u,)=u,, e fla)=a)
C)
v Pour n=0 :
0
Ona ol =lo-ol et (£ lo—i=la

1 0
3 la=al

Donc |u, —a|<

v' Soit neN

* Supposons que |u, —a|§[%] le—a]

e Et montrons que :

On a d’apresla question précédente

1.n+1
un+l—a| S[E] la—al ?

1
u, —a| §E|M" —a|

un—a|

(+)

Et on a d*apres ’hypothese de récurrence |u, — o] < [%] la—q|

1 1 n+l1
Donc |—|u, —a| < [—] la—al| (+x)
2 2

De (+*) et (x*),on obtient:

1 n+l1
u,., —a| < [5] |a—a|

v" On conclut que(VrneN) ; |u, —a|< [%] la—

n—-+00

d) Ona —1<%<1 donc lim [l] =0

Donc lim

n—+00

l] |a—a|:0
2

Et comme (VrneN) ; |un—a|§[%] la—q|

q
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Alors : lim u, =«

n—+o00

Corrigé de I’exercice 5 :

On considere la fonction F définie sur Rpar : F(x)= f "o dt
0

1-
v Ona r— ¢ est continue sur R
( composée de deux fonctions continues sur R )
Donc Fest dérivable sur R (primitive d’une fonction qui s’annule en 0)
Et par suite F est continue sur R
v' Soit xeR :
On a F'(x) =e
Puisque : ¢ >0
Alors : (VX € R) F'(x) >0

D’ou F est strictement croissante sur R

v Ona:t'>0
Donc:ezzl
Donc : fo e diz fo 1dt
Doncl(VXGR) F(X)Zx
v Ona:

lim x =400

X—400

(VxeR) F(x)>x

~

Donc : lim F(x)=+o0

X—+00

= Soit xeR,Ona:
v —xeR

Y OF(-x)= [ ear
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U=—-1<=1t=—u

dt = —du
t=0—u=0
t=—x—u==x

F(—x)= J:;xe’zdt = —J;XeH)zdu = —j;xe”zdu = —J;Xe’zdt =—F(x)
Donc F est impaire .

" |lim F(x): lim F(—u): lim—F(u):—oo

X——00 U——00 u——00

4- Puisque F est continue et strictement croissante sur R
alors F est une bijection de R vers F(R)

tel que : F(R)=F (|00, +oc])=| im F(x), lim F(x) =]xo0,+oc[ = R
5- Ona F(0)=0
Et F'(0)=1 donc F'(0)=0
v On aF estdérivableen 0 et F'(0)=0

Donc G est dérivable en 0

Etona: G’(O):(F*‘)/ (0)y=(F ") F(0))= :%:1

1"

2D<K
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- La durée de I’épreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte 4 exercices indépendants.
- Les exercices peuvent étre traités selon I'ordre choisi par le candidat.

- L’exercicel se rapporte aux structures algébriques .................... (3.5 pts)
- L’exercice2 se rapporte aux nombres complexes .........cccccerveerennes (3.5 pts)
- L’exercice3 se rapporte au calcul desiprobabilités ....................... (3 pts)

- Lexerciced se rapporte a I'analyse ... e eiitnenneeceenenecseesseeessensnes (10 pts)

L’'usage de la calculatrice n’est pas autorisé
L'usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICE 1 (3.5points) :

On rappelle que (M2 (; ),+ ) )est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle

9 & 00
o= go O% et d’unité la matrice | = é() 1% etque (M, (j ),+,.) estun espace

vectoriel réel de dimension 4.

|-1O:

,\ X
Pour tout couple (X,y)I j ?,onpose M (x,y)= y

0 X
I’ensemble E= {M (X1 y)/(X, y)i i 2}

et on considére

QH

0.5 | 1- Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M2 (; )+)
0.5 | 2-a) Montrer que E est un sous-espace de I’espace vectoriel (MZ(; ),+ )
0.25

b) Montrer que 1’espace vectoriel réel (E, + ,.)est de dimension 2

0.25 | 3-a) Montrer que E est stable pour la loi ™ *

05 | b)Montrer que (E,+,” ) estunanneau commutatif .

4- On définit dans Mz(; ) la loi de composition interne T par : pour tout
M(x, y)etM (x',y") de M, (i),

M (x, VITM(X'y)= M (x,y) M(x,y)- M(y,0) M(y'0)
Et soit ] I’ application de £ " vers E qui a tout nombre complexe x+ iy

(ot (X,y) e ?) fait correspondre la matrice M (x,y) de E

0.25 | @ Montrer que E est stable pour la loi "T"

0.25 | b) Montrer que J est un homomorphisme de (£ t )vers (E,T)
025| c)Onpose: E = E- {O}. Montrer que (E*,T)est un groupe commutatif.
05

5- a) Montrer que la loi T est distributive par rapport a la loi « + » dans E

0.25 | b) Montrer que (E,+,T) est un corps commutatif.




’*—»;A\ RS 25 Lungall — 2018 dyllpmpal &gl — Lpgllagll cagall alagll ylagall
(Rgas sl Bansill) "ss"s " 2aaly I gglell Rgwtn — seyleanly il kala -
EXERCICE 2 :(3.5points)
. 2i0
1- Pour tout nombre complexe zI £ - {igonpose: h(z)=i =
p {i}onpose: h(z)= ifE—=
05 a) Vérifierque: h(z)=z U 2z°- 2iz- 2= 0
0.5 b) Résoudre dans £ 1’équation (E): z°- 2iz- 2= 0
u u
2- Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé (O,el,ez) :
On note aetb les deux solutions de 1’équation (E) tel que : Re(a): 1
Etpour tout z1 £ - {i,a,b} onnote M (z), M '(h(z)), A(&) et B(b)les points
d’affixes respectivement Z, h(Z), aeth
h(z)- a Z- a
a) Montrer que : = -
075 | Y e WIS
_ yies v pme e gy yie.s g v iny
b) En déduire que : (M 'B,M'A)_p + (MB,MA) [p]
0.75
05 | 3-a) Montrer quesi M, Aet B sontalignésalors M, A, B et M' sont alignés.
05 b) Montrer que si M ;A et B ne sont pas alignés alors M, A, B et M' sont
cocycliques.
EXERCICE 3 :(3points)
On lance 10 fois de suite une piéce de monnaie parfaitement équilibrée.
On désigne par X la variable aléatoire égale a la fréquence d’apparition de la face
« pile ».
(e nombre de fois d’apparition de la face « pile » divisé par 10)
1 1-a) Déterminer les valeurs prise par X
! b) Déterminer la probabilité de I’événement [X = %}
1

2- Quelle est la probabilité de I’événement : X supérieur ou égale a % ?




RS 25 Lngall — 2018 dg2lymgalasgall — sgll2gll sagall @lgll slagall

(s soll fagsill) "y " 2l glell tyen — sl gl mle -

0.5

0.75

0.75

0.75

0.5

0.5

0.75

0.75

0.75

EXERCICE 4 :(10points):
Soit f la fonction numérique définie sur I’intervalle [0,+ ¥ [par :

f (x)= Vx(Inx)pourx>0 et f(0)=0

11
On note (C)sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, I, j)

1-a) Montrer que f est continue a droite en O

1(30
(On pourra remarquer que : f (x)= §4x4 Ingx“—_)

ShiF

b) Calculer lim f(x) et lim (),puis interpréter graphiquement le résultat
X® +¥ X® + ¥

obtenu
2- a)Etudier la dérivabilité de f a droite en 0, puis interpréter graphiquement le
résultat obtenu .

b) Montrer que f est dérivable sur ]0,+o0[ puis calculer £ (x)pour x>0 .

c)Etudier les variations de f sur [0, o[, en déduire’que

(VXG]O,l]) OS\/;(ln x)2 s(ﬂjz

e

d) Tracer la courbe (C) dans un repére.orthonormé.(On prendra pour unité 2cm)

3- Pour tout réel x>0 , on pose F(x):jlf (t)dt

X

a) Montrer que la fonction Flest dériyable sur I'intervalle[0, +oof

b) Calculer F'(x) pour x>0, endéduire le sens de variation de F sur [0, +oo

1
4- @) En utilisant la méthode d’intégration par parties, calculer I Jtintdt pour tout

x>0

b) Montrer que pour x>0 , F(x):—gx\/;(lnx)z+gxﬁlnx—gx x+g

¢) En déduire I’aire du domaine plan limité par la courbe (C)et les droites d’équations

respectives : x=0, x=1et y=0

1
5- Pour tout entier naturel n non nul, on pose : u, = _[1

n

a) Montrer que la suite (un) est bornée et strictement monotone.

f (x)dx

b) Montrer que la suite (un) est convergente puis calculer lim u,

n—+oo

FIN
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exercicel | Indication de solution Baréme
1- sous-groupe 0.5
2- | a) sous- espace vectoriel 0.5
b) dimE= 2 0.25
3- |a) la stabilité pour 0.25
b) (E,+,” ) anneau commutatif 0.5
4- |a) la stabilité pour T 0.25
b) homomorphisme 0.25
c) (E*,T)groupe commutatif 0.25
6- |a) La distributivité 0.5
b) (E,+ ,T)est un corps commutatif 0.25
exercice2 | indication de solution Baréme
1- | a) vérification 0.5
b) les deux solutions de 'équationsont: 1+ 1 et - 1+ 2x0.25
2- | a) I'égalité 0.75
b) I'égalité 0.75
3- |a) I'implication 0.5
b) I'implication 0.5
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exercice3
1- |a 1 2 9 1
) les valeurs prises par X sont: 0,—, —, ,,,,,,,—, 1
10 10 10
b) ® 16 @® 50 101al0ald 1
Calcul de pgX = === pgX = —= — G~
pg 20 P 100 5!5!§§6 éEa
2- ® 90 1
Calcul de péX =
100
exerciced4 | indication de solution Bareme
1- | a) continuité a droiteen 0 0.5
b) calculde lim f (X) ................................................... 0.25 0.75
X® +¥
o f(x -
calcul de lim ( ) ................................................... 0.25
X® +¥ X
B.P de direction I'axe des abscisses.............s ST 0.25
2- |a) Dérivabilité a droite en Q.. cevrveeeelins e 0.5 0.75
Interprétation’graphique........a \ TR 0.25
b) Dérivabilité sur Pyt ¥ [ 0.25 0.75
calcul de f'(X) ........................................................... 0.5
c) variations de f sur [0, ¥ [ooimrrreneescssensssnns 0.5 1
déduction de I'inégalité........cceoveveeereeieceiene e, 0.5
d) représentation graphique avec respect de I'unité de mesure 0.5
- X
- |a) f est continue sur [0,+¥ [ etla fonction Xa ¢ f (t)dt est sa 0.5
1
primitive qui s’annule en 1
b) | F'(X)= = F(X)rmrerrerrerrermsmsssssssnseseneesesnensenes 0.5 1
VariationsS de F oo 0.5

Moutamadris.ma aj
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4- 1 0.75
) calcul de @) \/fln(t)dt pour X> 0
X
b) I'égalité 0.75
c) I'aire= 1
N\ 1 f ’ 2 _ ’ 2 _ 2 I _ 64 2
O. F(x)dx” 4em®= F(0) 4cm”= 4em*” lim F (x)= —cm
0 X® 0 27
car la fonction F est continue a droite en 0
0.75 pour le calcul de I'intégrale et 0.25 pour I'unité de mesure
5- |a) la suite est bOrnée.......ooeueevecce e e 0.5 1
la suite est strictement monotone .......cccccceveevevveerennns 0.5
b) la suite est conVergente......cccoe e eveeveeeieeccense e e 0.25 0.75
[IM U, = e 0.5
n® +¥

Moutamadris.ma aj
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- La durée de I’épreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte 4 exercices indépendants.
- Les exercices peuvent étre traités selon I’ordre-choisi par le candidat.

- L’exercicel se rapporte aux structures algébriques.....(3,5pts)
- L’exercice2 se rapporte aux nombres complexes.......... (3,5pts)
- L’exercice3 se rapporte a I'arithmétique......................... (3pts)

- L’exerciced se rapporte a 'analysei.....cccecervreeeerenererecnees (10pts)

L'usage de la calculatrice n’est pas autorisé
L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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0.5
0.5

0.75

0.75
0.5

0.5

0.5
0.5

EXERCICEL : (3,5 points)

a® 0 00
On rappelle que (Mg(i )+ ) est un anneau unitaire de zéro la matrice nulle O=%0 0 Og
0 05
0 06
et d’unité la matrice | = EO 1 0— et que(£,+,” ) est un corps commutatif.
0 0 1@
0 00 @ b -Dbo
On pose A:E 1 0O:etpourtout (a,b) de i *,M(ab)=§0 0O 0=
1 15 b as

On consideére I’ensemble E = {M (a,b)/ (a,b)i i 2
1-Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M3(; ).+)
2- On définit dans M, (; ) la loi de composition interne T, par :
"(becd)i*  M(ab)TM(c,d)= M(a,b) A M(c,d)

Vérifier que E est stable dans (M, (; ).T)

3- soit j I’application de £ dans E qui a tout nombre complexe non nul a+ ib
(ou (a,b)I ; ?) fait correspondre la matrice M(a,b) de E
a) Vérifier que j est un homomorphisme dex(£"," ) vers (E, T) etque j (£7)= E
ou E = E\{M(0,0)}
b)En déduire que (E*,T)est un groupe commutatif dont on déterminera 1’élément neutre J

4- a) Montrer que la loi de:€composition interne " T " est distributive par rapport a la loi de
composition interne "+ "dans E
b) En déduire que (E,+,T) est un corps commutatif .

EXERICE2 :(3,5 points)
Soit mun nombre complexe non nul.

Partiel : On considére dans £ 1’équation :

(E) : 2z%- 2(m+1+i)z+ m’*+ (L+i)m+i=0
1- Vérifier que le discriminent de I’équation (E) est: D = (2im)’
2- Résoudre dans £ 1’équation (E)
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Partie2 : Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O,gl,gz)
. : 1+ i 1- 1 i
Onsuppose que : mI £ \{0,Li}etonpose: z = T(m+ 1) et z,= T(m+ i)
On considere les pointsA,B, M, M, et M, d’affixes respectifs 1,i,m,zet z,
0.25 | 1-a)Vérifier que : z, =iz, +1
0.5 b) Montrer que M, est I'image de M, par la rotation de centre le point W d’affixe
1+1
w= et d’angle de mesure %
A Zz,-m_.m-1
0.5 | 2- a)Veérifier que : =1 -
z-m m-i
0.5 b) Montrer que si les points M ,M, et M, sont alignés alors M appartient au cercle (G) de
diametre [ AB]
0.75 |  ¢) Déterminer I’ensemble des points M pour que les points W, M , M, et M, soient
. - W_ .
cocycligues (remarquer que : =1)
Z,- W
EXERCICES :(3points)
On admet que 2017 est un nombre premier, et.gue 2016= 2°3°7
Soit P un nombre premier supérieur ou«gal a 5
1- Soit le couple (X, y)de ¥°~ ¥” téhque: px + y”'= 2017
0.25| a) Vérifier que : p< 2017
0.5 b) Montrer que : P nedivise pas Y
0.75 1 ¢) Montrer que: y**° 1 [p] eten déduire que p divise 2016
0.5 d) Montrerque: p=7
1

2- Déterminer, suivant les valeurs de p ,les couples (x,y) de ¥ “ ¥ vérifiant:

px + yP 1= 2017

EXERCICE 4:(10 points)
Partiel : On considére la fonction numérique f définie sur [0,+oo[ par :

x|

£(0)=0 et (vxe]0,+o]) f(x)=(1+%je_

Soit (C)la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O,T,])
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| I
(on prend :HiH: HJHZ 2cm)
0.25 | 1-a) Montrer que la fonction f est continue a droite en 0
0.5 b) Montrer que la fonction f est dérivable a droite en 0
0.5 c) Montrer que la fonction f est dérivable sur ]0,+oc[ puis calculer f'(x) pour tout x
dans Iintervalle ]0,+oo[
0.5 | 2-a)Calculer lim f(x) puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
0.25 b) Donner le tableau de variation de la fonction f
0.75 | 3- a) Montrer que la courbe (C)admet un point d’inflexion | dont on déterminera les
coordonnées.
0.5 b) Tracer la courbe (C) (Onprend: f(1); 0,7 et 4 °; 0,2)
Partie2 : On considére la fonction numérique F définie sur [0,+oo[ par :
1
F(x)=j f(t)dt
0.25 | 1-Montrer que la fonction F est continue sur ’interyalle [0, +s¢[
0.5 | 2-a) En utilisant la méthode d’intégration par parti€s, montrer que :
1.1 1 19 . 1
A tgt=e1- xe X _ N cet
(VXe]O,+oo[) Ox e ‘dt=¢ Ox ; dt
0.25 1oy Lt
b) Déterminer I (1+Eje “dt ' pour ot x de ]0,+o0[
0.5 i 1
c) Montrer que : J. f(t)dt=e
0
0.5 | 3-Calculer en cm?, I’aife du domaine plan limité par la courbe (C)et les droites
d’équations: Xx=0,x=2ety=0
4- On considgre la suite numérique (u,)  définiepar:  u =F(n)-F(n+2)
0.5 a) En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer que pour tout entier
naturel n, il existe un réel v, de I’intervalle |n,n+2[ tel que: u = 2[1+iJe_V"
Vn
1) -- 1\ -5
0.25| b) Montrer que : (Vn el ) 2(1+—je "<u, < 2(1+—)e n+2
n n+2
0.25| c)Endéduire limu,

N—+co
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0.5

0.25

0.25

0.25

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

Partie3 :

1-a)Montrer que pour tout entier naturel non nul n, il existe un nombre réel strictement
1
positif unique a, tel que: f (a,)=¢e "

b) Montrer que la suite numérique (a, ) , est croissante.

c) Vérifierque: ("ni ¥7) - —+ |n§ . g: - %
[%)

2-a)Montrer que : ("t [0,+¥ |) 1- t£ ﬁfv 1- t+ t2

A X2 X2 XS
b) Montrer que: ("xI P.+¥[) - ?;E - x+ In@+ x)£ - 7+ 3
3- Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 4

3
a) Vérifierque: a,®> 1 ,endéduireque a,> 1 (Onadmettraque: e*? 2)

b) Montrer que :  1- iﬁi 22,

3a n

n

(On pourra utiliser les questions 1-c) et 2-b) dela partie 3)

£1

¢) Montrer que : \/g,ﬁ a, (On pourra utiliser les.questions 3-a) et 3-b)),

en déduire lim
n®+¥ an

d) Déterminer Ilnl a \/E
n® + n

FIN
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EXERCICE1 Indications de solutions Baréeme
1- E sous-groupe de (M3 (i ), + ) 0.5
2- stabilité 0.5
3- a) hoMOMOIPhISME.....ccoiccte e 0.5 0.75
j (£ *): = A 7 0.25
b) (E*, T)groupe commutatif.......ccoeeee i e, 0.5 0.75
AEtermination de J .o ceseese il eeneeis e 0.25
4- a) distributivité 0.5
b) (E, + ,T)corps commutatif 0.5
EXERCICE2 Indication de solutions Bareme
Partiel | 1- vérification'de D 0.5
2- Les'deux solutions de I'’équation 0.5
Partie2 | 1- a) vérification de la relation : Z; = i22 +1 0.25
b) | Mq estlimage de M 0.5
2- a) vérification de I'égalité 0.5
b) appartenance a (G) 0.5
) | ladroite (AB) privée des deux points A et B 0.75
On attribuera la note globale méme si I’éléve ne traite pas les cas
des points A et B
EXERCICE3 Indication de solutions Bareme
1- a) vérification 0.25
b) P ne divise pas Y 0.5
c) application du théoréme de FERMAT........ccoceveveeieenreceeeeee e 0.25 0.75
o 1<To ¥ oru o] PO OO TR SRSRRRRRTTIN 0.5
d) p= 7 0.5
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2- Si P! 7 pasdecouples....iiirennnnen. 0.25 1
Si P = 7 les couples sont : (288,1)et(279, 2) et(184,3).......0.75
EXERCICE4 Indication de solutions Baréeme
Partiel | 1- a) la continuité a droite en 0 0.25
b) la dérivabilité a droite en 0 0.5
) | - dérivabilité sur :p,+ ¥ [ ................. 0.25 0.5
-calculde T @X) o, 0.25
2- 1a) |- lim f(X)=1a, 0.25 0.5
X® + ¥
- interprétation graphique .......... 0.25
b) tableau de variation _ 0.25
3- |a) |-calculde f"(X) ..., 0.25 - 0.75
-signede T"(X) e &7 0.25
&l 500
- point d’inflexion (1 &—,4e 3:: .................. 0.25
3 %
b) | tracé de (C) 0.5
Partie2 | 1- la continuité de F sur [0,+¥ [ 0.25
2- a) I'intégration par partie 0.5
b) détermination de I'intégrale en fonction de X : 0.25
I _ =
O+ =# tdt=e'- xe
X to
c) détermination de la valeur de I'intégral : la fonction F est continue | 0.5
a droite de 0 donc :
\ ! : . \ 1 -1
0, f (t)dt=F(0)= lim F (x)= lim & f (t)dt=-e
X® 0 X® 0
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3- calcul de la surface en centimétre carré : 0.5
A= O+ o f (@)t dom?
0 1 %)
4- a) I’égalité 0.5
b) la double inégalité 0.25
¢ | limu,=2 0.25
n® +¥
Partie3 | 1- | a) | existence, unicité de a,eta, >0 0.5
b) | a suite (an )n3 L est croissante 0.25
c) vérification de I'égalité 0.25
2- a) la double inégalité 0.25
b) la double inégalité 0.25
3- a) VErification......coeceieieee e e 0.25 0.5
AEAUCTION e ool , .",.;"".0'25
b) la double inégalité 0.5
c) iNEgalité........cliutummmnnne NN e 0.25 0.5
déduction..................L.'.'....: .................................... 0.25
d) détermination de la limite 0.5
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- La durée de I’épreuve est de 4 heures.
- L’épreuve comporte 4 exercices indépendants:
- Les exercices peuvent étre traités selon I’ordre choisi par le candidat.

- L’exercicel se rapporte aux structures algébriques....... (4.5pts)
- L’exercice2 se rapporte au calcul'des probabilités.......... (3pts)

- L’exercice3 se rapporte auxX-nombres complexes .......... (2.5pts)
- L’exerciced se rapporte a I'analyse.......ccceevveeeervererenees (10pts)

L'usage de la calculatrice n’est pas autorisé
L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé

Exercice 1: (4.5 pts)
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On rappelle que (IJ,+,x) est un corps commutatif, que (MZ(D ),+,-) est un espace

vectoriel réel et que (MZ(D ),+,><) est un anneau unitaire, non commutatif et non

intégre.

10 0 -3 -3
On pose : IZ(O 1] , J:(l 0} et M(x,y):® ij pour tout (X,y)e[l? et

E= MG y)/ (I 1%}

0.75 | 1-Montrer que E est un sous espace vectoriel de (MZ(D )+) , de dimension 2

0.5 | 2-a) Montrer que E est stable dans (MZ(D ),x)

0.75 b) Montrer que (E,+x)est un anneau unitaire et commutatif.

3-Onpose E = E\{M (0, O)} et on considére 'application ¢ de [1” vers E = définie

par:

V(xy)el 2 p(x+iy)=M (x%)

0.75 | a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de(D *,x) sur (E*,x)

0.5 b) En déduire que (E*,x) est un groupe commutatif.
0.75 c) Montrer que : J 2017 — ] (31008\/§i) _puis déterminer 'inverse de la matrice
J? dans (E*,x)

0.5 | 4- Montrer que (E,+,x) est Ub‘corps'commutatif.

Exercice 2 : (3 pts)

Un sac contient 2n boules ( n dans ¥ *) , dont n sont blanches et n sont noires.
Toutes les boules sont indiscernables au toucher.
Un jeu consiste a tirer une boule du sac a noter sa couleur et a la remettre dans le sac,
puis a tirer du méme sac une nouvelle boule et a noter aussi sa couleur.
La régle du jeu indique que :
- Si les deux boules tirées sont blanches, on gagne 20 points .
- Si les deux boules tirées sont noires, on perd 20 points .
- Si les deux boules tirées sont de couleurs différentes, le gain est nul .
0.75 | 1- Calculer la probabilité de gagner 20 points, la probabilité de perdre 20 points et la
probabilité de réaliser un gain nul.
2- On répéte 5 fois le jeu précédent.
0.5 a) Calculer la probabilité de gagner 100 points.
1 b) Calculer la probabilité de gagner 40 points.

3- Au cours d’un seul jeu ,on considére la variable aléatoire X qui prend uniquement
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0.5
0.25

0.5

0.5

0.75

0.75

0.5
0.5

0.5

0.75
0.5

0.25

les valeurs -20 si on perd, O si le gain est nul et +20 si on gagne.
a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X
b) Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire X

Exercice 3: (2.5 pts)
u u
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O,el,ez)

Soient M le point d’affixe le nombre complexe non nul z

et M' le point d’affixe z':%(z +lj
z

1- Déterminer le nombre complexe Z pour que les deux points M et M ' soient
confondus.
2- On suppose que M est distinct des points A et B d’affixes respectifs 1 et -1

z'+1 z+1Y
Montrerque: ——=|——
z'-1 z-1

3- Soit (A) la médiatrice du segment [ AB]
Montrer que : si M appartienta (A)alors M appartient 3(A)
4-Soit (T') le cercle dont un diamétre est [ AB]

Montrer que : si M appartient a (F) alors-M ' appartient a la droite (AB)

EXERCICE4 :(10 pts)
Partiel :

Soit f la fonction'numérique définie sur | =[O,+oo[ par :

arctan ( x
f(0)=1 et WVxel0 +o f(x)z—( )
X
1- Montrer que f est continue sur l'intervalle |
1
2-a) Soit X dans | .Montrer que: Vte[0,x] ~<——<1
1+x° 1+t

b) Montrer que :  Vx &[0, +o0] <arctan(x) < x

x*
c) Montrer que f est dérivable a droiteen 0

3- a) Sachant que f est dérivable sur I'intervalle]0,+00[, calculer f'(x) pour tout X

de |0, +

b) Etudier les variations de f sur l'intervalle |

Partie 2 :
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0.5

0.75
0.75

0.25
0.75

0.5

0.75

0.5

0.75

0.75

0.75

Soit g la fonction numérique définie sur | :[0,+oo[ par :

g(0)=1 et Vxel0+o] g(x):%joxf(t)dt

1-a) Montrer que :  Vxe|0,4[  f(x)<g(x)<1
b) Montrer que g est dérivable a droite en 0

2- Montrer que la fonction g est dérivable sur I'intervalle ]0,+ et que :

wxeloe  g'()=(F(x)-9(x)

3- Montrer que g est décroissante sur l'intervalle |
X

4-a) Montrer que : lim 1 f(t)dt=0

X—>+0 X J1

( remarquer que : "x1 ]),+¥ [ 0< arctanx<% )

b) Calculer :  lim g(x)

X—>+0
Partie 3 :
1- Montrer que I'équation g(X)=x admet une/solution‘unique & dans [0,1]
. X2
2-a) Vérifierque: " xI [0,+¥ [ Of 1< f(X)£ 5
1+ X

( on pourra utiliser la question 2-b)Partiel )
¥ 1
b) Montrer que: " XI [O,+¥ [ ‘g'(x)(f, >
3- Soit (u, ), _, la suite numérique'définie par :

uel* , U =g(u,) pourtout n dans [

n+1

a) Montrer que: Vnel |u —a|£%|un—a|

b) Montrer que la suite (u,)  est convergente.

FIN
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Question Eléments de réponses note
EXERCICE1
(E,+-) espace vectoriel 0.5
1-
sa dimension est 2 0.25
2-a) M(x,y) M(x,y)=M(xx- 3yy'xy'+ yx') 0.5
(E, + )groupe commutatif 0.25
2-b) Partie stable et distributivité 0.25
Commutativité et sl T E 0.25
J bijection 0.25
3-a) - ,
} homoemorphisme 0.5
3-b) j (C*)= E™ (C*,’ ) 0.5
3-) JE] (|\/§) 0.25
0.25 J2orr 0.25
0.25 L'inverse 0.25
4 (E,+,x) corps commutatif 05
EXERCICE2
1 Probabilité de gagner 20 points 0.25
) Probabilité de perdre 20 points 0.25
Probabilité d’avoir un gain nul 0.25
2-a) Probabilité de gagner 100 points 0.5
2-b) Probabilité de gagner 40 points 1
3-a) Loi de probabilité de X 0.5
3-b) Espérance de X 0.25
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EXERCICE3
1- 0.5
2- 0.5
3- 0.75
4- 0.75
EXERCICE4
Partiel
1- Continuité a droite en 0 0.25
]0,+o0[ continuité sur 0.25
2-a) Double inégalité 0.5
2-b) Double inégalité 0.5
2-c) dérivabilité a droite en 0 0.75
3-a) f'(x)calcul de 0.5
3-b) f décroissante surl 0.25
Partie2
1-a) Double inégalité 05
1-b) dérivabilité a droite en a0 0.75
,. dérivabilité 0.25
ealcul de g'(x) 0.5
3- décroissanteg 0.25
4-a) calcul de limite 0.75
4-b) calcul de limite 0.5
Partie3
1- existence et unicité 0.75
2-a) vérification 0.5
2-b) inégalité 0.75
3-a) inégalité 0.75
convérgence
3-b) 0.75

Moutamadris.ma 3
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o La durée de I’épreuve est de 4 heures.
o L’¢épreuve comporte 5 exercices indépendants.

o Les exercices peuvent étre traités selon I’ordre choisi par
le candidat.

Le premier exercice se rapporte aux structures algébriques ...(3.5 pts)

Le deuxiéme exercice se rapporte a l'arithmétique................(3 pts)
Le troisiéme exercice se rapporte aux nombres complexes ....(3.5 pts)
Le quatriéme exercice se-rapporte a I’analyse.....................(7 pts)
Le cinqui¢me exercice se rapporte a I’analyse................... (3 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICE 1: (3.5 points)

1 0 0.
On rappelle que(|\/|3(‘ ),+ ) ) est un anneau unitaire d’unité | = EO 1 0§ et que(£ +, ) est
0 0 1%
un corps commutatif.
x+y 0 -2y.
Pour tout (X, y)de ¢ ?on pose: M (x,y)=% 0 0O O %et E= {l\/l xy); (x,y)¢ 2}
y 0 x-y*

1- Montrer que E est un sous-groupe du groupe (I\/|3(‘ ),+)
2-Vérifier que :

(") ?) (T0yIE ) M) M(XLy)= MOx- 'y yx)
3-Onpose:E = E- {l\/l (0,0)} et on considere I'application j (£ ® E qui au nombre
complexe Z= X+ iy associe la matrice M (X, y)de E, avec (X,y)¢ ¢ 2
a) Montrer que ] est un homomorphisme de(£ n ) vers (E,' )

b) En déduire que(E*,' ) est un groupe commutatif d’élément neutre M (1, O).
4- Montrer que(E,+ ) ) est un corps commutatif.
0 0 O.
5-On pose : A= EO 1 Og
0 0 0%
a) Calculer A M (X, y) pour M (X, y)c E

b) En déduire qu’aucun élément de E n’admet de symétrique dans (M3(‘ ),' )

EXERCICE 2: (3points)
Premiére partie : Soit (a,b) dans [1 7 x[1 " tel que le nombre premier 173 divise a°+b?

1- Montrer que : @ =—b'"™ [173] (remarquer que: 171=3x57 )

2- Montrer que : 173 divise a si et seulement si 173 divise b
3- On suppose que 173 divise a.Montrer que 173 divise a+b
4- On suppose que 173 ne divise pas a .

a) En utilisant le théoreme de FERMAT, montrer que : a2 =b'" [173]
b) Montrer que : a”l(a + b) =0 [173]
c) En déduire que 173 divise a+b

Deuxiéme partie : On considére dans || “x[17 I’équation suivante :
(E) x*+y®=173(xy +1)
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Soit (X, y) un élément de [1”~ x[] " solution de (E) ,onpose: X+ Yy =173k aveckell”
- 2
0.25 | 1- Vérifier que: k(x — y) + (k —1)Xy =1
0.5 | 2- Montrer que K = 1 puis résoudre l’équation( E).
EXERCICE 3: (3.5 points)
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct(O,ﬁ,\?).
On considére dans le plan complexe deux points M, et M, tels que les pointsO , M, et M, sont
distincts deux a deux et non alignés.
Soient Z, et Z, les affixes respectives des pointsM, et M, et soit M le point dont Iaffixe Z
s . 22,2,
vérifie la relation : 7=—="—>
Z +17,
Z,—7 1
0.5 | 1-a) Montrer que : 2 2=
Z2,—7 1,
0.5 b) En déduire que le point M appartient au cercle circonscrit au triangle OMll\/I2
0.5 | 2- Montrer que si Z, = Z_1 alors M appartient a I'axe des réels.
3- On suppose que M , est I'image de M1 par la rotation,de centre-O et de mesure d’angle @ ou
« est un réel de I'intervalle ]0,72'[
0.5 a) Calculer Z, en fonction de Z, etde
0.5 b) Montrer que le point M appartient a1a médiatrice du segment [Mll\/lz]
4- Soit @ un réel donné de I'intervalle]0,7r[.
On suppose que Z, et Z, sont les‘deux solutions de I'équation : 6t> —(eig +1)t + (eig —l) =0
e’ —1
0.5 a) Sans calculer Z et 7, vérifierque: Z=2—
e’ +1
05 b) Donner en fonction de"( ,la forme trigonométrique du nombre complexe 7 .
EXERCICE 4 : (7points)
Premiére partie :
05 1- En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonctiont > e*‘, montrer que pour tout
' X
réel strictement positif X | il existe un réel 6 compris entre 0 et Xtel que: e’ = 1 -
—€e
2- En déduire que :
025 | 4 ("x>0); 1- x<e”
025 | p) ("x>0) ; X+ 1< e*
. xe*
0.25 o ("x>0) ; O<In[ - J<x

e -1
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Deuxieéme partie :
On consideére la fonction numérique f définie sur[0,+00[ par :
xe*
f(X)z - si X>0 et f(O)zl
e’" -1
et soit (C)Ia courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O,T, ]) .
0.5 | 1-a) Montrer que la fonction f est continue a droite en 0 .
05 b) Montrer que : lim ( f (X)— X) =0 puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X—>+0
X2
. "3 - _ - X
025 |2-a) Montrer que : ( X 0) X > £-¢e"+1
(On pourra utiliser le résultat de la question 2-a) de la premiére partie)
x> X X’
0.5 b) En déduire que : ("X3 O) — —f e+ x-1£f —
2 6 2
f(x)-1 e *+x-1
0.5 | 3-a) Vérifier que : ("X> O) ( ) = > f (X)
X X
. f(x)-1 1
0.75 b) En déduire que : lim ————=="puis interpréter le résultat obtenu.
x—0" X 2
0.75 4-3) Montrer que f est dérivable en tout point.de ]O, +OO[ et que :
. e*(e" —1-x
(e 0) 0=
X
(e*-1)
0.5 b) En déduire que la fonction f st 'strictément croissante sur [0,+OO[,
(On pourra utiliser le résultat-déa.question 2-b) de la premiére partie)
Troisieéme partie :
On considere la suite numérique (un )nzo définie par: U, > 0 et U= In( f (un )) pour N¢ ¥
0.5 a) Montrer que pour tout entier naturel N ona: U, > 0
0.5 b) Montrer que la suite(un )n>0 est strictement décroissante et en déduire qu’elle est convergente.
(On pourra utiliser le résultat de la question 2-c) de la premiére partie)
0.5 c) Montrer que 0 est I'unique solution de I’équation : In( f (X)) = X puis déterminer la limite de la
suite (un )nzo
EXERCICE 5 :( 3 points)
On consideére la fonction numérique F définie sur lintervalle | = ]O,+oo[ par :
X 1
F(x) =I dt
In2 ,et _1
0.5 | 1-a) Etudier le signe de F (X) pour tout X de |
0.5| b) Montrer que la fonction F est dérivable sur I'intervalle | et calculer F l(X) pour tout Xde | .
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0.25| c) Montrer que la fonction F est strictement croissante sur 'intervalle |
2-a) En utilisant la technique de changement de variable en posant :U = \/et —1 , montrer que pour
0.5 X 1 V4
tout Xdel ona: L , thz 2arctane* -1 — 5
n
e -1
0.5 | b)Calculer lim F(X) et lim F(X)
x—0" X—>+00
0.25 3-a) Montrer que la fonction F est une bijection de I'intervalle | dans un intervalle J que I'on
' déterminera.
05| b)Déterminer F~ '|a bijection réciproque de F .

FIN
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o La duré¢e de I’épreuve est de 4 heures.
o L’¢épreuve comporte 5 exercices indépendants.

o Les exercices peuvent étre traités selon I’ordre choisi par

le candidat.

Le cinquiéme exercice serdpporte a 1

Le premier exercice se rapporte au.calcul des™ probabilités ......(3 pts)
Le deuxieme exercice se rapporte aux structures algébriques.. (3.5 pts)
Le troisiéme exercice se rapporte aux nombres complexes.....(3.5 pts)
Le quatrieme exercice se rapperte a I’analyse.......................(6.5 pts)

“analyse.................... (3.5 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorisé
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EXERCICE 1 :(3pts)
On a deux boites U etV .La boite U contient 4 boules rouges et 4 boules bleues.

La boite V contient deux boules rouges 4 boules bleues.
On considére I'épreuve suivante : On tire au hasard une boule de la boiteU :Si elle est rouge, on la
remet dans la boite V puis on tire au hasard une boule de la boiteV ;si elle est bleue on la pose de
coté puis on tire une boule de la boiteV .
Soient les événements suivants : R, « La boule tirée de la boite U est rouge »

B, «Laboule tirée de la boite U est bleue »
Rv « La boule tirée de la boiteV est rouge »
B, «Laboule tirée de la boiteV est bleue »
1- Calculer la probabilité de chacun des deux événements R et B .
2- a)Calculer la probabilité de I'événement BV sachant que I'événement Ru est réalisé.

b) Calculer la probabilité de I'événement B, sachant que I’événement B, est réalisé.

13
3- Montrer que la probabilité de I'événement BV est: —

21

4- En déduire la probabilité de I'événement R, .

EXERCICE 2: (3.5 pts)

=
o O

et que(£ Tt )

On rappelle que(|\/|3(‘ ),+ . ) est un anneau unitaire d’unité | = &0

o
o - O
"

est un corps commutatif.

Pour chaque nombre complexe Z= X+ 1y ou (X, y)c « %, on pose :

x+2y 0 oy .
M (z)= 0 1 0 g et on considére I'ensemble E = {l\/l 2)/z¢ £}
-y 0 x-2y*

1- On munit E de la loi de composition interne * définie par :
("zz£) ("z&£) : M@)*M@E)= M)+ M(z')- M(0)
Montrer que (E,*) est un groupe commutatif.

2- On considére I'application j £7a E qui associe au nombre complexe Zde £ " la matrice
M (Z)de E
a) Montrer que | est un homomorphisme de (;E *,' )dans(E,' )

b) En déduire que (E - {l\/l (0)},' )est un groupe commutatif.
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3- Montrer que (E,*,' ) est un corps commutatif.

0.5

0.75

0.5

0.75

EXERCICE 3: (3.5 pts)

On considére dans I'ensemble £ I'équation : (E)Z 72 - (1+ \/§)(1+ i)Z+ 4i=0

, 2
1-a) Vérifier que le discriminant de I’équation (E)est D= g\/g- 1)(1- i)]AJ
u

b) Ecrire sous forme trigonométrique les deux solutions de (E)

I 1
2- Le plan complexe est rapporté a un repéere orthonormé direct (O,U,V).

On considére les deux points Aet B d’affixes respectives a= 1+ i\/§ et b= \/§+ [

a) Montrer que I'ensemble (D)des points du plan complexe dont I'affixe Z vérifie Z= —aZ est

une droite qui passe par le point B
b)Soient M et M 'deux points d’affixes respectives Zet Z' telsque: z2'= az- betz' b
b? 2
G0 b) [z of
ULILK  uuuw

c) En déduire que la droite (D)est une bissectrice.de I'angle (Bl\/l ,BM ')

Montrer que :

0.75
0.75
0.5
0.5
0.5

0.5
0.5
0.5

EXERCICE 4 : (6.5 pts)
N est un entier naturel non nul.

n
Soit fn la fonction numérique définie surl’intervalle ]0,+OO[ par: fn (X) = In(x) —;
et soit (Cn ) la courbe représentative de la fonction fn dans un repére orthonormé (O, I, j)

1-a) Etudier les deux branches infinies de la courbe (Cn).
b) Etudier les variations de la fonction fn sur ]O,+oo[ puis donner son tableau de variation.
¢) Construire (C, )

2- Montrer que la fonction fn est une bijection de ]O,+oo[ dans [

3-a) Montrer que pour tout entier naturel N supérieur ou égal a 1,il existe un unique nombre réel

o, de l'intervalle ]0, +OO[ telque: f (an ) =0
b) Comparer f (X)et f,,,(X)pour tout X de ]0,+OO[
c) Montrer que la suite (an )n>1 est strictement croissante.

4-a) Montrer que : ("X> 0) X In(x)< X
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0.5 b) Montrer que : lim ¢, =+00
N—+00
. . s 1 o
5- Pour tout entier naturel N supérieur ou égal & 1on pose : |n = —j fn (X)dX
Qg — A =%
0.5 a) Montrer que : (Vn el] *) (ElCn € [an,aml]) ol =1 (Cn)
0.5 . 1
b) Montrer que : (Vn ell ) ; 0| <—
an+1
0.5 c) Déterminer lim |
n® +¥
EXERCICE 5 : (3.5 pts)
N est un entier naturel supérieur ou égal a2.
On consideére la fonction numérique g, a variable réelle X définie sur 'intervalle [n,+oo[ par:
x 1
g.(x)=| —dt
() n Int
0.5 1-a) Montrer que la fonction (, est dérivable sur I'intervalle [n,+00[ Ppuis déterminer sa fonction
dérivée premiére ¢ ',
0.25 b) Montrer que la fonction {, est strictement croissante sur l'intervalle [n,+00[
X—1
2-a) Montrer que : (‘v’X > n) ; 0, (X) >In| —=
0.5 -1
( On pourra‘utiliser finégalité :(Vt > 0) ; In(l+t) <t)
0.25 | b)Endéduireque: lim gn(X)=+oo
X—>+00
0.25 | 3-a) Montrer que {, est une bijection de I'intervalle [n,—I—OO[ dans I’intervalle[0,+oo[.
u, 1
0.5 b) En déduire que : (Vn > 2) (El! u, = n) : I ﬁdt =1
nn
4- On considéere la suite numérique (un )n>2 définie dans la question 3-b).
0.5 Uy 1 ni1 1
a) Montrer que : (Vn > 2) X j = _dt 2.[ —dt
uInt noInt
0.5 b) En déduire que la suite (un )n>2 est strictement croissante.
0.25 | c)Déterminer limu,

N—+o0

FIN
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o La durée de I’épreuve est de 4 heures.
o L’épreuve comporte 5 exercices indépendants.
o Les exercices peuvent étre traités selon'l’ordre choisi par le
candidat.
= Le premier exercice se rapporte aix nombres complexes......... (3pts)
= Le deuxiéme exercice se rapporte a l'arithmétique..................(3 pts)

Le troisieme exercice setapporte‘aux structures algébriques.....(4 pts)
Le quatriéme exercice se rapporte a ’analyse....................... (6.5 pts)

Le cinquieme exercice se rapporte a I’analyse....................... (3.5 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorise
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EXERCICE 1: (3points)
1-On considére dans I'ensemble [ I'équation suivante:

(E): 2°- (5+iV3)z+ 4+ 4i3=0

2
a) Vérifier que (3- I\/§) est le discriminant de I'¢quation (E) .

b) Déterminer a et b les deux solutions de I'équation (E) (sachantque: bz ¢ )
c) Vérifierque: b= (1- i\/§)a

2- Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé direct.
Soit A le point d'affixe a et B le point d’affixe .

a) Déterminer b, I'affixe du point B, image du point O par la rotation de centre Aet d'angle L

b) Montrer que B est Iimage de B, par I'homothétie de centre A et de rapport \@

c) Vérifier que : arg (bij E% [27[]
—a

d) SoitC un point, d’affixe C, appartenant au cercle circonscrit au.triangle OAB et différent de

. . C
Oetde A. Déterminer un argument du nombre complexer” ——
cC- a

EXERCICE 2: (3points)
Soit X un nombre entier relatif tel que; X*** ¢ 1436 [2015]

1-Sachant que: 1436" 1051- 2015 749='1 , montrer que 1436 et 2015 sont premiers

entre eux.
2- Soit d un diviseur communde X etde 2015

a) Montrer que d divise 1436

b) En déduire que X et 2015 sont premiers entre eux.
3-a) En utilisant le théoréme de FERMAT, montrer que:

X“0=1[5] et x*°=1[13] et x*°=1[31] (remarquer que: 2015= 5.13.31)
b) Montrer que : X**** =1 [65] eten déduire que: X'*** =1 [2015]
4-Montrer que: X ¢ 1051 [2015]

EXERCICE 3: (4 points)

1 0.
On rappelle que (M2 (‘ ),+ , ) est un anneau unitaire dont l'unité est | = éo ~ etque

=

1- x X .
(D ,+)est un groupe commutatif. Pour tout nombre réel X, on pose M (X): @ ox 14 2 T
- 2X X~

et on considére I'ensemble E={M (x)/ x¢ « }
On munit E de la loi de composition interne T définie par:

("(y)e < ?) ME)TM(Y)= M(x+ y+1)
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1- Soit / I'application de « dansE définie par: ("x& < ) j (X)= M(x- 1)
0.5 a)Montrer que / est un homomorphisme de (¢ ,+) vers (E,T)
0.5 b) Montrer que (E, T) est un groupe commutatif.
05 | 2-a) Montrer que: (" (x,y)& < *) M(X)” M(y)= M(x+ y+ xy)
0.5 b) En déduire que E est une partie stable de (M2 (‘ ),' ) et quelaloi«” »est

commutative dans E
0.5 c) Montrer que la loi « x» est distributive par rapport alaloi «T » dans E.
0.5 d) Vérifier que: M (- L)est I'tlément neutre dans (E,T) et que | est I’élément neutre

dans(E, ).
0.25 |3-a)Verifierque: ("xg <« - £ 1) M(x) M g—X;: r.

1+ x°

0.75 b) Montrer que (E, T, ) est un corps commutatif.

EXERCICE 4: (6.5points)

Premigére partie: Soit f la fonction numérique définie.sur I'intervalle[0,+oo[ par:

f(0)=0et f(x)= X(1+|n2 X) pour X >0
Soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans le plan rapporté a un repére
I 1
orthonormé (O 1, j) .
: w000 . ,
0.5 1- Calculer lim f(X) et lim ——<‘puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
X—>+00 X—>+0h X
0.25 | 2-a)Montrer que la fonction “f est continue a droite en 0.
o f(x) _ ,
0.5 b) Calculer IIrQ ——= puis interpréter graphiquement le résultat obtenu.
x—0" X

0.5 c) Calculer f '(X) pour x>0, en déduire que f est strictement croissante sur [0, +oo[
0.25 3-a) Montrer que la courbe(C) admet un point d'inflexion | d’abscisse el
0.25 b) Etudier la position relative de la courbe(C) par rapport a la droite d'équation: Yy = X
0.5 c) Tracer la courbe (C) . (On prendra €™ =0.4)

Deuxiéme partie: On consideére la suite numérique (U, ) . = définie par:

u=¢e* e ("ng¥) u,="f(@,)

05 | 1-Montrer par récurrence que: ("nF¥) e 'f£u, <1
0.5

2- Montrer que la suite (un)m o est strictement croissante, en deduire qu'elle est convergente.

3- Onpose: limu, =1

N—-+c0
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0.25 a) Montrer que: e ' <1<1
0.5 b) Déterminer la valeur de |

0.25

0.5

0.5

0.25

0.5

0.5

0.5
0.25
0.75

0.5

0.5

0.5

Troisiéme partie: Soit F la fonction numérique définie sur I'intervalle[O, +oo[ par:

F(x):jf f (t)dt

. 1 1 - :
1-a) Montrer que la fonction H : xa - ZXZ + EXZ InX est une primitive de la fonction

h:xa xInx surlintervalle P,+¥ [
X 2 X
b) Montrer que: (Vx> 0) 1 tin®(t)dt = X—Inz(x)- ;ﬁjjlr;]j(t)dt

2
c) En déduire que: (vx>0) F(x)= - § Si- X—In(x)+ —In (x)

2-a) Montrer que la fonction F est continue sur l'intervalle [O, +oo[

. 1
b) Calculer lim F(x) en déduire la valeur de I'intégrale Iof (x)dx

x—0*

EXERCICES5:(3.5points)
On considere la fonction numérique g définie sur I'intervalle[O +oo[ par:

g() In2 et g J. —dt pour X>0

1-a) Montrer que: (Vx> 0) (‘v’t S [X,ZX]) e ¥<e'<e™
b) Montrer que: (Vx> 0) e lg2<g(x)<e™In2
c) En déduire que la fonction g est coftinue a droite en 0.
2- Montrer que la fonction g st @érivable sur l'intervalle |0,+0[ , puis calculer g*(X) pour X >0

—t
_1s—e‘t
t

(On pourra utiliser le théoreme des accroissements finis )
X)—In2 e _¢g~*
g(x) L€ e
X X
c) En déduire que la fonction g est dérivable & droite en 0 .

3-a) Montrer que:  (Vt>0) —1< €

b) Montrer que: (VX > O) -1<

FIN




FoXHASE | ULYOZO i alie

a > L LGl s gl Aa gl (ladia¥) BLOF | S0NLE 20 4
2015 dualall 5 gall A SOSHY of XSl ol
S aaY) ualic -
NR 25

PR FER)
sl 3 1l

g oo =l
dga 5l g clilatia¥) g ag g8 ik gl S sal

4]: Shad¥) Bae I byl

)

§
J
QI Jalaal) I (Mﬂ\h@ﬂ\)(g)j(i)@bgj\e‘gw\w IM\,GM\]
§
EXERCICE1 ELEMENTS de REPONCES Baremes des
notes
1-a) 0.25
b) a=1+iv3 et b=4 0.5
C) 0.25
2-a) b =a(1-i)=(1+iv3)(1-1) 05
b) On vérifie que: b—a=\/§(b1—a) 0.5
c) b 2 i £ b pe 0.5
On obtient : = —e "5 etdonc aIg| —— |=— [272']
b-a /3 ~““\b-a) 6
d) . C b . 0.5
Les points O,A, B, C sont eocycliques donc s T ¢ et
c-a b-a
c . p
on obtient al'g = —|o
b o= gl
On attribuera 0.25 pour le résultat arg é‘c = 2[2,0]
c-a b6
EXERCICE2 ELEMENTS de REPONCES Baremes
des notes
1- théoréme de BEZOUT a partir de la remarque, ou toute autre 0.25
méthode juste
2-a) 0.5
b) 0.5
3-a) théoréme de FERMAT trois fois(0.25 pour chacune des trois 0.75
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2 (a1 e S2) () 3 (1) el st A — a1 1Bl
applications)
b) 5et13 sont premiers entre eux.......................0.25 0.5
65et31 sont premiers entre eux .......................0.25
c) Application des deux résultats: 0.5

x4 ¢ 1436 [2015] et 1436° 1051- 2015" 749=1

EXERCICE3 ELEMENTS de REPONCES Baremes des
notes
1-a) homomorphisme 0.5
b) J (£ )= E 0.25 0.5
L'image homomorphe d’un groupe.................s..520.25
2-a) L'égalité 05
b) D<o [T ot oY O T 0.25 0.5
CommUEALIVItE....oeveiriee vt vl 0.25
C) Distributivité 0.5
d) M (— 1)est I"ElEMENEINEULIE ..oveeiee e 0.25 0.5
| et EIEMENT NEULIE .....oooeee e 0.25
3-a) L'égalité 0.25
b) déduire de la question 3-a) que tout élément de E différent de M (— 1) 0.75
estinversible......ccvovvvcnicnnicnice . 0.25
Pour le reste des axiomes d’un corps commutatif.........cccccevrrennnenn. 0.5
EXERCICE4 ELEMENTS de REPONCES Barémes
des notes
Premiere 1- Calcul de IMIteS.......cvvereereereeereereeereseesesesieennnns0.25 0.5
partie o
Interprétation ..., 0.25




Puisque la fonction F est continue a droite en 0.

O | N LaY) palic - 2015 4ualadi 3 sl - L sllsll aa gal) i gl (ladial)
3 (o N Faa i) () 5 () Fcabi sl o slad) s - sl M) sBala
2-a) 0.25
b) Calcul de limites.......covvevrrrrcicisisieinnn.0.25 0.5
INTEerprétation .....ccccceieieeceeeee e 0.25
C) Calcul de dErIVE.......cueececeetee et et st st 0.25 0.5
MONOTONIE... ottt st sttt es e s 0.25
3-a) 0.25
b) 0.25
C) On tiendra compte du point d'inflexion , branche infinie et demi 0.5
tangente
Deuxiéme 1- 0.5
partie
2- MONOTONIE...ce ettt ettt sre et en 0.25 0.5
(000 01V 7=T = 1=T o [l = J T 0.25
3-a) 0.25
b) I=1 0.5
Troisiéme 1- a) 0.25
partie
b) 05
C) 0.5
2- Q) 0.25
b) _ 3 05
WM F(X) == = s 0.25
x—0"
1 . 3
I f(X)dx=—F(0)=—=lim F(X)=— e 0.25
0 x—0" 4
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EXERCICES ELEMENTS de REPONCES Barémes
des notes
1- a) 0.5
b) 05
C) 0.25
2- DErivabilité.......cccecurrermrniieririnnceesiscnnnenees 0.25 0.75
-2X X
. e " —¢€
O (X)) = 0.5
(x)=2—
3-a) 0.5
b) Application de TAF 0.5
-t
e -1 .
(vt>0) (Iselot]) —=¢ 2
Puis Encadrement de € ° ou toute autfe méthode juste
C) e 2x _ g X & 0.5
Im———=- 1 .linti0.25
x® 0* X R

lim g(x)—g(O) _

x—0" X

=-1 eh Pinterprétation du résultat ......

0.25
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o La durée de I’épreuve est de 4 heures.
o L’épreuve comporte 5 exercices indépendants.
o Les exercices peuvent étre traités selon 1’ordre choisi par le
candidat.
» Le premier exercice se rapporte’aux structures algébriques.......... (4 pts)

Le deuxiéme exercice serapportesa l'arithmétique et au calcul des

Probabilit€s 4. .. .. i A (3 pts)
Le troisieme exercice se rapporte aux nombres complexes.......... (3pts)
Le quatrieéme exercice se rapporte a I’analyse.............................(6 pts)
Le cinquiéme exercice se rapporte a I’analyse........................... (4 pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas autorise
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EXERCICEL:(4 points)
Premiére partie: On munit < de la loi de composition interne * définie par :
(e ?)  xmy=xry- et
0.25 | 1-a) Montrer que la loi * est commutative dans ¢
0.5 b) Montrer que la loi* admet un élément neutre que I'on déterminera.
0.5 | 2- Sachant que I’équation : 3+ X- €2 = 0 admet dans¢ deux solutions distinctesa et .
Montrer que la loi * n'est pas associative dans ¢
Deuxiéme partie :On rappelle que (1\/[2 (‘ ),+ , ) est un anneau unitaire non commutatif d’unité
1 0_‘ - Ve * 14
| = éo 1;; et que (Mz(‘ ).+ ,.)est un espace vectoriel réel et que(£ : )est un groupe
commutatif.
X -2y.
Pour tout X et Y réels, on pose : M (X,y)= Ey = etsot F={M(x,y)/ (x,y)¢ « °}
=~ X =
5 :
0.5 . , -
1- Montrer que F est un sous-espace vectoriel de I’espace vegforiel réel (M2 (< )+ ,.)
0.5 12 Montrer que F est stable dans (Mz(‘ ), )
3- On considére I’application / de £ “dans F qui assoCie a toiit nombre complexe X + Iy (ol
X ety sont deux réels) la matrice M(X,y).
05 a) Montrer que / est un homomorphisme de (£* , ) vers(F, )
025 | ponpose: F'= F- {M (0,0)} . Montrer que / (£*): F
0.25 ¢) Montrer que (F* , ) est un groupe.commutatif.
0.75 | 4- Montrer que(F,+," ) estin corps commutatif.
EXERCICEZ2: (3 points)
05 | 1-1- a étant un entier, montrer que si aet 13 sont premiers entre eux alors a*”'® ¢ 1 [L3]
2- On considere dansL] I'équation (E): x**°¢ 2 [L3]et soit X une solution de I'équation (E).
0.5 a) Montrer que X et 13 sont premiers entre eux.
0.5 b) Montrer que: x¢ 7 [L3]
0.5

3- Montrer que I'ensemble des solutions de I'équation (E)est S= {7 +13k / k el }

I1-Une urne contient 50 boules portant les numéros de 1 a 50(les boules sont indiscernables au
toucher)
1- On tire au hasard une boule de 1’urne.

Quelle est la probabilité d’obtenir une boule portant un numéro qui est solution de 1’équation (E) ?

2- On tire au hasard une boule de I’urne, on note son numéro, puis on la remet dans I’urne. On
répéte 1I’expérience précédente 3 fois .Quelle est la probabilité d’obtenir exactement deux fois une

boule portant un numéro qui est solution de 1’équation (E) ?
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EXERCICES3:(3 points)
On considére dans I'ensemble £ I'équation suivante: (E) : z*- (L+i)z+ 2+ 2i=0
025 | 1_ayveérifier que (- 3i) est le discriminant de I'équation (E)
0.5 b) Déterminer z, et z, les deux solutions de I'équation (E) dans I'ensemble £ (on prendra
Z, imaginaire pur )
.3p
YA i—
0.5 ¢) Montrer que: —%= /2e *
ZZ
2- Le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct.
On considére le point A d'affixe z, et le point B d'affixe z,
0.25 a)Déterminer le nombre complexe e affixe du point E milieu du segment [AB]
b) Soit I la rotation de centre A et d'angleé?g et soit C l'affixe du pointC image du point E
0.5
. 3 3.
par larotationI' . Montrer que: C= - —+ —I
2 2
. e 3.
¢) On considére D le point d'affixe d = 1+ EI . Meontrer que le nombre
. d_. Z,
cfe” -~ est réel puis interpréter géométriqguement le résultat obtenu.
Bc-d~ §22 2,
EXERCICE4 :(6 points)
Soit N un entier naturel non nul .
On consideére la fonction f, & variable réelle X définie surlJ par: f (X) = %
—=(x-n
l+e 2
Soit(Cn) la courbe représentative de la fonction fn dans un repére orthonormé(O,T, ])
0.75 | 1-a) Calculer lim f, (x) et lim f_(x) , puisinterpréter graphiquement les résultats obtenus.
X® + ¥ X® - ¥
0.75 b)Montrer que la fonction fn est dérivable sur [ puis calculer fn' (X)pourtout X de ¢
0.25 c)Montrer que la fonction fn est strictement croissante surl]
0.5 1.
2-a)Montrer que le point || én,EE est le centre de symétrie de la courbe (Cn)
0.5 b) Construire la courbe(C, )
0.75 ¢) Calculer I’aire de la surface plane limitée par la courbe et les droites d’équations:
X=0,x=1lety=0
0.75

3-a)Pour tout nde ¥ " montrer que I’équation f, (X)= X admet une solution unique U, dans
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I’intervalle ]0, n[ .
05 b) Montrer que: ("nE¥") ("xg ¢ ) f., ()< f,(X)
0.75 c) Monter que la suite (un)m Lest strictement décroissante et en déduire qu'elle est convergente.
0.5

0.5
0.75

0.5

0.75

0.5

0.5

0.5

d) Calculer lim u,
n® +¥

EXERCICES5:(4 points)

. : i . 3xcost
On considére la fonction g définie sur « = par: g(x)= Tdt

1-Montrer que la fonction g est paire.

2-Montrer que la fonction g est dérivable sur P,+¥ [ puis calculer g* (x) pour x>0
3-a) En utilisant une intégration par parties, vérifier que:
3x cost sin3x- 3sinx N & sint

dt= s gt
x ot 3x x

b) Montrer que: (Vx> 0) |g(X)|£§ , puis endéduire- lim g (x)

X® +¥

4-3) Montrer que: ("X> O) 0f

b) Veérifierque: (x> 0) g (x)-dn3=  —=——dt

c) En déduire lim g(x)
x® 0*

FIN
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o La duré¢e de I’épreuve est de 4 heures.
o L’¢épreuve comporte 5 exercices indépendants.
o Les exercices peuvent €tre traités selon 1’ordre choisi par le candidat.

» Le premier exercice se rapporte a 1’arithmétique.....................(3 pts)

Le deuxieme exercice se rapporte aux structures algébriques......(3.5 pts)

= [e troisieme exercice se rapporte alix nombres complexes.........( 3.5 pts)
» [e quatrieme exercice se rapporte a 'analyse......................... (8 pts)
= Le cinquieme exerci¢e se rapporte a I’analyse........................ ( 2pts)

L’usage de la calculatrice n’est pas autorisé

L’usage de la couleur rouge n’est pas permis




Zaial) ||NS - ‘ oeagall - 2014 sglell & sguall - 1 5gl1200 sa gall @ihagll lagalil
5

(g 500 2 1) () (1) Bl glell agen — syl « il -

0.5

0.5

0.75

0.75

0.5

0.5

0.75

0.5

0.25

Exercice 1 : (3 pts)

Pour tout n de ¥, on pose : a,=333....... 31 (nfois le chiffre 3)
%K_J

1-Vérifier que les deux nombresa, et a, sont premiers.
2- Montrer que pour tout nde¥ " 3a,+7 =10
3 -Montrer que pour tout k de¥ : 10%%*? =7 [31]

4 -Montrer que pour tout kde¥  : 3agy,,¢ 0 [B1] ,puisen déduire que : 31divise

A30K+1

5- Montrer que pour tout nde ¥, si n¢ 1 [30] alors I'équation a,x+ 31y = 1 n’admet

pas de solutions dans ¢ 2

Exercice 2 :(3.5pts)

On rappelle que(D ,+,><) est un corps commutatif et que (MZ(D ),+,><)est un anneau

o 00 1 0
unitaire de zéro O = et d’unité’l = .
00 01

a a-»b

Pour tout aetbde « ,onposes: M (a,b):Kb )
a+

Jet on considére ’ensemble

E={M(ab)/(ab)el?}

1-Montrer que E est un sous-groupe du groupe (M, (1 ),+)
1_'
2- Calculer J*=J" Jsachant que J = éO 1;;, puis en déduire que E n’est pas stable

dans (M, (11),x)

3-On définit sur M, (L) ) a loi de composition interne™ par :

1 -1
A*B=AxNxB avec N=
0 1
On considére ’application ¢ de [1 ™ vers M, (D )qui associe a chaque nombre complexe

non nul a+ib( a et bétant deux nombres réels) la matrice M (a,b).

a)Montrer que @ est un homomorphisme de (D *,x)vers (M, (00),%)

*

b)On pose : E” = E —{O}.Montrer que : g/)([] *) =E




Laiall NS 25 ‘ Lo gall - 2014 agulell & sgull — Ly 5gl12gll sma gall @il gll lagalit
5 (g3 1L han 311) () (1) Byl pglell Byt — sylganly L s

0.5 | c)Montrer que (E*,*)est un groupe commutatif.
0.5 | 4-Montrer que : (V(A, B,C)e E3) A*(B+C)=A*B+A*C

0.5 | 5-En déduire de ce qui précéde que (E,+,*)est un corps commutatif.

Exercice 3 :(3.5pts)
I 1
Le plan complexe étant rapporté a un repére orthonormé direct (O,u,v)

Soit g un nombre réel tel que : g- & pe ff%f

8 26
1-On considére dans £ 1°équation suivante : (E)  z2- +/2e"z+ e%7= 0
. \2
0.25 | a)Vérifier que le discriminant de I’équation (E) est:D = (\/Eie'q)
0.75 | b)) Ecrire sous forme trigonométrique les deux racines z, et z, de l’équation(E)dans £

2- On considere les points 1, J , T, , T, et A d’affixes respeetives

L

1, -1,e" " ¢ ietx/_e"’

0.5 | a) Montrer que les deux droites (OA)et (T,T,)sont'perpendiculaires.
0.25 b) Soit K le milieu du segment [I'lTZ].Montrer que les:points O,K et A sont alignés.
0.25 | c) En déduire que la droite (OA) est la:médiatrice:du segment [I.T, ].

3- Soit r larotation de centre T, et.d’angle g

0.25 | a) Donner I’expressionicomplexe dela.rotation r
0.5 | b) Veérifier que I’affixe du peint B image du point| par la rotation rest: b= \/Ee“’ + 1
0.25 | c) Montrer que les deux'droites (AB) et (1J) sont perpendiculaires.

|
0.25 | 4-Déterminer I’affixe du point C image du point A par la translation de vecteur ( V)

0.25 | 5-Montrer que A est le milieu du segment [BC]

Exercice 4 :(8 pts)

rf()_ xlnx; <> 0

| —On considére la fonction f définie sur [0,+oo[ par : 1+ x?
§ f(0)=0

0.5 | 1-a)Montrer que f est continue sur [O,+oo[.
0.25 | p)Etudier le signe de f (x)sur [0,+oo[ .
1

0.25 | 2-a)Montrer que : (‘v’x ell i) f (;J =—f(x)
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0.5

0.5

b) Montrer que la fonction f est dérivable sur P,+¥ [

c)Montrer que: (3axe]0,]) f'(a)=0

d)En déduire que : f'(—j:O
o

Il - On considére la fonction F définie sur [0,+oo par: F(x) :I f(t)dt

et soit (C)sa courbe représentative dans un repére orthonormé.

2
1-a)Vérifier que : (Vte[1,+oo[) %Slttz <1
+
b) Montrer que : (x < [1,+0]) F(l)—%(lnx)st(x)s F(l)—%(lnx)z
1 2
( On remarquera que : F(x):j f(t)dt — jx 1t 7 .Irt]_tdt )
0 1 14

: . F(x : : S
c)Calculer lim F(x) et lim L) puis donner une.interprétation geométrique du
X—>+00 X—40 X

résultat obtenu.
2-a)Montrer que F est dérivable sur [0,+oo[ puis calculer F (x)

b) Etudier les variations de F sur [O,+oo[

I11 -1-a)Montrer que : (Vt e]O,+oo[) =tint S%
b)En déduire que : (Vt = [0,+oo[) f(t) g%

c)Montrer que: ("x¢ P+¥[)  F()<x
2-On considére la suite (u,) _ définiepar: Uy [0, et ("nz¥) u,,= F(u,)

a)Montrer que : (" ng ¥) u,z ]31[

b) Montrer que la suite(un) est strictement décroissante et en déduire qu’elle est

n>0
convergente.

c)Déterminer lim u,
N—>+00

Exercice 5 :(2 pts)
1

. -
X)=—e *: x>0
LIO

On considére la fonction g definie sur [0,+oo[ par :
f9(0)=0

1- Montrer que g est continue sur [0, +0| .
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2-Pour tout réel X de I’intervalle [0, on pose : L(x)= ) 1g@:)dt

a) Montrer que L est continue sur [O,+oo[.
b) Calculer L(x)pour x>0

c) Calculer lim L(x) eten déduire la valeur de L(0)

x—0"

: 1P
3-Pour tout entier naturel non nul n, on pose : s, =— Z g( j
n
p=0

Montrer que la suite (sn)nﬂest convergente puis déterminer sa limite.

FIN
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e La durée de I’épreuve est de 4 heures.

e L’épreuve comporte trois exercices et un probléme
indépendants deux a deux.

e Les exercices et le probleme peuvent étre traités selon
I’ordre choisi par le‘candidat.

Le premierexereice se rapporte aux structures algébriques.
Le deuxiéme'exercice se rapporte aux nombres complexes.
Le traiSieme exercice se rapporte a 1’arithmétique.

Le probléme se rapporte a 1’analyse.

L’USAGE DES CALCULATRICES NON PROGRAMMABLES EST AUTORISE

L’usage de la couleur rouge n’est pas permis




3 () Ll p el ad -y JI i o 0 - BOLB LW 5y gl L) ISl 2 pall il gl el
(e A 82 AN ()

NS25 |

0.5
0.25

0.5

0.5

0.25
0.75

0.25
0.25

0.25

0.25

0.5

0.5

0.5

0.5

0.5

Exercicel :(3,5pts)

On rappelle que(D , ><) est un anneau commutatif, unitaire et integre.
1- On munit [J de la loi de composition interne * définie par :
(v(x,y)eD 2) D X*Y=X+Yy—2
a) Montrer que la loi * est commutative et associative.
b) Montrer que (D ,*) admet un élément neutre que 1’on déterminera.

c) En déduire que(D ,*) est un groupe commutatif.

2- On munit [ de la loi de composition interne T définie par :
(v(x, y)el 2) ; XTy =Xy —2X—2y+6

et on considére I’application f del] dans [J définie par : (VX el ) o f (X) =X+2

a) Montrer que I"application f est un isomorphisme de([,x) dans ({1, T)

b) Montrer que : (V(X, y,z)ell 3) ; (x*y)Tz=(XTz)*(yIz)
3- En déduire de tout ce qui précede que(D ,*,T) est un anneau.commutatif et unitaire.
4-a) Montrer que : XTy =2 siest seulementsi (X=2 ouy'=2)

b) En déduire que I’anneau (D ¥, T) est intégre.

C) (D ,*,T) est-il un corps ? (justifier votre réponse)

Exercice2 :(3,5pts)
I- Soit @ un nombre complexe non nul.

Soit dans ’ensemble[ ] 1’équation d’inconnuéyz-: (E)Z 27% — (3 + i«/§)a Z+ (l+ ix/g)az =0
- 2 2
1-Vérifier que le discriminant de I’équation( E ) est : (—1+|\/§) a

2-Résoudre dansl] 1’équation(E)

I1-Le plan complexe étant muni d’un repére orthonormé direct(o, U,V)

T
i
On consideére les points A, BetM d’affixes respectifs @ , b=ae 3 et z

: . T
Soit I la rotation de centre M et d’angle 5

Onpose A =r"(A)et B, =r(B) ( r™ désigne larotation réciproque de r )

et soient a,et b, les affixes respectifs de A et B,

1-Vérifier que le triangle OAB est équilatéral.

2- a) Montrer que : a :[%_igja+(%+i§jz et b :[_%+i§Ja+(i_i£jz

b) Montrer que le quadrilatere OA MB, est un parallélogramme.
3-Onsupposeque: M = Aet M =B
z-b  z-b L2
Z—-a, z-a b

a) Montrer que :
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0.75 b) Montrer que M, A et B, sontalignés si et seulementsi M, O , Aet Bsont cocycliques.

Exercice3 :(3pts)

L’objectif de I’exercice est de chercher les entiers naturels N strictement supérieurs a 1 et qui vérifient

la propriété suivante (R) :3"-2"=0 [n]

1-On suppose que N vérifie la propriété(R) etsoit P le plus petit diviseur premier positif de N.
0.75 a)Montrer que: 3" —2"=0 [ p] ,en déduire que p =5
0.5 b) Montrer que: 2P =1 [p] et 3P t=1 [p]
0.5 ¢)Montrer qu’il existe un couple (a, b) de [17% tel que : an— b( p —l) =1
05 d) Soient r et ( le reste et le quotient de la division euclidienne de apar p—1

(a:q(p—1)+r avec 0<r<p-1 etq eD)
Montrer qu’il existe un entier naturel K tel que : rn=21+ k( p —1)
0.75 2- En déduire de tout ce qui précede qu’il n’existe pas d’entier naturel N strictement supérieur a 1
vérifiant (R)
Probleme :(10pts)
On considére la fonction numérique h définie sur I’intervalle [1, +oo[ par :
x—1
h(1)=1et (VX>1); h(x)=
xInx

Premiere partie :
0.25 | 1-a)Montrer que la fonction h est continue a drgite en 1
0.75 b) Montrer que : (WX&1) ;7 Inx<x*1 , en déduire que la fonction h est strictement

décroissante sur I’intervalle ]1, +oo[
0.5 | 2-a) Calculer lim h(x) puis donner le tableau de variations de h

X—>+00

0.25 b) En déduire que : (VX 21); 0<h(x)£1

Deuxieme partie :

On consideére la fonction numérique g définie sur I’intervalle [l +oo[ par :

g(1)=1In2 et vX>1
(2) ( J \/t_lnt
Soit (C) la courbe représentative de la fonction g dans un repere orthonormé(O, I, j)
2 1
0.25 | 1-a) Vérifier que : (VX >1) ; I ——dt=1In2
x tint
025 | b)Veérifierque: (¥x>1) ; g(x)-In2= j | t
tin

0.5 ¢) Montrer que : (VX >1) ; 9(x)—In2= jf —dt

tint
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0.5 2-a)Montrer que : (VX >1) ; (X—\/?)h(x)ﬁ g(x)— IHZS(X—\/;)h(\/;)
0.5 b) En déduire que la fonction g est dérivable a droite au point 1
- _ 0 9(%) _
0.75 c)Montrer que : lim g(x)=+w etque lim=——==0
X—>400 X—>+o ¥
- 1
0.75 | 3-a)Montrer que g est dérivable sur intervalle J1, +oo[ etque: (¥Xx>1) ; g (x):Eh(& )
- 1

0.5 b) En déduire que: (VX 21) ; 0<g (X) < E , puis donner le tableau de variations de ¢
0.5 ¢) Construire la courbe (C)

Troisieme partie :
0.5 I-1-Montrer que la fonction K : X+ g (X) — X +1 est une bijection de I’intervalle [1, +oo[ dans

’intervalle ]—oo, In 2]
0.25 2- En déduire qu’il existe un unique réel & de I’intervalle ]1, +oo[ qui vérifie: 1+ ¢ (0( ) =

I1- On considére la suite numérique(un )n>0 définie par :

1<uy<a et (Vn20); uy/=1+9g(u,)
0.5 1-a) Montrerque : (Yn>0) ; 1<u,<a
0.5 b) Montrer que la suite (U, ) _ et strictement croissante.
0.75 ¢) En déduire que lasuite (U, ) _ est convergente et que lim u = o
= N—+o0
. . 1
0.5 2-a) Montrer que : (VYn>0) ; ‘Un+1 = a‘ < §|Un = a‘
1 n

0.5 b) Montrer que : (Yn>0) ; |un - a‘ X (Ej \uo — a‘
0.25

¢) En déduire une deuxieme fois, que : limu, =«

N—+o0

FIN
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La durée de I’épreuve est de 4 heures.
L’épreuve comporte cing exercices’ indépendants deux a deux.

Les exercices peuvent étre trait€s selon 1’ordre choisi par le
candidat.

- Le premier exercice se rapporte aux structures algébriques.
- Le deuxieme-exercice se rapporte au calcul des probabilités
- Le troisieme-exergice se rapporte aux nombres complexes.

- Le quatrieme exercice se rapporte a I’analyse.

- Le cinguieme exercice se rapporte a I’analyse.

L’USAGE DES CALCULATRICES NON PROGRAMMABLES EST AUTORISE

L’usage de la couleur rouge n’est pas permis
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Exercicel :(3,5 points) les parties I et 11 sont indépendantes
2(x-1)(y-1)+(x-2)(y-2
I- Pour tout X et Y de lintervalle G = ]1, 2[ onpose: X* Yy = (x=D(y-1)+(x-2)(y-2)
(DD (-2)(y-2)
05 1-Montrer que s est une loi de composition interne dans G
2-On rappelle que(D i,x) est un groupe commutatif.
) X+ 2
On considére Iapplication T del] L vers G définie par: f (X) =—
X+1
0.75 a)Montrer que T est un isomorphisme de(D i,x) dans (G,*)
0.5 b)En déduire que (G, *) est un groupe commutatif dont on déterminera 1’élément neutre.
000
11-On rappelle que(M3 (D ),+,><) est un anneau unitaire dont le zéroest O={ 0 0 0
0 00
100
et I'unitéest | =0 1 0] etque (M3(D ),+,-) est'un’espace vectoriel réel
001
0 3 2
etonpose: A={0 0 1
0 0.0
0.5 1-a)Vérifier que : A° =0 et endéduireque A est un diviseur de zéro dans I’anneau
(M, (D), +.%)
05 b)Vérifier que : (A2 — A+ )(A+ | ) = | en déduire que lamatrice A+ | admet un inverse
dans(M3 (D ),+,><) que 1’on déterminera.
0.75 2-Pour tout @ et b de [ onpose: M (a,b) =al +bA et ’on considére I’ensemble
E={M(ab)/(ab)eb? }
Montrer que( E,+, ) est un espace vectoriel réel dont on determinera une base.
Exercice2 :(3points)
Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules noires indiscernables au toucher.
I- On tire au hasard successivement et avec remise quatre boules de I’urne . et on considére 1 a variable
aléatoire X égale au nombre de boules noires tirées.
1 1- Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X
0.5 2- Calculer E(X) I’espérance mathématique de la variable aléatoire X
[1-On réalise 1’expérience aléatoire Suivante en trois étapes :
Etape 1 :On tire une boule de I’urne ,on marque sa couleur et on la remet dans I’urne.
Etape 2 :On ajoute dans I’'urne 5 boules de méme couleur que la boule tirée a1’étape 1
Etape 3 : On tire successivement et sans remise 3 boules de I’'urne qui contient alors 12 boules apres
I”étape 2
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On considere les événements suivants :
N "la boule tirée a I’étape 1 est noire"
R "la boule tirée a I’étape 1 est rouge"
E "toutes les boules tirées a I’étape 3 sont noires "
12
05 1) Montrerque:  pP(ENN)= =
05 2) Calculer p(E)
05 3) Calculer la probabilité de I’événement R sachant que E est realisé.
Exercice 3 : (3.5points)
I- Soit @ un nombre complexe différent de 1
. 952 2
On considére dans I’ensemble L] 1’équation : (E) 27° — 2(8. —1) Z+ (a —1) =0
a-1 . a-1 :
0.5 1) Montrer que : Z, = ( > )(1+ I) et Z, = ( > )(1— I) sont les deux solutions de 1’équation (E)
2)onprend a=€"avec 0<O< 7
s
0.5 a-Montrerque: @ —1=2sin—e" 2
2
1 b- En déduire la forme trigonomeétrique de Z,et Z,
I1- Le plan complexe étant rapporté aun repere orthonormé direct(o, U,V)
On admet que Re(a) <0 etonconsidére les points A(a) B (—i ) C (i)et B (1)
0.5 1) Déterminer en fonction de @ , les affixes des“points Jet K milieux respectifs de [AC] et[AB]
- - 7Z- - 7Z-
2) Soit I la rotation de centre J et d’angle — et I'Z la rotation de centre K et d’angle —
Onpose C = I’l(C) et A = r, (A) etsoient C' I’affixede C' et ' I'affixede A'
0.5 Montrerque: a'=2z, et C'=12,
0.5 3) Calculer 1 et en déduire que la droite ( AB' )est une hauteur du triangle A' B'C'
a —
Exercice 4 :(8.25 points)
1
f(X)=———=
1-Soit f la fonction numérique définie sur[0,+oo[ par : J1+x2In?x
f(0)=1
05 a) Montrer que T est continue a droite au point 0 ,puis calculer lim f (x)
X—>+00
05 b)Etudier la dérivabilité de f a droite au point 0 ( On pourra utiliser le résultat lim xIn®x=0)
x—0*
, —xInx(@+Inx
c) Montrer que T est dérivable sur ]O,+oo[ etque: (VXx>0) ; f'(x)= ( 3)
05 (L+ x?In? x)?
0.5 d)Donner le tableau de variation de la fonction f
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X
2- Soit F la fonction numérique définie sur[0,+oo[ par: F(X)= J.o f(t)dt
etsoit (C_) lacourbe représentative de F dans un repére orthonormé ©:i,]))
0.25 a)Déterminer une primitive de la fonction X i surl’intervalle[e,+oo[
XinXx
0.5 b)Montrer que : (Vt>e) ; tInt <y1+t%In’t < J2 tint
1 X 1
0.75 c)Montrer que: (Vx>e) ; —=In(Inx) <| ————=—==dt <In(Inx)
J2 ! J1+2In’t
i . F(x
0.5 d)En déduire que: lim F(X) =+o0 et lim Fl =0
X—>+00 X—>+00 X
0.5 e)Montrer que (CF) admet deux points d’inflexions dont on déterminera les abscisses.
1
1 f) Construire (C.)  (onprend F(1) [ 0,5 etF (—j [10,4)
e
3- Pour tout X de [O,+oo[on pose : @(X) =X—F(X)
0.75 a) Montrer que lim @ (X) = +o0 et étudier les variations de ¢
X—>+00
b)Montrer que pour tout entier naturel N , I’équation (p(X) = N admet-une seule solution ¢, dans
05 I’intervalle [0,+OO[
05 c) Montrer que : (Vn el ) ; o, =N puiscalculer: 1im o,
—+00
Flo F(n
05 4-a),Montrer que : (Vn 21) ; 0< ( ”) < ( ) + f (n)( On pourra utiliser le théoréme des
: Q, n
accroissements finis)
b)Calculer : lim <o
05 )Calculer : nLrEoF
Exercice5 : (1.75 points)
2
arctan(n)
Pour tout entier naturel nonnul N onpose: U, = et V, = In(un)
arctan(n+1)
025 | 1-vérifier que: (VN >1) ; v, =n? (In (arctan(n))—In(arctan(n +1)))
2-En utilisant le théoréeme des accroissements finies, montrer que :
2
—N
05 | (Vn21) 3ce]nn+l) ; v, =
2
(1+¢?)arctan(c)
2 2
—N —N
3-Montrer que : (Vn > 1) ; > <V, < >
05 (1+n?)arctan(n) (1+(n +1) )arctan(n +1)
05 4-Calculer:  [Im u,

N—>-+00

FIN
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La duré¢e de I’¢épreuve est de 4 heures.
L’épreuve comporte cing exercices indépendants deux a deux.

Les exercices peuvent étre traités selon 1’ordre choisi par le
candidat.

- Le premier exercice se rapporte aux structures algébriques
- Le deuxieme exercice-se rapporte aux nombres complexes
- Le troisiéme exercice se rapporte a I’arithmétique

- Le quatriéme exercice se rapporte a 1’analyse

- Le cinquieme exercice se rapporte a I’analyse

L’USAGE DES CALCULATRICES NON PROGRAMMABLES EST AUTORISE

L’usage de la couleur rouge n’est pas permis
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(A AN Aaa i) (@) 5 (1) dealyl) aglall A

EXERCICE 1 :(3.5 points) les parties I et 11 sont indépendantes
I- Dans ’anneau unitaire (M3(R),+,><) . on considére les deux matrices

0O O
2 1 00
A= 0 -2 -1|let I=/010
0 1 1 0 01

0.75 | 1)calculer | —A ot A®

0.5 | 2)Endéduire que A admet une matrice inverse que I'on déterminera .

I1- Pour tout a et b de I'intervalle | :]l,+oo[, on pose: a*xb= \/azb2 —a’—-b*+2
0.25 | 1) vérifier que : V(x,y) €0? ; Xy*=x*—y*+2=(x=D(y>: -1 +1
0.5 | 2) Montrer que * est une loi de composition interne.dans |

3) On rappelle que (0 ™,x) est un groupe commutatif.

07—
On considere I'application
X AX+1

0,5

a - Montrer que ¢ est un isomorphisme de (0 ™,x) vers(l,*)

0.25| b - Endéduire lastructurede (I,%*)

0.75 c - Montrer que I’ensemble T" = {m/ mell } est un sous groupe de (I,%)
EXERCICE 2 :(3.5 points) les parties | et 11 sont indépendantes
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O ‘U ,\7)
I- On considére dans [J I'équation (E) iz? +(2—i)az —(1+ i)c’:\2 =0 ouU aestun
nombre complexe non nul.

0.75 | 1) Déterminer z, et z,, les deuxracines de I'équation (E)

0.25

2) a- Vérifier que: 2,2, =a?(i—1) .

. 31 | ®
0.5 b- Montrer que :  Z;Z, est un nombre réel < argaz? E




0,5

0,5

0.75

0.25

0.5

0.75

0.5

0,5
0.5

0.25

0,5

0.5
0.5

0.75
0.75

(a0 an 0) () 5 (1) Ay gl s

NS25 | — oLl ok - £ o di- ZOTE LW 8yl LAl os gl sl gl lasial)

I1- Soient ¢ un nombre réel non nul et zun nombre complexe non nul.
On considére les points A, B ,C ,D et M d’affixes respectifs 1 , 1+1i ,c, ic et z
1)a- Montrer que : A, D etM sont alignés < (ic+1)z+(ic—1)z =2ic ( remarquer quec=c )
b-Montrer que: (AD) L (OM) < (ic+1)z—(ic—-1)z=0
2) Soit h I’ affixe du pointH , la projection orthogonale du pointO sur(AD)

a - Montrer que : h—(1+1) :l(h —C).
C

b - En déduire que (CH) L (BH)

EXERCICE 3 :(3 points)
1) On considére dans [12 I’équation  (E) : 143x—195y =52

a — Déterminer le plus grand commun diviseur de 143 et 195, puis en déduire que
I'équation (E) admet des solutions dans [] 2

b — Sachant que (=1, —1) est une solution particuligre de 'équation (E) , résoudre dans!] 2
I’équation (E)en précisant les étapes de la résolution.

2) Soit n un entier naturel non nul premier avec 5
Montrer que pour tout k de [ ona: n*=1 5]

3) Soientx ety deux entiers naturels non nuls tel que  x=y [4]
a- Montrer que pour tout n de (1", oma” : n*=nY[5]
b- En déduire que pour tout N de 1~ ,ona : n*=n’[10]
4) Soient X et y deux entiers naturels tel que(X,Y) est solution de 1’équation (E)

Montrer que pour tout N de [J * , les deux nombres n* et nY ont le méme chiffre des unités dans
I’écriture dans le systéme décimal.

EXERCICE 4 :(5.5 points)
N est un entier naturel non nul.

—X
- : . e e
On considére la fonction numérique f,, définie sur [ par: f (X)=x+—

- —

SOit(Cn) la courbe représentative de f,, dans le plan muni d’ un repére orthonormé (O 0, )
1) Calculer lim f (x) et lim f_(x)

X—>—00 X—>+00

2) a- Etudier la branche infinie de(C,, ) au voisinage de o .
b - Montrer que la droite (D) d’équation y = x est une asymptote oblique a la courbe(Cn)
au voisinage de +c0 | puis déterminer la position relative de(C,) et(D)
3) Etudier les variations de f,, et dresser son tableau de variations.
4) Construire la courbe (C;) .(On prend f,(-0,6)0 Oet f,(-1,5)00 et In301,1)




0.5

0.25

0.25

0.25

0.25

0.5
0.75

0.75

0.5

0.75

0.75

0.25

— CLol ) i = ¢ ol POLZE W) 8- LIS as sl k) Gl
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NS25 |

e
5) a- Montrer que pour n>3ona: —<Inn
n

b- Montrer que pour n>3 I’équation f,(X) =0 admet exactement deux solutions X, et Yy,
telles que: x, <—Inn et —®< y,<0
n

n
c- Calculer lim x et limy,
n—+o0 n—+w

s . . e g(x)=-1-xInx ; x>0
6) On considére la fonction numérique g définie sur[0,+e[ par :

9(0)=-1
a- Montrer que la fonction g est continue a droite au point O
b- Vérifier que pour n>3 ona: ¢ (;—j = ":(n
c- En déduire lim I:‘(—n
EXERCICE 5 : (4.5points)
On considére la fonction numérique F définie sur [0,1] ,par :
1 In(1+2x) .
F(O):l et F(X):;—T sI x>0
1 1

1) Soit x un élément de [0,1] ; Montrer que pourtout t=de[0,x] ona: < <
1+2x  1+2t

2) Soit x un élément de ]0,1]
t
0 192t

< F(x)<1 Endéduire que la fonction F est continue a droite au point 0

2
a- Montrer que ~ F(X) ——Zj

b -Montrer que : 1
1+ 2x

3) En utilisant une intégration par parties, montrer que pour toutx de [0,1] on a:

X 2 X 2
[ 2 g X +2f ( t j dt
ol+2t 1+2x o\1+2t

4) Soit x un élément de ]0,1]

2
a- Montrer que F(X)=—— dt
k ) I (1+2tj
b-Montrer que : 4 <F'(x)< —4 (on pourra utiliser le résultat de la question 1) )
3 3 (1+2x)?

c- En appliquant le théoréme des accroissements finis a la fonction F sur[0,x] montrer
—_ FO-F@©) -4
3 X 3 (1+2x)?

d- Déduire que la fonction F est dérivable a droite en 0 en précisant son nombre dérivé a
droite au point 0 .

que

FIN DE L’EPREUVE
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Répartir la note selon les étapes de la résolution

EXERCICE 1

3.5pts

- 1)

Calcul de1-A . ... 0.25pts
Calculde A*............ 0.5pts

2)

AT=A+1 0.5pts

- 1)

Vérification........ 0.25pts

2)

* Loi de compostion interne .. ... 0.5pts

3)a)

¢ homomorphisme............ 0:25pts
?bijective.................. 0.25pts

b)

(1) groupe commutafif.’....0,25pts

c)

I' sous-groupe de(L.+) .....0.75pts ( 0.25 pts pour ['#9 ;
0.25pts pour T-partie-stable et 0.25pts pour 1’appartenance du
symétrique a<T")

EXERCICE 2

3.5pts

- 1)

Détermination des deux racines....0.75pts

2)a)

Vérification de zz, =a’(i-1) ....0.25pts

b)

arga= Tﬂ[ﬂ orz,el L. 0.5pts

- 1) a)

A, DetM sontalignés < (ic+1)z +(ic—1)z = 2ic .....0.5pts

b)

(AD) L (OM) < (ic+1)z—(ic-1)z=0 ....... 0.5pts

2) a)

h—(L+i) =%(h—c) ....... 0.75pts

b)

(CH)L(BH) ...... 0.25pts

EXERCICE 3

3pts

1) a)

Détermination du PGCD...... 0.25pts
Existence des solutions de (E) .....0.25pts

b)

Résolution de I’équation (E)...0.75pts ( dont 0.25pts pour
les étapes de la résolution)
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NG (Apsi Al dan ) () 5 (1) Al
2) n*=1[5] ...... 0.5pts
3) a) n“=n'[5] ...... 0.5pts ( dont 0.25pts pour le cas n=0[5] )
b) n* =n’[10] 0.5pts ( dont 0.25pts pourn* =n*[2] )
4) les nombres n* etn’ ont le méme chiffre des unités ...0.25pts
EXERCICE 4 5.5pts
1) Calcul des deux limites ....0.5pts (0.25pts pour chaque limite)
2) a) Branche infinie au voisinage de —....0.5pts
b) Asymptote oblique .....0.25pts
Position relative ....... 0.25pts
3) Calculdef '(x) .............. 0.25pts
Variationsdef .............. 0.25pts
Tableau des variations de £ ....0. 25pts
4) Construction de la courbe(c,) ....0.75pts
5) a) %< INN e 0.25pts
b) Existence et unicité de x, ... 0.25pts
Existence et unicitéde y, ".....:. 0.75pts
C) lim y, =0et  lim x, =-%"....0.5pts (0.25pts pour chaque limite)
6) a) Continuité deg @ droiteenO .........0.25pts
b) Vérification.Z.,..... 5% ............... 0.25pts
c) Déduction denlir& ':‘(—”:— ....0.25pts
EXERCICES |4.5pts:
1) Les deux inégalités ................... 0.25pts
2)a _2 gt
) @) F(X) = [, gt oo 0.5pts
b) 1
v 1 SFX)<1 v, 0.5pt
xe]01] , 1+2x< (x) < pts
Déduction de la continuité deF a droite en 0.....0.25pts
3) Utilisation de I’intégration par parties............... 0.75pts
4) a) Calcul deF'(x) wovviiiiiii 0.5pts
b) Encadrementde F'(x)...........ooeiiiinnnn.. 0.75pts
C) A F-FO _4 1 0.75pts
35T X SamE e :
d) Dérivabilité de F adroite enO............... 0.25pts
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e La durée de I’épreuve est de 4 heures

e [’épreuve comporte cing exercices indépendants deux a deux.
e Lesexercices peuvent &tre traités selon I’ordre choisi par le

candidat

Le premiersgexercice-se rapporte aux structures algébriques
Le deuxiéme exercice se rapporte aux nombres complexes
Le troisieme exercice se rapporte a I’arithmétique

Le guatrieme exercice se rapporte a I’analyse

Le cinquiéme exercice se rapporte a ’analyse

L’USAGE DES CALCULATRICES NON PROGRAMMABLES EST AUTORISE

L’usage de la couleur rouge n’est pas permis
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Premier exercice : (3.5 points) Les deux parties | etll sontindépendantes
2
I-Pour tout a et b de I'intervalle | :[1, +oo[on pose: alb= (\/g+ \/5—1)
0.5 1) Montrer que L est une loi de composition interne dans |
0.5 2) Montrer que la loi L est commutative et associative.
0.25 | 3) Montrer que (I,1) admet un élément neutre.
11-On rappelle que (M, (0),+,x) est un anneau unitaire.
2(x-1 .
On considere I'ensemble E ={M(x):(; (Xl )j/XED }
0.5 1) Montrer que E est une partie stable de (M,(J),x)
. 0"—>E
2) On considére I'application ¢
X+ M (x)
0.5 a— Montrer que ¢ est unisomorphisme de (0 *,%) vers (E,x).
0.5 b — En déduire la structure de (E,%)".
0_75 2n 2n+1 _ 2
c- Montrer que I'ensemble H.= \ 1 /nel] ;estunsous groupe de (E,x)
Deuxiéme exercice :( 3:5points) les parties | et Il sont indépendantes
Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;u, V)
H \ ] Y4 . 2 2. 5 -
I- On considére dans 'ensemble 0 I'équation: (E) z —4(1+§|]z+§+4| =0
0.5 1) a-Vérifier que z, :1+%i est une solution de I'équation (E)
0.25 | b- Montrer que la deuxieme solution de I'’équation (E) est z,=3z
2) Soit & un argument du nombre complexe z
0.5

Ecrire en fonction de @ la forme trigonométrique du nombre complexe g+4i

II- On considére trois points distincts deux a deux A, B et Q , d’affixes respectifs les
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nombres complexes a, b et o
Soit r la rotation de centre Q et d’angle % .Onpose P=r(A) et B=r(Q)
et soient p et qles affixes respectifs des points P et Q
0.5 iZ G
1) a- Montrerque : p=w+e3(a-w) et q=w+e 3(b-w)
1- '3 iz
b-Montrer que : —=e 3
0.25 1_e 3
4z
05 | ¢ Montrer que: P72_@78.5
g-b w-b
w-a ¥
2) On suppose que ——=¢e 3
w—b
0.25 | a-Montrer que APQB est un parallélogramme.
0.75 b- Montrer que arg[ﬂjzg [27] , en déduire gue APQB est un rectangle.
Troisieéme exercice : (3 points)
0.25 | 1) a-Vérifier que le nombre 503 est premier.
0.75 b-Montrer que 7° =1 [503] ; en déduire que 7% =1[503]
2) On considére dans(1? I'équation (E) :49x—6y=1
0.5 Sachant que (1,8) est une solution particuliere de I’équation (E) ; résoudre dans [1?
I’équation (E) en précisant les étapes de la résolution.
3)Onpose N=1+7+7*+...... + 7%
0.25 | a-Montrer que le couple( 7***,N ) est solution de I'équation (E)
1 b- Montrer que N =0[4] et N =0[503]
0.25 c- En déduire que le nombre N est divisible par 2012
Quatriéeme _exercice :(7.5points)
I - Soitg lafonction numérique définie sur[0,+oo[ par: g(x)=In(L+ x)—ﬁ
+
0.5 1) Etudier les variations de g sur [0,+oo[
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0.5 2) En déduire le signe de g(x) sur I'intervalle [0, +oo
Il - Soit f la fonction numérique définie sur 0 par: f(x)=¢e*In(l+e™)
1 1) Montrer que lim f(x)=1 et Iirp f(x)=0
0.5 2) Montrer que pour toutréel x ona: f'(X)=e*g(e™)
0.5 3) Dresser le tableau de variations de f
1 4) Construire la courbe (C)représentative de la fonction f et la courbe (C")
représentative de la fonction (- f ) dans le méme repére (O;1i,j).( on admet que -0,7
est une valeur approchée de I'abscisse du seul point d’inflexion de la courbe (C) )
0.75 | 5) Montrer que pour tout xde I'intervalle[-1,0] ona: 0< f'(x)<g(e)
0.75 | 6) Montrer que I'’équation f(x)+x=0 admet un solution unique « dans [ et
que -1<a<0
7) On considere la suite (u,),., définie par: u, =0 et u,  ==f(u,) pour tout n dell
0.5 a-Montrer que : (Vnel); -1<u,<0
0.75 | b-Montrer que: (Vnell) ;|u,,—a|<g(e)u, -]
0.5 c-En déduire que :(Vnell) ;|u, —a|<(g(e))’
0.25 | d-Sachant que g(e)<0,6 ;calculer./limu,
Cinquiéme exercice.:( 2.5 points)
s . hr: - “Int
On considére la fonction/F définie sur]0,+oo[ par: F(x) =J‘1m
0.25 | 1) Calculer F(1)
0.75 | 2)a-Montrer que F est dérivable sur]0,+x[ et calculer F'(x)
0.5 b- En déduire que pour tout xde I'intervalle]0,+[ ona: F(x)=0
0.5 3) En utilisant une intégration par parties , montrer que :
1 *Arctant
(vx>0) ; F(x):[Arctan X+ Arctan;jln x—_[l : dt
0.25 4) Montrer que : (Vx>0) ; ArctanE:%—Arctanx
X
0.25 Arctant

dt

5) Déduire que :(Vx>0) ; Inx:zjlX
7z' -
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de la formation et du recrutement

Cette formation en AutoCad a été préparée pour

les débutants et les professionnels aussi. Grace a cette

FORMATION . e i
formation vous serez capable a manipuler ce logiciel afin de

AU T 0 C AD dessiner toutes les sortes de structure facilement et rapidement.

Un nouveau groupe AUTOCAD est en cours de constitution
Si vous étes intéressez veillez nous contacter.

MARRAKECH

@ 06 75 50 01 22 o groupe.des.instituts.excel.marrakech
_ groupe_excel_marrakech WWW.groupeexcel.ma
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e La durée de I’épreuve est de 4 heures.

e [’¢preuve comporte cing exercices indépendants deux a deux.

e Les exercices peuvent étre traités selon 1’ordre choisi par le
candidat.

-Le premier exercice se rapporte aux structures algébriques.
- Le deuxieme exercice se rapporte a I’arithmétique.
- Le troisieme exercice se-rapporte aux nombres complexes.

-Le quatriéme exercice se rapporte a I’analyse.
- Le cingquiéme exercice se rapporte a I’analyse.

Les calculatrices non programmables sont autorisées
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Premier exercice :(4 points) Les deux parties sont indépendantes.
Premiére partie : Dans I’anneau (M, (7] ),+,x) on considére les deux matrices suivantes :
22
2 2
1 00
I={0 1 OetA:Q —ﬁ 0
0 0 1 2 2
0 0 1
(Onpose: A’ =1 etA'= A et A> = Ax A et A™ = A" x A pour toutn del] )
05 | 1-Montrer que: (vkell) A* =1
0.5 | 2-Montrer que A admet une matrice inverse A que ’on déterminera.
Deuxieme partie : Soita un nombre réel.
Pour tout X ety de I'intervalle | = Ja,+o0o[ onpose: x*y=(x~a)(y—a)+a
0.5 1-a)Montrer que * est une loi de composition interne dans1
0.5 b) Montrer que la loi * est commutative et associative.
0.5 c) Montrer que (1,*) admet un élément neutre que I’on déterminera.
0.5 2-Montrer que (1,*) est un groupe commutatif.
3-On considére I’application : ¢ 1> 0,
X _AV
X~a
0.5 a)Montrer que ¢ est un isomorphisme de(1,*) vers(1 7, x)
0.5 b) Résoudre dans ’ensemble | I’équation : X¥ =a®+a ol X&) = x % x* X
Deuxieme exercice :(2.5points)
Soit N I’entier naturel dont I’écriture dans la base décimale est : N =11........... 1
——
2010 fois1
0.25 | 1-Montre que le nombre N est divisible par 11
0.75 | 2-a)Vérifier que le nombre 2011 est premier et que 10°°° —1=9N
0.5 b) Montrer que le nombre 2011 divise le nombre 9N
0.5 ¢) En déduire que le nombre 2011 divise le nombre N .
0.5 | 3- Montrer que le nombre N est divisible par 22121
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Troisieme exercice :(3.5points)
Premiére partie :Soitm un nombre complexe non nul. On considére dans ’ensemblel] 1’équation
d’inconnue Z : (Em) . 7° +|:(1— i)m —4:'2 —im? - 2(1— i)m +4=0
0.5 | 1-Veérifier que le nombre z, =-m+2 est solution de I’équation (E, )
2-Soit z, la deuxiéme solution de 1’équation (Em)
0.5 a) Montrer que : 2z, =1 < im*+2(1-i)m-3=0
1 b) Déterminer les deux valeurs de m pour lesquellesona: z,z, =1
Deuxiéme partie : Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct(O,ﬁ,\?), On
considére I’application S qui au pointM | d’affixe Z | fait correspondre le pointM' d’affixe Z tel
' R ; . 7Z'
que:Z —1=—(z—1) etlarotation R de centre le point £2d’affixe (1+1) et d’angle > et
soitz laffixe dupointM” =R(M) .
0.25 | 1-a)Montrer que ’application S est la symétrie centrale de centre le point d’affixe 1 .
0.25 b) Montrer que : Z =iz+2 .
2-Soit Ale point d’affixe 2.0n suppose que le point M est distinct du pointO origine du repére.
z - _ ) _
0.5 a)Calculer : — 5 en déduire la nature du triangle AM M ..
Z —
0.5 b) Déterminer I’ensemble des points M pour lesquels les-points A, 2, M etM" sont
cocycliques.
Quatriéme exercice:(6.5points)
Premiére partie : Etude des solutions positives de l’équation(E) :e* =x" avec nun entier
naturel non nul.
On considere la fonctio numerigue fdéfinie sur I’ensemble D =[0,1] U [1,+oo[ par:
X . . . . -
f(x)= [ six#0.et “f(0)=0 etsoit (C)sa courbe représentative dans le plan rapporté a
nx
un repére orthonormé (O,T,])
0.25 | 1. vérifier que pour tout X de I’ensemble [0, U 1,400 ona: e =x" < n=f(x)
0.5 2- Montrer que la fonction f est dérivable a droite enO .
15 | 3-Calculer les limites : lim f (x) etlim f (x) et lim f(x) et lim ——= ensuite interpréter
' x—1" x—1* X—>+00 Xx—>+o X
graphiquement les résultats obtenus.
0.75 | 4-Etudier les variations de la fonction f sur chacun des intervalles[0,1] et [1,4oc[ puis donner son
tableau de variations.
0.5 5-Montrer que la courbe (C) admet un point d’inflexion dont on déterminera les coordonnées.
0.5 | 6- Représenter graphiquement(C) .
0.5

7-Montrer que pour N >3, "équation( E ) admet exactement deux solutions &, et b, tel que :
l<a, <e<b,
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Deuxiéme partie : Etude des deux suites(a, ) et (b, )
0.5 | 1-Montrer que : (Vn=3) b, >n , en déduire Ia limite de la suite(b, )
0.5 2-a) Montrer que la suite (an )n>3 est décroissante, en déduire qu’elle est convergente.
1 e . . .
0.5 b) Montrer que : (Yn>3) =<In(a,)<— ,endéduire la limite de la suite(a, )
n n n>3
0.5 c)Montrer que : lima’ =e
N—>+o0
Cinguiéme exercice :(3.5points)
2 X 2
On considere la fonction numérique F définie sur I’intervalle | 0;+oo[ par: F(x)=€"" Ie_t dt
0
05 | 1-a) Montrer que: (Vx>0) 0<F(x)< xe X
0.5 b) Montrer que : (VX > l) e <e™* en déduire la limite de la fonction F en +ao
0.5 2-Montrer que la fonction F est dérivable sur ’intervalle [O; +oo[ et que :
(vx=0) F(x)= e 2 — 2xF (x)
3-On considére la fonction numérique G définie sur rmtervaue[o;ﬂ par :
T
G(x)=F(tanx) ; 0£x<E
/4
G| —=|=0
2
T
0.25 a) Montrer que la fonction G ést contigue a gauche enE
0.75 b) Montrer qu’il existe un réel C de I’intervalle ]0;+oo[ tel que : F'(C) =0
e—zc2
etque: F(c)=
(€)="52
. L . . . T
(On pourra appliquer le théoreme de ROLLE a la fonctionG sur rmtervane[o;ﬂ)
. e*
4-On considere la fonction numérique H- définie sur 0,400 par: H (x)=F (X)2—
X
0.5 a)Montrer que la fonction H est strictement décroissante sur]0,+oo[
0.5 b) En déduire que C est unique, puis donner le tableau de variation de F

FIN
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Premier exercice |4points
Premiére partie :1- Récurrence................cc.oo..... 0.5
2- A'=A......... 0.5
Deuxiéme partie :1-a) * Joi de composition interne........................... 0.5
b) * commutative.........o.oeeveninnn.n. 0.25
* ASSOCIAtIVE. ... 0.25
C) Iélément neutre est:e=a+1...............00. .. 0.5
2_ -
" : 1
le symétriquede X est X =a+———.......0 ... 0.25
X+a
(l ,*) groupe commutatif..%........ 0.25
3-a) @bijective..........comern .. al. 0.25
@ Homomorphisme.... \7....... 0.25
b) La solution® de <léquation est:X=2asi a>0et pas de solution si
a<0i.....ii....... 0.5
Deuxiéme exercice | 2.5points
1- Divisibilit¢ de N par 11................. 0.25
2-a) 2011 est premier............c.ceenn.... 0.5
10° —1=9N ..., 0.25
b) Le théoréme de Fermat :2011 divise 102 —1.............. 0.5
C) Application du théoréme de gauss ................... 0.5
3- 22121=11x2011 ; 11et2011 premier entre eux............. 0.5
Troisieme exercice | 3.5points
Premiere partie :1- vérification................. 0.5
2-a) L’équivalence....................... 0.5
b) 2
+N2 | .[2-+2 2—\2 | .[2++2
Les deux valeurs dem sont: \/_ +1 —\/_ et —\/_ +1 \/_
2 2 2 2
.................. 1
Deuxiéme partie :1-a) | .................... 0.25
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0) z —(+1)=i(z=(1+1)) 0o, 0.25
2-3) 7 -2 .
. e T 0.25
z -2
AM M est un triangle isocéle et rectangleen A.................. 0.25
b) La droite d’équation: X=1.............. 0.5
Quatrieme 6.5points
exercice
Premiere partie :1- Vérification............. 0.25
2- Dérivabilité de la fonction a droite en O............ 0.5
3- Pour chaqu’une des 4 limites ..................... 0.25
Pour chaqu’une des deux interprétations............... 0.25
4- Le calcul de f (X) ............... 0.25
Variation de la fonction........... 0.25
Tableau de variation ................. 0.25
5- X
Le point d’inflexion est : e’ ;? ............... 0.5
6- Représentation graphique................. 0.5
7- Existence et unicité de @, et 1<a <e....t.......... 0.25
Existence et unicité de b etb >e....«......... 0.25
Deuxiéme partie :1- (Wn=3) b,=n .. i o 0.25
limb, =400 ... 0.25
N—+o0
2-3) La suite (an ) est décroiSsante.............. 0.25
n=3
La suite (an )n>3 esteonvergente................ 0.25
b) Encadrementde In(a,)................... 0.25
Déduction: lima, =1 ........................... 0.25
N—-+o0
C) Déduction................. 0.5
Cinguiéme | 3.5points
exercice
1-a) L’encadrement de F (X) ............... 0.5
b) (vx21) e <e™ 0.25
Déduire que : lim F(X)=0 ... 0.25
X—>+0
2- Dérivabilittde F ....................... 0.25
Calcul de F (X)............ 0.25
3-3.) o ] T
Continuité de la fonctionG a gauche en PRI 0.25

Toute solution plausible est acceptée.
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lim tanX =+o0 et lim F(x)=0 donc.......

V4 X—>+00
X—>—
2

Ou pour %£x<% ona: 0<G(x)=F(tanx)<tan(x)e

b)

. - . _ T
-Application du théoreme de ROLLE :il eX|stecle}0,E{ tel que:

G () =(1+tan’(c,))F (tanc,)=0 ............... 0.25
Il existe C € |0,400[ tel que F (c)=0 (c=tanc,)............... 0.25

4-3)

La fonction H est dérivable sur]0,+oo[

etH'(x)=—(2+2—izjeX2 <O oo 0.5

b)

La fonction H est une bijection(continue et strictement monotone) et H (C):O d’ou

Punicitéde C.............. 0.25
Tableau de variationde F .................. 0.25
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e La durée de I’épreuve est de 4 heures.
e L’épreuve comporte cing exercices tous independants deux a

deux.

e Les exercices peuvent étre traités selon 1’ordre choisi par le

candidat.
-Le premier exercice se rapporte aux structures
algebriques. |
- Le deuxiéme exercice’se rapporte a I’arithmétique.
-Le troisieme exercice se rapporte aux nombres
complexes.
- Le quatrieme exercice se rapporte a I’analyse.
- Le cinquieme exercice se rapporte a I’analyse.

Les calculatrices non programmables sont autorisees
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Premier exercice :(3.5 points)
Pour tout X ety de I’intervalle | =]0,1] onpose: x#y = Xy
oy xy +(1-x)(1-y)
0.5 | 1-a)Montrer que * est une loi de composition interne dans |
0.5 b) Montrer que la loi * est commutative et associative.
05 ¢) Montrer que (1,*) admet un élément neutre que I’on déterminera.
0.5 2-Montrer que (1,*) est un groupe commutatif.
1
3-On considere les deux ensembles H = {2” [ nell } et K= {1 o /[ nell }
+
0.5 a)Montrer que H est un sous-groupe de (D :,x)
0.5 b) On considére 1’application : ¢* H — |
1
X —>——
1+x
montrer que ¢ est un homomorphisme de (H ,x) vers(1,x)
0.5 Cc)En déduire que K est un sous-groupe de (1, *)
Deuxieme exercice :(2.5points)
Soit X un nombre entier naturel tel que :10* =2 [19]
0.25 | 1- a) vérifier que : 10" =1 [19]
0.5 b) Montrer que : 10°° =1 [19]
2- Soit d le plus grand diviseur commun des’deux nombres 18 et X +1
0.75 | a) Montrer que : 10° =1 [19]
0.5 b) Montrer que : d =18
0.5 ¢)En déduire que: Xx=17 [18]
Troisieme exercice :(4 points)
Premiere partie : On considere dans ’ensemblel] 1’équation :
(E) 2°—(1+2i)z* +3(1+i)z-10(1+i)=0
0.5 | 1-Vérifier que —2i est une solution de 1’équation (E)
0.5 | 2-Déterminer les deux nombres complexes & et S tels que :
(vzeld) Z—(1+2i)2° +3(1+i)z-10(1+i)=(z+2i)(z* +az+ B)
0.5 | 3-a) Déterminer les deux racines carrées du nombre 5—12i
0.5 b) Résoudre dans [] I’équation(E)
Deuxiéme partie : Le plan complexe étant rapporté a un repere orthonorme direct.
On consideére les points A et B etC d’affixes respectifs 8 = —1+31 eth =—2I et C=2+1
0.5 | 1-Montrer que le triangle ABC est rectangle et isocéle enC
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2-On considere la rotation R, de centre B et dont une mesure de I’angle eSt§ et la rotation R, de

2 . :
centre A et dont une mesure de I’angle est —? .S0itM un point du plan complexe d’affixe Z et
M, son image par la rotation R, etM , son image par la rotation R, .
[ 141

0.5 a)Vérifier que ’expression complexe de la rotation R, est: z = ( \/_) \/_ — 1
0.5 | b) Déterminer z,1’affixe de M ,en fonction de z
0.5 | ¢) En déduire que |, le milieu du segment[Mle] , est un point fixe.

Quatrieme_exercice :(6 points)

Soit f la fonction numérique définie sur |0, +oo[ par f (x)=x+Inx

et(C ) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ;T,_j: )

(On prendra ”—H H H 1cm)
. ) . f(x) .
1 | 1- calculer les limites suivantes : lim f(x) ; Ilm f(x), I|m et lim( f(x)—x)
X—>+00 X X—>+00
0.25 | 2-a) Dresser le tableau de variations de la fonction f
0.75 b) Montrer que f est une bijection de I’intervalle ]0,+oo[ vers un intervalle J que 1’on déterminera
puis dresser le tableau de variation de labijection réciproque f 1

0.75 | 3) Calculer f (1) et f(e) puis construire(C.) €%(C") la courbe représentative de f " dans le méme

repere(O;, )

e+l

05 4- a) Calculer I’intégrale L f _1( X)dx (on posera:t= f_l( X))
0.5 b) En déduire 1’aire du domaine plan limité par (C') et les droites d’équations : X =1 ;

X=e+1l ety=x

5- Pour tout entier naturel non nul N ,on considére I'équation : (E,)  X+Inx=n
0.25 a) Montrer que l’équation( En) admet une solution unique X,
0.5 b) Déterminer la valeur de X, puis montrer que : lim X, =400

n—+o0
05 | 6-a) Montrer que : (Vn el *) f(x,)<f(n) en déduire que: (Vn el *) X <n
0.5 b) Montrer que : (VneD *) n—In(n)<x,
X — :

0.5 ¢) Calculer lim et lim

I n—>+oon_|n(n)
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0.5

0.75

0.5

0.5

0.5

0.5

0.75

Cingquiéme_exercice :(4 points)
Soit N un entier naturel non nul et f_ la fonction numérique définie surl] par :

1-Montrer que pour N > 2 il existe un réel unique oz, de Iintervalle 0,1 tel que: f (e, )=0
2-Montrer que la suite (an )n>2 est strictement décroissante en déduire qu’elle est convergente.

(Onpose: /= lime, )

1 t"
3-a)Vérifier que pourt #1ona: 1+t +t°........... it e — ———
1-t 1-t
az an On tn
b) En déduire que : o, + — +.......... +—L=—In(l- )— | —dt
) | "2 n (=) ll—t
4-a) Montrer que: (Vn=2)  1+In(l-q,)=- ﬁdt
)1~
an tn 1

Ny - (vn>2 0< | —dt<
) Montrer que ( n ) .([1_'[ (n+1)(1—05n)

¢) En déduire que ; £ =1—€"

FIN
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e [a durée de I’épreuve est de 4 heures.

e [’¢épreuve comporte cing exercices indépendants deux a deux.

e Les exercices peuvent étre traites selon 1’erdre choisi par le
candidat.

-Le premier exercice se rapporte aux structures algébriques .
- Le deuxieme exercice sesrapporte aux nombres complexes .
- Le troisiemeiexercice se rapporte a I’arithmétique .

-Le quatriéme exerg¢ice se rapporte a I’analyse.

- Le cinguiéme, exercice se rapporte a I’analyse.

Les calculatrices programmables sont strictement interdites
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Exercice 1 :(3,5 points) Les partis | et Il sont indépendantes.
I -On munit I’ensemble | =]O,+oo[ de la loi de composition interne = définie par :
(‘v’(a,b) el xl ) axp=e"@n®)
0,5 1) Montrer que la loi =est commutative et associative dans | .
0,25 2) Montrer que la loi = admet un élement neutre ¢ que I’on déterminera.
0.75]  3) a-Montrer que(1 \{1},*) est un groupe commutatif.
(1'\{1} désigne I’ensemble | prive de 1),
0,25 b-Montrer que J1, +oo[ est un sous-groupe de( 1 \{1},*).
4)On munit | de la loi de composition interne x(xest la multiplication dans [ )
0,25 a-Montrer que la loi=* est distributive par rapport a la loi x
0,5 b-Montrer que (I,x,*)est un corps commutatif.
1 1 =2
I1-On considére la matrice: A=| -1 -1 2
-2 -2 0
0,5 | 1) Calculer A% et A®

0,5

0,25
0,5

0,25
0,75

0,5
0,5
0,75

2) En déduire que la matrice A est non inversible.

Exercice 2 : (3,5 points)
Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O; G,\?) .

1)a-Déterminer les deux racines carrées du nombre complexe 3+ 4i
b-Résoudre dans I’ensemble [ 1’équation : (E) 1422 -10iz—-7-i=0

2) Soient a et bles solutions de I’équation(E) avec Re(a)<0 etsoient A etB leurs
points images respectifs dans le plan complexe.

. b .
a-Vérifierque: —=1-1
a
b- En déduire que le triangle AOB est rectangle et isocele en A.

3) SoientC un point du plan différent du point Aayant pour affixeC etD 1’image du point

: /4 : : : :
B par la rotation de centreC et d’angleE; et soit L I’image du point D par la translation

de vecteur AO .
a-Déterminer en fonction de ¢ le nombre complexe d affixe du point D
b-Déterminer en fonction de ¢ le nombre complexe ¢ affixe du point L

c-Déterminer la forme algebrique du nombre complexe % ;en deduire la nature du
triangle ACL .
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0,25
0,5

0,75
0,5

0,5
0,75

0,75

0,5

0,25

0,25

0,75

0,5

0,25

Exercice 3 :( 3 points)
1)Déterminer tous les nombres entiers naturelsm tels que : m*+1=0 [5]

2)Soit p un nombre premier tel que p=3+4k ou k est un nombre entier naturel .
Soit N un nombre entier naturel tel que : n° +1=0p]

1+2k

a-Vérifier que : (nz) o [p]

b- Montrer que net p sont premiers entre eux.
Lo 2 \1+2k

c- En déduire que : (n ) =1[p]

d- Déduire de ce qui préceéde qu’il n’existe pas d’entier naturel n Vérifiant : n?+1=0 [ p]

Exercice 4 : (6.25 points)
2
I- On considére la fonction f  définie sur I'intervalle [O;+oo[ par: f(x)=4xe™™
Soit(C) la courbe représentative de f dans le plan muni/d’un repére orthonormé(O;T; ])
1)Calculer la limite de f en +oo
2)Etudier les variations de f sur 1’intervalle[0;+oo[ puis donner son tableau de variations.

3)Déterminer 1’équation de la demi-tangente a la Courbe(C) a I’origine du repére

puis construire la courbe (C) .(on prend HTH = H]H =2cm et on admet que le point

d’abscisse \/g est un‘point d’inflexion de la courbe (C))

1
4) Calculer ’intégrale a =I f (X)dx puis en déduire, en centimétre carré , I’aire de la
0

partie plane limitée par la courbe(C) Jles deux axes du repére et la droite d’équation X =1

I1) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 .

2
On considere la fonction numérique définie sur I’intervalle [0; +oo[ par: f, (X) =4x"e™

X

1) a- Montrer que : (Yx>1) e T<e
b- En déduire la limite de f,quand X tend vers -+

2) Etudier les variations de la fonction f, sur 1’intervalle[0;+oo[ puis donner son tableau de
variations.

3)Montrer qu’il existe un nombre réel unique U, de I’intervalle [0,1] tel que : f, (un) =1

4) a-Montrer que : (Vn>2)  f,;(u,)=u,
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0,75 | b-montrer que la suite(un )n>2 est strictement croissante, en déduire qu’elle est convergente.
4)Onpose: /= lim u,
N—>+o0
0,25 a-Montrerque: 0< /<1
0,25
’ b-Montrer que : (Vn>2) —M< In(un)<£—M
n n n
0,5 c-En déduire que : /=1
Exercice 5 : (3.75 points)
On considére la fonction numérique F définie surl "par:  F(X) :IZX L
X In(1+t2)
0,25 | 1)Montrer que F est impaire.
. . 1
2)Pour tout réel xde I’intervalle |0,+w| on pose : X)=§——dt
0,25 a-Vérifier que : (vx>0) F(x)=g¢(2x)<o(x)
0,5 b-Montrer que F est dérivable sur I’intervalle*]0,+oc[ puis calculer F (x) pour x>0
0,5 c-En déduire le sens devariations de lgfonction F sur I'intervalle [0,+oo[ .
0,5 | 3) a-En utilisant le théoreme des accroissements finis, montrer que :
X
Vx>0) (Jce|x,2X|) : F(X)=——
(x>0) (el (-
0,25 Ly X X
' b- En déduire que: (Vx>0 ——<F(x)<
e (™0 ) < P e
0,75 c-Déterminer les limites suivantes : lim F(x) et lim F(x) et XILTCT
e—1 e—1
d-Montrer que : F(\/e—l)<\/e—l et F[\/ > )> J >
0,75

en déduire que I’équation F (x)=x admet une solution unique dans ]0, +oo] .
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e La durée de I’épreuve est de 4 heures.

e L’épreuve comporte trois exercices et un probléme tous
indépendants deux a deux.

e Les exercices peuvent étre traités,selon ’ordre choisi par le
candidat.

-Le premier exercice se rapporte aux structures
algebriques .

- Le deuxiéme ‘exercice se rapporte aux nombres
complexes;.

- Le troisiemesexercice se rapporte au calcul des
probabilités.

-Le probléme se rapporte a I’analyse.

Les calculatrices programmables sont strictement
interdites.
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Exercice 1 : ( 3 points)

On rappelle que(M3 (D ),+,><) est un anneau unitaire non commutatif.

1 0 O
On considére I’ensemble E =< M (X)= x 1 0|/ xel
x2 2x 1
0.5 1) Montrer que E est une partie stable de(M3 (D),x)
0.5 2) a-Montrer que I’application ¢ qui atout nombre réel X associe la matrice M (X) est un
isomorphisme de (] ,+) vers(E,x) .
0.5 b- en déduire que (E,x) est un groupe commutatif.
0.5 c- PourX réel ,déterminer M _1(X) I’inverse de la matrice M (X)
0.5 d- résoudre dans ’ensemble E I’équation A°X =B o A=M(2) et B=M (12)
et A’ =Ax.xA
5 fois

05 3) Montrer que ’ensemble F = {l\/l (In (X))/ Xell :} est sous-groupe de(E,x)

Exercice 2 : (4 points)

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct(o; U, V)

1)On considére dans I’ensemblel] 1’équation :(E) 72 —4iz -2+ Zi\/§ =0
05 | a- vérifier que le nombrea =1+ 12— \/§) est une solution de l’équation( E)
0.5 | b- En déduire b la deuxiéme solutiofi-de I’équation (E)

iz
05 | 2)a-Montrer que : a® =4(2 —\/§)e 6
0.75 b- Ecrire @ sous forme trigohométrique
- Ii
3)On consideére les points A ,B etC dont les affixes sont respectivementa ,b et ¢ =2i+2e ’
Soit (") le cercle de diamétre [ AB]
0.5 a- Déterminer @ ,I’affixe du point€2 centre du cercle (I")
0.5 b- Montrer que les pointsO et C appartiennent au cercle (I")
0.75 —
c- Montrer que le nombre complexe est imaginaire pur.

Exercice 3 :( 3 points)

Une urne contient 10 boules blanches et deux boules rouges.

On extrait les boules de 'urne 1’une apres I’autre et sans remise jusqu'a I’obtention pour la premiére

fois d’une boule blanche, puis on arréte I’expérience.

Soit X la variable aléatoire égale au nombre de boule tirée .
0.25 | 1) a-Déterminer I’ensemble des valeurs prises par X
0.5

b-calculer la probabilité de I’événement [X = l]
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5
05 c-Montrer que : p[X = 2] =—
33
0.5 | d-calculer la probabilité de I’événement | X = 3]
13
0.5 | 2)a-Montrer que I’espérance mathématique de la variable aléatoire X est: E (X) = T
0.75 b-Calculer E(XZ) ,et en déduire la valeur de la variance V(X) de la variable aléatoire X .
Probleme : (10 points)
- On considere la fonction numérique f définie sur 'intervalle | =[0,1] par :
1
f(x)=——— ; 0<x<l
—In(1-x)
f(1)=0
Soit(C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthononné(O;T; ])
0.5 | 1)Montrer que f est continue & gauche au point 1.
0.5 | 2)Etudier la dérivabilité de f & gauche au point 1.
0.75 | 3)Etudier les variations de la fonction f sur I’intervalle |, puis donner son tableau de variations.
05 -
4)a-Montrer que la courbe (C) admet un point d’inflexion uniguie d’abscisse eTl
0.75 | b-Construire la courbe (C) en précisant sa demi-tangente au point d’abscisse 0.
(on prendra "H =2cm)
0.5 5)Montrer qu’il existe un nombre réelinique @*de I’intervalle | vérifiant : f (a) =a
0.25 | 6) a-Montrer que f est uné bijectionde ¥ intervalle | vers |
0.5 b-Déterminer f_l(x) pour toutX de Dintervalle | .
1 1
I1-on pose : 1y = -[0 f (t)dt , et pour tout entier natureln nonnul ; |, = Iotn f (t)dt
0.75 1) Montrer que la Suite( I, )nzo est décroissante et en déduire qu’elle est convergente.
1
0.75 | 2) Montrer que : (Vn > O) 1 0<|, S—l ,puis déterminer la limite de la suite(ln)n>o
n+ =
I11-Pour tout nombre réel x de I’intervalle J = [0;1[ et pour tout entier naturel N non nul on pose :
X t
Fo(x):jof(t)dt et Fo jt f(t)dt et F(x jﬁdt et Sy ( ZFk
X tn+1f (t)
1 1)Montrer que : (‘v’neD) (‘v’XeJ) : F(X)—Sn(x) Oﬁd
0.5

2) a-Montrer que la fonction X — (1— X)(l— In(1- X)) est strictement décroissante sur J
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. (t) . . s
0.5 b-Montrer que la fonction t — ——= est strictement croissante sur[O, X] pour tout X élément de J
1 1
1 | 3)a-Montrerque:(Vnell) (vxed) 0<F(x)-S,(x)s——| —
n+2\1-x
0.5 b- En déduire que pour toutX de I’intervalleJ ona: lim S, (X) =F (X)
N—>+00
0.5 | 4) a-Déterminer F(x) pour xeJ
0.25

b- Déterminer la limite :  lim F(X)

Xx—1
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FORMATION . e i
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Un nouveau groupe AUTOCAD est en cours de constitution
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