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Exercice 1 (4 points)

Soit b ∈ N tel que b ≥ 2.

1) Ecrire en base b suivant les valeurs de b : (b+ 1)2, (b+ 1)3, (b+ 1)4.
(0,5 + 0,75 + 0,75 points)

2) Soient p et k deux entiers naturels tels que 0 ≤ k ≤ p.

a) Montrer que si pour 1 ≤ k ≤ p− 1, p divise Ck
p alors (a+ b)p ≡ ap + bp(mod p)

pour tous entiers naturels a et b. (0,75 point)

b) Montrer par recurrence que pout tout entier naturel n ̸= 0

(a1 + a2 + . . .+ an)
p ≡ ap1 + ap2 + . . .+ apn (mod p)

où a1, a2,. . ., an sont des entiers naturels. (0,75 point)

c) En déduire que pour tout entier naturel n ̸= 0, np ≡ n (mod p) (0,5 point)

Exercice 2 (4 points)

Soit (O, I, J,K) un repère orthonormé de l’espace E . On considère l’application f de E dans E d’expression
analytique : 
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1) En utilisant l’expression analytique de f :

a) Déterminer les images (O′, I ′, J ′,K ′) respectivement de (O, I, J,K) (0,5 point)

b) Dire si le quadriplet (O′, I ′, J ′,K ′) est un repère de E . (0,25 point)

2) Déterminer l’image E ′ de E par f . (0,5 point)

3) a) Déterminer (△) l’ensemble des points invariants par f (0,5 point)

b) Donner un vecteur directeur u⃗ de (△). (0,25 point)

c) Déterminer le point d’intersection de (△) avec le plan ((O, I, J). (0,5 point)

4) Soit M un point de E et M ′ son image par f .

a) Montrer que le vecteur
−−−→
MM ′ est orthogonal à u⃗. (0,5 point)

b) Montrer que le milieu du segment [MM ′] est un point de (△). (0,5 point)



c) Justifier que f = S ◦ P où S et P sont respectivements la symétrie orthogonale par rapport à

un plan et une projection orthogonale sur un plan que l’on précisera. (0,5 point)

Problème (12 points)

1) Pour tout entier naturel n ≥ 2 on note Pn la fonction polynôme définie sur R par :

Pn−2(t) = 1− t+ t2 − t3 + . . .+ (−1)n−2tn−2

a) Montrer que pour tout réel t ̸= −1, Pn−2(t) =
1− (−1)n−1tn−1

1 + t
. (0,75 point)

b) Déduire que pour tout réel t ̸= −1 :

1

1 + t
= 1− t+ t2 + . . .+ (−1)n−2tn−2 + (−1)n−1 t

n−1

1 + t
(0, 5point)

c) Justifier, par intégration, que pour tout x ∈ [0, 1],

ln(1 + x) = Qn−1(x) + (−1)n−1

∫ x

0

tn−1

1 + t
dt

où Qn−1(x) = x− x2

2 + x3

3 + . . .+ (−1)n−2 x
n−1

n− 1
. (0,75 point)

2) On note f la fonction définie sur [0, 1] par :


f(0) = 1

f(x) =
ln(1 + x)

x
, lorsque x ̸= 0

a) Montrer que pour tout réel x ≥ 0, x− ln(1 + x) ≥ 0. (0,75 point)

b) En déduire que pour tout réel x ∈ [0, 1], f(x) ≤ 1. (0,5 point)

c) i) Montrer que pour tout entier naturel n ̸= 0, 0 ≤
∫ 1

n

0
f(x) dx ≤ 1

n
.

(0,5 point)

ii) En déduire que lorsque n −→ +∞ le réel
∫ 1

n

0
f(x) dx tend vers 0.

(0,25 point)

iii) Justifier que lorsque n −→ +∞ le réel
∫ 1

1
n

f(x) dx tend vers
∫ 1

0
f(x) dx

(0,5 point)

iv) Retrouver le résultat de iii) en utilisant une primitive F de f (il est inutile de calculer F ).

(0,5 point)

3) a) Montrer que, pour tout x ∈ [0, 1] et pour tout n ≥ 2∫ x

0

tn−1

1 + t
dt ≤

∫ x

0
tn−1 dt et en déduire

∫ x

0

tn−1

1 + t
dt ≤ 1

n
.

(0,5 + 0.25 point) .

b) En utilisant la relation établie dans la question 1) c) montrer que pour tout x ∈]0, 1]

− 1

nx
≤ f(x)− Qn−1(x)

x
≤ 1

nx
. (1 point)



c) Montrer, par intégration, que∫ 1

1
n

f(x) dx+
1

n
ln( 1

n
) + Sn(

1

n
) ≤ Sn(1) ≤

∫ 1

1
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f(x) dx− 1
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)

où Sn(x) = x− x2

22
+ x3

32
+ . . .+ (−1)n−2 xn−1

(n−1)2
. (1 point)

d-i) Montrer que pour tout entier naturel p ≥ 1 et pour tout x ∈ [0, 1]

xp+1

(p+ 1)2
≤ xp

p2
(1 point)

ii) Prouver que pour n ≥ 2 et pour tout x ∈ [0, 1] Sn(x) ≥ 0

Indication : mettre S3 et S4 sous la forme S3(x) = x(1− x
22
), S4(x) = S3(x) +

x3

32

et en discutant suivant les cas où n = 2k et n = 2k + 1. (1 point)

e) Montrer que pour tout x ∈ [0, 1] 0 ≤ Sn(x) ≤ x.

Indication : Ecrire x− S3(x), x− S4(x), . . . , x− Sn(x) sous forme de somme

des xp

p2
− xp+1

(p+1)2
(1 point)

f) Justifier que lim
n−→+∞

Sn(
1

n
) = 0 puis en déduire que lim

n−→+∞
Sn(1) =

∫ 1

0
f(x) dx

(0,75 + 0,5 point)


