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Exercice 1 (5 points)

C
Le plan est orienté. Dans la figure ci-contre,
« DBC est un triangle rectangle en D tel que I
W W E
DB,DC|=~[2n] et DB=2DC; 5= B
2 H B
+ le point H est le milieu du segment DB ;
» le point | est le projeté orthogonal du point H sur
la droite (BC):
« le point E est le milieu du segment | ID;
« les droites (IH) et (CD) se coupent au point A,
1) Soit R la rotation de centre H et d'angle ; A

a) Calculer tanCBD. En déduire que g _3

2
b) Montrer alors que R(l)=E.
2) Soit h'homothétie de centre D et de rapport 2. On pose f=hoR.
a) Déterminer f(H).
b) Montrer que f(1)=1.
c) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
d) Montrer que f(C)=A.
3) a) La droite (CH) coupe la droite {AB) en un point F.

Justifier que les points B, |, Het F sont sur le cercle de diamétre rBH’;
R N ™ .
En déduire que[lH.lF] =7 [2r].

b) Montrer alors que I'image par f de la droite (ID) est la droite (IF).
c) La droite (ID) coupe les droites (CF) et (AB) respectivement en J et () . Montrer que f(J)=F.
d) Montrer que f(F)=1.

4) Montrer que le triangle CAf est rectangle.
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Exercice 2 (3 points)

Soit 6 un réel non nul.
Dans la figure 1 de I'annexe jointe,

. (O, u, \7) est un repére orthonormé direct ;

e % estle cercle de centre O et de rayon 1,

e E estlepointde & telque [U.OE]:O[h};

e F etG sontles points d'affixes, respectives, -1 et 1+ J2:
+ 1" estle demi-cercle de diameétre |FG|;

« D estle point d'intersection de I et l'axe (o,\} )

1) a) Veérifier que 0D? = 1+ 2 .
: = | 'ﬂ \ 15}
b) Soit A le point d’affixe Z, =!I ,} 1+\/2 e". Vérifier que z,=0De I 2/ Construire alors le point A.

2. 2

2) On considére, dans C, I'équation (E): 2°+ - _ ¢ 7 46?00,

a) Vérifier que z, est une solution de I'équation (E).
b) On désigne par B le point d'affixe zg, ou zg est la deuxiéme solution de (E).

!

Déterminer zg.
3) a) Montrer que les points O,A et B sont alignés.

b) Placer le point C daffixe 2c=0D e’

Aft(AC) 2 .
- = 1+1 ).
¢) Montrer que = (A_B) = (1+i)

En déduire que le triangle ABC est isocéle et que AB 7\—5]_ 2 [ 2 |

d) Construire alors le point B.

Exercice 3 (7 points)
f(x)=xInx  six >0,

A) On considere la fonction f définie sur [0,-1 00{_ par ‘f(O)—O
On note (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé ( 0.i.] )

1) a) Vérifier que f est continue a droite en 0.
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en 0. Interpréter graphiquement.
c) Dresser le tableau de variation de f.

2) Dans la Figure 2 de I’'annexe jointe, on a tracé dans un repére orthonorme ( O,T.T ) la courbe 1
de la fonction X++€" et les droites A et A’ d'équations respectives y=x et y=—x.
a) Construire les points A et B de (C;) d'abscisses respectives e et L
b) Déterminer la position relative de (C¢) et A puis la position relative de (Cy) et A'.

c) Tracer la courbe (Cs).
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3) Soit S la partie du plan limitée par la courbe (C¢) et les droites A et A’

2

. . . . 1
Montrer que l'aire de la partie S est egale a —3—[ e’ —]
e

B) Soit n un entier naturel.

1 1
On pose u,,=j‘1 t'e'dt et v,= [1 t"e' f(t) dt.

€

1) a) Montrer que 4, >0.

b) Montrer que 0 < u, < —8—1. En déduire lim u,.
nt

N0
.
i
e

c) Montrer que u,.,=e€ (n+1)u,.

n+1

d) Montrer alors que lim (n+1)u =e.
Nt

2) a) Montrer que — % < y_ < 0. Déterminer alors lim v, .
e e &
b) Veérifier que pour tout te J0,+ ~f , f(t) = tf'(t)-t.

nyl t

Montrer alors que V, =‘f1 t e f(t)dt —u, .
e
1

ee

c) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que (n+2jv, = — 5 V.,
d) Montrer alors que lim (n{2) v, = 0.
Mt

N o (A
3) a) Montrer qu'il existe un seul réel o , appartenant a l'intervalle lg.1 | telque flo, )= a’?-.

b) Montrer que lim ul 0.
N—4ou un

c) Déterminer lim o .
[ Sy

Exercice 4 (5 points)

A) Soit q un entier naturel.
1) Montrer que g est impair si et seulement si g est impair.

2) Montrer que si q est impair alors o° = 1(mod 8.

B) On se propose de déterminer I'ensemble A des triplets d’entiers naturels non nuls (m,n, q)
tels que 2°™ 4+ 3"=¢’.

1) Vérifier que le triplet ( 2,1.5 ) est un élément de A.

Dans la suite de I'exercice on suppose que (m,n, q) est un élément de A.
2) a) Montrer que q est impair.

b) Montrer que ¢° —3?"=0(mod 8).

c) Montrer alors que m est différent de 1.
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3) On suppose que m > 2.
a) Justifier que les entiers (q ——3") et (q+ 3")sont pairs.
b) Soit d = (q—3")/\(q+3").
Montrer que d divise 2q et que d divise 2°™. En déduire que d - 2.
c) Montrer que q-3"=2 etque q+3"=2""",

En déduire que q=2°"741 etque 3" =2""7%-1
4) Déterminer n et q lorsque m = 2.

5) On suppose que m > 3 .
a) Montrer que 3"=-1(mod 16).
b) Déterminer, suivant les valeurs de l'entier naturel k, les restes possibles de 3k dans la division
euclidienne par 16.

c) En déduire qu'il n‘existe pas de triplets (m.n.q) éléments de I'ensemble A telsque m > 3.

6) Déterminer 'ensemble A.
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Exercice 1 (5 points)

Le plan est orienté. Dans la Figure 1 de I'annexe jointe,
« ABC est un triangle équilatéral direct tel que [AB.AC] — 52" 2

e ¥, estle cercle circonscrit au triangle ABC et O son centre ;
« | estle milieu du segment [BC|;
e AICD est un rectangle direct.
1) Soit f le déplacement tel que f(A)=C & f(B)=A
Montrer que f est une rotation dont on précisera son centre et une mesure de son angle.
2) Soit g I'antidéplacement tel que 9(A) =C e g(B)=A.
a) Justifier que g est une symeétrie glissante.
b) Montrerque g = tg; 0 S5, oU A est la médiatrice du segment N1
3) Soit h I'homothétie de centre Aet telle que h(O)=1. On pose ¢ =gohof.
a) Montrer que  est une similitude indirecte de rapport :23
b) Montrer que (B)=C et (O)=D.
4) Soit E=¢(C).

a) Montrer que le triangle DCE est isoceéle en D.

o 2%,
b) Justifier que [DC.DE] = -S—[an.
c) Construire alors le point E.
d) Soit () le centre de .

Montrer que B = 4 BE. Construire le point 0.

5
5) On pose %> =y ( %)

Le cercle % coupe le cercle #; au point ¢ et en un autre point M.On pose N-up(M)

Montrer que les points (2, B et M sont alignés. Construire alors le point N.
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Exercice 2 (3 points)

Une urne contient six pieces de monnaie :
e quatre pieéces sont équilibrées ;
¢ les deux autres piéces sont truquées de fagon que la probabilité d’obtenir « FACE » est égale
as
3
On tire, au hasard, une piéce de l'urne et on effectue n lancers successifs de cette piece, n>1.

On considére les événements suivants :
e E : «lapiece tirée est équilibrée ».
« F_:«onobtient FACE pour les n lancers».

n

1) a) Déterminer p(E), p(F,/E) et p(F,IE).

b) Montrer que p(F1)=-g-.

{1y (27
2) Montrer que p(F,,)zg((EJ + (5) J

) Xnp=n siF, est réalisé ,
3) Soit X,, la variable aléatoire définie de la maniére suivante : { " L

Xn=0 sinon.

a) Donner la loi de probabilité de X,,.

b) Déterminer I'espérance mathématique de X,,.
c¢) Dans la figure ci-dessous,

. (O, i.. j) est un repére orthonormé du plan,

o (C) est la courbe représentative de la fonction f définie sur [0, + |

— gl[%](x-ﬂ ~[§ x]'

¢ (C') est la courbe représentative de la fonction dérivée f* de f,

« lacourbe (C') coupe l'axe {O,i") en un seul point d'abscisse X,

o (T) est la droite d'équation y=f(x, ).

()
(M

(©)

Exploiter le graphique pour déterminer I'entier naturel n pour lequel I'espérance mathématique E (X, )
est maximale.
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Exercice 3 (7 points)
1) Soit g la fonction définie sur |0,+~| par g(x)=1-x +xInx .
a) Etudier les variations de g.

b) En déduire que pour tout XE‘jO,-Px{ , 14+ xInx =X,

1
f(x)=-
2) Soit f la fonction définie sur [0—«00[ par ( ) 1+ x Inx
£(0)=1.

six> 0,

On note (C¢) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, j).

a) Montrer que f est continue a droite en 0.

: 1 :
b) Montrer que Ilm. T +no¢. Interpréter graphiquement.
x-0
c) Calculer lim f(x). Interpréter graphiquement.
1+mx
(1+xInx )2 '

3) a) Montrer pour tout x € ]0,+'x;-[ = RR) =

b) Dresser le tableau de variation de f.

4) Dans la figure 2 de 'annexe jointe, on a tracé dans un repere orthonormeé (O. i ] ) les courbes

(Cy) et (C;) des fonctions définies sur |0, 4oc| respectivement par x - Inx et x L]
' X

a) Construire le point A de (C4) d’abscisse 1 etle point B de (Cy) d’abscisse 1- %.
e

En déduire une construction du point C de (Cf) d'abscisse 1.
e

b) Déduire de la question 1) b) que pour tout x €| 0,4+ oc|, f(x)

|

% | =

Déterminer alors la position relative de (Cy) et (Cy).

¢) Tracer la courbe (Cf).

5) On considére la fonction F définie sur [1,4 o| par F(x)= j " F(t) dt.
1

1
a) Montrer que pour tout te |1, 4+ x|, ———— < f(t).
) AR L t+ tin(t) ~ (t)
b) Montrer alors que pour tout x ¢ [1,+ x|, In(1+Inx) < F(x) < Inx.
F(x
c) Déterminer lim F(x) et lim L
X0 X X X

6) Soit n un entier naturel non nul.
a) Montrer que la fonction h: X+»xF(x) est une bijection de {1, t oo[ sur [1,+09].
b) En déduire que I'équation h(X) =N admet dans [1,+<>0[ une seule solution G,
¢) Montrer que lim o, =+co.
- A . im O

d) Veérifier que e 5 F(o“)_ Déterminer alors e

oy,
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Exercice 4 (5 points)

1) On considére, dans C, I'équation (E): z° —(1+i)z —i=0.
Résoudre P'équation (E). On note z, et z,, les solutions de (E).

2) Dans le plan rapporté a un repére orthonorme direct (O, u, v) on désigne par A, B, M, et M, les
points d'affixes respectives 1, 1,z et z,.
Soit Z un nombre complexe distinctde 1, i, z, et z,.

. : . Z4i
On note M et M' les points d'affixes respectives z et 2'= —+—' :

Z-i
Justifier que les points M et M' sont distincts.

Dans la suite de I'exercice on prend zZ =i+ Zew, ol 0 est un réel.
3) a) Montrer que M décrit le cercle I' de centre B et de rayon 2.

b) Montrer que z' =14 a0,

S\ o
¢) Montrer que AM'=1 etque |u, AM'

it
=——0 |2%].
oy

d) Déterminer I'ensemble des points M* lorsque le point Mdécrit le cercle I'.

4) Soit P le milieu du segment [MM'] et z son affixe.
.".
On désigne par Q le point d'affixe zo=e * z.
1+i+2€9 +ie"
2

a) Verifier que Zp=

iv2 + Zei(6+3] e 'i[z_%]
2 ;

e+3] . |[£ + g-sin[0+%] ]

2 2

b) En déeduire que z=

1
¢) Montrer alors que z 4 = 5 cos

5) a) Montrer que lorsque le point M varie sur le cercle 1, le point Q varie sur l'ellipse £ d'équation
2

af 21" 4

3 ;

4X2 +§ Y

b) Dans la figure 3 de I'annexe jointe, on a tracé dans le repére (O, u, \7) le cercle T, I'ellipse &,

et on a placé un point Msur le cercle I tel que lu .' -BKII'] = 0[27]. Construire les points M' et Q.
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Exercice 1 (5 points)

Le plan est orienté.

Dans la figure 1 de Pannexe 1 jointe,

S (R
ABC est un triangle équilatéral tel que (BC , BA} = -g[z-n],

/A S—
Q est un point intérieur au triangle ABC tel que (AB : AQ) = %[21{],

| et J sont les projetés orthogonaux de Q) respectivement sur les droites (AB) et (AC),
D est le point de la droite (AC) tel que DA =DQ.

1) Montrer que (ﬁ]AQ—D] = g[Zn].
2) Soit R = S(QD) ) S(Q Jy
a) Justifier que R est la rotation de centre Q et d’angle 33’5
b) Soit F =R(J).
Montrer que F est un point de la demi-droite [Ql). Construire le point F.

3) Soit h 'nomothétie de centre Q et telle que h(F) =l Onpose f=hoR.

a) Vérifier que f(J)=1
b) Montrer que f est une similitude directe dont on précisera le centre et 'angle.

31
22 )
En déduire que le rapportde f estégala 1+ J3.
4) Soit g la similitude indirecte de centre Q telle que g(J) =

c) Calculer —Q—L et 9-5— On donne sin[-n—
OA QJ 12

a) Montrer que g=f o S(QJ).

b) Déterminer le rapport de g.

c) Montrer que I'axe de g est la droite (QD)

d) Montrer que g=ho S(QD).

e) La droite (QD) coupe la droite(BC) en un point K. On pose K' =g(K).

Vérifier que h(K)=K". Construire alors le point K".
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Exercice 2 (3,5 points)

=y
r
=

L'espace est orienté.
Dans la figure ci-contre ABCDEFGH est un cube d'arréte 1. F

(A, AB, AD, KE) est un repére orthonormé direct de I'espace.

1) a) Montrer que EC A ED =AH.

V2

b) Montrer que l'aire du triangle ECD est égale a Tk

b RS i

¢ M

::"""""""‘“,""‘""' D

¢) Calculer le volume du tétraédre AECD.

.o

2) Soit h 'nomothétie de centre A et de rapport —j— 4 o

On pose M =h(D).

a) Le plan passant par M et paraliéle au plan (DCG) coupe les segments [AC] et [AG]
respectivement en N et P. Montrer que h(C)=N et h(G)=P.

b) Le plan passant par M et paralléle au plan (ECD) coupe la droite (AE) en un point K.

Calculer le volume du tétraedre AKNM.

3) Soit (S) la sphére de centre le point | (% —;— %) et de rayon R =—\§;—

a) Montrer que la sphére (S) coupe le plan (DCG) suivant un cercle dont on précisera le centre

et le rayon.
b) Soit (S') rimage de la sphére (S) par 'homothétie h.

Montrer que (S') coupe le plan (MNP) suivant un cercle dont on précisera le centre et ie rayon.

Exercice 3 (4 points)
1) Soit x un entier non nul premier avec 53.
a) Déterminer le reste modulo 53 de Xo2,

b) En déduire que pour tout entier naturel k, x°**1 = x (mod 53).
2) Soit 'équation (E4): x?° = 2 (mod 53), ol x eZ.
Montrer que 2° est une solution de (E4).

3) Soit x une solution de 'équation (E;).

a) Montrer que x est premier avec 53.

b) Montrer que x%%'= x (mod 53).

¢) En déduire que x=2° (mod 53).
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4) a) Montrer que 2° =35 (mod 53).

b) Donner alors 'ensemble des solutions dans Z de I'équation (E1).
5) On considére dans ZxZ l'équation (E): 71u-53v = 1.

a) Vérifier que (3, 4) est une solution de I'équation (E;).

b) Résoudre dans ZxZ F'équation (E,).

x =34 (mod 71)

6) Résoudre dans Z le systéeme 59 :
X% =2 (mod 53)

Exercice 4 (7,5 points)
Soit f la fonction définie sur [0+ par f(x)=e* 1.

On note (Cy) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i ])

. f . :
1) Déterminer Iim f(x) et |lim —@ Interpréter graphiquement.
X—>+00 Xx—>+c X

f
2) a) Montrer que lim -—-(—)—Q = +o0. Interpréter graphiquement.
x—0t X

eX

b) Montrer que pour tout x € ]0,+x|, f'(X)=——.
X

2ve” -1
c) Dresser le tableau de variation de f.
d) En déduire que e* -1 < veX -1, siet seulement si, x<In(2).
3) Montrer que le point B(In2 , 1) est un point d'inflexion de (Cy).
4) Dans la figure 2 de 'annexe 2 jointe, on a tracé dans le repére (O, l, j) la courbe I de

la fonction x :+— e*—1.

a) Etudier la position relative de (Cy) par rapport a I".

b) Tracer la courbe (Cy).

5) Soit g la fonction définie sur [0% [ par g(x)=tan(x).

a) Montrer que g réalise une bijection de [0% [ sur [0,+0[. On note g~ sa fonction réciproque.

b) Calculer (g7")(0) et (g7')(1).

1
1+x

c) Montrer que g™' est dérivable sur [0,+[ et que (9‘1)' (X)=—-

4
d) Montrer que lim g (x)_ g

x—0" X
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6) On pose pour tout x € [0,+e], F(x)= joxf(t) dt et G(x) =2( f(x) - (9‘10 f)(x) )
a) Montrer que pour tout x € |0,+0f, F'(x)=G"(x).
b) En déduire que pour tout x € [0,+»], F(x)=G(x).
c) Soit A l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (Cf), la courbe I et les droites
d’équations x=0 et x=In2. Montrer que A=1+In2 - %
7) Soit n un entier naturel tel que n>2.
On désigne par f, la fonction définie sur [ In(n),+wx[ par f,(x)= JeX _n.

On note (C,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O_f ]}

a) Soit G, la fonction définie sur [In(n),+wo[ par G, (x)= 2[fn (x) -+ g (fnjﬁx)]]

X
Montrer que pour tout x € [In(n),+o[ , G (x) = ; )fn (t) dt
In{n

b) Verifier que pour tout x >In(n), \/e" =N < \/e" -1
En déduire que pour tout x 2In(n),  f,(x) < e*-1.
c) Soit A, I'aire de la partie du plan limitée par la courbe (Cn), la courbe I et les droites

d’équations x =In(n) et x=In(n-+1). Montrer que A, =2 Jn 9“1(l)+ln(—n——)—1.

Jn n+1

d) Déterminer lim Ap.
N+
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Corrigé de I’épreuve de mathématiques du baccalauréat

Session principale 2017 Section : Mathématiques
Exercice 1

N N N
1) (QJ, QD) =(QJ, QA)+(QA , QD)[2x].
AN,
AQJ est un triangle rectangle en J tel que (AQ, AJ) E%[Zn].
[27]

T

12
DAQ est un triangle isocele (direct) en D tel que (AQ, AD)=(AQ, AJ)[2n] E% [2n].

N N A S,
Alors (QJ, OA)=(JA, JQ)-(AQ, A)[2n]

=N =N T P TAPS =S | F (A | n
Alors (QD y QA) = (AQ y AJ)[ZTC] = E[Zn] Par la suite (QJ , QD) EE—E—E[ ﬂ:] = 5[271:]
2) a) R estla composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants au point Q

—/\—>
Donc R est la rotation de centre Q d’angle % car 2(QJ, QD)= é—n[Zn].

— == _2n — = T T T 21
b o = = — = — — — = .
) °F R(J) donc(QJ , QF) 3 [2n], de plus (QJ, Ql) 3 + 12 + 2 [2n] 3 [27r]

=N =N A 2t 2n
(QF , Ql) = (QF , QJ)+(QJ, Ql)[2x]= —?+?[2n] =0[2n] donc F e[Ql).
3) a) f(J) = hoR(J) = h(F) =1
b) f estla composée d’'une homothétie et d’'un déplacement donc f est une similitude directe.
f(Q)=hoR(Q) =h(Q)=Q. AlorsQ est le centre de f.

—»A_.
f(J)=1et (QJ, Q) z%[Zn] donc f est d'angle 23—n
Remarques :
* f=h o R donc I'angle de f est celui de R car le rapport de h est positif car h(F) =l et F e [QI).

* h et R ont le méme centre Q alors Q estle centredef=h o R.

c) Le triangle @Al est rectangle et isocéle enl , o sin| X | = Q
QA 4 2
0A 1 2.2

AN
Le triangle QQJAest rectangle en JetQAJ =" donc = =

12 Qo (m) JB-1
N 12
. L Ql _Ql QA 2 242 2
«f(J)=1. Donclerapportdefestégala — =—"—, —— = =, = =3 +1.
V) PP o ToA i T 21 VB V34
4)a)- g est une similitude indirecte telle que g(Q) =Q et g(J) =1

-fo S(QJ) est la composée d'une similitude directe et d'un antidéplacement( S(QJ) ),

doncfo S(QJ) est une similitude indirecte. (S(QJ) est une similitude indirecte).

On vérifie facilement que f o S(QJ) (Q)=Qetfo S(QJ) (J)=L
Ainsi g etfo S(QJ) sont deux similitudes indirectes qui coincident en deux points

distincts donc g=f o S(QJ).
b)eMéthode1: g=f o S(QJ) et S(QJ) est une similitude indirecte de rapport 1.
Donc le rapport de g est celui de f c'est a dire V3 +1.

-Méthode2: g(J) =I alors le rapport de g est g% =3 +1.



AN
c) ¢ J) =| donc l'axe de g est la droite qui porte la bissectrice intérieure de l'angle 1QJ.
N AN A
Or | QJ, QD |=| QD, QI |[2r],alors la droite (QD) porte la bissectrice intérieure de I'angle 1QJ.

Ainsi 'axe de g est la droite (QD).

d) g est la similitude indirecte de centre Q, de rapport J3 +1et d'axe (QD) donc la forme
réduite de gest g= h(Q’ \/§+1) o] S(QD) = S(QD)oh(Q, J§+1)
Ql Ql

h est I'hnomothétiedecentre Q, de rapport oF ol J3+1. Doncg =ho S(QD).

Oubien:g=fo S(QJ) :hoRoS(QJ) :hoS(QD)oS(QJ)oS(QJ) = hoS(QD).

e) K est un point de I'axe de g donc K'=g(K)=h o S(QD)(K) =h(K).

*h(K)=K eth (F)=1
* Le point K’ est donc le point d’intersection de la droite (QK) avec la droite passant pat | et

paralléle a la droite (FK).

INE
[

@y

B [
K
!
Exercice 2
1 0 0 0
1ya)EC| 1 | ; ED| 1 | d'ou ECAED| 1| or AH|1|donc ECAED = AH.
1 1 1 1
b) L’aire du triangle ECD est égale a : %HE ~ ED H:%Mﬁﬂ:g.

0
c) Le volume du tétraédre AECD est: v = %‘(EC A ﬁ)ﬁ‘ Avec EA| 0 |, On trouve v = %
-1
2) a)« Ce(AC)n(DCG) d'ou h(C)eh(AC)nh(DCG).
h(AC) =(AC) car le centre de h appartient & (AC) et h(DCG) est le plan passant



par M et paralléle au plan (DCG).
Comme (AC)nh(DCG)={N} alors h(C)=N.
. C<(AG)(DCG) d'ot h(G)eh(AG)h(DCG).
h(AG)=(AG) et (AG)nh(DCG)= {P} alors h(G)=P.
b) h(E) est le point d’intersection du plan h(ECD) avec la droite (AE)= h(AE). Donc h(E) = K.
(h(ECD) est le plan parallele a (ECD) et passant par M).
Ainsi I'image par h du tétraédre AECD est le tétraédre AKMN.

37 1
Par la suite V(AKMN):(Z) X 5

3) a) Méthode 1 : une équation du plan (DCG) est y—1=0 d’ou d(l,(DCG)) :% ,
par conséquent : le plan (DCG) coupe la sphére (S) suivant un cercle (C) de rayon

3 1 2
r=JR2-d(1,(DCG)) = Rt

Le centre de (C) est le point H du plan (DCG) vérifiant IH=0aAD, aeR.

2
Méthode 2 : Remarquons que les points D, C et G (qui ne sont pas alignés) appartiennent a

(Le vecteur AD est normal au plan (DCG) ). On trouveH(%, 1, 1)

(S), alors le plan (DCG) coupe la sphére (S) suivant le cercle (C) circonscrit au triangle DCG

(qui est rectangle en C). Le centre du cercle (C) est donc le milieu du segment [DG]

DG 2

c’est-a-dire le point de coordonnées (%1 %) et le rayon de (C) est > = >

b) h(S)=(S"), h(DCG) = (MNP) et (S)N(DCG)=(C).
Donc le plan (MNP) coupe la sphére (S’) suivant le cercle (C’) = h(C).

(C’) est un cercle de centre le point H = h(H) et de rayon R’ = %R =¥.
On trouve H' EEE )
848

Exercice 3
1) a) 53 est premier et x est un nombre premier avec 53 donc d’aprés Fermat :

x2? = 1(mod53). Le reste modulo 53 de x°? est égal a 1.

k
b) Soit k un entier naturel, on écrit x22K+1 (x52) - X

Comme x°?2 =1(mod53) alors xO2k+1 (mod 53).
)29 _ 5929

2) (29 et 9x29 =261=1+52x5. Comme 2 est premier avec 53,

alors d’aprés 1)b) (29)29 =2(mod53) d'ou 29 est solution de I'équation (Eq).
3) a) Soit d=xA53.
d divise x donc d divise x?° et d divise 53 donc d divise 2. Car x2° = 2 (mod 53).
(x%9= 2 (mod 53) alors il existe p € Z tel que x29 =2+ 53p c'est a dire x?° —53p =2)

Doncd =1oud=2. Comme 2 ne divise pas 53 alorsd = 1.
3



b) x une solution de I'équation (E1). D’aprés 3)a) x est premier avec 53.

261=5x 52 + 1 donc x?®"= x (mod 53) d'aprés 1) b).

9
c)x est une solution de(E4) alors x29 =2 (mod 53) d'ou (x29) 529(mod 53). (1)

9
Or 29 x 9 = 261 donc (x29) = x?%"(mod53). D'aprés : 3)b) x?8' = x(mod 53). (ll)

(et (Il) donnent x = 2° (mod 53).
4)a)2% =512 = 9x 53 + 35 d'ou 2° =35(mod53)

b) « Si x est une solution de (E,) alors x = 29 (mod 53), d'aprés 3)c)

)29

. Si x=2° (mod 53) alors x29 5(29 (mod 53)

et comme (29 )29 =2 (mod 53) (car 29 solution de (Eq) )alors x22 =2 (mod 53).
D'ou x solution de (E4).
Conclusion: x solution de (E4) < x =2° (mod 53).
Or 2° = 35(mod53) d'aprés 4)a), d'ou les solutions de I'équation (E4)
sont les entiers 53k + 35 avec k € Z.
5) a) 71x3-53x4=213-212=1donc (3, 4) solution de (E,).
b) «Soit (u,v) une solution de(E,)

Des égalités:71u—-53 v = 1et 71 x 3 -53 x4 =1 on déduit que 71 (u-3)=53 (v-4)
Comme 71 A53 =1 alors il existe k € Z tel que v-4 =71k (lemme de Gauss)
Ainsi S, < { (u, 4+71k), (uk)ez? |
- Soit (u, k) e Z?,

(u, 4+71k) est une solution de(E,) < 71u-53 (4+71k) = 1

< 71u-53 (4+71k) = 71x3-53 x4

& 71u-53-71k = 71x3
& u-53-k = 3
< u=3+53k

Par la suite { (u, 4+71k), (uk)eZ® } =S, siet seulement siu=3+53k.

Conclusion: S,,, ={ (3+53 k, 4+71k), keZ |
Remarque :On pourra appliquer le lemme de gauss deux fois : On exprime u et v en fonction
de k et k’ puis on vérifie que k=K.
6) Soit x € Z,
x =34 (mod 71) x =34 (mod 71) x=34 + TMu, ueZ
{ x?® =2 (mod 53) {xE35 (mod 53) {x:35 + 53V, VeZ
Alors 71u -53 v =1. Donc (u,v) est solution de I'équation (E).
u=3+53 k

Vv=4+71k
Ainsi x = 34 + 71(3+53 k):247+3763 k, keZ.

Par la suite il existe k € Z tel que {



réciproquement :
Six =247 +3763 k, ke Z alors
ex = 71x3 +34 +71x(53 k) =34 (mod 71)

«x = 35 + 53 x4 +53x(71k)= 35 (mod 53). On sait que 2%° = 35 (mod 53).
Conclusion : I'ensemble des solutions du systéme est S; ={ 247+3763 k, ke Z |.

Exercice 4
1)e lim f(x) +00.
I

X—>+00

. f(x . VeX -1 . e* 1
e lim Q: im = lim — ~ 5 =+,
X—>+o X X—>+00 X X—>+oo | X X

(Cf) admet au voisinage de +«, une branche parabolique de direction (O, T) .

f(x) A -1 1 [eX -1 e -1 1
2)a) lim —== Iim = lim —. =400 car lim =1et lim —= =+w.
x—>0+‘/; X X x—>0+\/;

x>0t X x—0*" X x—0*"

f(x)

: _ f(x)-f(0) - o
e lim —== lim —————— =+ donc f n'est pas dérivable a droite en 0 .

x—>0" X x50t X-0
La courbe (Cf) admet au point d'abscisse 0 une demi-tangente vertivale.

eX

b) Pour tout x & |0,+oc[, f'(X)=—— .
2\eX -1 '
u

En effet:la fonction dérivée de u:x — eX —1est la fonction u': x —~ e* et(\m)' = Z\f
u

(u est dérivable sur 0,+oo[ et u(x) >0, Vx & |0,+o[)

c) | x 0 +00
f(x) +
f 00
0

d)f (In(2)) = 1 et la fonction f est strictement croissante sur [O,+oo[:
xe[0/n2] e f(x)<1 o VeX-1<1 eveX —1xye* —1<1x\e* —1

s eX-1<ye* -1

( On sait que ve* =1 > 0 pour tout x >0).

3) On vérifie que pour tout x |0, +oo[, f"(x) = ———7%.
4( eX—1)

X 0 In(2) +00
f’(x)

- ) +

f “(x) s’annule en In(2) en changeant de signe donc le point B(In(2),1) est un point

d’inflexion de (Cf).



4)a) D'aprés 2)d): xe[0,In2] = e* ~1<f(x).  P)
Par la suite:

« si x[0,In2] alors alors (C¢) au-dessus de I'.

«si x €[In(2),+oo[ alors (Cy) au-dessous de I

(Remarque:(C¢)N T ={B})

5) a) La fonction g est dérivable sur [Og [

Pourtout x € {Og [,g'(x) =1 +tan?(x)>0

donc g est strictement croissante sur {O,E {
Ainsi g réalise une bijection de {Og [ sur gqo,g D

De la continuité g sur[O,g[ et des égalités g(0)=0et lim g(x)=+x.

(3]
On déduit que g[ Og D:[O,Jroo [
b) g_1(0):0 et g_1(1):%. Car g(0)=0 et g(%) =1.

c) Pout tout x e[ E[ (x)=0 alors g 1 est dérivable sur g[[o,g D = [O,+oo [

g’
Soit x € [0,+[ et y e{ [ = y)<:> (9(y)=x) < (tany = x ) ,ainsi :

pour tOUtXE[O +oo[ (g 1) (x): 1 _ 1 1 1

g(g ' (x) 90 A4(tany)® 1+x%
-1 -1 -1
g () 9 (X)=9(0) ()
Y xl—l>ng+ X _xl—l>n2)+ x-0 _(g )(0)_1.

6) a) f est continue sur [0,+oo[ donc F est la primitive de f sur[0,+oo[qui s'annule en 0. (F(0)=0)
ainsi pour tout x €[0,+0o[ F'(x) = f(x).

+6(x)=2(1(x) - (g7f)(x) |

G est dérivable sur ]0,+s[ et pour tout x € |0,+o[,

G'(x) = 2[f'(x)—f'(X)'(9_1)'(f(X))}=2f'(X)[1—(9_1)'(f(x))}




Donc F'(x) = G'(x) pour tout x € |0,+o0].

b) Pour tout x € |0, +o[, F'(x) = G'(x),
donc il existe k e R tel que ,pour tout x e ]0,+o0[, F(x)=G(x)+k .

Les fonctions F et G sont continues en 0 et F(0) =G(0) alors k =0.
(En effet lim F(x)= lim G(x)+k c'est a dire F(0)=G(0)+k)
x—07*

x—0*
Conclusion: pour tout x & [0,+oc[, F(x)=G(x).
c) Pourtout x€[0,In(2)], *-1<f(x).
In(2) In(2) _ .
A= IO (f(t)—(et —1))dt = G(In(2))—[et —t}o - 2(1—g 1(1))—(2—|n(2)—1).D'ou A :1+In2—g.

7)a)La fonction G,, est dérivable sur |In(n),+| et pour tout x e JIn(n),+o[,

2
Jn Jn ()
Jn
X X
~2(f)' (9|1 - ——|-2—=2 [e ;”}: e —n=f,(x)
14 € —N 2ye*-n{ €
n
X
La fonction u: x — : )fn(t)dt est dérivable sur[In(n),+oo[ et u'(x) =, (x).
In(n

( Voir I'explication en 6)a))
Donc pour tout x € |In(n),+o[, G'y(x)= u'(x) .
Alors il existe k € R, tel que pour tout x € [In(n),+[,Gp, (x) = u(x)+k .

comme lim Gp(x)= lim [ u(x)+k], de plus G, et u sont continues en In(n),
x—Inn x—Inn

alors G, (Inn)= u(Inn)+k et puisque G, (In(n)) =u(In(n)) =0 ontrouve k =0.

X
Conclusion: Pour tout n>2 et pour tout x € [In(n),+[, Gy (x) :I : )fn (t) dt.
In(n

b) Soitn>2; n>1 alors —n <-1d'ou e* —n < e*-1.

Commen>2et x>In(n), e —n >0et e-1>0.

D'ou pour tout n>2 et pour tout x> In(n), \/ex -n < \/ex—1.

Or d'aprés 4)a), f(x)<e*-1 pour tout x e[In(n),+o[ , car (In(n) >In(2)).

Donc f, (x)<eX-1, pour tout n>2 et pour tout x &[In(n),+oo.



In(n+1) In(n+1)

©)An = ([ =1)-t)) ox = [e=x]  ~[ea(x)ln]

In(n) In(n)
(n+1=In(n+1)—n+In(n) ) -G, (In(n+1))

O R R

d)« lim In(Lj=0 car lim ———1et lim In(x)=0
n+1

N—>+o0 n—+ow N+ 1 x—>1
a5
= —1
« lim \/59_1(ij= lim —\/E:1 car lim —_0 et Iimg—(x):1
n— -+ \/E n—-+oo i n—-+co \/_ x—=>0 X
Jn

D'od Ilim A,=2-1=1.

N+ +00

d'aprés 5)d).
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Exercice 1 (3 points)
Pour chacune des questions suivantes une seule des trois réponses proposées est exacte.

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondante a la réponse
choisie. Aucune Justification n’est demandee.

On représente une expérience aléatoire par I'arbre de probabilité ci-contre : AnB
1) La probabilité de I'évenement B sachant A estégale a: 0,

a)0,7 b) 0,24 c) 0,11 A

A i AnB

2) La probabilité de I'événement ANB est égale a : &

a) 0,11 b) 0,18 c) 0,92 AnB
3) La probabilité de I'événement A sachant B est égale a: A <

3 5 4 0.3 Bk
a) — b) = C) — ; A~B
) 7 ) T ) T

Exercice 2 (6 points)
Le plan est orienté.

——-o/\—-.
Dans la figure 1 de 'annexe 1 jointe, ABC est un triangle direct tel que (BC ; BA] = —E[ZTT]

———vA—‘
et [CA , CB]s g[Zn]. Les points I, J et K sont les pieds des hauteurs du triangle ABC issues

respectivement des sommets A, B et C. Le point E est le milieu du segment [AC].
1) Montrer que le triangle AIE est équilatéral direct.

2) Soit S la similitude directe de centre A, de rapport J2 et d'angle —%.

Onnote A est la médiatrice du segment [IE] et on pose f=S 0 S,.
a) Montrer que S(l)=B. En déduire que f(E)=B.

b) Montrer que f est une similitude indirecte de centre A et de rapport J2.
c) Caractériser fof . En déduire que f(B)=C.

d) Montrer que 'image par f de la droite (BJ) est la droite (CK). En déduire que f(J)=K.

1/6



3) Soit g la similitude indirecte telle que g(C) =A et g(K)=1I.

a) En remarquant que le triangle BCK est rectangle, isocele et direct, montrer que le point B
est le centre de g.

b) On pose D =g(A). Montrer que le point D appartient a la droite (BI).
e
c) Justifier que (AB ; AD) = 16T-[2n]. Construire alors le point D.

4) On pose ¢ =go f.
a) Montrer que @ est une similitude directe. Déterminer ¢(A) et ¢(B).
; ; 7
b) Montrer qu’une mesure de I'angle de @ est = -

5) Soit Q le centre de @.
Ny
a) Vérifier que D=¢ 0 ¢ 0 ¢(E). En déduire que (QE ; QD) = —%[211].

b) On pose F =@ 0 @ 0 ¢(J). Montrer les droites (FD) et (JE) sont perpendiculaires.

c) Vérifierque F=¢ o cp(l). En remarquant que 1B =1E, montrer ique FD=FA.

d) Construire le point F. En déduire une construction du point Q.

Exercice 3 (4 points)
Soit dans C I'équation (E): = —[—2— +i {é}z+ 1=0.

1) a) Justifier que I'équation (E) posséde deux solutions distinctes. (On ne demande pas de déterminer
ces solutions) .

b) Déterminer z, + z,. En déduire que les solutions de I'équation (E) ne sont pas conjuguées.

On désigne par z, la solution telle que |z4| >1 et z, l'autre solution.
On considére, dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct (O,",C ) les points A, B,letJ

d’affixes respectives z4, z, 1 et -1.

-

2) a) Soit C le milieu du segment [AB]. Montrer que I'affixe du point C est z, = ——\g— '

b) En utilisant (z, - z1)2 =(zp + z1)2 — 4z,2,, montrer que (2, ~z1)2 - 4(2% -1).
A e
c) Montrer que | AB, Cl | +| AB, CJ | =0 [2m].

N
En déduire que la droite (AB) porte la bissectrice intérieure de I'angle ICJ.
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3) Soit (C) le cercle circonscrit au triangle 1AJ. On note K le centre de (C) et zi I'affixe du point K

a) Prouver que K est un point de I'axe (O,G). On pose 2k =iy, ouy est un réel non nul.
b) Soit M un point du plan d’affixe z. Justifier que (Me(C)) équivaut a ( |z—iy|2 =|1-iy|2 )
En déduire que (Me(C) ) équivaut a ( zz+iy(z-2)=1 )

c) En remarquant que z1=-1_, montrer que le point B appartient au cercle (C).
22

4) a) Construire le point C dans le repére (O,G,G )
b) Construire la droite (AB) et la médiatrice du segment [AB].

c) Déduire une construction des points A et B, images des solutions de I'équation (E).

Exercice 4 (7 points)

2
Soit f la fonction définie sur ]0,+ [ par f(x)= ln[f——J.
-+

On désigne par (Cf) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (OT])

A) 1) a) Calculer lim f(x). Interpréter graphiqguement.

x—0
: - f(x) :
b) Calculer lim f(x) et montrer que lim ——=0. Interpréter graphiquement.
X—>400 X—>+o X
X+2
2 tout xe |0,+, f'(x)= ;
) a) Montrer que pour tout x € ]0,+oof, f'(x) )

b) Dresser le tableau de variation de f.
¢) Montrer que f réalise une bijection de ]0,+oo[ sur un intervalle J que 'on précisera.

3) a) Résoudre dans R 'équation x?=x+1.
b) On note a la solution positive. Vérifier que la deuxieme solution est égale a —1.
a
c) Montrer que la courbe (C¢) coupe I'axe des abscisses au point A d’abscisse a.

d) Montrer qu'une équation de la tangente T a (Cf) aupoint A est y= (1 + —L—)(x -a).
G

e) Vérifier que la tangente T passe par le point B(O , =1 —%)
a
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4) Dans la figure 2 de 'annexe 2 jointe, on a tracé dans le repére (OT]) la droite D d’équation

y=x+2 etlacourbe I' de la fonction x:— x? +1.

a) Construire les points A et B.

b) Construire la tangente T et tracer la courbe (Cs).

B) Soit nun entier naturel non nul.

X
On pose pour tout x> 1, Gn(x):j f(t") dt .
1

1) a) Montrer que pour tout X1, In(%) (x=1) < Gp(x) < f(x")(x—1).

X

1 n
b) M tout reel Gh(X)=X n-|Il——-|l -1)- dt.
) ontrerque pour tout reel x > 1, n( ) f(x ) [2) (X ) 1 1+tn
= i ! dt
2) On pose J nj -
) n 1 1 tn

a) Montrer que Iim Ya=1.

n—+w

b) En utilisant B)1)a), montrer que lim G, (%)= 0.

N—-+00

Ve —
c) Montrer que  lim Vo 1=In(cx).
N—>-o0

Si=

d) Déterminer alors Iim J, .
N— -+
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Corrigé de I’épreuve de mathématiques du baccalauréat

Session de controle 2017 Section : Mathématiques
Exercice 1
Il suffit de compléter I'arbre de probabilité : L AnB
0,
1) a)0.7 A
2) b) 0.18=0.2x0.9 2T o AnB
~ go R
p(ANB) 0.8x0.3 24 4 e
3) ¢) = === 02 A<
P(B) 0.8x0.3+0.2x0.9 42 7 ~
0, 1™ A~B
Exercice 2

Le triangle AIC est rectangle en | et (NTE) = 2[211] car (@Ta) = g[Zn], puisque | [CB).

De plus [IE] est une médiane dans ce triangle donc IE = AE donc AIE est équilatéral.

AIE est direct car (Klfﬁ)z%[m‘r] :

2) a) ABI est un triangle rectangle en I, isocele et direct donc

AB={2 Al et (Kifﬁ)s—%[zn] par la suite S(I)=B.

«S,(E)=1 alors f(E)=S0S,(E)=S(I)=B.
b) f est la composée d’une similitude directe S de centre A et de rapport J2et d’une similitude
indirecte S, de rapport 1 et commeA e A alors f(A)=S0S,(A)=A (f(A)=A) par la suite f est

une similitude indirecte de centre A et de rapport V2 x1=4/2.

c) fof estune homothétie de centre A et de rapport : \/52 =2.
* AC =2AE donc fof (E)=C.
*fof(E)=C d'ou f(f(E))=C or f(E)=B alors f(B) =C.
d) * (BJ) L (AE) et f(B)=C donc:
f (BJ) est la droite passant par C et perpendiculaire a la droite f(AE) = (AB). D’ou f(BJ) = (CK).
*Je(BJ)n(AC) donc f(J)ef(BJ)nf(AC)=(CK)n(AB)={K}. Ainsi f(J) =K. ( f(AC)=f(AE) ).
3)a)Ona g(C)=A et g(K)=I.Onnote B'=g(B).
le triangle KBC est rectangle en K, isocele et direct donc son image IB’A par g est un triangle

rectangle en |, isocele et indirect. Or le triangle IBA est rectangle en |, isocéle et indirect.
D’ou B= B’ et par la suite B est le centre de g.

b) g(B) =B et g(K)=1 et A appartient a la droite (BK) donc D =g(A) est un point de la droite (BI).
c) g(C)=A, g(B)=B et g(A)=D ; g est une similitude indirecte d’ou

(AB, AD)=—(CB,CA)[2n]=(CA,CB)[2r] = Z[2n].

oA

On construit un point T tel que (AB , AT) = %[27:].

Le point D est I'intersection de la droite (BI) avec la demi-droite [AT).
4) a) ¢ est la composée de deux similitudes indirectes donc c’est une similitude directe.

«¢(A)=gof(A)=g(A)=D eto(B)=gof(B)=g(C)=A.



b) ¢(A)=D et ¢(B)=A. Soit 6 une mesure de I'angle de ¢.
6= (ﬁfﬁj{zn] En+(ﬁfmj[zn]z 7% [2r].
5)« ¢(E)=gof(E)=9g(B)=B, ¢(B)=A et ¢(A)=D.Donc ¢ o ¢ o ¢(E)=D.
@ 0 @ 0 ¢ est la complosée de 3 similitudes directes de méme centre QQ et de méme

angle s donc c'est une similitude directe de centre Q et d'angle 3x7—n = —E[Zn].
6 6 2

«90¢o0¢(E)=D donc (ﬁﬁfﬁﬁ)s —%[271].

b) 90 ¢ 0¢(E)=D et 90 ¢o0q¢(J)=F donc (Eﬁf[‘)?} z—g[zn], donc (EJ) L (DF).

c)eF=9o09o0¢(J) et p(J)=gof(J)=g(K)=I dot F=¢ 0 ¢(l)

poo(l)=F

@0 @(E)=A et comme IB = IE alors FD = FA.
@O00Q B) =D

d) «Pour la construction du point D :

On utilise le fait que FD =FA c'est a dire F e med[AD] etque (FD) L (JE).

. (ﬁkﬁj = —g[Zn] donc Q est un point du demi-cercle I', de diamétre [ED]. Voir figure

(@Aﬁj = —%[21:] donc Q est un point du demi-cercle T', de diamétre [JF]. Voir figure

cQel, AT,




Exercice 3
1) a) Il suffit de vérifier que le discriminant de I'équation (E) est non nul.

J3

b) z, + z, :g+i > ¢ R donc z, et z, ne sont pas conjugués.

2)3)20=ﬁ=1(3 ﬁ}ﬁ(ﬁ .1}@2

2 2( 2 2 2 2 2 2
b) (22—21)2:(22+z1) ~4z,2, = ZZC —~ (z 1 . Car z,+z, =22z, etz,z, =1.
c)(ﬁfaj+(ﬁfa] zarg( 1-2c }rarg( j arg[1 c _1_ZCJ[21T]
z, -2, -z, Z,-2

2% -
=arg| —%— |[2m]= arg( j 21|
(z, z1
d'ou la droite (AB) porte la bissectrice intérieure de l'angle ICJ.
3) a) Kest le centre d’'un cercle passant par | et J donc K appartient a la médiatrice du segment [IJ].

La médiatrice du segment [lJ] est 'axe des ordonnées.

b)+ (Me(C)) & KM=KI & [z-iy|=|1-iy|=( |z-iy[=[1-iy [ )
& (z—iy)(2+iy) = (1-iy)(1+iy)
o zE+iy(z—E)+y2 =1+y?
& zE+iy(z—E):1.

c) Ae(C) & zz+iy(z-2z)=1o Zi Z;+iy (zi - Z;Jﬂ
2 2 2 2

= 22.172 (1+iy (22-22) J=1e 2,2,+iy(z,-2;)=1= Be(C).

T : |

4)a) z¢ =€ 6 Voir figure. T -
b) La droite (AB) porte la bissectrice /

N -
intérieure de I'angle 1CJ. >~
La médiatrice du segment [AB] est | S
la perpendiculaire en C a la droite i
(AB). "

c) Les points A et B sont les points

d’intersection du cercle (C) avec la

droite (AB). (OA>OB car |z, >1.) e |




Exercice 4
2
: X : :
A) 1)a) lim ——=0 et lim In(x)=—odonc lim f(x)=—.
x—0T X+ x—0" x0T
La droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale a (Cf)

2
: X : :
b)e lim f(x)=+wcar lim ——= lim x=+wet lim In(x)=-x.
X—>+00 x>+ X+1 x>+ X—>+0

cim )y o0 IC) s 0, f(x) =In(x?) ~In(x+1) = 2Inx—In(x+ 1))

X—>+oo X X—>+00 X X
e tim M) g
X—>+0o X
v tim MO 0 et O G e im (x4 ot lim M) g

X—>+00 X x>+ X+1 X x>+ X+1 X—>+00 X—40 X
oo f
d'ou Ilim —==0.
X—>4+00 X

La courbe (Cf) admet au voisinage de +w une branche parabolique de direction celle de (O,T).

2) a) Pour tout x >0,

2 X 0 +
f(x):ln[x—]=2lnx—ln(x+1). s
X+1 £(x) +
Dou f(x)=2- 1 = X*+2 f T

X X+1 _x(x+1)'

b) Tableau de variation

c) La fonction f est strictement croissante sur]0,+ oo[donc f est une bijection de ]0,+oo[sur f(]0,+ oo[)
De la continuité de f sur ]0,+ o[ et des égalités limf = — et limf =+ on déduit que f(]0,+ oo[) =R.
ot +00
145 o 1-\5
2 2

1+/5 1 2 1-5
2

et

3) a) On trouve x'=

dou ——=- = =X".
a 1+5 2

Soit M(x,y) un point du plan.

b) a=

x>0
. x>0 2 x>0,
Me(C)n(Of) & {Y=T) o {——=1 o x=x1.
Donc la courbe (Cf) coupe |'axe des abscisses en un seul point A d'abscisse a :+T\/§-



d) T:y=f'(a)(x—a)+f(a).

2
f(a)=0 et f'(a)= q((]q++21 = aa;1 puisque o =a+1, d'ou f'(a)=%+ai3_
. ) 1 1
Par la suite T yz(a+a_3 (x—a).

e) B[O,—1—q—12j et (1+i3j(0—a):—1—12 alors Be(T).

a

a a

4) a) et b)

FoE | e e

B) 1) a) Soit x>1 et te[1x],
*1 <t <x et n>1 alors1 < t" s x" or f est strictement croissante sur [1,+oo[

done f(1) < f(t") < f(x") dlou ( jdt If(t”)dt Jf(x ) dt.

Donc pour tout x>1, In(ij( f( )(x—1).



b) G, (x)= Ixf(t”) dt. On intégre par parties:
1
t"+2 n t"+2
_ n u'(t) = nt™ — % =
Posons ;1f(t ) : ®) t" (t“ +1) t (t” +1)
Donc G (x):[tf(t”ﬂx—n.‘. +2dt:xf(x”)—f(1)—njx (1+ 1 jdt
n 1 1 t"+1 1 t" +1
n 1 *'n
xf(x )—In(Ej—n(x—ﬂ—L tn+1dt.

Autrement : vérifier I'égalité de deux fonctions (ont la méme dérivée et coincident en 1).

2)a)a>1donc Yo >1
D'aprés B)1)a) : In(%) (%—1) < G, (%) < f((%)”](%J).
Or _lim Vo =1 ;(%:a: :e;'”“) et f[(%)”):f(a):O

D'aprés le théoréme de comparaison des limites lim G, (%): 0.
N—>+00

1In(ot)
Na — n - X _
LI In(a). Or lim 1In(O():O ot m& —1_1.

c) lim
no+o 1 n—+o 1 n—+o n x—0 x
— — In(G)
n n
n
, . Na-1
Par la suite  lim =In(a)
n—+o 1
n

d) Jn=- G,(Va)+Va f((%)”}—m(%j—n(%—ﬂ.
* lim Gy (Ya)=o0.

N—+w

“lim Q/Ef(({‘/a)ng lim Yo f(a)=1x0=0

N—>+00 N—>+o0
n f—

* lim n(Ya-1)=_lim Va ! in(a).
N—>-+oo n—>-+o00 1
n

T 1 2

D'ou lim an—ln(—)—ln(a)zln(—j.

N—> 00 2 a
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Exercice 1 (5 points)

Le plan est oriente.

Dans la figure 1 de 'annexe jointe, ABC est un triangle direct, rectangle en A et tel que AB < AC.

La médiatrice du segment [BC] coupe les droites(AB), (AC) et (BC) respectivementen E, F et G.

1) Soit f la similitude directe de centre A et telle que f(B) =F.
a) Determiner I'angle de f.

b) Montrer que l'image de la droite (BC) par f esi la droite (GF).
c) Déterminer f(C).
2) Le cercle % de diametre [BC] et le cercle % de diamétre [EF| se coupenten A et H.

a) Montrerque f(4) = %.

b) Soit | = f(H). Construire le point |.
c) Montrer que le quadrilatere HEIF est un rectangle.

d) La droite (Fl) coupe la droite (AE) en un point J. Montrer que f (F)= 4
3) Soit g la similitude indirecte de centre A et telle que g(B] =% 3

a) Montrer que g= S[ ac) © f.

b) Soit E =f(E). Montrer que E est un point de la droite (AC).

c)Soit F =g(F) et H=g(H). Construire l'image par g du rectangle FHEI

1/5



Exercice 2 (3 points)

On considere dans 'ensemble C I'équation (E) : z* - (1+2)m z — (1-i)m* = 0, ol m est un nombre
complexe non nul, d'argument 6 € ]0,x].
1) a) Résoudre dans C I'équation (E).

On note z, et z, les solutions de l'équation (E).

b) Montrer que ( z,z, est un réel strictement positif ) si et seulement si [ 0= A )

Dans la suite de I'exercice on prend 6 = %3

2) Veérifier que z,z, = \mf V2.

BT
3) Soit t un réel strictement positif et m = % e' 8 . On se propose de construire les points M, et M.,

images des solutions z, et z, de 'équation (E) correspondant au nombre complexe m.

Dans la figure 2 de I'annexe jointe ,(D. G,G) est un repere orthonormé direct ;

J2

B et C sont les points d’affixes respectives 5 et t;
E est le point d'intersection du demi-cercle 7~ de diamétre [BC] avec l'axe (O,G).

a) Montrer que OE? = OB.OC.
b) En déduire que m| = OE.

4) a) Construire le point A d'affixe m.

b) En déduire une construction des points M, et M,images des solutions z, et z, de I'équation (E).

(On convient que |z, <|z,)).

Exercice 3 (4 points)

1) Soit a un entier tel que a=1 (rnud 2") et a=1 (mod 54). Montrer que a=1 (mad 104).
2) Soit b = (9217)4. Montrer que b=1(mod 5) et b =1 (mnd 24).

3) Pour tout entier naturel n, on pose b, = o

a) Montrer que pour tout entier naturel n, b,,; = (b, +‘I)5 -1.

b) En déduire que pour tout entier naturel n, b, =b} +5b; +10b + 10b? +5b_.
4) a) Montrer que si 5™ divise b, alors 5™ divise b5,

b) Montrer, par récurrence, que pour tout entier naturel n, b, =0 (mnd 5"”).

5) a) Montrer que (921?)5':'” = 1 (mod 625).

b) Montrer que (9217) = 1 (mod 10000).

c) Trouver un entier dont le cube est congru a 9217 modulo 10000.
2/5



Exercice 4 (8 points)

Jx
A) On considére la fonction f définie sur ]0,+wof par f(x) = & —-

T
On note (C¢) sa courbe représentative dans un repére orthonormeé (0,7,}).

1) @) Calculer lim f(x). Interpréter graphiquement.

x—0"

f
b) Calculer lim f(x) et lim —Eﬂ Interpréter graphiquement.

X—»+00 X—>+wo ¥

, (\/; —-1)&‘["*E

2) a) Montrer que pour tout x € |0,+x[, f (x)

I

b) Dresser le tableau de variation de f.

c) Tracer la courbe (Cy).
3) Soit A un réel de [0,1[.On désigne par S, l'aire de la partie du plan limitée par (C¢), l'axe des
abscisses et les droites d'équations x=2 et x=1.

Calculer S, en fonction de A et déterminer lim S,.
A—>0"

B) 1) Soit g, et g, les restrictions de f respectivement a chacun des intervalles ]0,1] et [1+m[

Montrer que g, réalise une bijection de ]0.1] sur un intervalle | que 'on déterminera et que g,
réalise une bijection de [1,+w| sur l'intervalle |,

2) Soit n un entier naturel non nul.

a) Montrer que I'équation f(x) =e + admet dans |0, +eo| exactement deux solutions notées

x
n
a, et B, tellesque 0 < a,< 1 < B,

On definit ainsi, pour tout entier naturel non nul n, deux suites réelles (o, ) et (8,)

-

b) Montrer que les suites (an)et (Bn)sunt convergentes et déterminer leur limite.

.

Jx [f(x)~(e+%)] six >0

3) On considére la fonction h définie sur [0,+w[ par h(x) = -

1 six=0.

.

On note (C,,) sa courbe représentative dans le repére orthonormé (OT])

a) Montrer que h est continue a droite en 0.

b) Déterminer le signe de h(x) pour tout x & [0,+o0].
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4) Soit H la primitive de h sur [0,+o0| quis’annule en 0.

i

x
a) Justifier que les fonctions u : x— I e“th et v:x— 2 +2(J§ ~1) eY* sont continues sur [0+u::=[
0

et dérivables sur |0, +|.
b) Montrer quepour tout x >0, u(x)=v(x).
c) Donner I'expression de H(x) pour tout x [0, +0[.
5) Soit A, l'aire de la partie du plan limitée par (C, ), 'axe des abscisses et les droites d'équations

x=0etx= B,. Montrer que lim A= 2—%&.

i—s+a0
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Exercice 1

1))

2)

3)

2) 0= (Hs’,ﬁ)[zn] =2[2n]

b) On sait quef (B) =F et (GF) 1 (BC) car (GF) est la médiatrice de [BC], on en déduit que
I’image de (BC) est (GF).
¢) Puisque f(A) =A et (AB) L (AC) donc I’image de (AC) est (AB).

C&(BC)N(AC) donc f(C)ef((BC))nf((AC)) donc f(C)e(GF)n(AB)={E}.
Il en résulte que f (C) =E.
a) Le cercle ¢, est de diamétre [BC] donc son image par f est le cercle de diamétre [f (B)f (C)],
or f(B) =Fet f(C) =E, il en résulte que I’image de ; par f est le cercle de diamétre [EF].
Ainsi f(¢;)=&,.

b) (Voir figure)
c) Les points I et H appartiennent au cercle{, de diametre [EF] privé de E et F donc

EIF = EHF = g , de plus les points A et F sont deux points de I’arc orient¢ IH\ {I, H} situé¢ sur(,

donc (ﬁ,ﬁ) = (ﬁ,ﬁ)[%r] = g[zn]. Ainsi le quadrilatére HEIF admet trois angles droits donc
c’est un rectangle.
d) Fe(AF)n(HF) donc f(F) e f((AF))nf((HF)) donc (AE)(IF)={1}.
Il en résulte que f(F)=1.
a) S( AC) ° f est la composée d’une symétrie orthogonale (similitude indirecte) et d’une similitude
directe donc c¢’est une similitude indirecte
Siac) °f(A) = A=g(A)
de plus | S ,¢) © f(B)=F=g(B) , onen déduit queg = S(ac) °f-
A#B
b) Le point E € (AB)donc
E'=g(E) e 2((AB)) = (AF) = (AC).
¢) Voir figure.




Exercice 2

P

1) a) A=(1+2i)’ m? +4(1-i)m? = m>. Soit 5=m.

1+2i)m— 1+2i)m—
, cr2)mom o (E2)mem .
2 et 2

=0|2 =02
b) (z,z, est un réel strictement positif) @{arg(zlz2) [27] {arg(zl)”Larg(Zz) [2n]

6e]0,n 0 € ]0,x|
20+ %+ %_o2n] |20=-"[21] |0=-Tiknkez 5m
= 2 4 & 4 = 8 @(ez—j
0 € ]0,n| 0 € 0,n| 0 € ]0,x[ 8

Sno.m T
2) z,z, = mzi(l +i) = |m|2 e1 4 e12 ﬁel4 = |rn|2 ﬁeizn = |m|2 \/z
3) a)Lepoint E € @ {B,C} donc le triangle BEC est rectangle en E et les triangles OCE et OEB sont

rectangles en O.

oc¢ = tan(OEC) = cotan| = — OEC | = cotan (BEO) = OF , 11 en résulte que
OE 2 OB

oc _OE < OE? = OC.OB.

OE OB
2 Jt

Sn
t 1
b) D’une partm = 4£e 8 donc|m| = ﬁ, d’autre part OE* = OC.OB = t72 donc OFE = —.

5 R

I1 en résulte que |m| =OE.

N

4) a) Voir figure.

T

a) Onaz, = m(l + i) = «/Eelzm, il en résulte que M, est I’image de A par la similitude directe de

centre O, de rapport V2 et d’angle g

.7
. i , . . , T
z, =im =e 2m, il en résulte que M, est I’image de A par la rotation de centre O et d’angle 5




Exercice 3

a =1(mod2*

1) Ona donc a—IEO(mod54),0n en déduit que a—IEO(mod24><54) ou encore
azl(mod54) 4 4

27 A5 =1

azl(mod104).
2) 9217 =2(mod5) donc b=(9217)* =2*(mod5) =1(mod5).
9217 =1(mod2") donc b=(9217)" =1(mod2*).

n+l1 n 5 n 5
3) a) Pour tout entier natureln, b, =b°> —1= (b5 ) -1= (b5 -1+ 1) —-1=(b, +1)5 -1
b) En utilisant la formule du binéme,
by = (b, +1) —=1=b3 +5b% +10b3 +10b2 +5b, +1-1=b] +5b* +10b3 +10b2 + 5b,.

n+l —

4) a) Si 5" diviseb, alors il existe un entier k tel que b, = 5"k, il en résulte que
b = (5“”1{)5 =575 = 502 (541”3 Kk’ ) ce qui prouve que 5" divise b’ .
b) Vérification pourn=0. by =b-1= O(mod 5) Vrai (D’apreés 2)
Soit n un entier naturel. Supposons que b, = O(mod s ) et montrons queb, ,, = O(mod 5n2 ) :
Puisqueb, = O(mod 5ni ) ¢’est-a-dire 5" diviseb, donc5"* divise b}, 5b;, 10b], 10b2 et 5b_, il

en résulte que 5" diviseb’ +5b; +10b] +10b> +5b_ =b_,,. D’ou le résultat.

500

5) a) D’aprés 4)b) etpourn=3, by =b'> —=1=9217"° _1= o(mods“)donc (9217)** =1(mod 625).

500

b) Daprés 2) b =(9217)* =1(mod2*)donc b =(9217)"" =1(mod16).

500 500

Ainsi (9217)" =1(mod16)et (9217)* =1(mod 625)dapres 1) (9217)** =1(mod10000).

501

¢) on sait que (9217)" =1(mod10000) donc (9217)"" =9217(mod10000), il en résulte que

3
((9217)167 ) =9217(mod10000) ou encore le cube du nombre (9217)167 est congru 4 9217
modulo 10000.



Exercice 4

A.

1))

2)

3)

1)

2)

a) lim f(x)=+o0. La droite x =0 est une asymptote & (Cy ).

x—0"
£ Jx Jx
b) lim f(x)=+o0et lim (x) = lim = = lim e—3 =+, (C; ) admet une branche
X—>+00 X—+0 X X240 XA/ X X—>+0 (\/;)

parabolique infinie de direction celle de (O,E) en +oo.

Jx Jx

V=S (fK1)e
a) La fonction f est dérivable sur ]0,+o0[ et f'(x) = Jx 2Vx = ( ) .

X ZX\/;

(&

b) Le signe de f’(x)estceluide«/;—lz x-1
Jx +1 :
X 0 | +00 5

£(x) - 9 +
f(X) +w\e/y+w

¢) Voir figure.

oV
X

Sy =J-Xl%dx =2.[;2\/_dx =2[e‘/;}1 =2(e—ex)ua.

A

lim 8, = lim 2(e—¢*)=2(e-1).

A—0" A—0"

-1 [+] 1 2 3 4 5 8

La fonction g, est continue et strictement décroissante sur |0,1] donc elle réalise une bijection de |0,1]

sur g, (]0,1]) = [e, +od[.

La fonction g, est continue et strictement décroissante sur [1,+00[ donc elle réalise une bijection de
[1,+00[ sur g, ([1, +oo[) =[e,+o[.

a) La fonction g; est une bijection de ]O,l] sur [e, +oo[. e+ 1 € [e, +oo[ donc I’équation g, (X) =e+ 1
n n

. . I .
admet une solution unique a,, € |0,1], or g, (1) =e # e +— il en résulte que a, €]0,1].
n

La fonctiong, est une bijection de[l,+o0[ sur [e,+0[. e+ L [e,+0[ donc I’équation g, (x)=e+ !
n n

. . 1.
admet une solution unique B, €[1,+o0[, or g, (1) =e = e+— il en résulte que B, € |1, +oo.
n

. , . 1 .
Conclusion : L’équation f(x)=e+— admet dans ]0,+o0| exactement deux solutions a,, et B,
n

telle que O0<a, <1<B,,.

b) Onsaitque g (a,)=e+—<a, =g (e+—j.0r n>te N done lim a, =1.
n n | n—>+0
limg" (x)=1
X—>¢



) 1
j lim e+—=¢

De méme on sait que g, (B, )=c¢+ lo o, =g (e +L ol 10 done lim B, =1.
n n | n—>+o0
limg; (x)=1
X—>€
3) a) lim h(x) = lim \/;f(x)—(eJrl)\/; = lim V¥ —(e+lj\/; =1= h(O) donc h est continue a
x—0" x—0" n x—0" n
droite en 0.

b) Pour tout x €[0,+o[,h(x)=0<x=0ou f(x)=e+l<:>x=0oux=anouX=Bn.
n

x [0 o B,

h(x) 0 +o -~ 9 %

est continue sur [O, +oo[ et 0e [O, +oo[ donc la fonction u est la primitive de la

4) a) La fonction x > e*/;

N

fonction x > e¥" qui s’annule en 0, il en résulte que u est continue sur[O, +OO[ et dérivable sur

]O, +oo[ .
5

Les fonctions x > e¥ et X > \/; —1sont continues sur [O, +00[ et dérivables sur ]O, +OO[ , il en résulte

que la fonction v est continue sur[O, +OO[ et dérivable sur ]O, +OO[ .
Ko (Vx-1

(X) _ n ( ) Jx Jx
NESEN Y

e’ =e
Il en résulte que pour tout x € ]O, +oo[, u'(x) = V'(X) par suite pour tout x € ]O, +oo[,

N

et v

b) Pour tout x € ]0,+o0[, u'(x)=c¢

u(x) = V(X) +cou ¢ est un réel, or les fonctions u et v sont continues sur [0, +OO[ donc
u(x) = V(X) + cpour tout X € [O, +oo[ et comme u(()) = V(O) =0donc c=0.

Ainsi u(x) = v(x) pour tout x €[0,+o[ .

- \/;f(x)—\/_(eleJ six>0: e&—«/;(e+%j six >0

¢) Pour tout x €[0,+o[,h(x) n

2

1 six=0 1 six=0

on en déduit que pour tout x & [0,+o0[,h(x)= e _Jx (e+lj par suite pour tout X € [0,+o[,
n
(Mg L) x _ e 21
H(x)—J.Oe dt (e+;jj0 \/Idt—2+2<\/; l)e 3(e+nj[t\/{]
~242(VR-1)e e i
3 n

X
0

5) A, =["h(x)|dx = " h(x)dx +[;"h(x)dx = 2H(a, ) - H(B, ).

lim A, = lim 2H (0, )-H(B,)

n—-+oo n—+00

- tim 2:4({a, ~1)e?™ 3o o, fay 2(JBy -1)e + 2 es L ]p, By 22

n—-+0o0
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Exercice 1 (5 points)
Le plan est orienté.

Dans la figure ci-contre ABCD est un rectangle direct de centre O

AOID et OCID sont deux losanges. Le point J est le milieu du
segment [CD]et le point L est le milieu du segment [BC].

1) Soit R la rotation de centre | et d'angle g i :
a) Déterminer R(O) et R(D).

b) Montrer que R(A) =B. °
2) Soit g = Sy © Sy 0 Sy A

a) Vérifier que g(A) =C et g(D) =B.
b) Donner la nature et les éléments caractéristiques de g.

3) Soit h’homothétie de centre le point C et de rapport % etonposegpg=Roho g‘1.

a) Montrer que ¢ est une similitude indirecte de centre C.
b) Soit K le milieu du segment [IC]. Montrer que ¢(B) =K.
¢) Montrerque ¢ =h o S(AC).

4) Déterminer 'image par ¢du rectangle ABCD.
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Exercice 2 (4 points)

Dans le plan muni d’un repére orthonormé direct, on désigne par(E) l'ellipse d’équation :x* + 9 y?= 9.

Dans la figure 1 de I'annexe 1 jointe, (C,)est le cercle de centre O et de rayon 1, (C,)est le cercle de

centre Oet de rayon3, Nest le point de coordonnées (cosB ! sine). P est le point de coordennées

(30059 . 3sin8), ol O est un réel appartenant a ]0. g[

1) Soit M le point de coordonnées (3cos® , sinb).
a) Verifier que M est un point de l'ellipse (E).

b) Placer le point M.

c) Justifier qu'une équation de la tangente T a (E)en M est x cos + 3 y sin = 3.
2) Latangente Ta (E)en Mcoupe I'axe des abscisses et 'axe des ordonnées respectivement

en Het K.
a) Determiner les coordonnées des points H et K.

9 1

b) Montrer que HK? = 4 .
) g cos’0 sin’0

3) Soit f la fonction définie sur Jo, %{ par f(0) = HK?.

cos’ 0 + 3sin?0
cos®0 sin®0

a) Montrer que pour tout 8 e }O, g[ f(8) =2 (4sin’0 - 1)
b) En déduire que la distance HK est minimale si et seuiement si 6 =g.

¢) On désigne par D le point de l'ellipse (E)correspondant a0 = g

Construire le point D ainsi que la tangente en ce point a l'ellipse (E).

Exercice 3 (4 points)
Soit a un entier naturel non nul et premier avec 5.
1) En utilisant les restes possibles de la division euclidienne de a par 5, montrer que a* =1 (mod 5).
2) Soit p et q deux entiers naturels non nuls tels que p<q etq=p (mod4).
a) Montrer que a% =af (mod 5).
b) Montrer que a% =a” (mod 2).
c) En déduire que a® =a” (mod 10).
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3) Soit dans Z x Z I'équation (E) : 25 x-21y=4.

a) Vérifier que (1,1) est une solution de (E).

b) Résoudre dansZ x Z I'équation (E).

c) En déduire 'ensemble A des solutions de I'équation (E) dans N x N.

d) Soit(o,) un élément de A. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n et premier avec 5,

n* et n”ont le méme chiffre d’unité.

Exercice 4 (7 points)

;

~In?x
—

Soit f la fonction définie sur [e—“@,eﬁ] par f(x) =

On note Cssa courbe représentative dans un repére orthonormeé direct (O, i, j).

1) a) Montrer que lim I—nif# =2,
x—»eVZ| xX—-e 2
~ (Inx++v2 B |
b) En écrivant f(xzr_ = ( ) I ﬁ, montrer que lim [ LB .
X —@Ve Xv2 —Inx X —e¥2 o2y | x—e%2

interpréter graphiquement le résultat.

2

c) Montrer que f n’est pas dérivable a droite en € *°.

2) On donne, ci-dessous, le tableau donnant le signe de f (x) le signe de f'(x) et les variations de

la fonction f. X -

S I I A A

Justifier queles points C et D, de coordonnées respectives (a, f(o)) et (B, f(B)), sont deux

points d'inflexion de C;.
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3) Dans la figure 2 de 'annexe 2 jointe, (O, i ]) est un repere orthonormé direct ;
A et B sont les points de coordonnées respectives (JE 0) et (—Jf 0];

C et D sont les points de coordonnées respectives (a, f(a)) et (B, f(B)):

I" est la courbe représentative de la fonction exponentielle.

2 V2

a) Construire les points de C; d'abscisses e™°, el et e¥2.

b) Tracer la courbe ¢, dans le repére (O, i, j).

4) Soit g la fonction définie sur [—%ﬂ par g(x)= sinx.

i3

a) Montrer que la fonction g réalise une bijection de[— -z—] sur {-.‘{Z—E%}
On note h sa fonction réciproque.

B 3

b) Montrer que la fonction h est dérivable su{-v_,—;] et que h'(x) =

2 1-x2

c) Soit ula fonction définie sur [e“.e] par u(x) = h[ln_x]

NA

' 1
Montrer que pour tout x e‘*,e , U(X) = —————.
iR [ ] ) XvV2—-In?x

—

@
d)En déduire que _[ £

b
e'1x_flen2£ 2l

5) Soit A I'aire de la partie du plan limitée parC;, I'axe des abscisses et les droites d'équations
x=e ! et x=e.

(-3 I 2
a) Montrer que A= 2 +I (—-—'lfm—} dx
e Lx 2-In3x

2
b) Vérifier que pour tout x € [e”.e] J12n T = = JZZI = - f(x).
Xv2-In?x  Xx+/2-In?x

c¢) En déduire la valeur de A.

516
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Exercice 1

1)

2)

3)

a) On sait que OCID est un losange donc DI = DO et OIDA est un losange donc IO =1D, il en
ID =10

résulte que DI = DO = Ol par suite le triangle DOI est équilatéral donc (% .

ID,IO) = g[zn] A

prouve que R(D) =0.
Le triangle DOI est équilatéral et J est un centre de symétrie du losange OCID donc OCI est un
I0=1C
triangle équilatéral donc </ . .
ges (IO, IC) = g[zn]
b) Le triangle DAO est équilatéral direct (Le symétrique de DOI par (DO)) de donc son image par R
est un triangle équilatéral direct (Le symétrique de COI par (CO)) et puisque R(D) =0,R (O) =Cet

ce qui prouve que R(0)=C.

le triangle OBC est équilatéral direct donc I’image du triangle DAO par R est le triangle OBC, on en
déduit que R(A) =B.

a) g(A)=S(0r) °S(or) *S(ap) (A) =S(or) °S(on) (A) =S(or) (B) = C.

g(D) =S(0r) *S(or) *S(ap) (P) =S(or) ° S(on) (P) =S(or) (C) =B.
b) 2=Sio1) °S(o1) °S(ap) = S(o) °tapi =S(or) ° tpe et puisque DC est directeur de (OL), il en
résulte que g est une symétrie glissante de vecteur DC et d’axe (OL).

. . . 1
a) ¢ estla composée de deux similitudes directes (R et h) de rapports respectifs 1 et 5 et d’une

— o - o o 1
similitude indirecte ( g 1) de rapport 1 donc @ est une similitude indirecte de rapport 1x 5 x1= 5

donc elle admet un centre et puisque 9(C) =R oheog™ (C)=Roh(A)=R(0)=C, on en déduit que
Cestlecentredeq.

b) ¢(B)=Rohog ' (B)=Roh(D)=R(J)=K.

c) ho S( AC) ©st la composée d’une similitude directe et d’une symétrie orthogonale (similitude

indirecte) donc c’est une similitude indirecte

hOS(Ac) (C) =C= (P(C)
deplusihoS ¢ (B)=h(I)=K=¢(B), on en déduit que¢ =hoS ).
C=B




4) Soit D’ le milieu de [OB]. ABCD est un rectangle donc son image par ¢ est un rectangle
o(A)= hoS(xe) (A)=0
¢(B)=K et OKCD’ est un rectangle, il en résulte que I’'image du rectangle ABCD
9o(C)=C
par ¢ est le rectangle OKCD’.

Exercice 2

1) a) (30059)2 +9(sin(9)2 = 9(0059)2 +9(sin6)2 =9 donc M est un point de (E).
b) {XM = Xp
YM = YN
¢) T:3(cosB)x+9(sin®)y =9 <> xcos0+3ysin =3.

y=0 y=90

- ) 3
2) a) H(x,y)e Tn(0O,i) < ) = , 1l en résulte que H ,0 .
) 2 ( y) ( ) {xcose+3ysm6:3 X = 3 a (cose j

cosO

x=0 x=0

I<(X’3’)€Tm(()’j)c> ) = 1 il enrésulte que K 0,# )
xco0s0+3ysin0 =3 y= sin®

sin 0

2 2
b)HK?:( & j +£.1 j:: o 1
cos© sin 0 cos’0 sin’ 6
3) a) La fonction f est dérivable sur }O,g{ et

f'(@) _ 18cosBsin® 2cosBsin® _ 18sin* 6—2cos* 0 3sin” 0+ cos’ 0

zzpmmze—g

cos* 0 sin* 0 cos’ Osin’ 0 cos® Osin’ 0

b) Le signe de £'(0) est celui de 4sin® 0—1=(2sin0—1)(2sin0+1).

f'(6)=0 2sin®—-1=0

o




D’apres le tableau de variation HK

est minimale si et seulement si 6 = —.

¢) Voir figure.

Exercice 3

g

T— "
T————

1) Soitr le reste de a (mod 5).
On a a est premier avec 5, donc r e {1,2,3,4} or rA5=1 et 5 est premier doncr* =1(mod5)

Puisquea® =r* (mod5), il en résulte quea®* =1(mod5).
2) a) q=p(mod4)etp<q<q=4n+p,neN.

a’=a""""(mod5)=a".a" (mod5)=a’ (mod5).

b) Soit r le reste de a modulo 2, donc r €{0,1}

Si r=0alors a® =a* =0(mod2)et si r =1alors a” =a? =1(mod2)

On en déduit que a® =a®(mod?2)

aP —a%=0(mod2)
aP =a’(mod?2) o
donc <aP —a?=0(mod5), on en déduit que a® —a% =0(mod2x5) ou

aP =a%(mod5) Y AS<]

encore a’ =a’(mod10).
3) a) 25x1-21x1=4.

b) 25x —21y =25x1-21x1 donc 25(x—1)=21(y—1)(*)
25divise21(y-1) donc 25divise(y—1)donc y =25k +1,k € Z.

25A21=1
En remplacant y dans (*), on obtient x =21k + Lk € Z.

Ainsi S, ={(21k+1,25k +1),k e Z|

c) A={(21k+1,25k+1),k e N}
d) a=21k+1letp=25k+1,k e N, donc B—a =4k on déduit d’aprés 2) que n” =n" (mod10).

Exercice 4

1) a) Lafonction v:x > Inx est dérivable sur |0+ en particulier en V2 il en résulte que

J(MJ Lv(eﬁ) =V'(eﬁ):L:e—ﬁ_

lim = lim
X—¢€ —_ e\/i x—)e‘ﬁ X — e'\/z



2)

3)

4)

=—oo¢et

—(lnx+\/§)
lim —————=F
x—>(e“ﬁ) xx/2—lnzx

b) lim = lim

x—)(eﬁ)_ X — Cﬁ Xﬁ(eﬁ)_ X\] 2— 11’12 X .

lim (%] —e V2 , 1l en résulte que

2

X—¢€

_(lnx+\/§) (lnx_ﬁJ o

xa(e“ﬁ) X—C
—(Inx + \/5 _
lim f(x = lim ( )‘(lnx \/EJ =—o0. La courbe (Cf) admet au point
x>(e?) x— eV? x>(e®) xy2-n?x | x- e

Na

d’abscisse e¥° une demi-tangente verticale.

¢) lim (MJ: lim V(X)_V(e_ﬁ) =V'(CJ§) L ﬁ.

x—e V? _ e“/E X—)eﬁ X — e‘/E

im ) i ~(Inx-V2) (lnx ++2
x>(e ) x— e V2 x>(e®) xv2-In* x —e
droite en ef‘E.

La fonction f est dérivable respectivement en o et  de plus f” s’annule respectivement en o et 8

J = +00,0n en déduit que fn’est pas dérivable a
X

en changeant de signe donc les points C et D sont deux points d’inflexions de (Cf ) .

a) Voir figure.
b) Voir figure.

. ;. T T . .
a) La fonction g est dérivable sur {—Z,Z} et g’(x) =cosx >0 donc g est continue et strictement

croissante sur —E,E par suite elle réalise une bijection de —E,E sur
44 44

L U O IO | D A

(e 74 )%% 272 |

b) < g est dérivable sur[—%,g} donc h est dérivable sur g([—%,ED = {—Q,Q}

T T
!/ 0 - -
g'(x)= sur[ 4,4}

-

I =]
Ala

g est strictement coissante sur[—




h(x)=y g(y)=x
, 1 2 2 2 \2
h'(x)= = avec{X €|l ——,— |oixe|——,— |
g'(h(x)) cosy 22 22
[21 b
N N
sin? y = x?
siny =X {\/5\/5} cCosy = 1-x?
Xxe|l-——,—
22 { - n} 22
ye|———
{ T n} 4 4 [ T n}
e ye|-7
44 siny et x de méme signe 44

On en déduit que h'(x) = ! )
1-x2
c¢) La fonction u est dérivable sur [e_l,e} et u’(x):h'(lnxj L _ ! I ! _
BB T s
2
¢ 1 -1 \/5 \/5 I
d) | , ——=dx=|u(x)|_ =u(e)-u h[—}— (——j_—
.L 2_nix [u(x)] () ( ) > > 173
[ 2
5) a) A=[ f(x)d :jiz_—lnxdx
€ [§] X
u(x):\/2—ln2x ulx :i
On pose ' 1 - xV2-1n? x
V(X):; v(x)=Inx
Az[ Z—mlenx} +| ——dx =2+
j xV2—1n? x I xV2 -1 x
/ 2 2 2
b)Pourtoutxe[e_l,e}, f(x)= 2-hn"x _ 2-lnx 2 __In'x , il en résulte
X X\/2—11’12X X\/2—11’12X X\/2—1112X

e In“ x B 2 Cf(x
X\/2—ln2x X\/2—11’12X

¢) A= 2+j

xv2—1n?% x

——dx = 2+_[

xv2—1In% x

2A =7m+2 ouencore A = (g +1jua.

dx—[f

(x)dx =2+mn—A, il en résulte que
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Exercice 1 (5 points)

1) a) Résoudre dans C ’équation (E ): 72 -2z+4=0.

b) Déterminer une écriture exponentielle de chacune des solutions de (E).

2) Dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct( O,u, ;) , on considere le cercle (1) de centre O et
de rayon 2 et le point A d’affixe 2 .
. X . R

,.._...l_.h,.,

i..._._._
Placer les points B et C d’affixes respectives 2e 3 et 2¢ 3.

3) Soit 8 € }-—-ﬂ:,n] et M le point du cercle ( I') d’affixe 2e'9

..... if’fe_;_}'i
On désigne par N le point de () tel que(OM {)N) 3 [Zn] . Justifier que N a pour affixe 2e \ 3].

.. . n
4) Soitr la rotation de centre A et d’angle —.

~
N,

5 | 3 R‘
]_._,_

a) Vérifier que la rotation r a pour expression complexe : z'=¢ 3z +2-2e 3
b) Soit F et K les milieux respectifs des segments [BM] et [CN]. Montrer que r(F) =K.
¢) Ekn déduire la nature du triangle AFK.

5) a) Montrer que AF?=4- 2\/5005(84—% !

b) En déduire I’affixe du point M pour laquelle AF est maximale et construire le triangle AFK
correspondant.

Exercice 2 ( 4 points)

Dans le plan orienté, on considére un triangle ABC tel que (AB, AC } = 2[2'3:] et (BC, BA;) = g-[Zn],

1) Soit f la similitude directe de centre A qui envoie B sur C. Déterminer 1’angle et le rapport de f.
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2) Soit g la similitude indirecte de centre A qui envoie C sur B.
a) Déterminer le rapport de g.

b) Déterminer ’axe Ade g.

¢) Soit D le point défini par AD = -;-Xé

Montrer que g(B) = D et en déduire que [BD) est la bissectrice intérieure de I’angle ABC

3) a) Montrer que fog est une symétrie axiale et préciser son axe .

b) On pose D'={(D) . Montrer que D' est le symétrique de B par rapport a A.

4) La bissectrice intérieure de ’angle CAD' coupe ia droite (CD ") en un point J .

Soit I le centre du cercle inscrit dans le triangle ABC. Déterminer f(1).

Exercice 3 ( 4points)

1) On considere dans Z x 7, ’équation (E): 47x+53y=1 .
a) Vérifier que (—9,8) est une solutionde (E).
b) Résoudre I’équation (E).

c) Déterminer I’ensemble des inverses de 47 modulo 53.
d) En déduire que 44 est le plus petit inverse positif de 47 modulo 53.

2) a) Justifier que 45°% =1 (m0d53) :

b)Déterminer alors le reste de 45'%  modulo 53.
k=105

3) Soit N=1+45+45"+...+45" = > 45",
k=0
a) Montrer que 44 N =10 (mod 53).
b) En déduire le reste de N modulo 53.

Exercice 4 (7 points)

I- Soit f la fonction définie sur [O,n] par f(x) = eSInX

On désigne par (C,)la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O,T,—j).

1) a) Déterminer la dérivée f'et dresser le tableau de variation de f sur [0_._,1:].

b) Montrer que la droite A:x = ~ est un axe de symétrie de la courbe (C;).

2
¢) Soit (T)la tangente a (C,) au point d’abscisse 0.
Justifier que (T)a pour équation y =X +1.
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2) Soit la fonction g définie sur [0,1] par g(x) =e*V1- x% -1,

On donne ci-contre le tableau de variationde g .

a) Justifier que I’équation g(x)=0 admet dans

I’intervalle |0,1] une solution unique .
b) En déduire le signe de g(x) sur [0,1].

3) On se propose de déterminer la position relative de (C;)et de

sa tangente (T) au point d’abscisse 0 sur [O, F—} :

2
: : —— g sin X
Soit la fonction h définie sur!_O,E:l par h(x)=e¢ —(x+1).
a) Vérifier que pour tout x € [O, g—] , h'(x)=g(sinXx).
b) Montrer qu’il existe un unique réel B dans [0, 123} tel que sin P = a.
c) Déterminer alors 1’image par la fonction sinus de chacun des intervalles [0, [3] et [ ,g-_l .,

d) Dresser le tableau de variation de h.

¢) En déduire que pour tout x de [O,E} , f(x)=2x+1. Conclure.

2
II

1) a) Montrer que pour toutréel x=20 , sinx <Xx.

b) Déduire alors que pour tout réel x e [O,g—:!  f(x)<e™.

« » .o ’ . X
¢) Dans I’annexe ci-jointe, on a tracé la courbe de la fonction x> e™.

Tracer la droite (T)et la courbe (C;).

/¢

| -
2) a) Montrer gue J' " f(x)dx<e—-1 etque _[ 12 f(x)dx < e[-g— — 1).
b) Soit A P’aire de la partie du plan limitée par la courbe (C; ), ’axe (O,f) et les droites
2
d’équations x =0 et x=mn. Montrer que %—-—+ e A Len—2,
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Exercice 1 ( Theme : nombres complexes)

223
2

D ) A=d-16=-12=(2{3i) : 7= —1-iV3 etz, =

Se ={1-iV3,1+iV3}.

2

T

b) 1-i3 =2e 3etl+iV3 =2 3.
2) voir figure.

3) On sait que N € I"donc |ZN|=2.

2423

iV3.

1+

De plus arg(ZN)E(G,Am)[Zn]E(W,Am)+(ﬁ,Am)[2n]56+§[2n].

i(6+5j
Il en résulte que zy =2 °’.

Yy Y

i i
4) a) L’expression complexederest z'=¢e +z, =¢

3(Z—ZA) 3(2—2)+
T i kil _iE
b) zp _ZBTIM _ 6 o3 zx =Zc AN ;ZN :<3[9+3j
complexe de r, on obtient
i ir iL i[9+Ej 2 s
z'=—e3|e®+ed [—2e3+2=¢" Ve 3 —2e3+2
i 047 i 0+ i 0+
—e[ 3j—l+i£—2 l+i£ +2:e( 3j+l—i£=e[ 3j
2 2 2 2 2 2

AF=AK

.U .
1— 1—
2=e3z-2e3 +2.

T

+e 3.Enremplagant z par zdans I’expression

.
—1=

+e 3 =zy donc r(F)=K.

_— A——

, 11 en résulte que le triangle AFK est équilatéral.

c) Puisque r(F) =K donc (

AF, AK

)= 224

.
—i=

5) a)AF? =

LT
io , '3
e +e’ -2

e i1e 32

2
PO
= (e‘e +e3

B

|

acosx +bsinx =rcos(x — o) ;

CoOSQ =

6+2cos (9—%}—4005%—40% 0 =4—(3cos 9—\/3_sin 9)

1r=\/az+b2 et

a
r
. b
sing =—
r

:4—2\/§c0s(9+gj

) . . | cos [6 + —j
b) AF”est maximale si et seulement si 6
Oe ]—n, 71]




Exercice 2 ( Themes : similitude indirecte ; similitude indirecte ; antidéplacement )

1) Une mesure de I’angle de f est (KE AE) = g[Zn] et le rapport de f est % = tan (Ej =3.

3

AB 3

2) a)Lerapportde g est — =—.
) a) pp gest =3

b) L’axe Ade gest la droite qui porte la bissectrice intérieure de CAB

¢) On pose g(B)=B'". On sait que gog=h[ lj et gog(C)=B"donc h( 1j(C)=B'<:>AB'=%AC,or
Al Al
3 3

AD = %A_(f, on en déduit que D=B'. Ainsi g(B)=D. si g est une similitude indirecte
de centre €2 et de rapport k ; alors :

gog est 'nomothétie de centre Q2 et

de rapport k>
Puisque g(B)=Ddonc % = ? = tan(ABDJ d’ou ABD = %’ il en résulte que [BD)est la bissectrice
A la composée d'une similitude directe
intérieure de ABC. ' L
3) a) fog estlacomposée d’ une similitude directe de de rapport k et d'une similitude
.. 1
rapport /3 et d’une similitude indirecte de rapport ? indirecte de rapport E est
donc f o getun antidéplacement soit une symétrie orthogonale,
soit une symétrie glissante.

or fog(A)=Aet fog(C)=C donc f o gest une symétrie orthogonale d’axe (AC).
b)Ona fog(B)=D"donc S, (B)=D" d’o (AC) L (BD') et (AC) L(BA) donc B, A et D’ sont
alignés or AB = AD’ donc A est le milieu de [BD] et par suite S, (B)=D".

4) {I}=(BD)nAdonc f(I)ef((BD))Nf(A),or f(A)=Sc)o8 (A)=Ssc)(A)=(A]).d’ou
f(I)e(CD")n(Al)={J}.




Exercice 3 ( Theme : arithmétique)

1) a) 47x(-9)+53x8=1 donc (—9,8) est solution de (E).
b) 47x +53y =47 x (—9) +53x8 & 47(x +9) = 53(8 - y) donc 47 diViseS3(8 - y) et 47 A53 =1donc 47
divise(8—y)d’ou y=8-47k,k € Z par suitex =53k—9,ke Z .
Ainsi S, ={(53k—9,8—-47k),k € Z}.
¢) soit X un inverse de 47 modulo 53, alors 47x = l(mod 53) <> il existe un entier y tel que
47x =1+53y <> 47x —53y =1 < (x,—y) solution de (E) donc x =53k -9,k e Z

d) 0<x=53k—9<53c>59—3<k<2—§,kez donc k =1 d’ou x =44.

2) a) D’aprés Fermat 45°° =1(mod 53)

b) 45'% = (45 )2 x45% = 45% (mod 53) =11(mod 53).

3) a) N est la somme de 106 termes d’une suite géométrique de raison 45
1-45"

b) 44N =10(mod53)donc N = 470(mod53) = 46(mod 53).

donc N =

< 44N =45'% —1=10(mod 53)

Exercice 4 ( Thémes : variation d’une fonction , bijection , calcul intégral , notion d’aire)

I.
1) a) La fonction f est dérivable sur [0,7] et f'(x)=(cosx)e"" .

X

2
f(x) | + ﬁ) -
f e

b) Pour tout x € [O,n] ,T—X € [O,n] et f(n—x)= eMn(mx) _ gsinx =f(x).

¢) (T):y=£f'(0)x+f(0)=x+1.

2

guO, - ;\ED = }O,g{_l;\/gﬂ par suite g(x) >0 sur}o, _1-;\/5}.

—1+ \/5} donc

2) a) Lafonction g est continue et strictement croissante sur }O,




—1+J§
2

La fonction g est continue et strictement décroissante sur }

}—1 ;\/g ,1{ sur g{:|—1 ';\/g ’ID _ }—Lg(_l ';\/EJI:, Oe :|_1’g[_1 -;\/5]{ donc il existe un unique

oo et

,1{ donc elle réalise une bijection de

5 ,1{ tel que g (oc) =0. Ainsi I’équation g(x) = (0 admet une unique solutiona. € ]O,l[ .

b)

g(x) |+ ﬁ> -

3) a) La fonction h est dérivable sur {O,g} et h'(x)=(cosx)e™* —1=g(sinx).

, , L T la restriction de la fonction sinus a
b) La fonction X > sin X est une bijection de | 0,— sur[O,l] ,
2 T
- I'intervalle | O,— | est une
or o€ [0,1] donc 1l existe un unique 3 € [O’E} tel que sinfP = a. 2

bijection de[o,ﬂ sur[0,1]

¢) La fonction X > sin X est continue et strictement croissante sur chacun des intervalles [O, [3] et[O, OL] donc

sin([0,B]) = [sin 0,sinp] =[0,c] et sin qﬁ gD ~[o1].

d)

| a

&) h([0.8])=[0.h(B)] et hqﬁ, gD = {h (gj,h([&)} et h(g) >0 donc h(x)>0 sur {O,ﬂ par suite

f (x) > X +1sur {O,g} donc (Cy) est en dessus de (T).

II.
X
1) a)pourtout x>0, cost<Ite[0.x]et t+> cost estcontinue sur [0.x] donc J-o costdt < x donc

sinx < X.



b) La fonction x k> e* est strictement croissante sur IR et sinx < x pour tout x > 0donc

. T
e <e* < f(x)<e"pourtout x {0,5}

9

1

2) a)on sait que f(x)<e” pour tout x € {O,g} donc I;f(x)dx < [e"‘ }; =e—1

on sait que sinx <1donc f(x) <e donc J?f(x)dx < e(g—lj.

b) A =2[2f (x)dx

e
2

2 2 d
X ix SJ.Zf(x)dxée—lﬂ{E—l] donc X 4r<A<em—2
2] T 2 4
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Exercice 1 (4 points)

Le plan est orienté. Dans la figure ci-contre, ABCD est un carr€ inscrit

A
dans le cercle (€) de centre O, (AB,A[?;) E-g- [21:] et 1 et Jsont les
milieux respectifs des segments [AD] et [AB]. i ;
1) Soit f la similitude directe qui envoie A sur Bet 1surO. /
a) Justifier que f estd’angle -’E et de rapport /2.
c

b) Déterminer le centre de f.

2) Ladroite (CJ) recoupe le cercle (@) en Eet soit H le projeté orthogonal du point B sur (AE).

a) Justifier que E est le milieu du segment [AH] et en déduire que EA.EB=-EAZ.

NG

b) Montrer d’autre part que FAEB= ~TEA.EB ;

3) On considére la similitude indirecte g de centre E qui envoie Bsur A.
a) Déterminer le rapportde g.
b) Soit O'=g(0). Justifier que le triangle O'EA est isocele.
¢c) Montrerque O'A = Al.

4) Soit S=gof . Montrer que S est une symétrie orthogonale dont on précisera I’axe.

Exercice 2 ( 5 points)

e

Soit (O,i,j,k) un repere orthonormé de I’espace .

On considere les points A(-2,3,2) et B(2,3,2) et
I’ensemble S des points M(x,y.z) de I’espace

tels que X +}r2 +2° —6y—4z+9=0.

1) a) Montrer que S est une sphére et préciser
son rayon et les coordonnées de son centre 1.

b) Montrer que [AB]est un diamétre de S .
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2) Soit P le plan d’équation z = 2 et soit J (-6,3,2).

a) Vérifier que | appartient au plan P et en déduire que la sphére S coupe P suivant le cercle I" de
diamétre [AB].

b) Dans le plan P, on considére le cercle I'' de centre J et de rayon 4.

Montrer que les cercles I' et I'' sont tangents extérieurement en A .

3) Soit E le point de coordonnées (4,3,0) . On considére 1’homothétie hde centre E, de rapport % et on
désigne par Sla sphere image de S par h.
a) Déterminer le rayon de S et les coordonnées de son centre 1°.
b) Justifier que le plan P coupe la sphere S’ suivant le cercle T'".

¢) La droite (EA) recoupe S en A'. Soit B' le point diamétralement opposé a A" sur la sphére -

Montrer que les points E , B et B' sont alignés.

Exercice 3 (4 points)

On a recensé, dans un pays, les dépenses en dinars des ménages en produits informatiques et téléphoniques
de I’année 2004 jusqu’a I’année 2013.

Le tableau ci- dessous donne ces dépenses Y (en 10° dinars) suivant le rang de I’année X.

Rang de I'année X I 2 3 4 5 6 7 8 9 10

=

Dépenses Y ( 10°D) 038 |046 052 078 |08 (092 109 |1.02 |1.08 |1.20

Dans I'annexe ci-jointe (Figurel), on a représenté dans le repére (0;,]) le nuage de points de la série (X, Y).

1) On se propose d’ajuster la série double (X, Y) par la droite de Mayer. (Les valeurs seront arrondies au
centiéme pres).

a) Déterminer les coordonnées du point moyen G de ce nuage.
b) Soit G, le point moyen des cing premiers points du nuage. Calculer les coordonnées de G;.

c) Tracer la droite (GG;) dans le repére (O,i-j) :

d) Déterminer une équation de la droite (GG,) sous la forme y=ax+b.
e) En utilisant I’ajustement de cette série par la droite de Mayer, donner une prévision des dépenses des
ménages pour ’année 2019.
2) OnposeZ = e eton obtient le tableau suivant :
X ] 2 3 4 2 6 7 8 9 10

Z 146 | 1.58 | 1.68 |2.18 | 2.36 29112061 1271 1295 | 332

a) Déterminer le coefficient de corrélation r de la série (X, Z).

b) Ecrire une équation de la droite affine de Z en X par la méthode des moindres carrés.
(les coefficients de la droite seront arrondis au centiéme).

¢) En utilisant cet ajustement, donner une prévision des dépenses de I’année 2019.
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Exercice 4 (7 points)

: ; Sl g t
I- 1) Soit la fonction udéfinie sur |0, +oo[ par u(t) =3In(1+1) 5

a) Dresser le tableau de variation de la fonction u.
b) En déduire le signe de u.

f(x) = x[In(1+x)-Inx] si x €]0,1]

2) Soit la fonction f définie sur [0,1] par:
f(0)=0

a) Montrer que f est continue et dérivable a droite en 0 et calculer f;i (0).

b) Vérifier que pour tout x € ]0.1] , f'(x)= xu [lJ ;
X

¢) Dresser le tableau de variation de la fonction f.

[I- - On considére les fonctions g et hdéfinies sur [0,1] par
h(x)=x’Inx sixe]0,l
g(x)zx?’ln(x-bl) et < ()= I S”{E] | ]

h(0) =0

On désigne respectivement par (Cp) ,(C,) et (Cp) les courbes des fonctions f, get h dans un
repére orthonormé (Oj,rj')*
|
1) Montrer que la courbe (Cp,) admet une tangente horizontale au point d’abscisse c_ﬁ :

2) a) Veérifier que pour tout réel xde [0,1] ; f(x)=g(x)—h(x).

b) Donner la position relative des courbes (Cy) et (Cy).

]
c¢)Soit T et T” les tangentes respectives a (Cy) et (Cy) aux points d’abscisse ¢ 3.

Montrer que T et T sont paralléles.
3) Dans I’annexe ci-jointe (Figure2), on a tracé dans le repére (Oij) les courbes (Cy) et (Cy) et

leurs tangentes aux points d’abscisse e 3.
]

a) Construire le point de (Cy) d’abscisse e“ 3 et la tangente (T).
b) Tracer la courbe (Cy).

4) a) Justifier que h admet une unique primitive H sur l"intervaile[DJ] qui s’annule en 1.

1
b) Soit e [0.1] et A, = L x” In xdx . Exprimer A en fonction de H .

c) Calculer A al’aide d’une intégration par parties.
d) En déduire H(0).

e) Déterminer alors Iaire de la partie du plan limitée par les deux courbes (Cy) et (Cy) et les

droites d’équations x=0et x=1.
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Exercice 1 ( Themes : similitude directe ; similitude indirecte ; antidéplacement)

1) a) Une mesure de I’angle de f est (Xf, Aﬁj) = (E, Aﬁj)[Zn] = ([T&, Aﬁ)[Zn] = %[271].

1
—DB
Le rapport de f est OB =2 = bB = ! -2
Al 1 AD T
—AD CoS —
2 4

DB — A )
b) " J2 et (DA, DB) = 2[271], il en résulte que D est le centre de f.

2) a) [AC] est un diametre de(C) et Ee (C)\{A,C} donc (CE) 1 (AE) et (BH) 1L (AE)donc (BH)//(CE) ,
or (CE)passe par J le milieu de [AB] et coupe [AH] en E, il en résulte que E est le milieu de [AH].
EAEB = EAEH = —-EA x EH = -EA”.

D

b) EA.EB = EA.EB.cos(AEB) — EAEB. cos(%“] =~ -EAEB.

—_— A——

car (EB, EA) = Tc+(C_]E§, ACTA;) = %[271].

EA EH 1
3) a)Lerapportde gest — = ———=—.
EB  2EH 2

b) Le triangle OEB est isocele donc son image par g est un triangle isocele, on en déduit que le triangle
O’EA est isocéle.

¢) On sait que f(A) =Betf (I) =0 donc Al = LOB de plus

2
g(B) =Aet g(O) =0' donc AO'= %OB , il en résulte que O'A = AL
4) S est la composée d’une similitude directe de rapport V2 est d’une similitude indirecte de rapport R donc

NG

S est une similitude indirecte de rapport 1 donc S est un antidéplacement.

S(A) = g(f (A)) = g(B) = A , il en résulte que S est une symétrie orthogonale d’axe A qui passe par O de
plus S(I) = g(f (I)) = g(O) =0'donc A est 13 médiatrice\de [O’].




Exercice 2 ( Thémes : sphere ; homothétie dans I’espace )

1) a) M(x,y,z)eS < x* +(y—3)2 +(z- 2)2 =4, on en déduit que S est la sphere de centre 1(0,3,2) et de

rayon 2.
b) Il suffit de vérifier que A €S, B €S et I est le milieu de [AB]..

2) a) La cote du point [ est 2 donc I € P par suite S coupe P suivant le cercle I" de centre I et de rayon 2, or A
et B appartiennent a P et I est le milieu de [AB].donc [AB] est un diametre de " .

b) IA=2,JA=4et1J =6 donc IA+JA =1Jpar suite I"et I"'sont tangents extérieurement en A.
3) a)Lerayonde S’ est égal a %x 2=5. On pose I'(x,y,z),

s x—4=-10 X =-6
h(I):I’<:>ET':5§I<:> y=3=0 < <Jy=3 ,ilenrésulte que I'(—6,3,5).

z=5 z=5
b) d(I’, P) =3 <5 donc S’ coupe P suivant un cercle de rayon J25-9 =4 et de centre le projeté
0
orthogonal de I’ sur P, or J est un point de P et 1'J| 0 | est normal a P donc J est le projeté orthogonal de I’
-3

sur P, il en résulte que P coupe S’ suivant le cercle T"'.
c) Ae Sm(EA) donc h(A) € S'm(EA) = {A,A'} or h(A) # A donc h(A) =A".
B est le point diamétralement opposé a A sur S donc h (B) est le point diamétralement opposé a A’ sur S’,

on en déduit que h(B) =B’ par suite E, B et B> sont alignés.
Exercice 3 ( Théme : statistique a deux variables)

1) ) G(X,Y) donc G(5.5,0.818).
b) G, (3,0.6).
) i

Yenl0°D

12

 0.6-0.818

d) a
3-55

=0.09 donc (GGl ) :y=0.0872x +b or G, € (GGI)

donc 0.6 =0.09x3+b < b=0.33, il en résulte que (GG, ):y =0.09x +0.33.



e) Pour x =16, on obtient y =1.77.

cov(X,Z)
2) ayr=———==0.987.
GXGZ
cov(X,Z)
ox

©) Z=02X+123<e" =0.2X+1.23 < Y =1n(0.2X +1.23). Pour x =16, on obtient y =1.488399584.

b) Z=bX+a avec b= —02et a=Z-bX=123. Ainsi Z=02X+1.23

Exercice 4 ( Thémes : variation d’une fonction ; notion de primitive ; notion d’aire)

L 1)a)Pourtout t>0, u'(t)= S 1 ~ = 2+3t2 > 0.
I+t (1+t)  (1+t)
X 0 +00
u'(t) +

u _//—V—}'OO
0

limu(t) = lim 3ln(1+t)—% = 400,

t—>+00 t—+o0
-+1

t
b) u(]0,+oo[) = 10,400 donc u(t)>0 pour toutt > 0.

2)a) limf (X =x’ ln(l + X) —x’Inx=0=f (0) donc f est continue a droite en 0.
x—0"

)
fim - )

x—=0" X

=x’In(1+x)—x*Inx =0 =", (0) donc f est dérivable a droite en 0.

1 1
b) P 0.1], £'(x)=3x*[In(1+x)-1 N et
) Pour tout x €]0,1], f'(x) =3x*[In(1+x)—Inx |+x [1+x x}

=x? 3ln[1+lj— Xl =x2u(l).
X 141 X

X

¢)Ona u(x)>0 pour toutx > 0donc u(lj > 0 pour toutx € ]0,1] d‘ou £'(x) >0 pour toutx € ]0,1]
X

X 0 1

f'(x) 0 +

f —m
0

II. 1) Pourtout x e]O,l], h'(x) =3x*Inx+x*=x" (3lnx+1).

1
Pour tout x ](), 1], h'(x) =0 Inx = —% < x =e 3. On en déduit que (Ch) admet une tangente

1
horizontale au point d’abscisse e 3.



2) a) Pour tout xe]O 1] f( ) x’In (1+ ) x’ lnx=g(x)—h(x) et f(O)zg(O)—h(O) donc
pour tout x €[0,1], f(x)=g(x)—h(x).
b) Pour tout x €[0,1], f(x)—g(x)=-h(x)=0donc (C, )est au-dessus de (Cg)et les points

(0,0) et (1,In2) sont des points d’intersection.

1 1 1 1 1
c) f'[e 3J—g’(e 3J=—h’£e 3J=O<:>f'[e 3J=g’( 3] donc TUT".

3)

4) a) La fonction h est continue sur [0,1] donc elle admet une unique primitive H qui s’annule en 1.

b) A(a)=H(1)-H(a)=-H(a).

oy 1
u(x)=Inx u(x)—;
¢) On pose — .
ORI R
4
4 ! 4 4
A(oc):{x—lnxl—iJ‘;X3dx:——lna—%[x4]L:—% na—%+% 4
1
d H =1 A —.
) 1(0)= i Ae) = -
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Exercice 1 (4 points)
L'espace est muni d'un repére orthonormeé direct (a,1j k).
Soit ABCDEFGH le cube tel que

AB =6i , AD=6] et AE =6k .

On désigne par P le plan (ACH) et par Q e plan (EGB).

1) a) Déterminer les composantes du vecteur AC A AH.
b) En déduire une équation du plan P.

c) Montrer que les plans P et Q sont paralléles et donner une équation du plan Q.
2) Soit S la sphére d’équation x?+y?+22-2x+2y-2z2=0
a) Déterminer le rayon de S et les coordonnées de son centre |.

b) Soit J le projeté orthogonal de A sur le plan Q. Montrer que [AJ] est un diamétre de S.

c) Montrer que la sphére S est tangente a chacun des deux plans P et Q.
3) Soit t la translation de vecteur U =2i+4j+2k.

a) Soit A’ et J les images respectives de A et J par t. Déterminer les coordonnées de A’ et J'.

b) Déterminer S’ 'image de la sphére S par t.

c) Montrer que S’ est tangente aux deux plans P et Q et déterminer leurs points de contact.
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Exercice 2 (5 points)
Le plan est orienté dans le sens direct.

Dans la figure ci-contre, ABCD est un losange

de centre O tel que (OA,0B)==[2x] et AC =3 BD.

i)

2

1) Soit f la similitude directe qui envoie Aen B et C en D.
a) Déterminer le rapport et 'angle de f.

b) Montrer que O est le centre de f.
2) a) Soit D’ I'image de D par f. Montrer que D’ est 'orthocentre du
triangle ABD et que OA = 90D’.

b) Soit B’ 'image de B par f. Montrer que BB’DD’ est un losange.
3)Soitg=fo S (AC)-

a) Déterminer la nature de g.

b) Déterminer les images des points O, A, B, C et D par g.

c) Déterminer 'axe A de g.

d) La droite A coupe les droites ( AB), ( BD’), ( DB’) et ( CD) respectivementen M, N, P et Q.

Montrer que MQ = 3 NP.

Exercice 3 ( 4 points)

1) Soit a un entier tel que a=1(mod10).
a) Montrer que a° +a° +..+a+1=0(mod10) .
b) En déduire que a' =1(mod10?). .

(On pourra utiliser 'égalité a'® -1=(a-1)(a’ +a° +..+a+1).

2) Soit b un entier.

a) Déterminer les restes possibles de b* dans la division euclidienne par 10.

b) En déduire que b* =1(mod10) si et seulement si b est premier avec 10.

3) Soit b un entier premier avec 10.

a) Montrer que b*® =1( mod10?).

b) Déterminer les deux derniers chiffres de 67 .
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1)

2)

3)

5)

Exercice 4 (7points)

Soit f la fonction définie sur }%12‘-[ par f(x) =In (1+tanx) et soit (C)sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (O,i, j ).

a) Montrer que lim +f(x) =-o et lim f(x)=+w0.

n T
=] i o
_'( 4) 2

b) Calculer f'(x)pour x appartenant & ]—% g[

c) Dresser le tableau de variation de f.
a) Vérifier que les points O, A(%,In Zjet I(%%) sont des points de (C).

(On donne tan(g) =2 -1).

b) Montrer que f(%——x) =In2 —f(x) pour tout x e ]-%g—[

1-tanx
1+ tanx
c) Justifier alors que le point | est un centre de symétrie de la courbe(C).

(On rappelle que tan(% - x) =

Dans 'annexe ci-jointe, on a placé les points | et A dans le repére(0,i, j ) .
Tracer la courbe (C) dans le repére(O,i, j ) en précisant sa tangente au point O.
On désigne par S la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite (OA) et les droites

d'équations x =0et x = g et on désigne par S; la partie du plan limitée par la courbe (C),

la droite (OA) et les droites d’équations x = -g et x = %
a) Justifier que les surfaces Sy et S; ont la méme aire.

b) Calculer alors j'ozln (1+ tanx)dx.

a) Montrer que la fonction f réalise une bijection de l'intervalle ]- [ sur un intervalle J qu'e

TE
4 2
on précisera. On note f'la réciproque de f.

b)Justifier que f~'est dérivable sur J et donner I'expression de (f™')'(x)pour x appartenant a J.

X

c) Donner la valeur de j;nzﬁsx——]—);dx.
+ —
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Examen du baccalauréat - Session principale - juin 2014

Section Mathématiques

Epreuve de Mathématiques

Corrigé

Exercice 1

1) a) A(0,0,0), C(6,6,0) et H(0,6,6)

6 0 36
AC| 6 ,ﬁ 6 | donc AC A AH| —36 |.
0 6 36
1
b) Le vecteur n| —1 | est normal a (P)donc (P):x —y+z+d = 0Oet puisque A est un point de(P), il
1

en résulte que (P) :x—y+z=0.

(EG)II(AC)

donc les plans (P)et(Q) sont paralleles donc(Q): x—y+z+d =0,

eonicn P)a(a) @
or B(6,0,0) € (Q), il en résulte que d =—6. D’ou (Q) X—y+z-6=0.

2) a) M(x,y,z)eS < (x —1)2 +(y+ 1)2 +(z —1)2 =3. On en déduit que la sphere S a pour rayon

R = «/g et pour centre I(l,—l,l).

X =0
b) Soit (A) la perpendiculaire a (Q) et passant par A, (A):qy=-a, a eR.
zZ=0a
X=0a a=2
y=-a x=2 .
J(x, y,z) eAnQe = , 11 en résulte que J(2, -2, 2).
z=0q y=-2
Xx-y+z-6=0 z=2
AeS
JeS , on en déduit que [AJ] est un diametre de S.
[=Ax]

¢) d(1,Q)=1= J3=R et d(LP)=1A = J3 =R donc la sphére S est tangente a chacun des deux
plans P et Q respectivement en A et J.
3) a) A'=t(A)< AA'=u donc A'(2,4,2).



Xx—2=2 x=4
On pose J'(x,y,z). J'zt(J)@ﬁzﬁ & y+2=4<1y=2 donc J'(4,2,4).
z-2=2 z=4
b) Soit I’ I’image de I par t.
x—1=2 x=3
On pose I'(x,y,z). I'=t(I)<:>ﬁ'=ﬁ<:> y+1=4 < {y=3 donc I'(3,3,3).
z—-1=2 z=3
Ainsi 'image de S par t est la sphere S’ de centre I'(3,3,3) et de rayon R = NEY

¢) un =0 donc uest un vecteur de P et de Q, il en résulte que t(P)=Pett(Q)=Q.
La sphere S est tangente a chacun des deux plans P et Q respectivement en A et J donc S' = t(S) est

tangente a chacun des deux plans t(P)=P ett(Q)=Q respectivement en A’ et J’.

Exercice 2
, = = T BD 1
1) a) Une mesure de I’angle de fest { AC,BD|=(OC,0D |[2n] = 5[275]. Le rapport de f est o3
—— =\ T
(OA,OB) = 5[211]
b) O_B ) ;BD 1 donc O est le centre de f.
OA ; AC 3

2) a) On sait que [OA] est la hauteur issue de A dans le triangle ABD.
f (C) =Detf (D) =D'donc (DD') L (CD) et (CD) I (AB) par suite (DD') L (AB) , 1l en résulte
que (DD ') est la droite qui porte la hauteur issue de D dans le triangle ABD.

D’autre part f(D)=D"donc (@@) = g[Zn] d’ou D'€(OA). On en déduit que D’ est

I’orthocentre du triangle ABD.

On sait que f(D)=D"donc OD =30D" et puisque OA =30D donc OA =90D'.

b) On sait quef (A)=B, f(B)=B', f(C)=D et f(D)=D", puisque ABCD est un losange donc
BB’DD’ est un losange.

3) a) gestla composée d’une similitude directe de rapport % et d’un antidéplacement (similitude

indirecte de rapport 1) donc g est une similitude indirecte de rapport% .

b) g(0)=f°S,,(0)=£(0)=0
g(A)=f°S, (A)=f(A)=B
g(B)=1f°S,(B)=f(D)=D'
g(C) =128, (C)=f(C)=D



g(D)=f °Siaq) (D)=f(B)=B".
¢) Puisque le rapport de g est %et g(0)=0donc O est le centre de g et comme g(A)=Bdonc A

est la droite qui porte la bissectrice intérieur de AOB.
d) M e An(AB) donc g(M)eg(A)ng((AB))donc g(M)eAn(BD')={N}doug(M)=N.
De méme, on montre que g(Q) =P par suite MQ =3NP.

Exercice 3

1) a) Puisque a=1(mod10) donc a" =1(mod10),n e N".
Il en résulte que 1+a+........ +a’ =10(mod10) = 0(mod10).
b) On sait que a =1(mod10) donc a—1=0(mod10)donc il existe k € Z tel quea—1=10k et

l+a+.... +a’ =0(mod10) donc il existe k'€ Z tel que 1+a+........ +a’ =10k', il en résulte que

2) a)

Restedeb(modl0) |01 |2|3(4[5(6|7|8|9

Reste de b*(mod10) |0 [1]6]1|6]5]6|1]6]]1

b) Soit r le reste de b (mod 10).
Si re{0,2,4,6,8}, alors 2 divise b et 10 doncb A10 #1.

Si r=35, alors 5 divise b et 10 doncb A10 #1.
Si r e{1,3,7,9} alors b n’est divisible ni par 2 ni par 5 donc bA10=1.

Ainsi bA10=1<r1e{1,3,7,9} et d’aprés a)r € {1,3,7,9} < b* =1(mod10), on en déduit que
b* =1(mod10) < bA10=1.
3) a) Sib est premier avec 10 alors d’aprés 2)b) b* =1(mod10) et d’aprés 1)<b4 )10 = 1(mod102)
d’ott b* =1(mod10°).
b) 67 A10=1 donc 67* =1(mod10”) et 67* =89(mod10> ) donc67* =89(mod10° ).

Exercice 4

lim +1+tanx:0

1) a) H(_gj donc lim f(x)=—c0.
lirg Inx = -0 H(‘g)

lim 1+ tanx = +o0

T

H(EJ donc lim f(x)=+o.
lim Inx = +o0 {5 ]

X—>+00




2
b) La fonction f est dérivable sur J—E E[ et pour tout X € } Z,g{,f’(x) = w.

42 1+tan x
1
c¢) Pour tout X€:|—E,E|:,f'(x)=m>0
4°2 1+tanx
X _r T
4 2
f’(X) +

f +00
—00 /

2) a) f(0)=In1=0 donc O €(C).

(

j In2 donc Ae(C)

NG

2—— donc I€(C).

/_\
|3
;/

f E—x —In|1+tan| Z—x ||=mn 1+1—tanx =In 2 :1n2—1n(1+tanx):1n2—f(x).
4 4 1+tanx 1+ tan x

¢) Pour tout x IO e FE M| P =In2—f(x) donc I est un centre de
4207 4 472 4

symétrie de (C).
3) Ty:y=x

In2 A

In2 |

ol |
L I

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1 D 0
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
A
1
1
1
1
1




4) a) Les surfaces S, et S, sont symétriques par rapport a I donc elles ont la méme aire.

b) On désigne par B(%,Oj et C(%,OJ.

J.OZ In (1 + tan x)dx est I’aire de la partie du plan limitée par (C), I’axe des abscisses et les droites
x=0et x = = donc
4

T
triangleOBI S, + AlrapézeBCAI +S, = AtriangleOBI + AtrapézeBCAI = AtriangleOAC = gln 2.

Fln(lﬂanx)dx =A
0

) ) ) ) T T . e
5) a) La fonction f est continue et strictement croissante sur }——,—[ donc elle réalise une bijection de

) . ) T T
b) La fonction f est strictement croissante sur }—— —{

o

4 2

2
La fonction f est dérivable sur |——, = et f '(x)= I+tan”x # 0 pour toutx e I T donc
1+tanx 4 2
1 ‘o ay 1 1 I+tany
£~ est dérivable sur R et (f ) (x)= = = avec

’f'(ff1 (x)) f'(y) " 1+tan® y

f’l(x):y,ye}—g,g{et xeR <::>f(y):X<::>1n(1+tany):x<::>tany:eX —1. on en déduit

X

que pour tout x € R ,(f" )’ (X) = H(:fl)z.
o [ ax = [ () ()ax=[F ()] =" (1n2)-1 (0) = .
P l+(er-1) 0 0 4
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Exercice 1 ( 5points)
Le plan est orienté dans le sens direct.

Dans I'annexe ci-jointe ( Figure 1) , IAB est un triangle isocéle en A, O est le
milieu de [BI] , OA = 20I et (Ol,0A) = g[Zn] .

Soit h 'homothétie de centre | et de rapport 2 et s la similitude directe de centre O,

de rapport 2 et d’angleg.

1) Déterminer h(O) et s(I).
2) Pour tout point M du plan, on note P son image par h et Q son image
par s.

Soit f 'application qui a un point M du plan associe le point M’ barycentre des
points pondérés (P, 3) et (Q, 1).

a) Soit O' =f(O). Montrer que OO' = %@ et construire le point O’.

1
b) Soit I' = f(I). Montrer que II' = ZIA et construire le point I,

3) Dans cette question, on munit le plan du repére orthonormé direct (O, @,&),

ou J est le milieu de [OA] et on note z I'affixe d’'un point M du plan.
a) Exprimer en fonction de z I'affixe zp du point P.
b) Exprimer en fonction de z I'affixe zq du point Q.

c) Soit ' I'affixe du point M" = f(M). Montrer que z' = %Z —%.

d) Déterminer I'image par f du cercle de diamétre [Ol].
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Exercice 2 (5points)

Le plan est muni d’un repére orthonormé(O, f, 3)

2

1) a) Soit (E) l'ellipse d’équation XT+y2 =1.

Déterminer les cordonnées des foyers de l'ellipse (E) et donner
son excentricité.

b) Soit (P) la parabole d’équation y* =2x +4.

Déterminer les coordonnées du foyer F de la parabole (P) et donner
une équation de sa directrice.

2) Dans I'annexe ci-jointe (Figure 2), on a tracé dans un repére orthonormé
(O, i, j)l’ellipse (E) et la parabole (P)

Soit (I") la courbe d'équation y? = -2|x| + 4.

a) Vérifier que O, j )est un axe de symétrie de (T").

b) Tracer (I" ) dans le repére (O,T, ])

3) a)Soit C le cercle d’équation x2+ y? =4.

Vérifier que pour tout réel t de [0,2], le point M(t, Ja-t? ) appartient a C.

b) On pose |, = j;\/4—t2dt. Montrer que |, = 7.
4) Calouler I, = ['V-2t+4 dt.

5) Soit .o/ Tlaire de la surface limitée par la courbe (T ) et I'ellipse (E).
Exprimer ./ en fonction de |1 et |, puis calculer ...

Exercice 3 ( 4points)
1) Soitdans ZxZ I'équation (E): 1111 x—10*y =1,
a) Veérifier que (- 9, -1) est une solution de (E) .
b) Résoudre I'équation ( E) .
2) Soit n un entier .
a) Montrer que s'il existe deux entiers p et q tels que n=1111p et n=1+q10*

alors (p, q) est une solution de (E).
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n=0 (mod1111)

b) Déterminer alors 'ensemble des entiers n tels que an -
n=1 (mod10%)

c) En déduire le plus petit entier naturel multiple de 1111 et dont le reste dans la

division euclidienne par 10* est égal a 1.

Exercice 4 (6points)

1) Soit f la fonction définie sur ]0,+oc[ par § x):ln—x.
X

Déterminer f'( x)et dresser le tableau de variation de f.
g(x)=e™ six>0

2) Soit g la fonction définie sur [0,+o[ par {g(O) =0

a) Montrer que g est continue a droite en 0.
b) Montrer que g est dérivable a droite en 0.
c) Dresser le tableau de variation de g.
3) Dans I'annexe ci-jointe ( Figure 3), on a représenté dans le repére O, i, )

la courbe de la fonction f et la courbe de la fonction exponentielle.

a) Construire le point A de coordonnées (e,§ e)).
b) Déterminer et tracer la tangente a la courbe Cqde g au point d’abscisse 1.
c) Tracer la courbe Cq4 dans le repére 0,i,]) .
{u1 =1
4) On considére la suite (u,) définie sur N" par u=¢n)sin>2
a) Donner la limite de (un).

b) Déterminer I'entier naturel n pour lequel Un est maximal.
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Examen du baccalauréat - Session de controle juin 2014

Section Mathématiques

Epreuve de Mathématiques

Corrigé

Exercice 1

1) Le point O est le milieu de [BI] donc IB =210 , 1l en résulte que h (O) =B.
A
oA _,
Ol , 11 en résulte que S(I) =A.
(61,0?) = g[Zn]

2) a) On sait que h(O)=Bet S(O) =0 par suite le point O est le barycentre des points pondérés (B,3)
et(0,1), on en déduit que 00'= %@
b) On sait que h(I)=Tet S(I)=A par suite le point I" est le barycentre des points pondérés (I1,3)
et(A,1), on en déduit que T = if&

3) g h(M)=PoP=2M <z, -1=2(z-1) &z, =2z-1.

b) S est la similitude directe de centre O, de rapport 2 et d’angle g qui envoie M en Q donc

Zy = 2e 27 = 2iz.
¢) f(M)=M"donc le point M’ est le barycentre des points pondérés (P,3) et(Q,1)on en déduit que
3+1 3

WI%P—QQZ'—ZP :i(zQ —ZP)<:>z':i(Ziz—2z+1)+22—1:Tz—Z.

&

: 3+1
d) L’expression complexe de fest de la forme z'=az+bavec a= Tl =0

donc f est une similitude directe, comme f (O) =0'etf (I) =1',

on en déduit que I’image du cercle de diamétre [OI] par f est
le cercle de diamétre [O’T’].

Exercice 2

2
1) a) Une équation de (E) dans le repere (O,;j) est XT+ y’ =1 donc a* =4 et b’ =1, on en déduit que

c=+a’-b* = \/?_) par suite les coordonnées des foyers de (E) sont(«E,O) et(—\E,O) et son excentricité

c 3
est e=—=—.
a 2
X = 2 =X-2
b) M(x,y)e(P) <=y’ =2x+4 <y’ =2(x+2). Soit Q(-2,0) etonpose{ X <:>{X :

Y=y y=Y



Dans le repére (ij) M(X,Y)e(P)< Y* =2X, il en résulte que dans le repere (ij) F a pour

1
coordonnées [%,O) et la directrice de (P) a pour équation X = 5 On en déduit que dans le repere

(OYE) F(—%,O] et la directrice a pour équation X = —%.

2) a) M(x,y)e(T) ey’ =-2|x|+4 <y’ =-2|-x|+4 < M(—x,y) €(T).1l en résulte que (03) estun
axe de symétrie de (T").

b {M(><,y)er®{y2 :2x+4<:>{Me(P)

e [_2’ 0] ‘e [_2’ O] ‘e [_2’ ()] <> Me (Pl) ou (Pl ) est la partie de(P) située dans le

demi-plan de frontiere (03) contenant le point de coordonnées (—2,0), il enrésulte que I'=(P,)U(P,)

ou (P2 ) est le symétrique de (P1 ) par rapport a (0,3) .

2
3) a) Pour tout t €[0,2],t* +(\/4—t2 ) =t +4—t> =4. 1l enrésulte que M(t,x/4—t2 ) eC.
b) I, = Jj \4 —t*dt est I’aire de la partie du plan limitée par (C), les axes du repere et les droites

. . L Aire du disque de frontiere (C) mx2?
d’équations respectives x =0 et X =2, on en déduit que I, = q © = =T

4 4
4 1, = j: J=2t+4dt = —% j; 22t +4dt = —%[(—m +4)2t+ 4]

1 1
5) Par raison de symétrie, 4 A=1, - EI] donc A=4I, -21,—= (% — 271:j ua

8

2
0

Exercice 3
1) a) 9x1111-10* x(-1) =-9999 +10000 =1 donc (-9,-1) est solution de (E).
b) Le couple (—9,-1) est solution de (E) donc
1111x -10"y =1111x(-9) 10" x(~1) donc 1111(x+9)=10*(y+1)  (*)

donc 1111 divise 10* (y+1) et 1111A10* =1 d’ou 1111 divise (y+1) par suite il existe un entier k tel que
y+1=1111k ou encore y =1111k -1, k €[].

en remplagant y par 1111k —1 dans (*) , on obtient x =10*k —9.
Ainsi si le couple (X,y) est solution de (E) alors x =10k —9ety=1111k -1, kel .
Réciproquement : Six =10k -9 et y=1111k—1, k e[ , alors 1111(104k—9)—10“ (1111k—1)=1



On en déduit que S, ={(10*k=9 1111k 1),k e[ }.

2) a) S’il existe deux entiers p et q tels que n=1111p et n =10*q +1, alors
1111p=10*q+1<1111p-10*q =1, il enrésulte que (p,q) est solution de (E).

n=0(mod1111
b){ (mod1111)

.y & ilexiste deux entiers pet qtelsque n=1111p et n= 10*q +1, alors d’aprés a)
n= l(mole )

(p.q) est solution de (E), il en résulte que n=1111(10'k —9) =1111x10'k —9999.k [J.
n=0(mod1111)
Réciproquement : Si n =1111x10"k —9999, k €] , alors N
n= l(mole )
Ainsi S, ={1111x10'k—9999,k €[}
9999
1111x10'k—9999>0  |k>——"—=10.0009
c) - = 1111x10* , soit k =1 donc n=11100001.
kel
k ell
Exercice 4
1-1
1) La fonction f est dérivable sur |0,+oo et f'(x)= 2nx .Le signe de f'(x)est celui de 1-Inx
X
X 0 e +00
£(x) + o -
!
f / o \
—00 0

lim £ (x) = lim " =0 et lim f (x) = lim ™% = o,
X—>+00 x>+ X x—0" x—>0" X

2) a) limg(x)=lim e =0= g(0) car lim f(x)=—o0, il en résulte que g est continue a droite en 0.
x—0" x—0" x—0"

f(x)

b) lim e(x) = limS— = limf(x)ef(x)liZOZgli (0)

x=>0" X x—>0" X x—>0" nx

¢) La fonction g est dérivable sur ]0,+oof et g'(x)=f'(x)e'™. Le signe de g'(x)est celui def'(x).

400

X €

¢g'(x)o 0 -
1

g /ee

lim g(x) = lim e =1 car lim f(x)=0.

X—>+00 X—>+00 X—>+0

3) a) Voir figure.
b) T:y=g'(1)(x-1)+g(1)=x



c)

4) a) limu, = lim g(n)=1.
n—»oo n—>+oo
b) u, =1,u, =1.41,u, =1.44 et pour tout n>3,u, >u,,, car g est décroissante sur [e,+oo[ , il en résulte

que u, = g(n) = % est maximal si et seulement si n = 3.
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Exercice 1 : (3 points)

Pour chacune des affirmations (A1), (Az2), (A3) et (As) ci-dessous, répondre par " Vrai " ou
" Faux " en justifiant la réponse.

1) (A1) - Soit n un entier. " Si 33n=0 (mod 2013) alors n=0 (mod 61) “.

(A2) : " L'équation 33 x+ 11y =2013 admet des solutions dans ZxZ ".

el

1+ t?
(As) : " F est définie et dérivable sur |0+« .

dt.

2) Soit F la fonction définie par F(x) = L‘"“

(A4) : " Pour tout x de I'ensemble de dérivabilité de F, F'(x) = o (I" 7
nx)*

Exercice 2 : (4 points)

Le plan est orienté,

Dans I'annexe ci-jointe (Figure 1), OAB est un triangle rectangle en B de sens direct tel que
((—)7;:,6;'8) g [2n].
A) Soit f la similitude directe de centre O qui envoie B en A.

1) Donner une mesure de I'angle de f et montrer que le rapport de f est égal a 2.

2) Soit C I'image de A par I.

a) Montrer que le triangle OCA est rectangle en A de sens direct et que AC = 2AB.
b) Placer le point C.

B) Soit g la similitude indirecte qui envoie B en A et A en C. On note Q le centre de g.
1) a) Montrer que Q vérifie la relation QC = 4QB .
b) Placer le point Q
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2) Soit G le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, 2) et H son image par g.

a) Vérifier que BG = ;Eii el en déduire que AH = ; AC.

b) Montrer que BG + AH = QB ; puis montrer que G est le milieu du segment [QH].

¢) Montrer que la droite (GH) est I'axe de g.

Exercice 3 : (4 points)

L'espace est muni d'un repére orthonormé direct (O.u. V,w ) .
On considére les points 1(1,1,0) , J(0,1,1) et K(1,0,-1).

1) a) Déterminer les composantes du vecteur 1J  IK.

b) En déduire que les points I, ] et K déterminent un plan P dont une équation est x -y +z=0.

2) Soit le point $(1,-1,1). Montrer que le volume du tétraédre SIJK est égal a %

3) Soit la droite A passant par 1 et paralléle a la droile (JK) et soit M un point quelconque de A.

a) Montrer que MI A MK =1 A IK .

b) Déterminer alors le volume du tétraédre SMIK. s
4) Soil h I'homothétie de centre S et de rapport 2. 7
a) Determiner une équaltion du plan P' image du plan P par h.

b) Le plan P’ coupe les demi-droites [SM), [S J) et [S K) / /

respectivementen M’, I’ et K.

Montrer que le volume du solide MIKM'J'K” est égal a — 3

Exercice 4 : (3 points)

Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (O,u.v), on considére les points E et F d'affixes

respectives 1 et .
On designe par C; et Czles cercles de centres respectifs E et F et de méme rayon 1.

Soit 0 un réel de lintervalle [0.2x[ . M le point d'affixe 1+ et N le point d'affixe i(1+e'"

1) a) Calculer Aff(EM) et Aff (FN).
b) Montrer que, lorsque 0 varie dans[(). 2::[ .M varie sur C; et N varie sur Cy.
¢) Montrer que les droites (EM) et (FN) sont perpendiculaires.

2) Soit P le point d'affixe z, telle que z, =(1-i)sin6.e"

a) Montrer que —— (E -~)—-sm6 cosO et calculer ATEE)
Aff (EM) (FN)

b) Montrer que P est le point d'intersection dbs droites (EM) et (FN).



Exercice 5 : (6 points)

x

|. Soit la fonction ¢ définie sur B* par ¢(x)= ~® et soil Cy sa courbe représentative dans
e’ -1 ¥

un repeére orthonormé (('),1]).
1) a) Calculer Jim : ¢(x) et hm ..‘p(x)‘ Interpréter graphiquement les résultats trouves.,

b) Calculer Imz @(x) et !ml @(x). Interpréter graphiquement les résultats trouves.

c) Montrer que ¢ est strictement décroissante sur chacun des intervalles |-,0[ et ]0,+x].
2) Montrer que I'équation @(x)=x admet une solution unique « dans l'intervalle ]-«uo,()[

et une solution unique A dans l'intervalle |0,+o[ .

I1. On considére la fonction f définie sur . par f(x)=¢”* - x et la fonction g définie sur 0.+ o[
par g(x)=1-x+Inx.
On se propose dans cette partie de déterminer les tangentes communes aux deux courbes Cy et C,,
Dans I'annexe ci- jointe (Figure 2), on a traceé dans le méme repere (0O, i‘j) les courbes C,, Cy
et C, des fonctions ¢, f et g et la droite d'équation y = X,

1) Soit a un réel et b un réel strictement positif.
On désigne par A, la tangente a la courbe Cy au point A d'abscisse a et par D, la tangente

ala courbe C, au point B d'abscisse b.
a) Donner une équation de A_ et une équation de Dy,
b) Montrer que : (A et Dy, sont paralléles) si et seulement si (b =e™).
Dans la suite on suppose que A, et D, sont paralléles, c'est-a-dire b = e™.
o
e’ -1

).

2) a) Montrer que : (A, et Dy, sont confondues) si et seulementsi (a+0eta=

b) En déduire que A, est tangente a la courbe C; et a la courbe Cq respectivement aux

points A(a,f(a)) et B(e “,g(e ")).(a étant la valeur définie dans la question 1. 2))
c) Montrer que C; et C, admettent une deuxieme tangente commune que I'on précisera.
3) a) Construire dans I'annexe ci- jointe (Figure 2), le point A(a,f(a)).

b) Vérifier que e =f(- a) - a puis construire B(e™“,g(e™")).

c) Tracer A,.
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Section: MATHEMATIQUES SESSION PRINCIPALE

Corrigé J

Exercice 1 L

1. (A1) Vrai: en effet si 33n=0(mod2013) alors il existe k e Z tel que 33n=2013k =61x33k alors n=61k
ou encore n=0(mod61).

(A2) Vrai: en effet 33 A11=11et 11 divise 2013. Ainsi I'équation admet des solutions dans 7 x Z.

u: X — In x est définie et dérivable sur]0,+oo[

X

2. (A3) Vrai: eneffet: {x— est continue sur R donc elle est continue sur u(]0,+oo[) donc la fonction F

1+x
leR

est dérivable sur]0,+oo[.

(As) Faux : car pour tout x € ]0,+o0[, F'(x)= xl: X —=

Exercice 2

A. 1) Une mesure de I'angle de f est (@ ﬁ) s—g[zn]. Le rapport de f est (())_g 1

=0

2) a) Letriangle OAB est rectangle en B et de sens direct donc son image par f est un triangle rectangle
en f(B) et de sens direct. Orf (0)=0, f(B)=Acet f (A)=C, il en résulte que le triangle OCA est

rectangle en A de sens direct et % =2 donc AC=2AB.
b) Voir figure.
. AC
B. 1)a) Onsaitque g (A)=Cetg(B)=A doncle rapport de g est B =2donc gog= h(9,4) orgog(B)=C,
il en résulte que h, , (B)=C < QC=40B.

b) Puisque QC=40B donc Q est le barycentre des points pondérés (C.1)et(B,—4) d'ou@%@.

2) a) G est le barycentre des points pondérés (A,1)et(B,2)dou ﬁziﬁz%ﬂ et puisque g (G) =
+

H, g (A)=Cetg(B)=A, on en déduit que ﬁz%@.

b) D’apres a) ﬁ+ﬁ:%(ﬁ+E)=%FC=%(@+£TC):%(@+4@):@.

On a BG + AH=0B donc BG + AG + GH=QB donc —-BG + GH=QBdonc GH=0B + BG=QG, il en
résulte que G est le milieu de [QH].

c) G estle milieude [QH] donc QH=2QG et g est une similitude indirecte de centre Q, de rapport
2 etg(G) =Hd ou l'axe de g est (GH).




Exercice 3

-1 0 1
1. a)ﬁ 0 |etIK|—1|doncJAIK|—1]|.
1 -1 1
1
b) Le vecteur U AIK| -1|#0 donc les points |, J et K ne sont pas alignés donc ils déterminent un plan
1
1
P. IJ AIK| —1 |est normal & P donc P:x—y+z+d=0etIeP doncd=0, onen déduit que
1
P:x-y+z=0.
0
2. v=l‘(ﬁ/\ﬁ).ﬁ, IS| =2 | donc (ﬁ/\ﬁ).ﬁ=3 Il en résulte quev=l.
6 | 2

3. )MJ A MK = (M + 1) (M + TR) = Ml A M + T A TR + Mi A (R~ 1) =T A TR + M A TR = T A TR
b) (M3 A MK MS = (M A M ). (M + 8) = (M 7 MK ) Mi + (VJ A MK .S = (MJ A MK 1S

= (ﬁ AR).E. On en déduit que SMJK et SIJK ont le méme volume d’ou le volume de SMIK est % .

4. a)h(P) =P’ donc P et P’ sont paralléles donc P': x —y+z+d =0. Soit I'(x,y,z) = h(l) donc

x—1 0
SI'=2SIdonc | y+1|=2|2 | onen déduit que 1'(1,3,-1), 0or I'eP' donc d=3. Ainsi P': x -~y +z+3=0.
z—1 -1

b) On sait que M € (SM) NP donc h(M) e h((SM)) Nh(P) donc h(M) e (SM)NP'={M'}, d’ou
h(M)=M'on montre de méme que h(J)=J"et h(K)=K" et puisque h(S)=S, il en résulte que
h(SMJK)=SM’J’K’ donc le volume de SM’J'K’ est 2’ x%=4.

Le volume du solide MIKM’J'K’ =V sprye- V sk = 4—%=% .

Exercice 4
1. a) Aff(m)zne“’ —1=¢" et Aff(ﬁ):nie“’ —i=ie®.

b) EM =|ei°| =1 donc M varie sur C; et FN=|ieie| =1 donc N varie sur C,.

Aff (FN) 0 .
—) —;- =1 imaginaire donc FN L EM d’ou les droites (FN) et (EM) sont perpendiculaires.
€

2. a) = — =(1-i)sin®—e ™ =sin®—isinO—cosO+isinO=sin®—cosO.



Aff(ﬁ)) (1—i)sin6e” —i o " ‘ o N ‘
= =(—1—1)s1r16—e1 =—sin®—1sin®—cosO+1sin®=-sin® —cosH.

Aff (ﬁ) i+ie® —i

Aff (EP)
b) ———= =sin0—cos 0 est réel donc (EP) et (EM) sont paralleles donc E, P et M sont alignés
Aff (EM)
Aff(FP)
—— L =—sin0—cos 0O est réel donc (FP) et (FN) sont paralléles donc F, P et N sont alignés
Aff (FN)

Ainsi P est le point d’intersection de (FN) et (EM).

Exercice 5
. . X 1 X
l.a) lim ¢(x) = lim xe = . =1 et lim ¢(x)= lim xe—l =0. Les droitesy =0 ety = 1 sont
X—>-+00 X—>+00 e p— X—>—00 X—>—00 e J—
1— —
( exj

des asymptotes de C, respectivement en —o et + o0

b) lim ¢(x) = lim =+o0 et lim ¢(x) = lim = —o0. La droite x = 0 est une asymptote de C
x—0" x—0" ex — x—0" x—0" ex —1 ¢
ex (ex _ 1) _ er _ex

c) Pour tout réel x non nul, (p'(x): > = ~<0
(e" —1) (eX —1)
2. Pour tout réel x non nul, @(x) =x < @(x)—x =0, on pose h(x)=@(x)-x
La fonction h est dérivable sur chacun des intervalles ]-0,0[ et ]0,+oc[ et h'(x)=¢'(x)—1<0 pour

tout réel x non nul.

La fonction h est continue et strictement décroissante sur ]—oo,O[ (resp ]0,+oo[) donc elle réalise une

bijection de
]-o0.0[ (resp ]0,+0[ ) sur h(]—0,0[)=R (resp h(]0,+[)=R), 0 R donc il existe un unique réel

o e J-o0,0[

(resp Be0,+o0[) tel que h(a)=0< ¢(a)=a(resp h(B)=0<> ¢(B)=B). On en déduit que I'équation



@(x)=x admet exactement deux solutions o & ]-o0,0[ et pe]0,+oo[

1)a) A, :y=f'(a)(x—a)+f(a) donc A, :yz(ea —1)()(—21)+e"l —a dou A, :yz(ea —1)X+(1—a)ea.

D, :y=g'(b)(x—b)+g(b) donc D, :y=[—1+%)(x—b)+l—b+lnb d’ou Db:yz(—l+%)x+lnb.
b) (A, et D, sont paralléles) si et seulement si (f’(a) =g’(b)) si et seulement si (—1+%=ea -1)

. P .
si et seulement si (E =¢") si et seulementsi(b=¢™).

2)a) A, et D, étant paralléles donc

(I-a)e" =Inb . .
’ si et seulement si ((1—-a)e' =—a) si et

(A, et D, sont confondues) si et seulement si {
b=e

seulement si
a

(a(e' —1)=¢") si et seulement si (a0 et a= ° 1).
e p—

b) d’apres 2) a) A, et Dy sont confonduesalors ¢ (a)=a or¢o(a)=a(a=0)doncA,estune tangente
communea CietCgenA(a,f(a))etenB(b,g(b))orb=e*daprés(Il;1)a))donc
B(e™,g(e™)).

E
c) Onaaussi o(p )= signifie =EEE—_1 , Ag est une tangente commune a C; et a Cg respectivement en

AR, f(B) etB'(e™”; gle ).
3) a) Voir figure.

o

b)f(—a)—a=e *—(-a)—a=e"
c¢) Voir figure.
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Exercice 1 : (3 points)
On considere dans ZxZ , I'équation (E): 2x + 5y = 6.
1) a) Verifier que (3, 0) est une solution de ( E ).
b) Résoudre I'équation ( E ).
2) Soit (x, ¥) une solution de ( E).
a) Quelles sont les valeurs possibles de x Ay ?

b) Déterminer les couples (X, y), solutions de ( E ), tels que xAy = 3.

Exercice 2 : (5 points)

Dans I'annexe ci-jointe (Figure 1), (O. i ]) est un repére orthonormé et (C) est le cercle de
centre O passant par les points A(2, 0) et A'(- 2, 0).
1) Soit P(x, y) un point du plan n'appartenant pas a (O. i'), H son projeté orthogonal sur
laxe (O,i) et M (XY) le milieu du segment [PH].
a) Exprimer X et Y al'aidede x et y.

b) Montrer que lorsque P varie sur le cercle (C), M varie sur I'ellipse (E)d'équation

x—2+Y’=1.
4

c) Tracer l'ellipse (E) dans le méme repére(O, i, j ).

-
2) Soit P, (1.4/3) et MO(LVTB).

La tangente (T) au cercle (C) en P, coupe I'axe des abscisses au point 1.

a) Montrer que I a pour coordonnées (4, 0).

b) Montrer que la tangente a l'ellipse (E) en M, passe par 1.
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Exercice 3 : (6 points)
Soit f la fonction définie sur [0,+[ par f(x)=x-In(1 + x?).
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (0.1, ]).

- 1\2
l. 1) Montrer que pour tout x appartenant a (040 f'(x)= (1>‘+ 1)2_ s
X

2) a) Montrer que pour x>0, f(x)=x-2Inx - In(1 + iz)_
X

b) Calculerxlimrf(x) et ‘limqfi)(’g

c) Calculer ‘l_i.nl[f(x) - x]. puis interpréter graphiquement le résultat trouvé.
3) Dresser le tableau de variation de f.
4) a) Donner une équation de la tangente A a la courbe (C) au point O.

b) Donner la position relative de la droite A et la courbe (C).

¢) Tracer dans le repére (O, 1, j) la droite A et la courbe (C).

dt.

Il. Soit G 1a fonction définie sur [O,f[ par G(x) = Im &t ;
2 g+t

1) a) Montrer que G est dérivable sur [O,g[ et déterminer sa fonction dérivée.

b) En déduire que pour tout x appartenant a [Og[ G(x)=x.

|
I+t

|
c) Calculer alors I 2

2) On désigne par A4 l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (C), la droite A et

les droites d'équations x=0 et x =1,

a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que ;

Iodx

|
[, In(1 +x%)dx =In 2-2+2j0 el

b) En déduire la valeur de 4.
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Exercice 4 : (6 points)

Le plan est orienté.

Dans I'annexe ci-jointe (Figure 2), ABCD est un rectangle tel que AB=1et AD =
et FCDE et BFGH sont deux carrés.

1) On pose q=_l§\/§.

I+\/§
2

a) Montrer que q?=1-q.

b) Verifierque FG = q etque EG = q2.

2) Soit Sy la similitude directe de centre F, d'angle g et de rapport q.

a) Montrer que S:(C)=G,

b) Déterminer I'image du carré FCDE par S;.
3) Soit S; la similitude directe de centre G qui transforme H en E.

Montrer que S; est de rapport q et d'angle -% i
4) On pose h=S;0 Ss.

a) Montrer que h(D)=E.

b) Montrer que h est une homothétie de rapport q2.

¢) Montrer que AE = q” AD et en déduire le centre de h.

d) Montrer que les points A, G et C sont alignés.

e) Soit | =h(E) et J = h(F).

Construire les points J et | et déterminer alors I'image du carré BFGH par S,.

5) On considére la suite (a,) définie sur IN par a,=q”.

a) Vérifier que ag, a, et a, sont les aires respectives des carrés FCDE, BFGH et GEIJ.

b) On pose pour tout entier naturel n, 4, = ag+ as+...+ a,.

Exprimer 4, en fonction de n et vérifier que la limite de #, est égale a l'aire du

rectangle ABCD.
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Section : MATHEMATIQUES SESSION DE CONTROLE

Exercice 1 [ Corrigé ]

1. a) 2x3+5x0=6 donc le couple (3,0) est une solution de(E ).
b) Le couple (3,0) est une solution de(E ) donc 2x +5y =2x3+5x0<2(x —3)=-5y (*)
donc {Z‘Sy d’ou d’apres Gausse Z‘y par suite il existe k €Z tel que y =2k.
2A5=1
En remplacgant y par sa valeur trouvée dans (*) on obtient x =5k +3, k €Z.
Réciproquement : Pour toutk € Z, 2(—5k +3)+5(2k )=6.
AinsiS, , ={(-5k +3.2k ), k eZ}

x/\y|x

2. a) Soit (x,y ) une solution de(E ), { doncx Ay|2x +5y =6, il en résulte que

xAyly
x Ay €D/ ={1,2,3,6}.
=5k +350(mod3)
b) Soit (x,y ) une solutionde(E), x Ay =3 <2k =0(mod3) donc

k =0(mod?2)
—5k +3=0(mod3) k =0(mod3)
4k =0(mod3) d’ou 1k =0(mod2) donc k =6n, n €Z, il en résulte que
k =0(mod2) 2A3=1
{x =-30n +3
,ne
y =12n

x =-30n+3
y =12n
x =-30n +3EO(mod3)
y =12n = 0(mod3)

Réciproquement : Si { ,neZ,2x +5y =2(-30n +3)+5(12n) =6 donc (x,y) est

une solution de(E ) de plus { et x est impair donc elle n’est pas divisible

. o x =-30n+3
par6,d’ou x Ay =3.Ainsix Ay =3 , W e
y =12n
Exercice 2
X =x
1. a) .
y =2
2

. . . . X7
varie sur l'ellipse d’équation T+Y =1,

c)




NG NG

On en déduit que (T) coupe I'axe des abscisses en I.

(-3 (1 S
2. a) IPO( J et OPO( j, OP,.IP, =3—-3=0donc la droite (IP,) est tangente a C en P,.
b) Soit (T’) la tangente a (E) en M , alors (T '): X?wth =1.
pourY =0 on obtient X =4 ce qui prouve que I (T ).

Exercice 3

l. 1) La fonction f est dérivable sur [O,+00[ et pour tout x € [0, +00[,

) 1\
f(x)zl— Zx2:1+x —Zx:(x 1)

1+x 1+x? 1+x?
2) a) Pour tout x >0,

f(x)=x-In(l+x*)=x —ln(x2(1+i2D:x —1n(x2)—1n(1+iz]=x —2Inx —1n(1+i2j

X X X

X —>+00 X —>+0

b) limf(x):limx(l 2m—x)—1n(1+ij:+oo.

1
: o)
lim m = lim (1 21 j
X400 x X —>+o0 X
c) lim [f —-X ] = lim-2Ilnx —In (l +L2J =—o0o, . C admet une branche parabolique
X —>+0 X —>+0 X
de direction celle de la droite y = x au voisinage de +o.
3)
X 0 1 +o0
£(x) + q; +
f 0 > o0

4) a) Aty =f/(0)x +f (0)=x.
b) Pour tout x E[O,+OO[,f (x)—x =—ln(1+x2)30 car 1+x? >1 donc la courbe C est

au-dessous de A.
c)

©)

o




est continue sur R

II. 1)a) Lafonction u:x > tanx est dérivable sur [O,E[ et la fonction ¢

2 1+t2

doncu([O, gD cRet 0eR.Onendéduit que G est dérivable sur{O,g{ .

;Z(Ithan2 x)=1.

Pour tout x e [O,E{,G'(x) =
2 1+tan” x

b) On sait que pour tout x € {O,g{,@(x) =1 doncG(x)=x+c, ceR.0rG(0)=0,ilen

résulte que ¢ = 0 Ainsi pour tout x € {O,g{,G(x) = X.

1 dt T T
c =G| - [=—.
) J.01+t2 (4) 4

[in(1+x?)dx =[m(1+x2)] -2 Olljfz _dx =ln2—21;%dx
X X
=ln2—2[I;1—1+1 zdx}lnz—z[l—ﬁl: 2dx}=1n2—2+2011fx2.
X X X
b) A= [ [f (x)—xdx = [ [x =f (x)]dx = [ tn(1+x2)dx =1n2—2+2_|.011f);2

=ln2—2+2x1=(ln2—2+z)ua
4 2

Exercice 4

1) a)qz=6_2J§=§—ﬁ:1+l—£=1—_1+¢§:1—q
4 2 2 2 2 2
b)FG=FB=AE=AD—DE=AD—DC=1+*/§—1:_1;*/§=q.

EG =EF -FG =1-g =q".

(ﬁﬁ) _ 7 [24]
2) a donc §,(C)=G.
) a) 6 g /(C)

FC 1 1

b) FCDE est un carré direct donc son image par §, est un carré direct, or S, (F) =F,
S, (C)=G et

BFGH est un carré direct donc I'image du carré FCDE par §, est le carré BFGH.

ez(c?,c;?)[zﬂ]z-g[zﬂ]

3
' _oE
GH ¢ 1



4) a) B g donc S, (E)=B et puisqueS,(C)=G , S,(F)=F et I'image du carré

=1
FCDE par S, est le carré BFGH, il en résulte que S, (D)=H.
h(D)=S,(S,(D))=S,(H)=E.

, I . A , . V4
b) h est la composée de deux similitudes directes de méme rapport q et d’angles respectives —

V4 I . , . .
et 5 donc h est une similitude directe de rapport ¢ #1 et d’angle nul, il en résulte que h est
une homothétie de rapport ¢°.

c) Les vecteurs AE et AD sont colinéaires et de méme sens donc AE = azﬁ, a>0

Donc , _AE _q — g% On en déduit que AE =q2E et h est ’homothétie de rapport ¢°
AD 1

q
qui envoie E en D donc A est le centre de h.

d) h(C)=5,(5,(C))=S,(G)=G,ilen résulte que A, G et C sont alignés.
e) h(E)=S,(S,(E))=S,(B)=1IdoncS,(B)=1
h(F)=S,(S,(F))=S,(F)=Jdonc S,(F)=1J etpuisque S,(G)=G et S,(H)=Eil
en résulte que I'image du carré BFGH par S, est le carré IJGE.

5) a)a,=q°’ =1=FC* =A,;, a,=q° =FG* =A,,., et a,=q" =EG” =A_,,

n n n 1— 2 i _ 2n+2
b)An:zak:z(qz) _ (‘]2 _1-¢ .
k=0

k=0 l-¢ 1-¢°

2n+2
lima, =tim 4 -1 _1
n—>+oo n—>+ow l_q l_q q

A,pep =CD xAD =AD RLNCENY
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Exercice 1 (3 points)

Le plan est muni d’un repére orthonormé.

Soit f une fonction définie et dérivable sur [%, 5]

telle que sa courbe représentative (C) passe par
les points A(1,0) et B(3, 1). Dans la figure ci-contre,
on a représenté la courbe (C’) de la dérivée f’ de la
fonction f.

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse. 0

1) (C) admet une tangente de coefficient
directeur -1. ’
2) L ’aire de la partie hachurée est égale a 1.

3) (C) admet une tangente de coefficient directeur % .
4) Pour tous a et b de [1,3], [f(b)-f(a)<|b-al.
Exercice 2 (5 points)

Dans le plan orienté, AlJ est un triangle quelconque, BAJ et ClJ sont
deux triangles isocéles respectivement en B et C tels que

(BABJ) = % [27] et (Ci,CJ) = % [27].

On désigne par t la translation de vecteur IA et par rget rc les

rotations de méme angle % et de centres respectifs B et C.

1) a) Déterminer rc (1)
b) Montrer que rgo t(I) = J.
c) En déduire que rgot=rc. .

2) SoitK =t (C).

Montrer que BC = BK et (BC,BK) = —% [27].

3) Soit D le point du plan tel que le triangle DIA est isocéle en D et (ﬁ,ﬁ) = % [27:].

a) Soit O le milieu de [AC].
Montrer que I'image du triangle DIA par la symétrie centrale de centre O est le
triangle BKC.

b) Montrer que ABCD est un parallélogramme.
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Exercice 3 (3 points)

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, V).
On désigne par A le point de coordonnées (3 , 2).

Soit N un point de I'axe (O, u) et P le point de 'axe (O, v) tel que ANP estun triangle
rectangle en A.

1) a) Sait les points E(3 ,0) et F(0,2).
Montrer qu'il existe une unique similitude directe S de centre A qui transforme E en F.
Donner son rapport et son angle.

b) Déterminer 'image de 'axe (O, u) par S.
c) En déduire que S(N) = P.
d) Soit M un point d’affixe z et M’ le point d’affixe z’ tel que M’ = S(M).

3, 5 .
Montrerque Z'=-=iz + s b
. 2 2

2) a) On note x I'abscisse du point N et y I'ordonnée du point P.
Montrerque 3x+2y=13.
b) Déterminer les points N et P dont les coordonnées sont des entiers.

Exercice 4 (3 points)
Un laboratoire de sciences physiques dispose d’un ensemble d’oscilloscopes de méme
modeéle. La durée de vie, en nombre d’années, d’un oscilloscope est une variable aléatoire

notée X qui suit la loi exponentielle de parameétre 0,125.
Dans tout I'exercice on donnera les résultats & 10 prés par défaut.
1) a) Montrer que p (X>10) = 0,286.
b) Calculer la probabilité qu’un oscilloscope ait une durée de vie inférieure a 6 mois.
2) Le responsable du laboratoire veut commander n oscilloscopes (n=2).
On suppose que la durée de vie d’'un oscilloscope est indépendante de celle des autres.

On note p4 la probabilité qu'au moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure a
10 ans.

a) Exprimer p4 en fonction de n.

b) Combien d'oscilloscopes, au minimum, devrait commander le responsable pour que
p1 soit supérieure a 0.999 ?
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Exercice 5 (6 points)

I ] On considére la fonction f, définie sur ]0+oo[ par f,(x)=x*-Inx et on désigne par (I') sa

courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i, j).

1) a) Calculer Iirg*fz(x) et lim f,(x).

b) Calculer lim k) et interpréter graphiquement le résultat.

X—>+00 X

c) Dresser le tableau de variation de f,.

—

2) Dans l'annexe ci-jointe on a tracé, dans le repére (O, i, j), la courbe (L) de la fonction
In et la courbe (C) d’équation y = x2.
a) Soit x > 0. On considére les points M et M, de méme abscisse x et appartenant
respectivement a (L) et (C). Vérifier que MM, = f,(x).

b) Construire alors dans I'annexe les points de la courbe (') d’abscisses respectives

v Ll et \/I :
e 2
c) Tracer la courbe () dans le repére (O, i, j) de 'annexe.

Il ]1) Soit k un entier supérieur ou égal a 2.
On considére la fonction f, définie sur ]O+oo[ par f (x)=x“-Inx.
a) Déterminer f, la fonction dérivée de f, .

1 1+Ink
b) Montrer que f, admet un minimum en d% égal a al ;

k

c) Pour tout réel x > 0, on considére les points My (x,x*) et M (x,In x).

Déterminer la valeur minimale de la distance MM.

2) Pour tout entier k 2 2, on pose u,= 'i/% ;

a) Vérifier que Inu, = —% et en déduire la limite de (uk).

b) Soit A(1, 0) et A« le point de coordonnées (uk, fi(uk)).

Calculer la limite de la distance AA, lorsque k tend vers +oo.
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MATHS

Section : Mathématiques

1ere Session

Exercice 1
Le plan est muni d’un repére orthonormé.

Soit f une fonction définie et dérivable sur [%, 5] telle que sa courbe représentative (C) passe par les

points A(1,0) et B(3, 1). Dans la figure ci-contre, on a représenté la courbe (C’) de la dérivée f’ de la
fonction f.

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

1) (C) admet une tangente de coefficient directeur -1.
2) L’aire de la partie hachurée est égale a 1.

3) (C) admet une tangente de coefficient directeur

4) Pour tous a et b de [1,3], [f(b)—f(a)| <|b-al.

Contenu

e Tangente a une courbe

e Notion d’aires

e Inégalités des accroissements finis
Solutions
1s 14

1. Faux., car Pour x € , £’ x >0. Par suite f’ x =—1 pour toutx €

2. Vrai. En effet : La fonction f’ est continue et positive sur 1,3 donc I’aire de la partie hachurée est égale a :
3
[F xdx=f3—f1=1-0=1,
]

1
t —ef
2

1
tel quef’ ¢ =—.
el que >

3. Vrai. En effet : La fonction f’ est continue sur

1s
2

2
2

] donc il existe ¢ € %,5

4. Vrai. En effet : La fonction f est dérivable sur [1, 3] et pour X € [1,3], ‘f' X ‘ <1.

D’aprés I’inégalité des accroissements finis, pour tous a et b de [’I, 3] ,fb —fa ‘ < |b — a|.



Exercice 2

Dans le plan orienté, AlJ est un triangle quelconque, BAJ et CIJ sont deux c

triangles isocéles respectivement en B et C tels que (ﬁ,ﬁ) = % [272'] et B

(6],6]) = % [272’]

On désigne par t la translation de vecteur IA et par rset rc les rotations de
méme angle % et de centres respectifs B et C.
1) a) Déterminer rc (). ’
b) Montrer que rs o t(I) = J. ’
c) En déduire que rsot=rc.
2) SoitK=1t(C).

Montrer que BC = BK et (BC,BK) = - [27].

z
6
3) Soit D le point du plan tel que le triangle DIA est isocéle en D et (ﬁ,ﬁ) = % [27r]

a) Soit O le milieu de [AC].
Montrer que I'image du triangle DIA par la symétrie centrale de centre O est le triangle
BKC.

b) Montrer que ABCD est un parallélogramme.

Contenu

e (Composée rotation et translation

e Configuration de base ( triangle isocele, parallélogramme)
Aptitudes visées :

e Reconnaitre la composée d’une rotation et d’une translation

e Exploiter une isométrie pour déterminer la nature d’un quadrilatere.

Solutions
1. a) Le triangle CIJ est isocele en C et CI,CJ E% 27 , par suite Cl=CJ et CI,CJ E% 2r .
On en déduit quers | =J.
b) Le triangle BAJ est isocele en B et[ﬁ,@] = % [27[] par suite BA = BJ et [ﬁ@] = % [27[]
tl=A
On en déduit quer, A =J. doncryot | =J.
L A=J

¢) 1ot estla composée d’une rotation d’angle % et d’une translation donc c’est une rotation d’angle% .



Or ryotl =J,Cl=CJet CLCJ =

27 . Il en résulte que C est le centre der; ot.

oy

On en déduit que ry ot =r.
2. Puisque K=t C doncryot C =r; K ,orryot C =r, C =C. Il enrésulte que r; K = C ou encore

/a

BC =BK et BC,BK =5 27 .

3. a) Onsaitque K=t C donc CK=IA et les points I, A et C ne sont pas alignés donc IAKC est un
parallélogramme. Comme O est le milieu de [IC] donc O est le milieu de[IK] .Ilenrésulte que S, | =K.

d’autre part Le point O est le milieu de [AC] donc S, A =C.

Le triangle DIA est isocele de base [IA] tel que [D—I,ﬁ] = % [272] .

S, I =K.,§, A =C, [ﬁ,%] = % [271] et le triangle BKC est isocele de base [KC] .

On en déduit que I’image du triangle IAD par S est le triangle BKC.

b) L’image du triangle IAD par S, est le triangle BKC, S | =K etS; A =C donc S; D = Bou ehcore O

est le milieu de [BD] de plus O est le milieu de [AC] et les points A, B et C ne sont pas alignés. On en déduit que

ABCD est un parallélogramme.

Exercice 3

Le plan est muni d’un repére orthonormé direct (O, u, V).
On désigne par A le point de coordonnées (3, 2).
Soit N un point de I'axe (O, u) et P le point de I'axe (O, v) tel que ANP est un triangle rectangle en

A.
1) a) Soit les points E(3 ,0) et F(0,2).
Montrer qu'il existe une unique similitude directe S de centre A qui transforme E en F.
Donner son rapport et son angle.
b) Déterminer 'image de I'axe (O, G) par S.
¢) En déduire que S(N) = P.
d) Soit M un point d’affixe z et M’ le point d’affixe z’ tel que M’ = S(M).
Montrer que z'=—§iz + 3 i.
2 2
2) a) On note x I'abscisse du point N et y 'ordonnée du point P.
Montrer que 3x+2y=13.
b) Déterminer les points N et P dont les coordonnées sont des entiers.

Contenu

e Similitude directe ( image d’une configuration de base par une similitude directe, expression
complexe d’une similitude directe)

e Arithmétique

Aptitudes visées :



e Reconnaitre une similitude directe.

e Reconnaitre I'image d’une droite par une similitude directe.
e [dentifier I'image d’un point par une similitude directe.

e Résoudre un probleme d’arithmétique.

Solutions

1. a) A=E et A=F donc il existe une unique similitude directe S de centre A qui envoie E en F, son rapport est
AF
k=—

= 3 et son angle a pour mesure [A—Eﬁ:] =_I [27:].
AE 2 2

b) SE =F et Ec O,u donc S O,u est la droite passant par F et perpendiculaire a O,U .

I en résulte queS O,u = O,V .
¢) S AN estladroite passant par A et perpendiculairea AN ,ilenrésulteque S AN = AP .

Ne AN N O,u donc SN €S AN NS Ou = AP N Ov =P .Dou SN =P,

d) S est la similitude directe de centre A d’affixez, = 3 + 2i, de rapport % et d’angle —g .

Soit M un point d’affixe z et M’ le point d’affixe z’, image de M par S. L’expression complexe de S est de la

3if 3 b

forme z'=az+b,acll* etbell avec a=—e =——ijet =3+2i doncb:Ei.
2 2 1+ =i 2
2 ZF A
3. 13.

On en déduit Z'=——iz+—i N
que > + 5 F

- E

2. a) L’affixe de N est z, = x et ’affixe de P est ZP:iy. 1/ : -
. -3, 13. -3 13]. -3 13 K
SN=Psoiy=—ix+—i=|—x+—|icoy=—x+—<3x+2y =13. .
y 2 + 2 [ 2 + 2] y 2 * 2 ey

b)N x,0 et P O,y .x ety sont des entiers si et seulement si X,y est solution de I’équation
3x+2y =13 dans U x .
Résolvons alors dans 1 x[1 1’équation E :3x +2y =13.

1,5 estsolutionde E donc 3x+2y =13 3x+2y =3x14+2x5<3 x—1 =2 —-y+5 =« .
3 divise 2 —y+5 et 3A2 =1 donc d’aprés Gauss 3 divise —Yy +5 parsuite —y +5=23K avec k €[]

ou encorey = —3Kk + 5. En remplacant y par sa valeur dans * , on obtient X =2k +1 avec k€0 .

Réciproquement3 2k +1 +2 —3k+5 =3+10=13.
On en déduit queN 2k +10 , P 0,—3k+5 aveck el .



Exercice 4

Un laboratoire de sciences physiques dispose d’'un ensemble d’oscilloscopes de méme modéle. La
durée de vie, en nombre d’années, d’un oscilloscope est une variable aléatoire notée X qui suit la loi

exponentielle de paramétre 0,125.
Dans tout I'exercice on donnera les résultats a 10-3 prés par défaut.
1) a) Montrer que p (X>10) = 0,286 .
b) Calculer la probabilité qu’un oscilloscope ait une durée de vie inférieure a 6 mois.
2) Le responsable du laboratoire veut commander n oscilloscopes (n=2).
On suppose que la durée de vie d’un oscilloscope est indépendante de celle des autres.
On note p1 la probabilité qu'au moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure a 10 ans.
a) Exprimer p1en fonction de n.

b) Combien d’oscilloscopes, au minimum, devrait commander le responsable pour que p1 soit

supérieure a 0.999 ?

Contenu

e Loi de probabilité continue ( loi exponentielle)

e Loi binomiale
Aptitudes visées :

e Calculer la probabilité d’'un évenement pour une loi exponentielle.

e Reconnaitre une loi binomiale

e Calculer la probabilité d’'un évenement pour une loi binomiale.
Solutions

1. a)p X>10 =e %" = =,286.

b) L’événement « I’oscilloscope a une durée de vie inférieur a 6 mois » se traduit par 0 < X <0,5 .

0125

pO0<X<05=1-e 2 =1-e %% =0,06.
2. On considére la variable aléatoire Y qui prend pour valeurs, le nombre d’oscilloscopes qui ont une durée de vie

supérieure a 10 ans. Y suit une loi binomiale de parametres n,p X >10 = 0.286 .
Laloi de Y est donnée par Y %) G= 0:286 05714 ,“12 @&1....,n .

a) p=pY=0=1-pY=0 =1- 0,714 ".



b) p,>0,999 < 1— 0,714 " >0,999 < 0,714 " <0,001 < nln 0,714 <In 0,001

In 0,001

n>————=20.505. Soit n=21.
In 0,714

Exercice 5

| ] On considére la fonction f, définie sur ]0,+00] par f,(x)=x’—Inx et on désigne par () sa courbe

représentative dans un repére orthonormé (O, i, j).

1) a) Calculer lim f,(x) et lim f,(x).
x—0" X—>+00

b) Calculer lim w et interpréter graphiquement le résultat.

X0 X

c) Dresser le tableau de variation de f,.

2) On atracé ci-dessous , dans le repere (O, i, j), la courbe (L) de la fonction In et la courbe (C)
d’équation y = x2.
a) Soit x> 0. On considére les points M et M2 de méme abscisse x et appartenant

respectivement a (L) et (C). Vérifier que MM, =f,(x).
1 1
b) Construire alors les points de la courbe (') d’abscisses respectives 2, S et \/;
c) Tracer la courbe (I') dans le repére (O, i, j) .

[1']1) Soit k un entier supérieur ou égal a 2.
On considére la fonction f, définie sur ]0,+oo[ par f,(x)=xX"-Inx.
a) Déterminer f, la fonction dérivée de f, .

1+Ink
t

1
b) Montrer que f, admet un minimum en Ii/g égal a

c) Pour tout réel x > 0, on considére les points Mk (x,x*) et M (x,In x).

Déterminer la valeur minimale de la distance MMk.

1
2) Pour tout entier k 22, on pose U, = 'i/g :

Ink
a) Vérifier que Inu, = ry et en déduire la limite de (uk).

b) Soit A(1, 0) et Ak le point de coordonnées (uk, fk(uk)).

Calculer la limite de la distance AAx lorsque k tend vers +oo.



—
~~
N
4
L

e Fonction In : continuité, dérivabilité, branches infinies .
e Notion d’extremum
e Suite réelle.
Aptitudes visées :
e Calculer la limite d’une fonction.
e [Interpréter graphiquement un résultat.
e FEtudier les variations d’une fonction.
e Reconnaitre un minimum d’une fonction.

e (Calculer la limite d’une suite réelle.



Solutions

I.
. . . 2 Inx
1. a) limf, x =400, limf, x = lim x [1——2]= +o00
x—0* X——+o0 X—+o X
_fx , Inx . L <
b) Iim = lim X ——— =400 donc T' admet une branche parabolique de direction celle de O,j .
X— 4o X X——400 X
. L , 1 2x* -1
¢) La fonction f,est dérivable sur ]O, —1—00[ et pour tout X € ]O, —1—00[ L X =2x——= )
X X
_ ) ) ) 2x% —1 1

Le signe de f, x est celui de2x” —1. S X=—.

X e ]0,—|—oo[ 2

0 1 +

—_= 00
X \/5
f, x —~ 0 +
+00 +00
f, \ /
1 1In2
2 2

2. a)Pour toutx € ]O, —i—oo[ , MM, = |X2 —In X| = |f2 X | =f, x car f,admet un minimum global strictement

positif sur]O, —i—oo[ doncf, x >0 pour toutx € ]O, —i—oo[ .

b) *) La droite passant par le point A de I’axe des abscisses d’abscisse 2 et paralléle a I’axe des ordonnées coupe
L enBet C enE. Ainsile pointde I' d’abscisse 2 est le point G de[AE tel que EG=AB.

**) Du point de 1’axe des ordonnées d’ordonnée —1, on méne la paralléle a ’axe des abscisses. Elle coupe L en

N. Du point N on mene la paralléle a ’axes des ordonnées. Elle coupe C en Q et I’axes des abscisses en R, le

.1 .
point de I" d’abscisse — est alors le point S du segment RQ tel que RS =NQ..
e

**%) Du point de I’axe des ordonnées d’ordonnée % on meéne la paralléle a I’axe des abscisses. Elle coupe C enF et
de F on méne la paralléle a I’axe des ordonnées elle coupe L en H et I’axe des abscisses en K, le pointde I' d’abscisse

A est alors le point J de la demi-droite KF tel que KJ = HF.

NA



II.

a) La fonction f, est dérivable sur ]O, —i—oo[ et pourX € 0,+00

(©) r

k
afk/ X :kaA—l:kX _1.
X X

b) fk/ X :O@x:'i/gdeplus fk, X <0@O<X<k\/g et fk, X >0®X>'§/g.ilenrésulteque fk/

)

a) Pour tout kK > 2, Inukzlndj:—ln—_ . lim Inu, = lim
k k k k

b) AAk:\/1—uk gt f u, *or lim u ="Tet kﬁrﬂofk u, = lim

1 . \ . 1,
s’annule en 'i/; en changeant de signe, d’ou f, admet un minimum en 'i/; égal a

k
k k k k k k

MM, :|Xk _|nx| =[f x|=% X carle minimum de f, est 1+ Ink > 0 pour k > 2. Donc la valeur minimale
de MM, est la valeur minimale de fk sur ]0, +OO[ qui est €gale a fk [{/g = 1+k|nk v

1.1 —Ink —Ink

=0 d’ou lim u, =1.

K—+4oc K—+oc k——+o

ik _ i 1INk g,
k—+oc k k—>+oc-k k

k—+oc

P . . . 2 2
On en déduit que kLITxAAk = lim4/1-u, +f u =0.

k—+4ac
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Exercice 1 (3 points)

Une expérience aléatoire est représentée par I'arbre de probabilité suivant :

0,3 AnB
/
\

/
\
/
?\

Répondre par vrai ou faux a chacune des affirmations suivantes en'}ustiﬁant la réponse :
1) p(A)=06.

2) La probabilité de B sachant A est égale a 0,7.

3) p(B)=0,7
4) p(AUB) = 0,64.

Exercice 2 (4 points)

Soit a un réel strictement positif.

1) Résoudre dans C I'équation : z — (1+i)az +ia’ = 0.

2) Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, U, V) .
On désigne par A et B les points d’affixes respectives a et ia.
a) Quelle est la nature du triangle OAB ?

b) Déterminer I'affixe du point C tel que OACB soit un carré.

3) Soient P et Q les points du plan tels que les triangles OAP et AQC sont équilatéraux de
sens direct.

3

a) Montrer que l'affixe de P est égale a (-;—+i7) a.

b) Calculer I'affixe du point Q.
c) Montrer que les points B, P et Q sont alignés.

1/3



Exercice 3 (3 points)

1) On considére dans ZxZ |'équation (E): 7 x+ 18y =9.
a) Montrer que le couple (9,-3) est une solution particuliere de I'équation (E).
b) Résoudre dans Z x Z I'équation (E).

n=6 (mod?7)

2) Résoudre alors dans Z, le systéme
n=15 (mod18)

Exercice 4 (5 points)

On considére dans le plan orienté un carré ABCD de centre O tel que (ﬁ) = g[zn] :

On note |, J et K les milieux respectifs des segments [AB], [CD] et [AD].

Soit S la similitude directe qui transforme A en O et B en J.

1) Montrer que S est de rapport % et d’angle % ;

2) a) Déterminer les images des droites (BC) et (AC) par S.
b) En déduire S(C).
3) a) Déterminer I'image du carré ABCD par S.
b) En déduire que S(D) = K.
c) Soit Q le centre de S. Montrer que Q est le barycentre des points pondérés
(C.,1)et(K,4).
d) Soit E le milieu du segment [OD]. Montrer que SoS(A) = E.

e) Construire Q.

4) Montrer que les droites (AE), (CK) et (DI) sont concourantes.

Exercice 5 (5 points)

1) Soit g la fonction définie sur ]0,+oc] par g(x) = 1 + x — x Inx.
a) Etudier les variations de g.
b) En déduire que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution x dans ]O,+oo[.

Vérifier que 3,5 <x,<3,6.

c) En déduire le signe de g.
In x
[+%*

2) Soit fla fonction définie sur |0,+<[ par f(x) =

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O, i, j) .
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a) Calculer f'(x) et vérifier f'(x) = _9k)
que Fx) x (1+x%)

b) Dresser le tableau de variation de f.

1
2%,

c) Verifier que  f(,/x,) =
d) Tracer la courbe (C). (On prendra xo = 3,6)

Soit (a) la suite définie sur N* par a_ = J‘; f(t) dt.

a) Montrer que la suite (an) est croissante.

b) Montrer que pour tout x de l'intervalle 10,1[, Inx < f(x) < — Inx .

4
2

c) En déduire que %(1_”'“ ”} < a gp-lfinn
i n

d) Montrer alors que la suite (an) est convergente et que sa limite appartient a

l'intervalle [%,1].
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MATHS

Section : Mathématiques

Session de controle

Exercice 1

Une expérience aléatoire est représentée par I'arbre de probabilité suivant :

Répondre par vrai ou faux a chacune des affirmations suivantes en justifiant la réponse :

1) p(A)=0,6.
2) La probabilité de B sachant A est égale a 0,7.

3) p(B)=0,7.
4) p(AuB) = 0,64.
Contenu
e Probabilité d’un évenement
e Probabilité conditionnelle
Solutions
1. Vrai.Eneffet: p A =1-p A =1-0,4=0,6.
2. Vrai. Eneffet: p BIA =1-p BJA =1-0,3=0,7.
3. Faux.CarpB =p BnA +p BNA =p A xp B|A +p A Xp B‘K
=pAxpBJA +p A 1-p E‘K —0,4x0,3+0,6x0,4=0,36.

4. Vrai. Eneffet: p AUB =p A +pB —p ANB =0,440,36 0,12 = 0,64.

Exercice 2

Soit a un réel strictement positif.
1) Résoudre dans C I'équation : z>— (1+i)az +ia? =0.

2) Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O, U, V) .



On désigne par A et B les points d’affixes respectives a et ia.
a) Quelle est la nature du triangle OAB ?
b) Déterminer I'affixe du point C tel que OACB soit un carré.

3) Soient P et Q les points du plan tels que les triangles OAP et AQC sont équilatéraux de sens
direct.

B

a) Montrer que I'affixe de P est égale a (%+i73) a .

b) Calculer I'affixe du point Q.
c) Montrer que les points B, P et Q sont alignés.

Contenu
e FEquation du second degré dans [
e Affixe d’'un point, point image
e Configuration du plan
Aptitudes visées :
e Résoudre une équation du second degré dans !
e Déterminer l'affixe d’un point

e Exploiter des écritures complexes pour montrer l'alignement de trois points.

Solutions

1. A=2ia®—4ia® =—2ia’ :[ 1—i ar. Onen déduitque z, =aetz, =ia. S = ajia .
OA=0B=|a|=a

2. a) Puisque z;; =a etz =iadonc Zos . dI’otOA=0B et OA L OB.

=i
2ok
On en déduit que le triangle OAB est rectangle isocele en O.

b) On sait que le triangle OAB est rectangle isocele en O, par suite OACB est un carré€ si et seulement si OA =BC

OA =BC équivaut a (z .

ok 2 gequivauta (a z = iagquiv auta(z . -a 4Ha)

Ainsi OACB est un carr€ si et seulement si z, =a+ ia.

3. a) Le triangle OAP est équilatéral de sens direct donc P est I’image de A par la rotation de centre O et d’angle %

1 3
22

T

i—
par suite Z, = €3 a, on en déduit que z, = a.

b) Le triangle AQC est équilatéral de sens direct donc Q est I’image de C par la rotation de centre A et d’angle —%

V3 J3 1

3 . 1 . , ,
par suitez, =€ = Z, —Z, —|—ZA,onendédu1tqueZQ:[§—|7 la +a=a 1+7—|—§|




1 (3
2z 27127 14iB-2 14iVB-2 243+ 2, f3_342 2
c) =P B _ = — = 3 = 2 = :
Zn—2Z 1+\/2§—;i 2+\/§—I 2+\/§ +1 2+\/§ +1 3+\/§
Z_— . — *1s C
11 en résulte que —BP est réel, donc les vecteurs BP et BQ sont colinéaires P -\
BQ 2 / ‘\ ~.
par suite les points B, P et Q sont alignés. J,/ \\\ \
T/ \\\ /’/
i \ e
Exercice 3 ol i __5 2 A 3 4 5

1) On considére dans Z xZ I'équation (E) : 7 x+ 18y = 9.
a) Montrer que le couple (9,—3) est une solution particuliére de I'équation (E).

b) Résoudre dans Z x Z I'équation (E).

n=6 (mod?7)

2) Résoudre alors dans Z, le systéme
n=15 (mod18)

Contenu
e FEquationdetype ax+by=c oua,b etcsontdes entiers
Aptitudes visées :

e Résoudre dans Z xZ une équationde type ax+by=c oua, b et c sont des entiers
e Résoudre un probleme d’arithmétique
Solutions

1. a) 7x9+18x —3 =9x 7—6 =9 donc 9,—3 estsolutionde E .
b) On sait que 9,—3 est solutionde E ,donc 7x+18y=7x9+18x -3 <7 x—-9 =18 —y-3 . *
7 divise 18 —y —3 et7 A18 =1 donc d’aprés Gauss que 7 divise —y —3 donc —y —3 =7k, k €]
Par suitey = —7k — 3, k €] . En remplacant y par sa valeur dans * , on obtientX =18k +9, k €[1.

Réciproquement : Pour tout k e J ,7 18k +9 +18 —7k—3 =7x9+18x -3 =9.
On en déduitque S, , = 18k+9,—7k—-3 ,kell .

nN=6 mod?7
n=15 mod 18

nN=6+7x

donc 6+7x—15+18
n=15+18y y

si et seulement s’il existe X,y €U xU tel que {

d’ou7x+18 —y =9.D’aprés 1) b) il en résulte que X =18k +9, k €I , par suite n =69 +126k, k c[J.

126 =18x7
nN=6 mod?7
Réciproquement : Sin =69 4+ 126k, k €[] , comme {69 =6 mod7  alors .
n=15 mod 18
69 =15 mod18

On en déduit que S, = 694126k, kel .



Exercice 4

On considére dans le plan orienté un carré ABCD de centre O tel que (AB,AD) = g[zn] )

On note |, J et K les milieux respectifs des segments [AB], [CD] et [AD].

Soit S la similitude directe qui transforme Aen O et B en J.

1) Montrer que S est de rapport % et d’'angle % .

2) a) Déterminer les images des droites (BC) et (AC) par S.
b) En déduire S(C).
3) a) Déterminer l'image du carré ABCD par S.
b) En déduire que S(D) = K.
c) Soit Q le centre de S. Montrer que Q est le barycentre des points pondérés
(C,1Net(K,4).
d) Soit E le milieu du segment [OD]. Montrer que SoS(A) = E.

e) Construire Q.

4) Montrer que les droites (AE), (CK) et (DI) sont concourantes.
Contenu

e Similitude directe

e Image d’'une configuration de base par une similitude directe
Aptitudes visées :

e Reconnaitre une similitude directe.

e (onstruction du centre d’'une similitude directe

e Montrer que trois droites sont concourantes
Solutions

1AD

1. Lerappor‘[deSes‘[k=g 2 :1.

AB  AD 2
Une mesure de ’angle de S est [A—B,a] = [PTB,A—D] [27[] = g[Zﬂ'].

2. a) SB =Jdonc S BC est ladroite passant par J et perpendiculairea BC d’ou S BC =

CD .

S A =0 donc S AC estla droite passant par O et perpendiculairea AC d’ou S AC = BD .

b) Ce ACNBC doncSC ¢S AC NS BC =BDNCD =D douSC =D.

3. a) Le carré ABCD est un carré direct donc son image par S est un carré direct.

OrSA =0, SB =J,SC =D etlecarré OJDK est un carré direct, on en déduit que I’image du carré ABCD

par S est le carré OJDK.



b) Puisque I’image du carré ABCD par S est le carré OJDK orS A =0, S B =JetS C =D,
on en déduit queS D =K.
¢)OnaS C =Det SD =K donc SoS C =K, or SoS est la similitude directe de centre Q, de

rapport %x % = % et d’angle % + % =x 27 donc SoS est ’homothétie de centre Q et de rapport

—% . Il en résulte que OK = — % QC donc QC + 40K =0 par suite Q est le barycentre des points

pondérés C,1 et K4 .
d) ScS A =S O ,orOestlemilieude AC donc S O estle milieu de [S ASC ]: OD , il en résulte
que S O =E parsuiteSoS A =E.

. . 1 .
e) On sait que SoS est ’homothétie de centre Q et de rapport ~2 et SoS A =E donc Q appartient a la

droite AE d’ou Q est le point d’intersection des droites AE et KC . D’ou la construction de Q.
4. Lesdroites AE et CK sontsécantesen Q.

Soit L le milieu de[OK], puisque K est le milieu de [AD] donc S K est le milieude|S A S D ] = [OK],

il enrésulte que S K =L parsuiteSeS D =L. On en déduit que Q€ DL . o / "
Montrons que | € DL . soit h I’homothétie de centre D et de rapport 2. E -
hK =AethO =B donc h L =I. Il enrésulte que |€ DL etparsuite Q€ DI . e L__‘:;s;"’
On en déduit que les droites AE , CK et DI sont concourantes en Q. / ” ¢ \\\

Exercice 5

1) Soit g la fonction définie sur ]0,+oo[ par g(x) = 1 + x — X Inx.
a) Etudier les variations de g.
b) En déduire que I'équation g(x) = 0 admet une unique solution xo dans ]O,+oo[.

Vérifier que 3,5 < xo < 3,6.

c) En déduire le signe de g.
In x

2) Soit f la fonction définie sur ]0, +oo[ par f(x) = >
1+ X

-

—]
~

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O,

g(x’)

a) Calculer f'(x) et vérifier que f'(x) = )
) Caleuler () et vérifier que f10 = 2

b) Dresser le tableau de variation de f.

c) Vérifier que f(\/Z)= %
0

d) Tracer la courbe (C). (On prendra xo = 3,6)



1
3) Soit (an) la suite définie sur N* par a_ = j " f(t) dt..

a) Montrer que la suite (an) est croissante.

b) Montrer que pour tout x de l'intervalle ]0,1[, Inx < f(x) < % Inx .
c) En déduire que %(I_Hr:n n] Ca 1_1+:]nn.

d) Montrer alors que la suite (an) est convergente et que sa limite appartient a l'intervalle [%,1].

Contenu

e Fonction In : continuité, dérivabilité, branches infinies, variation, courbe représentative .

e Théoreme de la bijection

e Calcul intégral, suite réelle.
Aptitudes visées :

e Déterminer le signe d’'une expression

e FEtudier les variations d’une fonction. Déterminer un extremum d’une fonction

e FEtudier une suite définie par une intégrale

e Encadrer la limite d’une suite réelle.

Solutions

1. a) La fonction g est dérivable sur ]O, —i—oo[ et pourx € 0,400 ,

g' x :1—[Inx+x1]:—lnx. img x =lim14+x—xInx=1et lim g x = lim 1+x 1—-Inx =-—nc.
X x—07" x—0*t X—+00 X+
X 0 1 +00
g' x + -
2
8 / \

1 —00

b) La fonction g est continue et strictement croissante sur 0,1 doncg ]0,1] = ]1,2] , parsuite g X >0 sur 0,1.

La fonction g est continue et strictement décroissante sur]’l, —i—oo[ donc g réalise une bijection de ]1, —i—oo[

sur g ]1,4—00[ = ]—00,2[ , 0 6]—00,2[ donc il existe un unique réel Xx,de 1,400 telque g x, =0.

On en déduit que I’équationg X = 0 admet une solution unique solution X , dans ]O, —i—oo[ .

La fonction g est continue sur [3.5,3.6] et g 35 ~0,11>0et g 3,6 ~—0,01<0 d’ou 3,5<x,<3,6.
¢) Pourtout x€ 0,1,0ona g x >0.

g est strictement décroissante sur 1,X, et g X, =0 donc g X >g X, =0, pourtout x€ 1%, .



g est strictement décroissante sur X,,+o00 et g X, =0 donc g X <g X, =0, pour tout X € X,,400 .

X 0 X, +o0
g X + 0 —

2. a) Lafonction f est dérivable sur ]O, —1—00[ et pour tout X € 0,400 ,

11 x? —2xInx 2 2 2 2
LI 14 x2—2x%Inx 1+ x"—x"In x g X

f'x = 7 =

14+ x X 14+x2 ° B X 14+x2° _x1+x22

_ gx* =0 x* = x
b) Le signe def' x est celui deg x2 . { @{ e x=4x, .

X € ]0, —I—oo[ Xe ]0,4-00[
Inx
lim f x = lim =—%X—=0.
X—+0C x~»+ao1
~+x
X
X 0 \/Z +0o0
f' x + 0 -
e
o 0
14+ X,
In/x Inx 14+ X X 1
o f Jx, = 0 — 0 X, =0 donc Inx, = O dPou f fx, = o — )
AN 1+%x, 214X, or9 %o one % X, ou f o 21+x%, 2%,
d
) 11
i
(C)
T —
2 3 2

3. a) Pourtout n €, soit F la primitive de f sur 0,1 qui s’annule en 1, il en résulte que pour toutn € 0 ",

i



) . 1
Pour toutx € 0,1,ona f X <0 donc F est décroissante sur 0,1, or pour tout n€1 ,0 < ? < —<1
n

1
n
1 . .
donc F[?] > F[—] d’ou a, <a,,, parsuite a, est croissante.
n n

b) Pour toutx€ 0,1, 1<14+x*> <2 donclg

> <1, comme Inx <0, x €]0,1 donc
+ X
Inx 1

Inx < > <—=Inx dou Inx <f x <1Inx.
1+ x 2 2
c) Pourtout xe 0,1, Inx<f x g%lnx, les fonctions f, x — Inx et x |—>1Inx sont continues sur 1,1
n

1 1 1 o
doncﬁlnx dxgﬁf X dxgiﬁlnx dx d’ou xInx—ng—ang
n n n n

—1—1In1+1<—angl[—1—lln1+1]
n n n n n

1 .
xInx —x 1 par suite

n

N[ =

n 2

San§1_1+lnn'
n

donc 1[1_1+Inn
2 n

d) Pourtout ne”, Inn>0 donc 1— 1+Inn <1, ainsi a, estcroissante et majorée par 1 donc elle est
n

convergente.

De plus %[1_1+Inn]§an§1_1+lnn
n

pourtout ned .

lim 1 1_1+Inn :1 et lim 1_1+Inn =1. On en déduit que 13 lim a, <1.
n—+too 2 n 2 nN—+ac n

nN—+oo
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Exercice 1 ( 3 points)

Dans ce qui suit, x et y désignent des entiers.
Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

a) x°=x(mod?2).
b) Si x=2 (mod 14) alors x=1 ( mod 7).

c) Si 4x=10y ( mod 5) alors x=0 ( mod 5).

=4(mod 5
d) Si {X (mod>3) alors 8x-5y=7.

y = 5(mod 8)
Exercice 2 (6 points)
I - Soit g la fonction définie sur IR par g(x) =e* et (I') sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O, i, j) .
1) Déterminer une équation de la tangente a (I') au point d’abscisse O .

2) a) Montrer que pour tout x>0, l-x<e™ <1,
2

b) En déduire que pour tout x >0, X — X?S l-e™ <x.

IT - On considére la fonction f définie sur [0,+oo[ par

_1
fix)=e X si x>0

£(0) =0

On désigne par () sa courbe représentative dans le repére orthonormé (O, 1, j).

1) a) Calculer la limite de f(x) lorsque x tend vers + oo.

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de fa droite en 0.

c¢) Dresser le tableau de variation de f.

. 1 1 . . .
2) a) Montrer que le point I (E,TJ est un point d’inflexion de la courbe (£).
€

b) Donner une équation de la tangente T a la courbe () au point I.

3) Dans la figure 1 de I’annexe ci-jointe, on a représenté la courbe (I") dans le repére orthonormé (O, i, j) .

a) Construire I.
b) Construire la tangente T.

c) Tracer la courbe (©).
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4) soit Ay I’aire du domaine plan limité par la courbe (), la droite d’équation y = 1 et les droites
d’équations x =k et x =k + 1 ou k est un entier naturel non nul.

a) En utilisant [ 2) b) montrer que In (ﬂj 1 [l—L} <A <ln (ﬂj .
k 2 |k k+1 k

b) Calculer 1lim A, .

k—>+o

5) Pour tout n > 1, onpose S, =Zn:Ak .

k=1

a) Interpréter graphiquement S_.

b) Montrer que In(n+1) 1 [1 - L} <S, < In(nt+l).
2 n+1

c) En déduire les limites de S, et de IS(“ % quand ntend vers I’infini.
n(n

Exercice 3 ( S points)

Dans la figure ci-contre, ABF est un triangle rectangle isocele tel
que (%,E) = g [2n],

I est le milieu de [AF] . Les droites (IB) et (AE) se coupent en G I
et EGB est un triangle rectangle isoc¢le en G.

1) Soit fla similitude directe de centre B, d’angle % et de

rapport 72 Déterminer les images des points E et F par f.
2) Soit g la similitude directe qui envoie A en F et F en B.
a) Montrer que g est de rapport J2 et d’angle (—%J .
b) Déterminer la nature de gog et préciser son rapport et son angle.
c¢) Montrer que tan(QBI) = % En déduire que GB =2 GA.

d) En déduire que G est le centre de g.

3) Soit r = gof.
a) Montrer que r est la rotation de centre F et d’angle —% .

b) Déterminer r(E). En déduire que EFGH est un carré, ou H est le milieu de [EB].
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EXERCICE 4 (6 points)

Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé direct (O, u, ;/) ,on considere le point A
d’affixe (-1) et les points M, N et P d’affixes respectives z,z’ et z’ ou z est un nombre complexe non
nul différent de (-1) etde 1.

1) a) Montrer que :

. . . 1+z . o
(le triangle MNP est rectangle en P ) si et seulement si (—— est imaginaire pur).
z

+z xX’ty’+ x - iy

b) On pose z=x+1iy oux ety sont des réels. Montrer que .
z X"ty

c¢) En déduire que I’ensemble des points M tels que le triangle MNP soit un triangle rectangle en P
est le cercle ( I') de diametre [OA], privé des points O et A.
2) Dans la figure 2 de I’annexe ci-jointe, on a tracé le cercle (I") et on a placé un point M d’affixe z
sur ( I') et son projeté orthogonal H sur 1’axe ( O,ﬁ).
On se propose de construire les points N et P d’affixes respectives z” et z° tels que le triangle MNP
soit rectangle en P.
a) Montrer que (%,O—N) = (EO—M)[ZH] puis que (%ﬁ,@) = (EO—M)[ZH] .
b) Montrer que OH = OM?.

c) Donner un procédé de construction des points N et P puis les construire .
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MATHS

Section : Maths

1¢ere Session

EXERCICE 1
Dans ce qui suit, x et y désignent des entiers.

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse.

a) X3EX(mOd 2).
b) Si x=2 (mod 14) alors x=1 ( mod 7).
¢) Si 4x=10y (mod 5) alors x=0 ( mod 5).

. | x=4(mod5)
Si alors 8x -5y =7

y = 5(mod 8)
Contenu

e (ongruence.

e Reste modulo n.

Solutions et commentaires

a) Vrai. En effet : on sait que si x est un entier, alors son reste  modulo 2 est soit 0 soit 1:

Reste de x (mod2) 0 1
Reste de x*(mod2) | O 1

1l en résulte du tableau ci-dessus que x* = x (mod 2) .
V' On pourrait envisager la justification suivante : x> —x = x(x —1)(x +1) est toujours pair, par conséquent
x> =x (mod 2)
b) Faux. Car pour x =2, 2=2(mod14) et 2 non congru a 1 modulo 7.
¢) Vrai. En effet: si 4x =10y(mod5) alors 4x =0(mod35) et donc x =0 (mod5) ; car 4 A5=1.
ax =0 (modb)

v’ Il s’agit d utiliser le lemme de Gauss: o alors x =0 (mod b)
b ne divise pas a

d) Faux. Car:pour x=9ety=5, 8x9-7x5=47.



EXERCICE 2
I - Soit g la fonction définie sur IR par g(x) =€ * et (I') sa courbe représentative dans un repére

orthonormé (O, T, 3) .
1) Déterminer une équation de la tangente a (I') au point d’abscisse O .

2) a) Montrer que pour tout x >0, l-x <e™* <1.
2
b) En déduire que pour tout x >0, X — X? <l-e™ <x.

IT - On considére la fonction f définie sur [0,+oo[ par
_1
f(x)=e * s1 x>0

f(0) =0
On désigne par (C ) sa courbe représentative dans le repere orthonormé (O, i, 3) .
1) a) Calculer la limite de f(x) lorsque x tend vers + .

b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f a droite en 0.

¢) Dresser le tableau de variation de f.

2) a) Montrer que le point I (%iz] est un point d’inflexion de la courbe (C).
€

b) Donner une équation de la tangente T a la courbe (C ) au point 1.
3) Dans la figure 1 de I’annexe ci-jointe, on a représenté la courbe (I') dans le repere orthonormé (O, i, 3).

a) Construire I.
b) Construire la tangente T.

¢) Tracer la courbe (C).
4) Soit Ai I’aire du domaine plan limité par la courbe (C ), la droite d’équation y = 1 et les droites

d’équations x =k et x =k + 1 ou k est un entier naturel non nul.

a) En utilisant 1 2) b) montrer que In (ﬂj 1 {l—L}S A < ln(ﬂj.
k 2 |k k+1 k
b) Calculer 1im A, .
k >+
5) Pour tout n > 1, on pose S, :Zn:Ak ,
k=1
a) Interpréter graphiquement S, .
1 1
b) Montrer que In(n+1) ——=|1 - —| <SS, < In(n+1).
2 n+l

¢) En déduire les limites de S, etde ls(“ % quand ntend vers I’infini.
n(n



EXERCICE 2 figurel

N

Contenu
e (Continuité- Dérivabilité -calculs de limites.
e Calcul d'intégrales
o Suites d’intégrales, limite d’'une suite réelle.
Aptitudes visées :

e FEtudier la continuité et la dérivabilité d’une fonction en un point.

Encadrer une expression algébrique.
e FEtudier les variations d’une fonction.
e Reconnaitre un point d’inflexion.
e Exploiter un graphique pour construire un point ou une droite dans le plan .
e Tracer la courbe représentative d’une fonction.
e Reconnaitre et encadrer une aire.
Solutions et commentaires

L.
1) g(O) =1 . Pour tout réel x, g'(x) =—e¢ ' ce qui donne g'(O) =—1.
Une équation de la tangente a (F) au point d’abscisse 0 esty = g'(0)x +g(0) =—x +1.
2) a) Pourtout x>0, —x<0donce™ <1.

Pour tout x > 0, posons la fonction h définie par h(x)=e™ +x —1.

La fonction h est dérivable sur [O, +oo[ et h ’(x) =]1-¢e™ >0 donc h est strictement croissante sur

[0,+00[ . 11 en résulte que si x >0 alors h(x)>h(0)=0. On en déduit que e ™ >1—x pour tout x > 0.

Ainsi pour toutx >0, 1-x<e ™ <1.

v La courbe représentative de la fonction



exponentielle est au dessus de la la tangente T| au point
d’abscisse 0 (T;:y=x+1 ) ( voir graphique ci-contre). 5
Ainsi pour tout réel x; e* >Xx+1 et par conséquent € >—x+1.

b) D’aprésa) 1-t<e <1 pourtout te[0,x], x>0.

Les fonctions t+— 1—t et t — e sont continues sur . M/

[O, X], x>0 -4 3 2 ¢ 0 1 2 3 4 5 5

done ["(1-t)de< [ e 'di< [ ldt :

t2 X o . x2 B
Donc | t—— S[—e‘] <x d’ou x ——<1-¢e* <x pour tout x >0.
2 |, 0 2

II.
lim — l =0 1
1) a) ¢ X on en déduit que lim f(x)=lime * =1.
lime* =1 X—>+0 X—>+00
x—0
) 1
lim—— = - L
b) x>0 X on en déduit que lim f(x)=lime * =0=f(0) donc f est continue  droite en 0.

lim Cx -0 x—0 x—0

71

f(x)—f(0 X n
lim M = lim & = lim—(—le x } =0="f,'(0).donc f est dérivable a droite en O et f,'(0)=0.
x—0" X x—0" X x—0" X
1
¢) La fonction f est dérivable sur ]0,+oo[ et f'(x)=—e * >0.
X
X 0 +00
f ’(X) 0 +
. — 1
f 10
O T
2) a) La fonction f* est dérivable sur |0,+o0[ et f"(x)=——e * +—e * =——e *.
X’ X X
f "(x)s’annule en % en changeant de signe. Donc le point I(%,%j est un point d’inflexion de la courbe (©).
e

2

1 4 4 3
b f'l—|=—;T:y=—x——.
) (2) e Y e’ e

3) a) Le pointIestle point de (I') d’abscisse %

v’ Il s’agit d’exploiter une donnée graphique pour construire un point du plan.

: - : 4 - . 1
b) La tangente T passe par le point I et de coefficient directeur —- ; ce coefficient est constructible vu que —- .
e e



¢) Représentation graphique de f.

|

| |
1 . 1
1 1 2

e

[~

2

1
4)a) A, I (I-f(x))dx = I (l—e "jdx. or d’aprés [ 2) on ax—%ﬁl—e"‘ < x pour tout X >0,

1

on en déduit que l—%ﬁl—e_; Sl pour tout x > 0.
X 2x X

1

. 1 1 = 1 )
Les fonctions x > ——2—2,x >1—e * et t > — sont continues sur [k,k+1], k>1
X 2x X

1 k+1
donc J.k ll—deSJ:( 1[1 e "jdx<'f —dx d’ou [lnx+2i} <A, S[lnxK+1
X g

on en déduit que In kel 111 <A, <In k+l .
k 2 k

b) lim In (k”j nr —1im1n(ﬂj 0 donc lim A, =0.
k—>+00 k 2 k k_|_1 k—>+o0 k k—>+o0

1

5)a) pour tout entier naturel n non nul, S, = ZA ZIk+l[1 e J = J.lnﬂ[l —e ]dx. Ainsi S est aire

de la partie du plan limitée par (@), la droite y = 1 et les droites d’équations x = 1 et X = n+1.

L n+ n+
b)Ona S, :Ln 1[1—6 xjdx donc L I(l lzjdx <S, SL ]xldx.

x  2x

1
n+l1

On en déduit que In(n +1)—%{1— }SSﬂ <In(n+1).

¢) On sait ln(n +1)—%{1— ! JSS,L et lim ln(n +1)—%{1— ! 1}:+oo donc lim §, =+o0.
n+ n—>+w n+ n—+w




De plus pour tout n>1, In(n)>0 donc

1 1
ln(n+1)—[l—}

2 ntl < S, Sln(n+1) et puisque

In(n) In(n)  In(n) E
1 1
1n(n+1)—[1—}
limwz lim 2 n+l =1 on en déduit que 1l g
n—>+0 ln(n) n—+oo ln(n)
S

li r_=1
5 Tn () A

EXERCICE 3

Dans la figure ci-contre, ABF est un triangle rectangle isocele

tel que (Eﬁ) = g [2n].
I est le milieu de [AF] . Les droites (IB) et (AE) se coupent en
G

et EGB est un triangle rectangle isocele en G.

1) Soit f la similitude directe de centre B, d’angle % et de

rapport 72 Déterminer les images des points E et F par f.
2) Soit g la similitude directe qui envoie A en F et F en B.
a) Montrer que g est de rapport NS d’angle (—%) .
b) Déterminer la nature de g o g et préciser son rapport et son angle.
¢) Montrer que tan (ABI) = % En déduire que GB =2 GA.
d) En déduire que G est le centre de g.
3) Soitr=gof.
a) Montrer que r est la rotation de centre F et d’angle —% .

b) Déterminer r(E). En déduire que EFGH est un carré, ou H est le milieu de [EB].

Contenu
e Similitude directe.
e (Composée de deux similitudes directes.

e Rotation.



Aptitudes visées :
e Reconnaitre I'image d’un point par une similitude directe.
e [dentifier une similitude directe connaissant deux points et leurs images.
e Reconnaitre la composée de deux similitudes directes non inverses et de rapports inverses.
e Exploiter une isométrie pour identifier une configuration usuelle du plan ( carré).

Solutions et commentaires

BG BG 2

BE 2BG 2
(ﬁ,ﬁ) = E[ZTE]

1) Le triangle BEG est rectangle, isocele en G et de sens direct donc

Il en résulte que f (E) =G.

BA _\2

Le triangle BFA est rectangle, isocele en A et de sens direct donc BF 2
(ﬁz, BA)=7[2r]

Il en résulte que f(F)=A.

v’ Il s’agit d’utiliser une configuration de bases usuelle ( triangle rectangle et isocéle) pour identifier 1’'image
d’un point par une similitude directe.

2) a) %:\E et(ﬁ;ﬁ)zn+(ﬁ;@) [27]. Soit (ﬁ;@)z—% [27]

b) gog estune similitude directe de rapport 2 et d’angle g .

1
c) tan(ABI) = % = % = % or tan(ABI) = tan (ABG) = g—g donc GB =2GA.

[271] et GB=2GA donc G est le centre de gog donc G est le

(SR

d) gog(A)=Bet (@;@)E

centre de g.

v’ Il s’agit d’exploiter un résultat de cours : g et g 0 g sont deux similitudes directes de méme centre.

3) a)restla composée de deux similitudes directes de rapports respectifs J2 etg et d’angles respectifs

3n w T

3
ety il en résulte que r est une rotation et d’angle _?n ty=" [27] comme (gof)(F)=g(A)=F

r
2

. T
donc r est la rotation de centre F et d’angle ——.



b) r(E)= g(f (E)) =g(G) =G donc FE =FG et GFE = g par suite le triangle EFG est rectangle et
isocele en F donc GEF = g . D’autre part H est le milieu de [BE] et le triangle EGB est rectangle et isocele
en G donc le triangle EGH est rectangle et isocele en H donc GEH = % , on en déduit que HEF = g

D’ou GHE = EFG = HEF = g ce qui prouve que le quadrilatere EFGH est un rectangle et puisque FE = FG

donc EFGH est un carré.

v’ Il s’agit d’utiliser un déplacement pour identifier une configuration usuelle (un carré).

EXERCICE 4

Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O, u, \7), on considere le point A

d’affixe (-1) et les points M, N et P d’affixes respectives z,z*> et z’ ol z est un nombre complexe non nul
différentde (-1)etde 1 .

1) a) Montrer que :

(le triangle MNP est rectangle en P ) si et seulement si (1+—Z est imaginaire pur).
Z

b) On pose z=X +1y ou x et y sont des réels. Montrer que I+z = S Yz * X2 - iy .
z X +y
¢) En déduire que I’ensemble des points M tels que le triangle MNP soit un triangle rectangle en P
est le cercle ( ') de diametre [OA], privé des points O et A.

2) Dans la figure 2 de 1’annexe ci-jointe, on a tracé le cercle (I") et on a placé un point M d’affixe z sur ( ')
et son projeté orthogonal H sur I’axe ( O, u ).
On se propose de construire les points N et P d’affixes respectives z” et z° tels que le triangle MNP soit
rectangle en P.
a) Montrer que (OgM',OgN) = (ﬁ,oﬂ)[zn] puis que (ﬁ,@) = (ﬁ,Oﬁ)[Zﬂ] .
b) Montrer que OH = OM?.

¢) Donner un procédé de construction des points N et P puis les construire .

EXERCICE 4 : figure 2




Contenu
e Ecriture algébrique d’'un nombre complexe.
e Argument d’'un nombre complexe non nul.
o Affixe et image.
Aptitudes visées :
e Déterminer I'écriture algébrique d'un nombre complexe.
e Repérer un point dans le plan et déterminer son affixe.
e Utiliser les nombres complexes pour déterminer un ensemble des points du plan.
e Utiliser les nombres complexes pour des constructions géométriques.
Solutions et commentaires

z-7° 1+z

- estimaginaire pur si et seulement si ——
7 -z z

1) a) Le triangle MNP est rectangle en P si et seulement si
est imaginaire pur.
l+z 1+x+iy (1+X+iy)(x—iy) 3 x> +y* +x —iy
z X +1y (x+iy)(x—iy) x> +y’

b)

¢) Soit M un point du plan d’affixe z non nulle et différente de 1 et -1.

. . 14z ) . : .
(Le triangle MNP est rectangle en P) si et seulement si —— est imaginaire pur si et seulement si

Z
1y L, o1
x> +y*+x=0 [X+Ej Ty =7
M=0O si et seulement si)p = O si et seulement si M appartient au cercle I" de centre
M#A M=A

I(—%,O] et de rayon % privé des points O et A. Or le point I est le milieu de [OA] donc le cercle I est le

cercle de diametre [OA]. On en déduit que I’ensemble cherché est le cercle I de diametre [OA] privé de O et A.

2) a) (O—M,ﬁ\l)zarg[éj [27] donc(Oﬂ;ﬁ)sarg(z) [27] d’oﬁ(OT\i;OTV)s(ﬁ;Oﬂ) [27].

3

(W,O—P) = arg[z—zj [27] donc (ﬁ,OT’) = (G,OT\/E) [27].
z
b) OH=-x or x*+y° +x=0 donc —x=x"+y” il en résulte que OH = OM".

¢) ON =|z|" =OM? = OH donc N est le point d’intersection de la demi-droite [OC) telle

que(OTVf;&) = (ﬁ,Oﬂ) [27] avec le cercle de centre O et de rayon OH.



P est le point d’intersection du cercle de diametre [MN] avec la demi-droite image de [OM) par la symétrie
orthogonale d’axe (ON).

Y

-
-
T -
.
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EXERCICE 1 (3 points)

X cos’t

Soit f la fonction définie sur ]0,+oo[ par f(x)= L 5 dt .

Répondre par vrai ou faux a chacune des affirmations suivantes, en justifiant la réponse.

1) Pourtoutx >0, f'(x)>0.
2) Pourtoutx>0, f(x)> 0.
3) f(2) < In2.

EXERCICE 2 (6 points)
Pour tout entier naturel p supérieur ou égal a 3, on désigne par £, la fonction définie sur ]0, + oo [ par

f,(x) = p (Inx) —x, ot In désigne la fonction logarithme népérien. On note ( C, ) la courbe représentative

de f, dans un repére orthogonal (O, i,7).

A-1) Etudier les variations de la fonction f3: x =3Inx —x.

2) Montrer que I’équation f3(x) =0 admet exactement deux solutions, notées us et vs , appartenant
respectivement aux intervalles 1, 3[ et ] 3, + oo [ .
3) On donne ci-dessous, le tableau de variation de f, pour p > 3.

X O p “+o0
f,(x) + -

£ /vp( Inp) —p \

a) Montrer que , pour tout entier naturel p > 3, il existe un unique réel u, appartenant a I’intervalle
11, p[ tel que fy(up) = 0.

b) Montrer que, pour tout entier naturel p > 3, il existe un unique réel v,> p tel que f, (vp) = 0.

1|5



On définit ainsi, pour tout entier naturel p > 3, deux suites (up) et (vp).

B- Dans cette partie on se propose d’étudier les deux suites (up) et (vp) définies précédemment.
1) Déterminer la limite de la suite (v;).
2) On a représenté dans la figure 1 de ’annexe ci jointe les courbes C; , C4, Cs et Cg
représentatives des fonctions f3 , f; , f5 et f&.
a) Placer sur I’axe des abscisses les termes us, us, us et us de la suite (up).
b) Représenter sur I’axe des ordonnées les réels f3(us), fa(us) et fs(ug).

3) a) Montrer que pour tout entier naturel p >3, f(uy+1) < 0.

b) En déduire que la suite (u,) est décroissante et qu’elle est convergente.

nu,
¢) Montrer que

= 1 . En déduire la limite de la suite (uy).
u p

EXERCICE 3 ( 5 points)
Dans I’espace rapporté¢ a un repere orthonormé direct (O,f, 3, E), on considére les points A(1,3,2),
B(1,-1,-2) et C(2,4,1) .

1) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

b) Montrer qu’une équation cartésienne du plan (ABC) est 2x—y+z—-1=0.

2) Soit S la sphére d’équation x> + y? + 72 - 6x - 2z - 4 =0.
a) Déterminer le centre I et le rayon r de la sphere S.

b) Montrer que la sphére S coupe le plan (ABC) suivant le cercle ( T' ) de diamétre[ AB].

c¢) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle (I").

3) Soit h ’homothétie de centre C et de rapport 3 et S' I’image de la sphere S par h.
a) Déterminer le rayon de la sphére S' et les coordonnées de son centre J.
b) Montrer que le plan (ABC) coupe la sphére S'suivant un cercle (I'').

c¢) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle (I'') en un point E que I’on précisera.

EXERCICE 4 (6 points)
Le plan est orienté.

Dans la figure 2 de ’annexe ci-jointe, le triangle OAB est rectangle isocéle en O et de sens direct.



H est le projeté orthogonal du point O sur la droite (AB), A" est le point du segment [OH] tel que
1 . . .
OA' = 5 OA et H' est le projeté orthogonal du point A' sur la droite (OB).

Soit f la similitude directe de centre O qui envoie A en A'.

1) Déterminer le rapport et I’angle de f.

2) Onnote B'I’image du point B par la similitude directe f.
a) Déterminer la nature du triangle OA'B'.
b) Construire le point B'.
c) Montrer que f(H) = H'.
3) Soit I le milieu du segment [ A'B] et J le milieu du segment [A A'].
a) Montrer qu’il existe un unique déplacement R qui envoie Jen O et I en H.

b) Montrer que R est une rotation dont on déterminera 1’angle.

¢) Soit K le milieu du segment [AB’]. Montrer que JK=OH"' et que @,O—H') = —%[27[] .
d) Déterminer alors R(K).
e) En déduire que IK=HH' et que (IK) et (HH") sont perpendiculaires.

4) Montrer que le quadrilatére IHK H' est un carré.



ANNEXE

EXERCICE 2 figurel
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EXERCICE 4 figure 2




MATHS

Section : Maths
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EXERCICE 1

X cos’t

Soit f la fonction définie sur ]0,+o0[ par f(x)= I 1 dt .
t

Répondre par vrai ou faux a chacune des affirmations suivantes, en justifiant la réponse.

1) Pourtoutx >0, f'(x) >0.
2) Pourtoutx >0, f(x)=> 0.
3) f(2) < In2.
Contenu
e Fonction définie par intégrale.
o Signe d’une intégrale.

e Comparaison de deux intégrales.

Solutions
cos’® X
1. Vrai. Eneffet: g: x> est continue sur ]O, +oo[ et le ]O, +oo[ donc f est la primitive de g sur
X
cos® x
]0, +oo[ qui s’annule en 1. Donc f est dérivable sur ]O, +oo[ et pour toutx >0 ; f '(X) = >0.
X

x cos” t
t

2. Faux. Carpour0<x<1; L dt<0.

2
coi ¢ g% pour tout t € [1, 2] donc f(2) =

3. Vrai. En effet

J-Z cos’ t
1

21 2
t de<| —dt=[Int] =In2.

EXERCICE 2
Pour tout entier naturel p supérieur ou €gal a 3, on désigne par f;, la fonction définie sur ]O, + oo [ par

fp(x) = p (Inx) —x, ou In désigne la fonction logarithme népérien. On note ( C, ) la courbe représentative de f,

dans un repere orthogonal (O,;,j).
A-1) Etudier les variations de la fonction f3: X =3Inx —x.
2) Montrer que 1’équation f3(x) =0 admet exactement deux solutions, notées us et v , appartenant
respectivement aux intervalles ]1,3[et] 3, + o[ .

3) On donne ci-dessous, le tableau de variation de f, pour p > 3.



£ (x) + -

£ /vp( Inp) —p \

—00

a) Montrer que , pour tout entier naturel p > 3, il existe un unique réel u, appartenant a ’intervalle
11, p[ tel que fp(u,) =0.
b) Montrer que, pour tout entier naturel p > 3, il existe un unique réel vy, > p tel que f, (vp) =0.

On définit ainsi, pour tout entier naturel p > 3, deux suites (up) et (vp).
B- Dans cette partie on se propose d’étudier les deux suites (up) et (vp) définies précédemment.
1) Déterminer la limite de la suite (vy).
2) On a représenté dans la figure 1 de I’annexe ci jointe les courbes Cs , C4, Cs et Cq
représentatives des fonctions {3, fs , f5 et fe.
a) Placer sur I’axe des abscisses les termes us, uy, us et ug de la suite (up).
b) Représenter sur 1’axe des ordonnées les réels f3(uy), f4(us) et f5(ue).

3) a) Montrer que pour tout entier naturel p =3, f(up41) < 0.
b) En déduire que la suite (u,,) est décroissante et qu’elle est convergente.

lnup

up

1 .
¢) Montrer que =—. En déduire la limite de la suite (up).




Contenu

e Fonction In

e Notion de bijection.

o Suites réelles, calcul de limites.
Aptitudes visées

o FEtudier les variations d’une fonction.

o Utiliser les théeoremes des valeurs intermédiaires ou de bijection pour montrer [’existence, [ unicité et
encadrer des solutions des équations de type f(x) = 0.

e Représenter graphiquement les termes d’une suite récurrente.
e Prouver la convergence d’une suite réelle et déterminer sa limite.

Solutions et commentaires

A.

1) f,estdérivable sur ]0,+oo[ et f, '(x) = i—1 _3-x )
X X

X 0 3 +00
£,'(x) + % —
3In3 -
f, > n 3\
—00

—Q0

2) Lafonction f,est continue et strictement croissante sur ]l, 3[ donc elle réalise une bijection
de ]1, 3[ surf, (]1, 3[) = ]—1, 3In3- 3[ .0e ]—1, 3In3- 3[ donc il existe un
unique u, € |1,3[ tel que f, (u,) =0.
La fonction f, est continue et strictement décroissante sur ]3, +oo[ donc elle réalise une bijection
de |3, +o0[ surf, (]3 +00[) =]-0,3In3-3[. 0 € ]—0,3In3-3[ donc il existe un unique
v, € |3,+o0[ tel que f, (v,)=0.
v’ Se rappeler le théoréme de bijection

3) Remarquons que pour tout p >3, plnp—p =p(lnp—1) >0.



a) La fonction f est continue et strictement croissante sur ]1,p[ donc elle réalise une bijection
de i, p[ surf, (J1.p[) =]-Lplnp—p[. O ]-1,plnp—p[ donc il existe un
unique u, € |1, p[ tel que f, (up) =0
b) La fonction fp est continue et strictement décroissante sur ]p,+oo[ donc elle réalise une bijection
de |p, +oo[ surf, (]p, +oo[) =]-co,plnp—p[. 0 € ]-o0,pInp —p[ donc il existe un unique
v, € ]p,+oo[ tel que f, (Vp) =0.

B.

1) On sait que pour tout p>3, v, >p et lim p =+o0 donc lim v, =+o0.
p—>+x©

p—>+x©

2) a) et b) voir la figure.
3) a)Pour tout p>3.f,(u,,)=pln(u,,)-u,, =(p+1)n(u,,)-u,, —In(u,,)
=f,, (v, )~In(u,,)=-In(u,,)<Ocar u,, >1.
b) ona pourtout p=3,f,(u,,)<0=f,(u,) etlafonction f,est strictement croissante sur ]I,p[ donc

u,,, <u, par suite la suite (u » ) est décroissante et minorée par 1 donc elle est convergente.

In(u)) 1
o) f,(u,)=0=plnu,)-u, =0=>—""=—
u, p
Posons limup =L ; L>1.
p—>+w
In(u In(u
lim ( p): 1iml:0 ,Si L>1 alors lim (u,) = 1n—L;«tO d’ou L=1.
p—o+o up p—>+00p po>+o

ol -
f4(u 5)’ “““““““““““

fluy”




EXERCICE 3
Dans [’espace rapport¢é a un repeére orthonormé direct (O,f, 5 E), on considere les points A(1,3,2),
B(1,-1,-2) et C(2,4,1) .

1) a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

b) Montrer qu’une équation cartésienne du plan (ABC)est 2x—y+z—1=0.

2) Soit S la sphére d’équation x> + y2 + z2- 6x - 2z - 4 = 0.
a) Déterminer le centre I et le rayon r de la sphere S.

b) Montrer que la sphere S coupe le plan (ABC) suivant le cercle ( I' ) de diametre [AB] .

¢) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle (I").

3) Soit h I’homothétie de centre C et de rapport 3 et S' I’image de la sphére S par h.
a) Déterminer le rayon de la sphere S' et les coordonnées de son centre J.
b) Montrer que le plan (ABC) coupe la sphere S'suivant un cercle (I'").
¢) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle (I"') en un point E que 1’on précisera.

Contenu
e Plan passant par trois points non alignés de |’espace.

o Sphere : équation d’une sphere , détermination du centre et du rayon d’une sphere, position d’une
sphere et d’un plan

e Homothétie de [’espace, image d’une sphere , image d’un plan par une homothétie.
Aptitudes visées

e Déterminer une équation cartésienne d’un plan.

o Déterminer le centre et le rayon d’une sphere connaissant son équation cartésienne.

e Déterminer la position d 'une sphere et d 'un plan.

® Reconnaitre l'image d’une sphere par une homothétie.

® Reconnaitre un plan globalement invariant par une homothétie .

Solutions et commentaires

1) a) AB A AC # 0 donc les vecteurs AB et AC ne sont pas colinéaires et par suite les points A, B et C ne
sont pas alignés.



2
Le vecteur nde composantes | —1 | est colinéaire a ABAAC , don n est normal au plan (ABC) et par suite
1

une équation du plan (ABC) est 2x —y+z+d =0
le point A € (ABC) donc d =-1. On en déduit que (ABC) :2x —y+z—-1=0.

v’ On peut traiter autrement cette question : il suffit de vérifier que les points A, B et C appartiennent au
plan P : 2x-y+z-1 =0 .
L2 2 2 _ 2 2 2 £ q0: N
2) a) S:x*+y’ +2° —6x-22-4=0<(x—-3) +y>+(z—1)" =14. On en déduit que S est la sphere de
centre 1(3,0,1) etderayon r= J14 .
b) d(I,(ABC)) =6 < donc S coupe(ABC) suivant un cercle (T') derayonr'=+r’ —d’ = 22,
Or AeS, BeSet AB =442 =2r'ce qui prouve que [AB] est un diamétre de (I').

c) AB . AC=0 donc AB 1 AC par suite la droite (AC) est perpendiculaire a la droite (AB) en A. D’ou
(AC) est tangente Q(F) en A.

3) a) onpose R’ lerayonde S’ donc R’ =3r :3\/ﬁ et J= h(I) < CJ =3CI. En posantJ(X,y,Z) , ’égalité

x—2=3
vectorielle précédente donne 4y —4 = —12 il résulte que J(5,-8,1).
z—-1=0

b) Onsait que h(S)=S".0r Ce (ABC) donc h((ABC)) = (ABC) et puisque S coupe (ABC) suivant le
cercle(r) donc S’ = h(S) coupe (ABC) = h((ABC)) suivant le cercle I'' = h(F) .

¢c) Ce (AC) donc h((AC)) = (AC) et puisque (AC) est tangente a S en A donc (AC) = h((AC)) est
tangente a S’ en h(A) =E

x—-2=-1
h(A)=E < CE=3CA.En posant E(X, y, Z) , ’égalité vectorielle précédente donne <y —4 = -1
z-1=1

Il en résulte que E(—1,1,4).



EXERCICE 4
Le plan est orienté.
Dans la figure 2 de I’annexe ci-jointe, le triangle OAB est rectangle isocele en O et de sens direct.

H est le projeté orthogonal du point O sur la droite (AB), A" est le point du segment [OH] telque OA' =
1
> OA et H' est le projeté orthogonal du point A" sur la droite (OB).

Soit f la similitude directe de centre O qui envoie A en A'.
1) Déterminer le rapport et I’angle de f.

2) Onnote B'I’image du point B par la similitude directe f .
a) Déterminer la nature du triangle OA'B".
b) Construire le point B'.
¢) Montrer que f(H) = H'.

3) Soit I le milieu du segment [ A'B] et J le milieu du segment [A A'].
a) Montrer qu’il existe un unique déplacement R qui envoie Jen O et I en H.

b) Montrer que R est une rotation dont on déterminera 1’angle.
¢) Soit K le milieu du segment [AB’]. Montrer que JK=OH" et que (JT(,(ﬁ) = —%[27:] .
d) Déterminer alors R(K).

e) En déduire que IK=HH' et que (IK) et (HH") sont perpendiculaires.

4) Montrer que le quadrilatere IHK H' est un carré

EXERCICE 4 figure 2




Contenu

o Similitude directe : détermination du centre , du rapport et de |’angle d 'une similitude directe, image
d’un triangle par une similitude directe.

o Déplacement : éléments caractéristique d 'une rotation.
e Identification d’une configuration de base ( carré).
Aptitudes visées
o Déterminer les éléements caractéristiques d 'une similitude directe.
o Déterminer la nature et les éléments caractéristiques d’'un déplacement.

o Utiliser une similitude ou une isométrie pour déterminer la nature d’une configuration usuelle
( triangle rectangle , carré).

Solutions et commentaires

1
. —OA
1) _OA 2 :letGE(OA,OA')EE[Zn].
OA OA 2 4

2) a) Le triangle OAB est rectangle isoc¢le en O et de sens direct or f{O) = O, f(A) = A’ et f(B) =B’ donc le
triangle OA’B’ est rectangle isocele en O et de sens direct (f est une similitude directe).
b) Le triangle OA’B’ est rectangle isocele en O et de sens direct donc B’ est I’image de B par la rotation de
centre O et d’angle g
¢) Montrons que H’ est le milieu de [A’B’]. on sait que
T T

(TA',@) = E[ZR] et (O*A;,OTS') =3 [27] donc ((ﬁ(ﬁ;) =7 [27] donc [OB) est la bissectrice de
[OA’,OB’] et puisque le triangle OA’B’ est rectangle isocele en O donc (OB) est la médiatrice de [A’B’]
par suite (OB) L (A’B’) et (OB) L (A’H’) donc les points A’, H’ et B’ sont alignes et H’ € (OB) d’ou
le point H’ est le milieu de [A’B’].
Puisque H est le milieu de [AB] et f(A)=A"et f(B)=B' donc f(H)=H".

3) a)lestle milieu de [A’B] et ] est le milieu de [AA’] donc 1J = %AB = AH = OH # 0 donc il existe un

unique déplacement R qui envoie J en O et I en H.

b) (ﬁ,fO) = (ﬁ,fO)[Zn] = —g[Zn] donc R est une rotation d’angle —g.

¢) Kestle milieu de [AB’] et J est le milieu de [A’A] donc KJ = %A’B' =A'H'=OH' de plus

JK = %A'B’ donc (JT(',OH') = (A'B’,OH')[Zn] = (A'H',cﬁ)[zn] = —g[zn].



d) On pose R(K) =K’ on obtient alors JK = OK’ et (f(,O?;) = —%[271] or JK =0H’ et

(JT{,(F) = —g[Zn] on en déduit que OK” = OH” et (OH , OK') = (OH',JT{) + (ﬁ(’,@)[zn] =0[2n]
donc K* = H. ainsi R(K) = H’.
e) R(K)=H’etR(I) = H donc IK= HH’ et (IK) L (HH’)

4) Testle milieu de [A’B] et H est le milieu de [AB] donc H= %A'A

—_—

H’ est le milieu de [A’B’] et K est le milieu de [AB’] donc H'K = EA’A

Donc IH=H'K par suite IHKH’ est un parallélogramme (les points I, H et K ne sont pas alignés) et
puisque IK=HH’ et (IK) L (HH’) donc c’est un carr¢.
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Exercice 1 (3 points)

Répondre par « Vrai » ou « Faux ». Aucune justification n’est demandée.
1) Le quotient de (— 23) par (—'5) est 4.
2) Sia et b sont deux entiers tels que 64a + 9b =1 alors les entiers b et 64 sont premiers
entre eux.

3) 147" = 2(mod 12).

4) x* =0 (mod 8) équivauta x =0 (mod 8).

5) x = 3(mod 4)
Si alors x = 19 (mod 20).

X = 4(mod 5)

6) Sip est un entier premier distinct de 2 alors p? = 1(mod 4).

Exercice 2 ( 4 points)
Le plan est orienté dans le sens direct.

Dans la figure (1) de 'annexe ci-jointe, [AB] et [IJ] sont deux diamétres perpendiculaires
du cercle (€), M est un point variable du cercle (€) tel que (IW_\ M—) - —[21:] et MBEN et

MKFA sont des carrés de sens direct.
1) Montrer que les points E, F et M sont alignés.

2) On désigne par rq etr, les rotations d'angleg et de centres respectifs A et B.

a) Montrer que rio rz est la symétrie centrale de centre 1.
b) Déterminer ryor2 (E). En déduire que lorsque M varie, la droite (EF) passe par un point
fixe que I on déterminera.

3) Soit S la similitude directe de centre A, d'angle E et de rapportv2 .
a) Déterminer S (M).

b) Construire le point G image de F par S.
c¢) Montrer que F est le milieu du segment[KG].

d) En déduire que lorsque M varie, la droite (KF) passe par un point fixe P.
Construire P.
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Exercice 3 (4 points)
Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (O,u,V) .

On note A le point d’affixe — 2 .

On considére 'équation (E) : 32° — 222 + 4z + 16 = 0.

Soit o € C* et M, N et P les points d'affixes respectives o, %a"‘ et E
oL

1) Montrer que si a. € IR* alors les points M, N et P sont alignés.
Dans la suite de I'exercice on suppose que o n'appartient pas a IR .

2) Montrer que si MNAP est un parallélogramme, alors o est une solution de I'équation (E).

3) Dans cette question onprend o =1+ iv/3.

a) Donner I'écriture exponentielle de chacun des nombres complexes a, %az et §—

o
Placer dans le repére (O,0,V) les points A, M, N et P.

b) Donner I'écriture algébrique de chacun des nombres complexes %’az et E.
o

Montrer que le quadrilatére MNAP est un parallélogramme.

4) a) Montrer que si a est une solution de (E) alors @ est une solution de (E).
b) En déduire les affixes des points M pour lesquels MNAP est un parallélogramme.

Exercice 4 (5 points)

1) Soit la fonction f définie sur 0, +o[ par f(x)=Inx—xInx+x.

a) Calculer lim f(x); lim f(x) et lim _f_(_)g
X— X—+ 0 X—+ o Y

b) Montrer que pour tout x >0, f'(x) = % - Inx.

2) Dans la figure (2) de 'annexe ci-jointe, &, et &, sont les courbes représentatives dans
un repére orthonormé (OT]) des fonctions g et h définies sur ]0, +oo[ par

g(x)=—;|<— et h(x)=Ilnx .

%, et €, se coupenten un point d'abscisse p.
a) Par une lecture graphique donner Ile signe de f'(x) .
b) En déduire le sens de variation de f.

c) Montrer que f(B)=p+ % -1.
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3) On désigne par % la courbe représentative de f dans le repére (OT])

a) Etudier la position relative des courbes éset €y,

b) Montrer que la courbe @; coupe I'axe des abscisses en deux points d'abscisses
respectives x; et x; tellesque 04 <x;<0,5 et 3,8<x;<3,9.

c) Placer dans le repére (O,T.]) les points A (B, 0) et B(0, %)et en déduire une
construction du point de coordonnées (B, f(B) ).
d) Tracer .
4) Pour tout réel t de]0, +co [\{B}, on désigne par .«(t) l'aire de la partie du plan S(t) limitée
par les courbes @get &\ et la droite d’équation x=t1.
a) Montrer que pour tout réel t € |0,+[\{B}, Z(t) = f(B) - f(1).

b) Soit to > B . Hachurer S(tp).
c) Montrer qu'il existe un réel unique t;dans [0, B[ tel que & (t) = Z(to).

Hachurer S(t,).

Exercice 5 (4 points)

Dans la figure ci-contre, le solide de

révolution (S) est obtenu en faisant tourner

el . .

la portion de la courbe d'équationy = e¥*, x € [1, 2]

autour de I'axe (Ox) . 1
Le but de cet exercice est de calculer le volume ¥V

S)

de ce solide .

1) Soit F la fonction définie sur [1, +oo[ par F(x)= Lxe‘mdt.

Veérifier que V = nF(2).

2) Soit G la fonction définie sur [1, +oo[ par G(x)= j 1JE te! dt.
a) Montrer que G est dérivable sur [1, +«of etque G'(x) =2 ‘F'(x) .
b) En déduire que pour tout réel x de [1, +of , 2 F(x) = G(x) - G(1).
3) a) Montrer que pour tout réel xde [1, +eof , G(x) = (JK - 1)e"‘_".
b) Calculer alors V.
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figure (1)

figure (2)
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Corrigé de la Session Principale (Juin 2010)

Exercice 1
1) faux 2) vrai 3) faux 4) faux 5) vrai 6) vrai

Exercice 2

1

°)
i e

Nla

n[Zn]

(MF.MA) + (WA, M) + MB.ME) [2n]
+otg

Donc les points E, M et F sont alignés.

2° a) rjor; est un déplacement d’angle g+ g =n donc ror; est une symétrie centrale.

riory(l) = ri(J) =1 car AJBI est un carré direct

donc rjor; est la symétrie centrale de centre L.
b) rior,(E)=r (M) =F.
riory( E) =F et rjor; est la symétrie centrale de centre I, donc I est le milieu de [EF]

Par suite , lorsque M varie , la droite (EF) passe par le point fixe 1.
3°) S est la similitude directe de centre A, d’angle % et de rapport 2 .



a) Ona AM o donc S(M)=K

b) On pose S(F) = G
On a AMF est un triangle réctangle isocele de sommet principal A, donc
S(AMF)=AKG est un triangle réctangle isocele de sommet principal S( A) = A.
D’ou la construction de G

¢) AKG estun triangle réctangle isocele de sommet principal A etﬁﬁ,ﬁ) = Eﬁm) (27),

donc [AF) est la bissectrice intérieure de ’angle (ﬁ AG ) par suite F est le milieu du
segment [KG]J

d) SIM) =K et S(F) =G d'ou S (MF) = (GK)= (KF) or (MF) passe par le point fixe I,
donc (KF) passe par le point fixe P = S(1) .

AP
AP 2
SO=P donc 1A d’ou AIP est un triagle rectangle isocéle de sommet
l, ﬁ) =T [2n]
4
principal 1.
Exercice 3

1°) Si a est un réel non nul, alors les affixes des points M, N et P sont des réels, donc les
points M, N et P sont sur [’axes des réels par suite ils sont alignés.

2% MNAP est un parallélogramme = MN = PA
:>ZN - ZM: ZA— Zp
8

:>§(x2—oc=—2——
2 o

= 30° -20%=-40-16
=30®-20°+40+16=0

Conclusion : Si MNAP est un parallélogramme alors o est une solution de [’équation ( E ).

3°) a=1+3
T iﬁ _i®
a)a=263,§a2=6e3 €t§= 8 =4e 3.
2 o iZ
2e3
28 iz .
b) 3or=6e =6(—1+£i)=-3+3ﬁi et §==4e 3 =4(1—£i)=2—2\/§i.,.
2 2 2 o 2 2

Zy =-3+3W3 -1-iW3=-4+2i/3
=2-2+2i3=-4+2i/3

Ona donc MN=PA

Z5x



Etona det(m,m) #0 c'est-a-dire que les points A, M et N ne sont pas alignés
donc MNAP est un parallélogramme.
4°a) a est une solution de (E ) = 3a’ - 202 + 4o+ 16 = 0
= 30° 202+ 40 +16=0

— 3(&)3 ~2(«)? + 40 +16=0

= o est une solution de (E ).
Donc si a est une solution de ( E) alors o est une solution de (E ).
b) D’aprés a) Si MNAP est un parallélogramme alors o et o sont des solutions de (E ).
Pour o.=1+i3, MNAP est un parallélogramme , donc o=1+i3 et a=1-iJ3 sont des

solutions de ( E).
Par suite, pour tout nombre complexe z, 32° — 222 + 4z + 16 =

3(z—oc)(z—&)(z—ﬁ) avec a=1+i/3.
Par identification on obtient, - 12f = 16 donc B = —%.

Les solutions de (E ) son donc t : 1+iJ3, 1-i/3 et _3—4

» La solution _3—4 est inacceptable car a est non réel.

Zy =-3-3W3 -1+iV/3=-4-2iJ3

2, =-2-2-2i3=-4-2iY3

donc MN=PA | Par suite MNAP est un parallélogramme.

» Pour o=1-i3 ona

Conclusion : Les affixes des points M pour lesquelles MNAP est un parallélogramme sont

1+iV/3 et 1-iV3.

Exercice 4
1°) a) limf(x)=lim(nx—xInx+x)=—w ; lim f(x)= lim x(m—x—lnx+1j=—oo ;
x—0" x—0" X—>+0 X—>+0 X

lim m= lim (In—x—lnxﬂ)z—oo

X—>+0 ¥ X—>+00 X

b) f est dérivable sur ]0, +of et on a pour tout x> 0 f'(x):l—lnx—1+1=1—lnx
X X



2° a) Pour tout x> 0, f(x) = g(x) — h(x).

X 0 S +00
Position Cg au dessus de Can Cg au dessous de Cx
fx) = g(x)-h(x) + 0 -

b) f est croissante sur [0, B] et décroissante sur [p, +oof
¢) Ona Cx et Cq se coupent en un point d’abscisse >0 ,donc h(B) = g(p) d’ou Inp =%.

Par suite f(,B)=ln,8—ﬁ/nﬁ+ﬁ=%—1+ﬁ=%+ﬁ—1

3%a)Pour tout x >0, f(x) — h(x) = x(I — Inx). Le signe de f(x) — h(x) est celui de 1 — Inx.

X 0 e +00
J(x) = h(x) + 0 -
Position ef' au dessus de Chx ef au dessous de Chx

Les deux courbes se coupent au point d’abscisse e.

b)
|0 p =
JB)

f

Ona:

[ est continue et strictement croissante sur 10, B]

> 10.8D=1—.f(B)N

0 car fBI=0

Done Cr coupe (xx) en un seul point d’abscisse x; €10.5]

Et on a encore f(0.4)x(0.5)=[In(0.4)-(0.4)In(0.4)+0.4] [In(0.5)-(0.5)In(0.5)+0.5]% -0.02< 0
4



Donc 0.4< x;< 0.5

fest continue et strictement décroissante sur [B | +% [

> f B, +een =1—.f(B)

0 car fBI >0
Done Cr coupe (x’x) en un seul point d’abscisse x, € [B |, +o [
Et on a encore f(3.8)%f(3.9)=[In(3.8)-( 3.8)In(3.8)+ 3.8][In(3.9)-( 3.9)In(3.9)+ 3.9]
~—29 <o
Donc 3.8< x, < 3.9

En conclusion : la courbe ef coupe l’axe des abscisses en deux points d’abscisses
respectives x; et x; telles que 0.4 <x; < 0.5 et 3.8 <x,<3.9

¢) Voir graphique
Soit les points 1(1,0), C(0, f(B)) et D, f(b)) .
On a f(B)=%+B—1 alors f(p) -1/ = p— 1 donc OC— OB =0OA—OI> 0 donc BC = Al

alors C est le point de [OB)\ [OB] et tel que BC = Al
donc le point D est le point du plan admettant les points A et C comme projetés orthogonaux
sur les axes.

d) Cr admet :
- une tangente horizontale au point d’abscisse p.
- une branche parabolique de direction (yy’) au voisinage de +oo.
- ['axe des ordonnées comme asymptote.



fg(x)—h(x)dxsi0<t</3 Tf'(x)dx sio<t<p
)a) At) = 1 = 9 =f(B)~1f(t)

.[h(x)—g(x)dx sit>p j—f'(x)dx sit>p
B B

b) Voir graphique

C) t1 E]O, B[! t0 E]B, +oo[

Alty) = A (to) @ 7@ — f(t) = f(to)
e f(t) = f(t)

Or fity) € ]-2.fBI et fréalise une bijection de ]0, surj-= (B[, donc

il existeun seulreelt €]0, Bl tel que A(t;) =A (t)



Exercice 5
1°) La fonction t —>e"* est continue et positive sur [1, 2], donc

V=jn-(eﬁ)2 dt. - njemdtan(Z)
1

1

2° a) La fonction : te'™ est continue sur [0, +oof et 1€[0, +oof donc F est dérivable

sur [1, +oof et on a pour tout x [1, +of , F'(x) = e
La fonction : x = V4% est dérivable sur [1, +oof et la fonction :t = te' est continue sur R

donc la fonction G est dérivable sur [1, +of et on a pour tout x € [1, +oof
G’(x) = (Vix)’ WAx[::) eIV _jpvar =2F’(x)
b) Pour tout x € [1, +o/, 2F(x)=2F(x)—2F(1)=jZF’(t)dt =jG’(t)dr = Gi)-G(l).

Jax
3%9a)Soit x € [1, +oof , G(x)= | te'dt.

1

On effectue une Intégration par partie :
On pose {u(t) =t donc {u 1) =1
7



v =é vit) = é

Jax Jax Vax
Pour tout x € [1, +oof, Gx)= [ te'dt=[te' |~ - [ e'dt=axe™ —e-e™ +e=(Vax-1)e"™.
1

1

&
|
—
N—
D
&
|
D
N

b) V=nF(2)=n G(2)=G(1) _ n(
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Exercice 1(4 points)
Pour chacune des questions suivantes une seule des trois réponses proposées est exacte.
Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondante a la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.

ABCD est un carré de centre O tel que

(ﬁ) =7[2] et 1 le milieu de [AB]. T ¢
Soit Sey , Sy et Sion les symétries
d’'axes respectifs (BC), ( BD) et (Ol) et O
tss i tos et ty les translations de vecteurs
respectifs BD, CD et BC . .
A I B

1) Lisométrie Sgcy 0 Spyo ty; est

a) une rotation
b) une translation
c) une symétrie glissante.

2) t- o S(BC) est égale a

BD

a) tf;" o S(m)
b) tiﬁ o] 8(01)
C) S(BC)-

3) Soit ryla rotation de centre O d’'angle (-g) et r;la rotation de centre C d'angle (g).

riory est

a) la symétrie centrale de centre A
b) la translation de vecteur CB
¢) la translation de vecteur AD .

4) Soit S la similitude directe de centre B qui transforme D en A. Alors
a) S(A)=0
b) 8(I) =0

c) S(C)=0.
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Exercice 2 (6 points)

_ X
Soit f la fonction définiesur | 0, +e [ par f(x) = (x g)e et ¢ sa courbe
X
représentative dans un repére(O, i, j).
X 2 +
1) a) Montrer que f'(x) = w-

b) Déterminer Iin;f(x) et lim f(x).

¢) Dresser le tableau de variation de f.
2
2) Montrer que la tangente A a ¢ au point d’abscisse 2 a pour équation y = %( X —2).

3) On se propose d'étudier la position relative de @; et de sa tangente A .

Soit g la fonction définie sur | 0,+ «o [ par g(x) =%. On donne ci-dessous le tableau de
X

variation de g.

X 0 2 3 +o0
+oo 400
g(x)
e’ e’
8 27

a) Montrer que I'équation g(x) =% admet dans| 3, + [ une solution unique « telle que

42 <0<43.
b) Déduire la position relative de & et A.

4) Justifier I'existence sur ]0,+ oo[ d’une primitive F de f telle que F(1)=e.

5) Dans l'annexe ci-jointe, on a tracé la courbe représentative @r de la fonction F, la droite A
et le rectangle ABCD tel que A(1,e); B(0,e); C(0, F(2)) et D{1, F(2)).

a) Etudier les branches infinies de ;.
b) Tracer la courbe @ dans l'annexe ci-jointe.
6) Soit te [1, 2[ . On désigne par S(t) la partie du plan limitée par la courbe %, I'axe (O, i)

et les droites d'équations x = tet x = 2. On désigne par .« (t) l'aire de S(t) .
a) Exprimer.«/(t) en fonction de F(t).

b) Hachurer S{1) et justifier qu'elle a la méme aire que le rectangle ABCD.
¢) Montrer qu'il existe un unique t; € [1 , 2[ tel que ,.of((tg)=% A1)

d) Construire le point de %; d'abscisse t;.

214



Exercice 3 (5 points)

Soit (O,u,V,w)un repére orthonormé direct de I'espace.
Dans ia figure ci-contre OABC est un tétraédre
telque OA =50 ,0B=5v , OC=10w et

1 est le point de coordonnees (3.3,3).

1) Vérifier que le plan (ABC) a pour éguation
2x+2y+z—- 10=0.

2) Soit S la sphére de centre | et de rayon 3.
a) Quelle est la position relative de S et du plan (ABC) ?
b) Montrer que S est tangente aux plans (OAB) , (OAC) et (OBC).

3) Soit k un réel non nul et h 'homothétie de centre O et de rapport k.
On désigne par S’ , la sphére image de S par h.
a) Montrer que S'est tangente aux plans (OAB) , (OAC) et (OBC).
b) Déterminer les valeurs de k pour lesquelles S’ est tangente au plan (ABC).

4) Déterminer le centre et le rayon de la sphére tangente intérieurement aux quatre faces
du tétraédre OABC.

Exercice 4 (5 points)

On pose a= 72009 + 72010 + 72011 .

1) Soit n un entier naturel. Discuter suivant les valeurs de n, le reste de 7" modulo 100.
2) En déduire qu'il existe un entier naturel k tel que a= 100k - 1.

3) a) En utilisant la formule du bindme, montrer que  a'® = 1 (mod 100%).
b) Déterminer les quatre derniers chiffres de a'®.

3/4
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REPUBLIQUE TUNISIENNE SESSION EXAMEN DU BACCALAUREAT

MINISTERE DE L'EDUCATION
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SECTION : MATHEMATIQUES

EPREUVE : MATHEMATIQUES DUREE : 4 Heures ||COEFFICIENT : 4

Exercice 1 (3 points)
Pour chacune des questions suivantes, une seule des trois réponses proposées est exacle.
Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la question et la lettre correspondant a la réponse choisie.
Aucune justification n'est demandée.
Une réponse correcte vaut 0,75 point, une réponse fausse ou I'absence de réponse vaut 0 point
1) Dans le plan muni d'un repére orthonormé direct (D, u ir'], on considére le point A d'affixe + iv3 .

L'image du point A par |a rotation de centre O et d'angle —-;5 est le point d'affixe

a)—J3+i b) V3 i c) -3 -i

2) Siz estunnombre complexe non nul d'argument g alors un argument de iz est

i i ™
a) -— by — c) —
) - ) 2 ) 3
3) Pour tout entier naturel n, on pose a, = 2"+ 3",
alors a,=0(mod5) pour

a) tout entier naturel n pair b) tout entier naturel n c) tout entier naturel n impair

4) Un questionnaire a choix multiples (QCM) comporte guatre questions. Pour chaque question,
trois réponses sont proposées dont une seule est exacte. Un candidat répond au hasard a chacune
des guatre questions de ce QCM.

La probabilite pour que ses quatre réponses soient toutes exactes est

1 1 2/t



Exercice 2 (5 points )

Soit f la fonction définie sur [0, 1[ par f(x) = In(1 = Vx ).

On note (') sa courbe représentative dans un repére orthonorme (D, i, ]')
o fix)
1 Mont [ —_— -
) a) Montrer que :-I-IEJF =

b} On donne ci-dessous le tableau de variation de la fonction f.

X0
fi(x) -

f(x}lﬂ-———_.________»
~<e

Tracer (€). (On précisera la demi-tangente a () en Q).

2) a) Montrer que f réalise une bijectionde [ 0, 1| sur J-o0, 0] .

(On notera f ! 1a fonction réciproque de f et (I') sa courbe représentative dans le repére (0. A T) ).

b) Tracer (I'). (On précisera la demi-tangente & (I') en O).

3) a) Montrer que, pourtoutx € |-o0, 0], f7'(x) = [e“ —1)z .
b) Calculer l'aire 4 de la partie du plan limitée par la courbe (I') et les droites d'équations
x==In2 ;, x=0 et y=0.

;
c) En déduire la valeur de fu 4 In(1—+/x)dx.

Exercice 3 (5 points)
Dans le plan orienté. on considére un triangle ABC isocéle et rectangle en A tel que
{E,E)E % [21:].

On désigne par I. ], K et L les milieux respectifs des segments [ AB ], [BC | ,[ AC Jet[JC] .
1) Faire une figure.
2) Solt f la similitude directe de centre J, qui envoie A sur K.
a) Determiner 'angle et le rapport de f,

b) Justifier que f(K)=1L .
c) Soit H le milieu du segment [ A I ]. Justifier que f(I) = .



3) On munit le plan du repére orthonormé direct (A,A_'B,E).

Soit ¢ I'application du plan dans lui-méme qui & tout point M d'affixe z associe le point M’ d'affixe '

telqunz-—[1+i]i 1”

a) Montrer que ¢ est une similitude indirecte de centre C.

b) Donner les affixes des points I, K, J etH.

c) Déterminer o(I) et ¢(J).

d) Déduire alors que ¢ = fo sq), ( ol f est la similitude définie dans 2° et sy, est la symétrie
orthogonale d'axe (IK) ).

4) Soit Al'axe de la similitude indirecte o .
a) TracerA.

b) La droite A coupe les droites (IK) et (HL) respectivementen P et Q.
Montrer que ¢(P) = f(P) et en déduire que ¢(P)=Q.

Exercice 4 (4 points)
Dans le plan rapporté & un repére orthonormé direct [o ) on considére I'ellipse (E)

3
d'équation x* + = 1 et on désigne par M le point de coordonnées (cos®,2sind),ol6 est un

wapg

1) a) Déterminer, parleurs coordonnées, les sommets etles foyers de (E).
b) Tracer (E ) et placer ses foyers.
c) Veérifier que le point M appartient a (‘E ).

2) Soit (T) latangente & (E)en M.
Montrorqu'umoqumnaammumm(q ‘i‘.'j‘] est 2x cos O +ysinfH—-2=0.

3) On désigne respectivement par P et ( les points d'intersection de (T) avec |'axe des abscisses et
I'axe des ordonnées et on désigne par.« I'aire du triangle OPQ.

2
Montr = ;
a) erque . Sin(20)

b) En déduire que l'aire .« est minimale si et seulement si M est le milieu du segment [ PQ ].




Exercice 5 (3 points )

1) Résoudre I'équation différentielle y" +y=0.
2) Soit E I'ensemble des fonctions définies et deux fois dérivables sur R telles que
pourtoutx € R, f'(x) + f[% -x] =0, ol f' désigne la fonction dérivée de f.

a) Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = cos x.
Vérifier que g est un élément de E.

b) Soit f un élément de E . Vérifier que, pour tout réel x , " (x) =f' (321 —x) .

c) En déduire que si f estun élément de E alors f est une solution de I'équation différentielle
Yyl
d) Déterminer alors I'ensemble E.



EPREUVE DEMATH  SECTION MATH SESSION PRINCIPALE 2009
EXERCICE N°1

De quoi s’agit-il ?

Nombres complexes-Rotations-arithmétique-Probabilités
SOLUTION

1) Réponse -b - 2) Réponse -c - 3) Réponse -c - 4) Réponse - b -

EXERCICE N2

De quoi s’agit-il ?

Fonction logarithme népérien-Fonction exponentielle-Fonction réciproque d'une fonction
continue et strictement monotone-calcul intégral-Calcul d’aire

SOLUTION
1) a- En posant ¢t = —/x on aura lim(f(X)J=lim(ln(lz+t)j= im(lxln(l+t)j=—oo
x—0" X t—0 t =0\ t t
------------------------------------------------------- 2],-?-r
b- lim (—f )=/ (0)j= lim (—f (x)j=—oo
x—0" x_o x—0" X

donc f n’est pas dérivable a droite en 0

et (¥ ) admet au point O une
demi-tangente verticale dirigé vers le bas.

2) a- f est définie et strictement décroissante

sur [0,1] donc réalise une bijection de

[0,1] sur £([0,1]) de plus f est continue sur

[0, donc f([0,1])=]-0,0].

Conclusion : f réalise une bijection de [0,1] sur f ([0, l[) = |-o0,0].

b-M=S, ()

D:y=x

() admet au point O une demi-tangente verticale donc (I') admet en ce point



une demi-tangente horizontale.

3)a-Ona: {x_el J-o0,0] , siet seulement si {y elo1f
)=y f(y)=x

x=f(y)=ln(1—\/;) o =l-\y o Jy=1-¢ < M @=0-e).
b-ﬂzrmfl(x)dx=rln2(l—2ex+ez“‘)dx=[x—2e"+%ez‘}0 =(—2+%j—(—ln2— 2 + ! j

In2 In4
—In2 e" 2e"

donc 4= ln2—§ u.a

c- En utilisant la symétrie orthogonale d’axe la droite d’équation y =x on aura :

—L‘l‘ln(l—\/_) _ﬂf(x)|dx-—><ln2 ﬂ—nTz—l 2+ Z ( f(0=0 et f'(- ln2)—%

1

D’ou J;Zln(l—\/;)dx = %ln2—%

1
Autrement : 4= rf(x) (- ln2))dx—ln2—§ donc I4ln( \/—)dx ln2—§—%ln2=%ln2—§

EXERCICE N3

De quoi s’agit-il ?

Similitude directe -Similitude indirecte-symétrie orthogonale -Composée d’une similitude
directe et d"'une symétrie orthogonale.

SOLUTION
1) voir figure ci-contre.
2)a-o (J—A,AJT( ) = —% [2n]  est une mesure de ’angle de f
en effet :
J—K:%ﬂzﬁcarJ:B*C,K:A*C et [=A4*B

(41,4K) = (4B, Ac)—E [27]
Al = AK car ABC estisoceéleen 4, K =A*C et [=A*B

donc AIJK est un carré direct dont [JA] est une diagonale

ainsi (J—A:]—K ) = —% [2n]

Autrement :



(JK)//(A4B) car dans le triangle ABC ona: J=B*CetK=A*C

donc (f, J—K) E(K’, ﬂ) [2n]

or (E’, E‘l) E% [2r] car ABC est un triangle rectangle et isocéle en 4 de sens direct
par suite (ﬁ, J—K) = (TA, f) +(.ﬁ, JT() [2n]

E—5+— [27] d’ou (JT‘LJTOE_% [2n]

2
=§ est le rapport de f .

JL_4%C Bc 12
b 1K ;BA 28B4 2cos(}) 2

dou f(K)=L.

(ﬂ,J_.K) = —g [27]

(ﬁ,J—H)E(@,ﬂ)E(R’,TJ)E—% [2n]

1 . _
ZEBC: . 2 don f(D)=H.
4c B4 2cos(ﬂ) 2

1 -1 - 2
3a- z'= —§(1+i)z+§(l+i) est de la forme z'=az+b ou ld| =7¢ 0
o o 2
donc ¢ est une similitude indirecte de rapport —

Or —L(4 )Tt ) = LD+ 24 )= G- D+ 214D =i=z, don @(C)=C
2 2 2 2 2 2

et comme |a| # 1donc C est I’'unique point invariant par f qui n’est autre que le centre.

b-0z —l 0z —li 0z —l+li 0z —l+li
) -k 22 T4 4
1 A= 1 . 1 N | N . .
- ——(1+)z,+=U+D)=—0+D)+=0+)==0+i)=z, dou ¢()=H.
2 2 4 2 4

- Loz lasn=—Lasnaen+tasvn=-—Lilasn-Lti=z, @ou 0)=xk.
2 2 4 2 2 2 2



of oS, ()=f()=H donc foS,
d- |8 f S, (J)=f(4)=K donc foS

(D=H
(J)=K

IK)

® f oS est une similitude indirecte comme composée

d'une similitude directe et antidéplacement
Donc foS§,, et ¢ sontdeux similitudes indirectes qui coincident en deux points distincts
par suite@ = f oS, .
4) a- La droite A est porté par la bissectrice intérieur de (@, CT() (ou (@, C?))
b-1 Pe(IK) alors S, (P)=P parsuite ¢(P)=f0S,,(P)=f(P) donc ¢(P)=f(P).
“Pe(IK) alors f(P)e f{UK))=(LH) par suite @(P) e (LH)
PeA et A étantPaxede ¢ alors 9(P)e@(A)=A

Ainsi @(P)e AN(LH) = {Q} par conséquent ¢(P)=0.

EXERCICE N4

De quoi s’agit-il ?

Ellipse-équation de la tangente a une ellipse en ’un de ses points-Aire d’un triangle

SOLUTION
1) a- L’ellipse () a pour équation, dans le repére orthonormé direct(0,7, j), 35 +25 =1

a=1, b=2 etcomme a<b , ’axe focal est (O,j’).

Les sommets suivant I’axe focal de (£) ont pour coordonnées (0,—2) et (0,2)

Les sommets suivant 1’axe non focal de (£) ont pour coordonnées (—1,0) et (1,0)

Comme ¢ =+F —a? =~/3 donc les foyers de (£) ont pour coordonnées (O,—\/g) et (O, \/5)

b- voir figure ci-contre

2 2
cos“x 4sin“x 2 . 2
c- + =cos x+sin“x=1.
1? 22

Donc M e (E)



2) Une équation de la tangente a () en un point M (x,, y,)est :

T:%+%=l par suite pour M(cos0,2sin0) on aura
2ysin®
T:xcos®+22Y _ 1 dron T:2xcosB+ ysinf-2=0.

3) a- Le triangle OPQ est rectangle en O

donc I’aire -“/=%><OP><OQ

Pec(0,i Y, =0 . 1
Or {PE(T 1) donc { P d’ou P(COSG,O)

de méme {Q <(0.]) donc {XQ " 0 d’ou Q(O,-L

S

De plus cos8>0 et sinf>0 pour tout 96}0,%[

o 1 1 2 2 2
Ainsi ./ =—x X——= -
2 cosO sin® 2cosfsin® sin(20)
donc .‘/z#.
sin(20)
b- L’aire ./ =— est minimale si et seulement si
sin(20)

sin20 est maximum or 0 <20 <n donc 0<sin20 <1

. .. ) ) T
d’ou .7/ est minimale siet seulement si 20 = —

par suite 9=§ d’ou: P(\/E,O) , Q(O,Z\/E) et M(%,\/E)

ce qui prouve que M est le milieu du segment [PQ].




EXERCICE N°5

De quoi s’agit-il ?
Equations différentielles -Recherche d’un ensemble de fonctions.

SOLUTION

1) L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle y"+ y =0 est ’ensemble des fonctions
définies sur 0 par: f(x)=Asinx+Bcosx ou (4,B)ell’

2) a- g(x) =cosx est deux fois dérivable sur I et g'(x)=—sinx

donc g'(x)+g(g—x):—sinx+c0s(g—x):—sinx+sinx:O ainsi g'(x)+g(g—x):0

par suite g est un ¢lément de E.

b- Comme £ est un élément de E donc pour toutréel x ona: f'(x)+ f (%—x) =0
et par suite f"(x)—f'(g—x) =0 d’ou f"(x) = f'(g_x)

c- Si f estun élément de E alors pourtoutréel x ona: f'(x)=—f (g—x)

ce qui donne : pour tout réel x , f'(ﬂ—x):—f(ﬂ—(%—x)):—f(x).

Or d’aprés b- si f est un élément de E alors pour toutréel x, f"(x)= f '(g—x)

Par suite : pour toutréel x, f"(x)=—f(x) dou f"(x)+f(x)=0
Clest-a-dire f est une solution de I’équation différentielle y"™+y=0.
d- d’apres c- si f estunélément de E alors f est une solution de I’équation différentielle

y"+y=0 donc f(x)=Asinx+Bcosx ou(4,B)ell’.

D’autre part, comme f est un élément de E donc pourtoutréel x ona: f'(x)+ f (%—x) =0

Ce qui donne, pour tout réel x, (A4cosx—Bsinx)+ (A sin (% - x) + Bcos (% - x)) =0



donc pour tout reel x =~ Acosx—Bsinx+Acosx+ Bsinx=24cosx=0 ainsi 4=0

d’ou f(x)=Bcosx ouBell .

Conclusion : E est I’ensemble des fonctions définies sur I par: f(x)=Bcosx ouBell .

FIN.
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Exercice 1 ( 3 points )

Pour chacune des questions suivantes, une seule des trois réponses proposées est exacte.

Le candidat indiquera sur sa copie le numéro de la gquestion et la Jettre correspondant & la réponse choisie,
Aucune justification n'est demandée.

Une réponse correcte vaut 0,75 poinl, une réponse fausse ou l'absence de réponse vaut 0 point.
1) Seit z un nombre complexe de module 2.
Alors le conjugué Z de z est égal &

a)
b)

c)

Nls N[M "|f3]

2) Dans Le plan muni d'un repére orthonormé direct (D. m 5) ,on considére les points A et B d'affixes
respectives 1 eti . L'ensemble des points M d'affixe z tel que }z;: estréel est

a) la droite (AB) privée de A
b) le segment [AB] privé de A
c) le cercle de diamétre [AB] privé de A

3) Soit (us) une suite arithmétique de raison (- In2). Alors la suite (v,,) définie par v, = e est
a) une suite arithmétique de raison (— 2)

b) une suite géométrique de raison (- 2)

¢) une suite géomeétrique de raison (%)

4) La limite de x In(1 +§} quand x tend vers +oc est égale a
a) 0
by 1
c) 2




Exercice 2 (5 points)

Soit f |a fonction définie sur IR, par f(x) = x + (x— 1)e™ et soit & sa courbe représentative dans un
repére orthonormé (9. i ]). (unité graphique 2 cm)

1) a) Montrer que .

—Ilrﬂw f(x)=+oo

b) Montrer que la droite A d'équation y = x est asymptote a |a courbe & au voisinage de +oo .

c) Déterminer la position relative de & et A

2) On donne ci-dessous le tableau de variation de la fonction f.

x |0 +o0
fix)[3 +

+oo
f(x) _1/

a) Montrer que I'équation f(x) = 0 admet, dans IR., une seule solution o et vérifier que 0 < a < %

b) Tracer la droite A etla courbe &
(On précisera la demi tangente a & au point d'abscisse 0 et on prendraa = 0,4 ).

3) On désigne par (u, ) la suite définie sur N* par u, = j:[f{x}r dx .
a) Calculer u,. Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

b) Montrer que pour tout entier naturel nennuln, 0 < u, < nL

+1

c) En deduire la limite de la suite (u, ).

Exercice 3 (4 points)

On considére les suites (u,) et (v, ) définies sur IN par

2u, + Vv

u,=0 ; Upyq = “3 L
2 + 2V

vo=1 . ..,n+1=_3_”u5_n.

1) Montrer que pour tout entier naturel nonnuln, u, < v,.

2) Montrer que la suite (u, ) est croissante et que la suite (v,, ) est décroissante.

3) Montrer que les suites (u, ) et (v,,) sont convergentes et qu'elles admettent la méme limite.

4) Soit la suite (wy,) définie sur Npar w, =8u, +5v,

a) Montrer que (w,,) est une suite constante.

b) En déduire la limite commune des suites (u,) et (v, ).



Exercice 4 (5 points)

Dans I'annexe ci-jointe (page 4/4), ABCD est un rectangle de centre O et tel que (AB, AC) E%[Zﬂ].

Le point E désigne le symétrique du point A par rapport 4 D.

Soit S la similitude directe de centre C, de rapport % etdangle T

1)

2)

3)

4)

a) Justifier que S(A)=B

b) Montrer que le triangle ACE est équilatéral et en déduire que S(E) = O.

Soit I un point du segment [EO], distinct des points O et E et soit (I") le cercle de centre I et
passant par A.

Les droites (AD) et (AB) recoupent le cercle ( I") respectivement en M et P.

a) Tracer (') et placer les points M et P.

b) Justifier que le point C appartienta (I").

Soit N le projeté orthogenal du point C sur la droite (MP).

a) Montrer que [ﬁ) E%[Zn].

b) En déduire que S(M)=N.

Montrer que les points B, D et N sont alignés.

Exercice 5 ( 3 points )

1)

2)

On considére dans Z x Z I'équation (E) " 3x + 4y =-8
a) Veérifier que (0, — 2) est une solution de (E) .
b) Résoudre dans Z x Z |'équation (E) .

Dans le plan rapporté & un repére orthonormé (0. i, T) . on considére la droite A dont une équation
est: 3x+4y + 8=0 et on désigne par A le pointde A d'abscisse 0,

a) Montrer que si M est un point de A & coordonnées entiéres alors AM est un multiple de 5.
b) Soit N un point de A de coordonnées (x, y) .

Vérifier que AN = % ¥
¢) En déduire que si AN est un multiple de 5 alors x et y sont des entiers.
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Epreuve de Math Section Math Session de controle 2009

Exercice n°l

De quoi s’agit-il ?

Nombres complexes-suites —fonction logarithme népérien-limites

CORRIGE

1) Réponse -c - 2) Réponse - a - 3) Réponse -c - 4) Réponse - ¢ -

Exercice n°2

De quoi s’agit-il ?

Fonction exponentielle - suites — calcul intégral.

CORRIGE
1) a- En posant f=-x onaura lim f(x) = lim(:;—z;g:—gi) = 400,
X+ t——o0 \ 70 B 0

b- En posant ¢=-x onaura lim (f(x)-x)= lim(—t_e;—gi) =0
0

Xt e

Donc la droite A d’équation y = x est asymptote a la courbe () au voisinage de +00.
c-Soit xe[0,+00[ ; f(x)—x=(x-1e”

"1 sur [0,1] la courbe (~) est située au dessous de A .

") sur [L+oo| la courbe () est située au dessus de A .

2) a- f est définie et strictement croissante sur [0,+o0[ donc elle réalise une bijection de [0,+00[ sur

7([0.+)

de plus f* est continue sur [0,+0] donc f ([O, +OO[)

[~L+od .

Comme 0e[~1,+o donc I’équation f(x) =0 admet dans [0,+oo[ une solution unique o .



(l—i)>0 donc 0<0L<l.

Puisque f(0)=-1<0 , f(%): % >

1
2
Conclusion : L’équation f(x) =0 admet dans [0, +oo[ une solution unique o € }0,%[.

b- D’aprés le tableau de variation de la fonction f ona: f'(0)=3
donc la demi tangente a (~) au point d’abscisse 0 est de coefficient directeur 3.

. K

___________

___________

___________

...........

> 1
Or J.lxdx:{%} =%(1—0€)

u(x)=x-1 - u'(x)=1
vix)=e® - v(ix)=-e"
1

Par suite Il (x-Dedx=[-(x-1) e‘x]L + .r edx = [—xe‘x]L =——+o0e"
o o e

'[l (x—1e™dx on intégre par parties on pose : {

donc zjlf(x)dx :%(l—az)_l-;-ae_“.
o e

Interprétation : f (x) >0 pour tout x €[a,1] donc u, représente I’aire, en unité d’aire, du domaine

du plan limité par la courbe (v ) et les droites d’équations: y =0, x=1 et x=0



b- sur [0,1] la courbe () est situé au dessous de A donc pour tout réel x €[0,1] , f(x)<x
de plus pour tout x € [a,+oc[ , f(x)>0 et o<1 ainsipourtout xe[o1] ona: 0< f(x)<x

par suite 0 < Jz[f(x)]ndx < ﬂx”dx

n+l 1 n+l 1 n+l
d’oﬁOSuns[x } or[x } _ 1 o < ! donc 0<u, < 1
n+l1 n+ll, n+l1 n+l1 n+l n+l1

o

c- Comme lim =0 et 0<u, < donc limu, =0.
n—>+o g + 1 "+l n—s+oo

Exercice n°3

De quoi s’agit-il ?

Suites adjacentes

CORRIGE

1) Montrons, par récurrence, que pour tout n€ll , u, <v,.

1 2
U] vérification : pour n =1 I'inégalité u, <V, est vraie (car U, = g et v = g )
[Isoit nell” , supposons que u, <v, et montrons que u,,, <V,
2u +v, 3u, +2v, u —v
Comme u,  —v, = —2—1 == n—_n_n<(O car u,—v, <0 donc u, <V
n+l n+l 3 5 15 n n n+l n+l

Conclusion : pour tout ne€ll”*, u, <v, .

2u +v u, —v . .

)0 u,, —u,= % —u,=——= 3 » >0 car u,—v,<0 donc (u,) estune suite croissante.

3u, +2v 3(u,—v o e

Ov, —v = =, = % <0 car u,—v,<0 donc (v,) estune suite décroissante.

3)Premiere méthode

Cpourtout nell, u, <v, et (v,) estune suite décroissante donc (v, ) est majoré par v, =1

Donc pourtout nell, u, <1.

Ainsi (u, ) est une suite croissante et majoré par 1 donc converge.
Cpourtout nell, v, >u, et (u,) estune suite croissante donc (u, ) est minoré par u, =0

Donc pour tout nell, v, 0.



Ainsi (v, ) est une suite décroissante et minoré par 0 donc converge.

[ Onpose lim(u,)=1 et lim(v,)=1"'

n—>+owo n—>+owo

lim (u,) =1 donc lim (u,, )=1

n—>+o n—+0

2u, + s o . 20+
Comme u,,, = % donc les opérations sur les limites des suites donnent / = L]

D’ou/=1"

Deuxiéme méthode

S s ) B
D’apres ce quiprécedeona: u, , — v, = G( u,—v,)

Montrons par récurrence que pour tout nell ,u —v, = — ( % )n

0 0
vérification : I’égalité u, — v, = —(%) est vraie (car u,=0,v,=1et —(%) =-1)

supposons que  u, — v, = —(i)n

n+l
montrons que u,,, —v,,, = _(%)

ona s == g () | =-()”

donc pour tout ne€ll ,u, —v, = _(L>"

Vu que lim[—(lls)”}:o car (%)E]—Ll[ donc lim (u,-v,)=0

n—+w n—>+o
Compte tenu :

Clpourtout nell, u,<v,.

" (u, ) est une suite croissante et (v, ) est une suite décroissante.

n n

0 lim (u,—v,)=0

n—>+w

Les suites (u, ) et (v, ) sont adjacentes et par suite elles convergent vers la méme limite

4) a-pourtout nell , w,,, =%, +5v,,=3(2u,+v,)+(3u, +2v,) =%, +5v, = w,

n+l

Donc (w,

n

) est une suite constante.

b- (1w, ) est une suite constante donc pour tout nell , w, =w, =%, +5v, =35.



Par suite pour tout nell , 9u +5v =35,

Donc si L est la limite commune des suites (u, ) et (v, ) onaura 9L +5L =5

n—>+om n—>+om 14

Ce qui donne L:% ainsi lim (u, )= lim (v, )=—.

Exercice n°4

De quoi s’agit-il ?
Similitudes-angles inscrits —symétrie orthogonale.

CORRIGE

A

1) a- (@j@)s(AC,AD) [2n]

A

=L _(4B,4C) [2x]
2
T om T
==—-Z[2 donc CB)== [2x]
7 [on] (CACB) =~
. CB o |
De plus, comme ABC est un triangle rectangle en B donc — = cos(—) =—
C4 3/ 2
B _1
D’ou CAA 2 ce qui justifie que S(A4) =B
(a,@)zg [2n]

A

b- [1 D’une part (A—C,AE) E(AC,AD) [2r]

N

(7,C—B) [2n]

[2n]

1l
w3y

A A

E:S(Dc)(A)
D’autre part D =S, (D)} donc (R,H))E—(E,AD) [2n]
C:S(Dc)(c)




(R,E) = % [27]
Ainsi (E—C'Am) _ (ﬁfﬁ) [2n] ©© qui prouve que le triangle ACE est équilatéral.
T
=-— [2x]
3
CO . n 1
—=sin—=—
[1Ona letriangle ACE est équilatéralet O =A+*C donc CE N 6 n 2
(CE,CO)=" [2n]
3

Conclusion: S(E)=0.
2) a-

b- ACE est un triangle équilatéral et O = A*C donc la droite (OE ) est la médiatrice du segment [4 C ]

et puisque / e [OE]\{0,E} donc I4=1IC or (I') est le cercle de centre I et le rayon /4

donc C e (IN).

A A

3) a- (W’,M—C ) et (ﬁ’,ﬂf) sont deux angles inscrits dans (I') interceptant le méme arc orienté P ¢

A A A

Donc (W’,AM—C)E(ID,AC) [2r] or (E,AC)E% [2r] donc (W,MC)E% [2n].
(m\/jf‘TC)EE [27] I\
b- Comme ) 6 donc (CM,CN)EE [27] (1)
(W,N—M)Eg [2n]



(1)

CN oy 1
de plus on a C—M—cos(g)—2

d’aprés (1) et (II) onendéduit S(M)=N

S(4)=B
4) M € (AD) et Ee(4D) donc A, E et M sontalignés deplus S(E)=0
S(M)=N

et comme toute similitude conserve 1’alignement donc B, O et N sont alignés.

D’ou N e (0OB) etpuisque D e (OB) onen déduit alors que B, D et N sont alignés.

Exercice n°s

De quoi s’agit-il ?

Résolution dans Z° d’une équation du type ax +by = c — détermination des points d’une
droite a coordonnées entiéres

CORRIGE

1)a- 3x0+4x(-2)=-8 donc (0,-2) estsolutionde (E).

b- Soit (x,y)ell x[J solutionde (E).

Ona 3xx+4 Xy _8} donc 3xx=-4x(y+2)

3x0+4x(=2)=-8

comme 34—:1(><_(4y)+_21)} alors d’aprés Gauss 3/(y+2) ainsi y=3k -2 ol kel

par suite 3x x = -4 x (3k) d’ot x=—4k ainsi (x,y)=(-4k, 3k-2) ot kel
réciproquement : soit (x,y) =(—4k, 3k —2) ou kel
ona:3x(—4k)+4x(3k-2)=-8 donc (x,y) est solutionde (E).

Conclusion: S, ={ (—4k,3%-2),kel }

M(xy)eA . [3x+dy=-8 L )
2)a-{(x,y)eD><D signifie {(x,y)eDXD signifie (x,y)—{( 4k, 3k 2),keD}

Donc AM =(—4k )’ +(3k ) = 5x|k| ou kel

Par suite AM est un multiple de 5.



8+ 3x
4

b- N(x,y)eA signifie 3x+4y=-8 signifie y=—

2
Donc AN2:x2+(_3—x) zéxz parsuite AN=§|X|.
4 16 4

c-Si AN est un multiple de 5 alors il s’écrit sous la forme 4N = 5|k| ou kell
5 \ . . . .
Donc Z|X|:5|k| ou kel ainsi |x|=4|k|] ou kel d’ou x estun entier

Comme y = - 8 23)6 =-2- %x donc y=-243k ou ke€ll d’ou y estun entier

Conclusion : Si AN est un multiple de 5 alors x et y sont des entiers.
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Exercice n*1 ( 3 points )
Pour chacune des questions suhvantes, une seule des trols réponses propozées esf exacts.
Le candids! indiguera zur 28 copie le numéne de ls guestion el ls fellve comrespondant 3 la réponse choisie
Avcurne justification n'esl demandée,
Ling réponse cowecte vaul T point, une reponse fausse ou (absencs de reponse vaut 0 poit

1} La limite de { x+1+2™) quand x tend vers —oo est égale &
ay —ox, (] ] c) +oo.

2} Soit f la fonction définie sur B par fix) =-EE’E -1,

Alors{ est une solufion de 'équation différentislis
a) 2y sy +2, b) y'= 2y +2, c) Y =—2y—2

3) La durée de via X, exprimée en années, d'une machine automatigue suit une loi exponentielia
de paramétre 0,4,
La probabilité gqus la machine ne tombe pas en panne avant 10 ans est égale a
aje™" b) 1—0.4e™* e} 1=~

Exercice n® 2 { 5 points }
1} Dans l'annexe ci-jointe (Figure 1 page 3), on a représanté dans un repére orthonommé i':l.ﬁ:- &

; ; i i
courbe (¥} de la fanction f d&finie sur L; e [par f{x) = In"(x)-3Inx el les demi- tarngentes & la
=
courbe { ¥ aux points 4 abscizses respeciives LS ele
&
a) En utiisant le graphigue

Montrar que f réalise une bijection de [—, EJ sur [-2,2] . ( On note f ' la fonciion réciproque
=]
de f et(€") la courbe reprdseniative de f ' dans le repére {ﬂ'.ﬁ? 1.

b) Tracer la courbe (@ ) &t les demidangentes & (¥’ ) aux points d'abscisses respeciives —2 o1 2,
2} Soft lasuite (ap)n.q 0Efinie par a, = f { Inx)"dx.
1

a) Calculer a4,
b) Mantrer, & l'aide d'une intégration par parties, que pour tout entisr n=1; ap. = e = (n+1) a,.
¢l En déduire que az =6 -2,

3) Soit wf I'aire de la partie du plan limités par la courbe (%" ) e les droiles dequations x =—2 st
=0,

a) Calculer f fi el
"4

b) En déduire .
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Exercice n°3 (4 points)
1) Seaitdanes ExE l'dquation (E) ¢ 3x— 8y =5,
Montrer que les salutions de (E) sonl kes couples (%, v ) lels qua x=8k-1 af y=3 k-1
aveckc &
2) a} Soit n, x et y trois entiers tels que
nE3Ix+ 2
nesy+7
Montrer que (x, v} est une solution de { E).

bl On congidére le systéme (S) :ff {?3:_: ol n st un entier .

Mantrer que n est solution du systéme (3] si et seulement si N =23 (mod24).
3] &) Soit k un entier naturel.
Déterminer le reste de 2% module 3 et e reste de 72 moduls 8.

b} Vérifier que 1991 est une solution de (S) et montrer que F'entier (1991)°°%% .1 ast divisible par 24.

Exercice n®4 {4 points)
L= plan est orienté dans le sens direct,
Dans 'annexe ci-jointe { Figure 2 page 3), OAE eat un friangle rectangle isociéle lel que

== q
OA = OB el (0A.0B) = E[zml .

On désigne par [ le milieu du segment [AE] et par C et D les symétriques respectifs du paint I par
rapport & D et &4 B.

Soit T la similitude directe gui envoie A sur D et O sur
1) Montrer que f est de rappori 2 et d'angle g

2) a) Monirer que O esi l'onthocentre du triangle ACD,
b) Soit 1 le prajeté orthogonal du point O sur (AC).
Déterminer les images des droftes { Q) et { A par f et en déduire que T a3t le cenire de la
similitude .
31 Soit g la similitude indirecte de centre [, quf envoia & sur D .
a) Verifier gue g est de rapport 2 et d'axe {IC). En déduire giO).
b) Déterminer les images de C et D par gof ™. En déduire la nature de gaf ™.

4) Sait I'sf{lyet J'= gil)
a) Déterminer les images des paints 1 et ' pargof ™' |
bh Montrar que les droites (11, (1'1') et (CD) sont concouranies,

Exercice n°5 (4 points)
L'espace « estmunid'un repére orthonarme direct {U._i'.-iﬁ}.

On considére le tétraddre ABCE tel que A{1, 0, 2}, B(0, 0, 1), C{0, -1, 3} et AE = AB A AC,
1) a) Vérifier que E a pour coordonnées (0, 2, 3).
b) Calculer le volume du tétraédre ABCE .

2) a)Soit & le plan d'équation . ¥ -2y -z +5=0_Monlrer que 5 est paraliéle au plan (ABC) |

b} Soit K le point difinl par 2KE + KC =0 . Calculer les coordonnées du point K et vérifier que

K appartient au plan #°,
3) Boit h I'hemathétie de cenira E qui fransformea la paint C en K
a) Déterminer le rappor de b
b} Le plan 3 coupe les arétes [ EA] et | EB] respectivement en | &t ).
Catculer le volume du tétraddre ELJK |
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Correction d’examen

Baccalauréat session de Juin 2008

Sess10n PRINCIPALE 2008

Section : Math
Epreuve : Mathématiques

Duree : 4 heures Coefficient : 4

Exercice n°l

A-CONTENU

Limites-Equations differentielles-Probabilité

B-REPONSES

1) Réponse -c - 2) Réponse -b - 3) Réponse - a -

Exercice n°2

A-CONTENU

-fonction logarithme néperien-Fonction réciproque d’une fonction continue et strictement monotone-

Exploitation d’un graphique-Tragage d’une courbe a partir d’une autre- Calcul intégral-Calcul d’aire

B-SOLUTION

1) a- D’aprés la courbe la fonction f* est continue

strictement décroissante sur [e’l,e] donc réalise
une bijection de [e”,e]sur f([e,e])=[-2,2].

b- Voir courbe ci-jointe.

2) a- al=Jlelnx.dx=[xlnx—x]f:1. 3 'R

b-a,, = Le(ln x)"" dx . On intégre par parties,

Section : Math Page 1 sur § n ies
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{u (x)=(lnx)" > u'(x) =n—+l(ln x)"
on pose : X

v'(x)=1 —vix)=x
Donc: a,,, :[x(lnx)’m]f —(n+1)f(lnx)n dx

Ainsi: a,,, =e—(n+1)a,.

n
c- Comme a,=e—2a,=e—2 donc a,=e—3a,=e—-3e+6 ainsi a,=6-2e.

3) a- Ilef(x).dxz J‘le((lnx)3 ~3lnx)dx= J‘le(lnx)3 dx—3jlelnx.dx= a, —3a, donc

[[fG)dr=6-2e-3=3-2e.
b- I’aire demandée est égale a la différence entre 1’aire du rectangle de dimensions e et 2 et le réel
(Le—f(x)dx)
Ainsi A= 2><e+ff(x)dx =2e+(3-2¢)=3ua

Exercice n°3
A-CONTENU
Congruence —Divisibilité-Résolution ,dans ZxZ ,d’une équation du type ax+by=c

B-SOLUTION

1) (=1,—1) est une solution particuliére de (E): 3x—8y=5.

3An8=1

8/3(x+1) donc d’apres le lemme de Gauss 8/ (x+1) par suite

Donc 3(x+1)=8(y+1) or: {

Il existe un entier k tel que x=8k—1 (keZ) Remplacons x par sa valeur on obtient
8(y+1)=3x8k (keZ) parsuite y=3k-1 (keZ).
Pour la réciproque, il suffit de vérifier que tout entier £ le couple (84 —1,3k —1) est solution de
I’équation (E).D’ou
S, ={(8k—1,3k-1) ; ke Z}.

) {3x=n—2 donc 3x -8y =(n-2)—(n—7)=5 d’ou (x,y) est solution de (E)

" 8y=n-7

n=3x+2 (xeZ)

n=8y+7 (yeZ) donc (x,y) est solution de (E) d’ou

b- sin estsolution (S) alors {

{x:8k—1
y=3k-1

n=23 (mod24).

(k €Z) etparsuite n=3(8k—1)+2=24k—1 ainsi n=-1 (mod24) donc

Réciproquement ,soit 7 un entier vérifiant 7 =23 (mod24) donc n=24K+23 (K eZ) d’ou

Section : Math Page 2 sur 5 Epreuve : Mathématiques
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n=2 (mod3)
n=7 (mod8)

n=3k+2 (keZ)

{n:3(8K+7)+2 k7 (heZ) par suite n est solution de (S){

Ce) ains
n=8GK+2)+7 KD am“{

2> =1 (mod3) 2% =1 (mod3)
e {7251 (mods) " {7”—1 (moas) KN

ite 1991 est solution de (S).

- {1991=3><663+2 o [1991=2 (mod3)
1991 = 8x 248 +7 1991=7 (mod8) ©

e Comme 1991 est solution de (S) donc 1991=23 (mod24) ou encore 1991=—1 (mod24)
(mod24) d’ou (19917 =1 (mod?24)

2008 2008 2008
=(-1)

Donc (1991) on en déduit alors que

2008

(1991)

Exercice n°4
A-CONTENU

Similitude directe-Similitude indirecte-

—1 est divisible par 24.

Composée de similitudes —Symétrie axiale
B-SOLUTION |

DC _20B —9

1) ® Le rapport de f est: 10-0B i

e[ ’angle de fest (E,R)E(@,@)E [2x].

n
2
2) a- (IC)L(AD) car (10)est la médiatrice de [ AB] donc dans le

triangle ACD, la droite (IC) porte la hauteur issue de C .
(40) L(CD) donc dans le triangle ACD, la droite (A40) porte la hauteur issue de 4 .
donc (IC) N (A40) ={0} est I’orthocentre du triangle ACD .

b- @ £((0J)) estla perpendiculaire a (OJ) passant par f(0)=C qui n’est autre que la droite (4C).
o 7((A4J)) estlaperpendiculaire a (A4J) passant par f(A4) =D qui n’est autre que la droite (DJ).
eOna f((01)n f((4))=(4C) " (DJ) ={J}, commelJ} =(OJ) N (4J) alors

{r(N}=r0N) f((4))={J} donc J estinvariant par f,qui est de rapport #1d’ot J est
I’unique point fixe par f'et par suite J est le centre de f.

ID _2IB
3)a-e 7 =2 donc g est de rapport 2.

e [ ’axe de g porte la bissectrice intérieur de (TA,ﬁ) qui n’est autre que (IC).

e Comme la forme réduite de g est g =4, , 0, =S, ok, ,, donc

(10) (1c)

g(0)=h,, 0S,,(0)=h,, (0)=C car IC=2I0.

(1c)
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b-e go f'(C)=g(0)=C parsuite go f'(C)=C.
e gof'(D)=g(4)=D parsuite go f(D)=D.
e gof ! estla composée d’une similitude indirecte g de rapport 2 et d’une similitude directe f -

1

> donc go f~' est une similitude indirecte de rapport 2x k=1 donc c’est un

de rapport >

antidéplacement .Comme go f~' fixe les points C et D ona alors go ' = Sicn) -

4)a-e go f(J)=g(J)=J" parsuite go /' (J)=J".
e gof'(U1N=g(I)=1 parsuite go f'(I")=1.

(JN)=J'etS, (I)=1"dou

(cD)

b- Comme go f'(J)=J"et go f'(1')=1 donc S

CD)
Siep (L) =(1"J")
Montrons que les droites (L/) et (CD) sont sécantes .

Supposons qu’elles sont paralleles.Ona : S, (J)=J"donc (CD) L(JJ') ce qui donne (JI) L (JJ")

CD)
D’autre part, f(I)=1"donc (JI) L (JI')car fest de centre ] et d’angle % Ainsi ,(JI") L (JJ")

par suite les points J,J’et I’ sont alignés ce qui est absurde .

les droites (1) et (CD) sont sécantes et S, ((£))=(1'J") (1J),(I'J")et(CD)

Donc les droites
sont concourantes

Exercice n°s
A-CONTENU

Produit vectoriel- - Homothétie —Image d’un plan par une homothétie— Plans paralléles —Image d’un
tétracdre par une homothétie-Calcul de volumes .

B-SOLUTION

—(=) (] (-1 x;=—1+1=0
1)a- Comme 4AB| 0 | et AC|-1| donc AE| 2 | ainsi qy,=2+0=2 d’ou E(0,2,3)
-1 ! 1 z,=1+42=3
b Ve = LI(4B A 4C) AE|= N[ 4E AE|= L ag> =1 wv.

(-1 . .
2)a- AE ( 2] est un vecteur orthogonal & AB et a AC donc il est normal au plan (ABC) et
1

(1 -
N (—2} est un vecteur normal a .~ et colinéaire a AE donc .~ est paralléle au plan (4BC).
-1

b- @ a partir de la relation 2KE+KC =0 on obtient K (0,1,3)

® les coordonnées du point K vérifient : 0—-2-3+5=0 donc Ke.~ .
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3) a- On sait que 2KE+KC=0 donc 2KE+KE+EC=0 d’ou ﬁ(z%ﬁf ainsi /& est de rapport é

b- On sait que ¥, =%|(TJ AIK) IE| orona:
h(CABC)) estun plan paralléle a (4BC) passant par A(C) =K donc h((ABC))=.» .
Par suite comme A4 est un point de (ABC) donc h(A4) estun point de .~ vérifiant 4, h(A) et E
alignés. Donc h(A4)=1.
De méme comme B est un point de (ABC) donc h(B) est un point de .~ vérifiant B, h(B) et E
alignés. Donc 7(B)=J deplus, vuque #7(C)=K et h(E)=E on aura

= LI A IK) IE :l‘(l* l_') l_":L(l(_' *)*):L =L
Vi 6| U AIK) IE| H(54B A5 AC) 3 4E| = 6| AB A AC) AE| = Vincr =55
Donc le volume du tétracdre EIJK est 1/, z%.
FIN.
Section : Math Page 5sur5
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MINISTERE u';LﬂmrE:uncfeﬁmnnu NOUVEAU REGIME
EXANMEN DU BACCALAUREAT
SESSION DE JUIN 2008 SESSION DE CONTROLE

SECTION : MATHEMATIQUES
EPREUVE : | MATHEMATIQUES | DUREE:4h | COEFFICIENT : 4

[-I'.l sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 &4 4/4. La page 44 est & rendre avec [a copie.

Exercice n*1 :( 3 points )
Pour chacune des gueshons swivarfes, une seuls des rows réponses proposses esl axacle.

Le candidal indiguera sur S8 cope [e numéne de la guesihon of la eitre cormespondant & e repansze choisie.
Aucune jushification n'esf demandée,

Lire réponse cormacte vawt 7 poirt, ine réponse fausse o labsence de réponss vaul O point

x

£ 3
1) thl:fnnx} dx .

Alors | est ¢gale a

1 i
: B - . S

aj3 }4 €l a

. . 1
2) Soit £ = |Imlln{1—1]|+— . alors

=l 1-x

ay £ =1. by £ -0 c) £ =+o0 .

3) Soit nun entier non nul tel que (Sn)A(3* =5 =7) =135 .
Aldors
a) n = Wmod3). bin=0{mod5). ¢ n=0{mod 7).

Exercice 1 : (4 points)
Dans l'ensemble C des nombres complexes, on considére |'éguation
(E}: 22 +(5+1)2° +(10+2i)z+8=0.
1} a) Montrer que I'equation (E) admet une solution réelle que I'on déterminera.
b) Resoudre I"équation (E).
2} Dans le plan #° muni d un repére orthonormé direct {G,G. 1_-"] . on considére |'application f gui & out
point M daffixe z associe le point M 'd’affixe z' tel que 2'=({1+1)z.
a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f.
b} Soit M un point du plan distinct de O et soit M’ son image par .
Maontrer gque le triangle OMDM =5t rectangle isocéle et en déduire un procédé de construction
du point M".
3) On considére les points A, défims par:
A, le point d"affixe (-1+i} et pour out entier natureln, A__, =f(A }.
a) Placer les pounts Ag. Ay . Az, Ajet Ay
b} Pour quelles valeurs de n, les points O, A, et A, sont-ils alignés 7
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Exercice 3 : {4 points) A 1 D
Le plan est orienté dans le sens direct. Dans la figure

ci-contre . ABCD est un losange de centre O, [ est le

milieu du scgment [AB] . J est le miliew du segment [AD]

—— I
et {ﬁB,ﬂD}E%[Iﬂ], O
1} a) Montrer qu’il existe un unique antidéplacement

qui transforme Aen Bet Ben D, B
b) caracténiser f . C

¢) Déterminer I'image du triangle ABD par .
2) Soit 5 un antidéplacement qui transforme I'ensemble {A,B,D}en |'ensemble {B,C, D} et el que
s(ay=0C.
a) Déterminer I'image du segment [BD] par § .
b) En dedwire que § est la symétrie orthogonale d'axe (BD) .
3) Soit g un antidéplacement qui transforme I'ensemble {A,B,D}en 'ensemble {B,C,D} et tel que
a(A)=D.
a) Montrer que g(D) = B.
b) Caractériser alors g .

Exercice 4 : {5 points)

f(x)=(x+2)n{x+2) s: x=-2

1) Soit f la fonction définie sur [-2, 2
b 2lpe [ﬂ—zu=u-

et | ) sa représentation graphique dans un repére orthonormé (0.1, ).

a} Montrer que f est continue a droite en (-2).
b) Etudier la dérivabilité de [ a droite en (-2).
¢) Donner le tablean de variation de .
2) Soit g la fonction définie sur [-2, 2] par g(x) = f[I}—:l:-\l'Id—:tI
et { ¥") sa courbe représentative dans le repére {ﬂ,i.,i].
a} Deéterminer la position relative des courbes (%) el (#).
b} Dans I'annexe ci-jointe (page 4), on a tracé la courbe (¥ ) de g.
Tracer la courbe ( #) dans le méme repére.
3) Soit « un réel non nul appartenant a [-2, 2).
On désigne par.sf, l'aire de la partic du plan limitée par les courbes ('€ ) et { € et les droiics
d'équations respectives x =0 et x = a.
a) Montrer que .o, =J:1d4—x=dx.[ﬂndisﬁnguemlesdem cas a > 0 et a < 0).
b) Caleuler .o,
c) Calculer I'aire de la partie du plan limitée par les deux courbes (&) et { @)
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Exereice 5 : (4 points)
Pour tout entier naturel non nul n. on considére la fonction f, définie sur [0,1] par (x) =g —x**
1) Emwdier les variations de f .
2) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, 'équation f, (x) = 0 admet une unique solution u
etque u, €]0,1].
On défimit ainsi sur IN", une suite(u, ).
3) a) Soit n un entier naturel non nul et X un réel de lintervalle 0,1] . Comparer les réels f_,(x)
et £.(x).

b) Montrer que pour tout n € IN®, f{u-)<0.
) Montrer que la suite (u_)est croissante et en déduire qu'elle est convergente.

4) a) Montrer que pourn =1, Infu, ) =— el

b} Calculer la limite de la suite u_.
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Session de cONTROLE 2008
Section : Math

Epreuve : Mathématiques

Dureée : 4 heures Coefficient : 4

Exercice n°l

A-CONTENU

Calcul intégral-limites —Congruences

B-REPONSES

1) Réponse -b - 2) Réponse - c - 3) Réponse - ¢ -

Exercice n°2

A-Contenu
-Résolution dans C d’une équation du troisiéme degré admettant une racine réelle .
-Similitude directe.

B- SOLUTION

(E): 22 +(5+) 22 +(10+2i)z+8=0

1) a- Soit z,=x (xeR) une solution réelle de (E) . Alors :

X +(5+) x> +(10+21) x+8=0 donc (x* +5x> +10x+8) +i(x? +2x) = 0 par suite

ainsi |z, =-2

x=0 ou x=-2

457 +10x+8=0 _  [X+5x°+10x+8=0
5 d’ou
X +2x=0

(car z =0 n’est pas une solution de (£))

b- comme z, =—2 est une solution de (E), donc il existe deux nombres complexes b et ¢ tels que
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2+G+) 2 +(10+2)z+8=(z+2)(F +bz+¢)
par identification ,on obtient :b=3+i et c=4.

z=-2

Par suite (E):(z+2)(z+(3+i)z+4)=0 donc { _
2Z2+(3+i)z+4=0

Résolvons 1’équation 22+ B+i)z+4=0

2 2 2= (3-i1-3i)=-2-2i
A=(3+i)" -16=-8+6i =(1+3i)" ce qui donne |
2"=5(B—i+1+3) =~1+i

Conclusion : les solutions de I’équation (E) gont donc — 2,22 et —1+i

T

2) a- L’¢écriture complexe de f est de la forme z'=az+b oua= «/ieiZ (complexe non nul) et »=0 donc

f estune similitude directe de rapport £ =+2, de centre O et dont une mesure de 1’angle est% .
b-Ona MM’Z‘(I+1’)Z—Z‘ = ‘iz‘ = ‘z‘ =0OM
D’autre part , M'= f (M) donc OM ”* =20M"

par suite MM “+OM? =20M* = OM *

Ainsi OMM ' est un triangle rectangle et isocele en M.

Construction :

On construit la demi-droite [O¢)
tel que (W,@) E% [27]

La perpendiculaire & (OM) issue de M coupe [Or)

en M ' d’ou la construction.

3) a- pour tout n € N, désignons par z, ’affixe du point

A, comme A, =f(4,)alors z,,, =(1+i)z,.

Par suite 4, (=1+i) ; 4,(=2) ; 4,(-2-2i)

A
A, (~4i) et 4, (4—40). :

Section : Math Page 2 sur 6 R . natiques
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b-Ona: z,=(+i)z,.,
On ¢établit par recurrence que pour tout entier naturel
zn=1+)"zg

non nul n on a

Les points O, A, et A, sont alignés si et seulement si04, et O4, sont colin€aires.

— . . . Z .
OA4, et OA, sont colinéaires si et seulement si— est réel
V4
0

z : : " : :
- est réel si et seulement si arg(1+i)" = kn (k € Z) si et seulement si|n=0 (mod4) et n non nul.
0

Exercice n°3

A-CONTENU
-Antidéplacement : symétrie , symétrie glissante.

B-SOLUTION

1)a- 4B+ 0 et AB=BD car ABD est équilatéral

alors il existe un unique antidéplacement f qui
envoie 4 surB et B sur D.

b-Ona fof(4A)=D=#A4
donc festune symétrie glissante de vecteur

%E =AJ (carf of =t ) et d’axe la droite passant par le point / = A* B et par le point 0=B* D

.donc I’axe de cette symétrie glissante est la droite (OI) .

c- L’image du triangle direct ABD est un triangle indirect qui lui est isométrique

dont f(A4)=B et f(B)= Dsont deux sommets par suite ’image par f'du triangle 4BD est le
triangle BDC

s({4,B,D})={B,C, D}
2) a- s(4)=C } donc s({B,D})={B, D} ainsi s([BD])=[BD].
s est une bijection
b- d’apres ce qui précede on a

s([BD]) =[BDlet comme O=B=*D donc s(O) =0 parsuite s est un antidéplacement
Qui fixe le point O d’ou il s’agit d’une symétrie orthogonale d’axe (BD)
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g({4,8,0})={5.C.D}
3) a- g(4)=D ¢ donc g({B,D})={B,C} par suite on obtient : g(D)=B oug(D)=C
g est une bijection
orsi g(D)=Conaura g(B)=B parsuite g est une symétrie orthogonale ce qui n’est pas le cas
car gog(A4)=C=# 4 donc g(D)=B.
b-onadéja g(A4)=D , g(D)=B et g n’est pas une symétrie orthogonale car gog(4)=B = 4
donc g est une symétrie glissante donc de vecteur %TZB = Al
(car gog=t- ) et d’axe la droite passant par J = 4+ D et par 0= B* D donc I’axe de la symétrie
glissante g est la droite (OJ).

Exercice n°4
A- CONTENU

-Fonction Logarithme.

-Continuité , dérivabilité, positions relatives de deux courbes.
-Calcul intégral, calcul d’aire .

B- SOLUTON

1) posons ¢ =x+2

a- lim f(x)= lim (x+2)In(x+2)=lim¢lnt=0= f(-2)

x—(=2)* x—(=2)* t—0*

Donc f est continue a droite en (-2).

b- lim M = lim In(x+2)=Ilimlnt=-w
x—o(-2)* x+2 xo(=2)* t—0"

c- f est dérivable sur |-2,2] etona:

£'(X)=1+In(x+2). f'(x)20 & x>e'-2

X -2 e' =2 2
1ir£0f(x)= lim (x+2)1n(x+2):tlirpwtlnt:+oo f'(x) - 9 7
0 \ +o0
2)a- g(x)— f(x)=-xvV4-x> 7 (x)
_e_l
X -2 0 2

g(x)-f(x) + 0 —

C Au dessous

position De C’

Pour x €[-2,0]1a courbe C est au dessus de la courbe C” et pour x €[0,2] la courbe C est au dessous de la
courbe C’
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* Si a <0 on obtient 4, = jo(g(x)—f(x))dx = j:x\/4—x2dx Ainsi pour tout o € [-2,2]\{0}
e Sia>0 on obtient 4, = J-:(f(x)—g(x))dx = I:x1/4_x2dx A, =IO xV4—x2dx

b- 4, =—5 [, 2x/a-rdx=—3[(4-x)a-»] =5 -3 (4- ) Va=c2

c- A=A,+A, =? u.a.

3) a-

58]

Exercice n°s

A-CONTENU
-Suite de fonctions ; suites numériques ;convergences de suites
B-SOLUTION
-1) £ '(x)=—e"—(2n+1)x* <0 sur [0,1] donc o |
f, est strictement décroissante sur [0,1]. £(x) B
1
fn (x) \
e -1

Section : Math Page 5 sur 6 Epreuve : Mathématiques



Correction d’examen

Baccalauréat session de Juin 2008

2) f, est continue, strictement décroissante sur [0,1] donc elle réalise une bijection de [0,1]

sur f([01])=[¢'-L1] et comme O€]e”1,1]alors I’équation f; (x) =0 admet une solution unique «, < ]0,1[

3)a-Pourtout x€0,1[ ,ona: £ (x)-f (x)=x""(1-x>)>0

donc pour tout (n,x) e Nx]0,1[ ona: £, (x)> f (x).

b- Pour tout (n,x) e N"x]0,1[ ona: f,, (x)> f, (x) pour x=u,, onaura |f,(u,,)<0|
c- 0

" (u,,,)<0 donc f, (u,, )< f (u,) etcomme f, eststrictement décroissante alors sa réciproque
Iest aussi et par suite u,,, >u, ainsi (u,) est une suite croissante.

® (u,) estune suite croissante et majoré par 1 donc elle est convergente .

4)a- f,(u,)=0 donc ™ =(u,)"" ainsi|lnu, =- U |
2n+1
b- Soit /= lim u, alorsona: lim Inu, = lim (_ ZZ: 1) donc In# =0 par suite .

FIN.
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