






 



















 













 



1 
 

                 Corrigé de l’épreuve de mathématiques du baccalauréat    
                 Session principale  2017              Section : Mathématiques 
Exercice 1 

1)  ( J , D) ( J , A) ( A , D) 2
  

        
     

. 

    A J  est un triangle rectangle en J tel que   (A , AJ) 2 .
12

 
  
 

 

    Alors    ( J , A) (JA , J ) (A , AJ) 2 2
2 12

    
         
     

 

    DA  est un triangle isocèle (direct) en D tel que     (A , AD) (A , AJ) 2 2 .
12

  
     
   

 

    Alors     ( D , A) (A , AJ) 2 2 .
12

  
      
   

 
Par la suite    ( J , D) 2 2 .

2 12 12 3

    
       
 

 
2) a)  R est la composée de deux symétries orthogonales d’axes sécants au point    

      Donc R est la rotation de centre   d’angle 2
3
    car   22( J , D) 2 .

3

 
   
 

 

b)        2 2F R J  donc( J , F) 2 , de plus ( J , I) 2 2 .
3 3 12 4 3

     
            

   


       
   

         onc 2 2( F , I) ( F , J) ( J , I) 2 2 0 2   d
3 3

F I .
    

              
     
  

3)  a)        f J hoR J h F I. 
     b)  f est la composée d’une homothétie et d’un déplacement donc f est une similitude directe. 

              f hoR h .  Alors  est le centre de f. 

     f J I  et   2 2( J , I) 2  donc f est d'angle .
3 3

  
   
 

 

   Remarques :  
    *  f = h o R donc l’angle de f est celui de R car le rapport de h est positif car   h(F) = I et F I .  
     *  h et R ont le même centre   alors   est le centre de f = h o R. 

   c) Le triangle AI est rectangle et isocèle enI ,  I 2sin .
A 4 2
        

 Le triangle JA est rectangle en J et AJ
12

 
  , donc A 1 2 2  .

J 3 1sin
12


 

   
 
 

 

  f(J) =I .  Donc le rapport de f est égal à I I A 2 2 2 2 = .  . 3 1.
J A J 2 3 1 3 1

  
   

    
 

  

   
   

   

J J  

J J  

 f  o S  est la composée d'une similitude directe et d'un antidéplacement
4)a)  

( S ), 

don

g est une si

c f  o

militude indirecte  telle

 S  est une similit

 

ude indirecte.   S est une sim

que g  et g J I. 

 

 

  



 
       J J

ilitude indirecte .

On vérifie facilement que f  o S  et  f  o S J I.   

 

            JAinsi  g  et f  o S   sont deux similitudes indirectes qui coïncident en deux points   
            distincts donc  Jg f  o S .  

     
   J Jb) Méthode1: g f  o S  et S  est une similitude indirecte de rapport 1. 

Donc le rapport de g est celui de f c'est à dire  3 1.
 





 

         
Méthode2: g(J) =I  alors  le rapport de g est   


I  3 1.
J  
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 

   



 
 

   
            
   

   
c)   g J I donc l'axe de g est la droite qui porte la bissectrice intérieure de l'angle I J.

Or J , D D , I 2 ,alors la droite D  porte la bissectrice intérieure de l'an

 






gle I J.

Ainsi l'axe de g est la droite D .

 
       

 

    



  
 

 
    

 

D D, 3 1 , 3 1

D

d) g est la similitude indirecte de centre ,  de rapport 3 1 et d'axe D  donc la forme
 réduite de g est g h  o S S oh

I Ih est l 'homothétiedecentre ,  de rapport 3 1. Donc g h o S .
F J

 

                       J J D J J DOu bien : g f o S hoRoS hoS oS oS hoS .   

 e) K est un point de l’axe de g donc        ΩDK ' g K h o S K h K .    

    * h (K) = K’ et h (F) = I  
    * Le point K’ est donc le point d’intersection de la droite  K  avec la droite passant pat I et      

      parallèle à la droite  FK . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice 2 
1 0 0 0

1) a) EC 1  ; ED 1  d'où EC ED 1  or  AH 1  donc  EC ED AH.
1 1 1 1

       
                
               

       
 

    b)  L’aire du triangle ECD est égale à :  1 1 2EC  ED .AH2 2 2
  

 
     

    c)  Le volume du tétraèdre AECD est :  
 
    
  

0
1 1v EC ED .EA . Avec EA 0 , On trouve v .
6 6

1

   
 

             2) a) C AC DCG  d'où h C h AC h DCG .  

                   h AC AC car le centre de h appartient à AC  et h DCG  est le plan passant  
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 
         

par M et parallèle au plan DCG . 
Comme AC h DCG N  alors  h C N.

 

    

         
           
C AG DCG  d'où h G h AG h DCG .

h AG AG  et  AG h DCG P  alors  h G P.
   

   
  

    b)  h(E) est le point d’intersection du plan h(ECD) avec la droite (AE)= h(AE). Donc h(E) = K.   
        (h(ECD) est le plan parallèle à (ECD) et passant par M). 
        Ainsi  l’image par h du  tétraèdre AECD est le  tétraèdre AKMN.  

        Par la suite      
 

33 1V AKMN x .
4 6

 

3) a) Méthode 1 : une équation du plan (DCG) est  y 1 0  d’où     1d I,(DCG)
2

 ,  

 par conséquent : le plan (DCG)  coupe la sphère (S) suivant un cercle (C) de rayon 

     2 3 1 2r R d I,(DCG) .
4 4 2

 

Le centre de (C) est  le point H du plan (DCG) vérifiant  IH αAD, α .
 

   

(Le vecteur AD


est normal au plan (DCG) ). On trouve 1 1H , 1,
2 2

 
 
 

. 

Méthode 2 : Remarquons que les points D, C et G (qui ne sont pas alignés) appartiennent  à 
(S), alors le plan  DCG  coupe la sphère  S  suivant le cercle (C) circonscrit au triangle DCG  

(qui est rectangle en C). Le centre du cercle (C) est donc le milieu du segment [DG]  

 c’est-à-dire le point de coordonnées  
 
 

1 1,1,
2 2

 et le rayon de (C)  est DG 2 .
2 2

  

     b)  h(S) = (S’) ,  h(DCG) = (MNP)  et      S DCG C . 

       Donc le plan (MNP) coupe la sphère (S’) suivant le cercle (C’) = h(C).  

       (C’) est un cercle de centre le point H’ = h(H) et de rayon R’ = 3 3 2R .
4 8

   

        On trouve  
 
 

3 3 3H' , ,
8 4 8

. 

        Exercice 3 
1) a) 53 est premier et x  est un nombre premier avec 53  donc d’après Fermat :   

     52x 1 mod53 . Le reste modulo 5253 de  x  est égal à 1.  

b) Soit k un entier naturel,  on écrit    
k52k 1 52x x x   

    Comme  52x 1 mod53  alors  52k 1x  x mod  53 .   

2)      
299 9x292 2 et  9x29 261 1 52x5 .  Comme  2 est premier avec 53, 

   alors d’après 1)b)    
2992 2 mod53

 
d’où  9

12  est solution de l'équation E .  

3) a)   Soit  d x 53. 
                d divise x donc d divise 29x  et d divise 53 donc d divise 2.  Car  29x  2 mod  53 .  

                    (   29 29 29x  2 mod  53 alors il existe p tel que x 2 53p c 'est à dire x 53p 2      ) 

                Donc d = 1 ou d = 2. Comme 2 ne divise pas 53  alors d = 1. 
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          b) x  une solution de l’équation  1E . D’après 3)a) x est premier avec 53. 

               261261= 5x 52 + 1 donc  x  x mod  53  d'aprés 1) b).  

                     
929

1
29 9alors x 2 mod 53 d'où  c)x est une  so x 2lutio mod 5n 3 de E  . (I)  

    
     

929 261 261Or  29 x 9 = 261 donc x x mod53 . D'aprés : 3)b) x  x mod 53 . (II)   

      9(I)et (II) donnent x  2  mod 53 .  

       9 94) a) 2 512  9 x  53  35  d'où  2 35 mod53     

         

   

     

       



 

 

9

299 29 9

299 9 29
1

1

1 x 2 mod 53 , d'aprés 3)c)

 Si  x 2  mod 53  alors x 2  mod 53

et comme 2 2 mod 53  car 2  solution de (E ) alors x 2 mod 

b)  Si x est une solution de 

53 .

D'où x solution de

E  

 (E ).

Co

alo

n

rs 

clusio





 
 

 


 

9
1

9
1

n :  x solution de (E )  x 2  mod 53 .

Or 2 35 mod53  d'aprés 4)a), d'où les solutions de l 'équation (E ) 
sont les entiers 53k 35 avec k .

 

   5)  a)  71 x 3 - 53 x 4 = 213 - 212 =1 donc (3 , 4) solution de  2E .  

           

   
   

    

    
    

  

2

2
x

b) Soit u,v une solution de E
Des égalités: 71 u 53 v  1 et 71 x 3 - 53 x 4 = 1 on déduit que 71 u 3 53 v 4  
Comme 71 53 1 alors il existe k tel que v 4 71k (lemme de Gauss)
Ainsi S  u ,  4 71 k , u, k   






     

          

 
     

 

    


    

   
   
   
  

    

2

2

2
x

Soit u, k ,
u ,  4 71 k est une solution de E 71 u 53 4 71 k   1

71 u 53 4 71 k   71 x 3 - 53 x 4
    71 u 53 71 k    71 x 3 

 u 53  k     3
u 3 53k

Par la suite  u ,  4 71 k ,  u, k  S si et seulement si u 3 53k 

 



     x

.

Conclusion : S  3 53 k  ,  4 71 k ,  k    

 

      Remarque :On pourra appliquer le lemme de gauss deux fois : On exprime u et v en fonction   

                         de k et k’ puis on vérifie que k=k’. 

 

 
 

 
 

   


               



29

2

 6) Soit x ,
x 34 mod 71  x 34 mod  71  x 34  71 u,   u

 .  
 x 35 mod  53  x 35  53 v,    v   x 2 mod 53  

  Alors 71 u - 53 v 1. Donc u ,v  est solution de l 'équation E .







 

       

 

 
 

 
     

u 3 53 k  
Par la suite il existe k  tel que .

v 4 71 k  
Ainsi  x  34  71 3 53 k 247 3763 k,   k .




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   
     

  
   

    


29

réciproquement :
si x 247 3763 k,  k   alors 

 x  71 x 3 34 71x 53 k 34 mod 71

 x  35  53 x 4 53x 71 k  35 mod  53 . On sait que 2  35 mod 53 .
Conclusion  : l'ensemble des solutions du système est   S  





  247 3763 k,  k  .

 

  Exercice 4 

  

 
 

x
x x

2 2x x x

1) lim f x .   

f x e 1 e 1lim lim lim .
x x x x



  

 


    




 

    

   fC admet au voisinage de , une branche parabolique de direction O, j . 


 

  

  x x x

x 0 x 0 x 0 x 0 x 0

f x e 1 1 e 1 e 1 1
lim lim lim . car lim 1  et lim .

x x x xx x
2) a)

        

  
        

       

     

 
x 0 x 0

f

f x f x f 0
lim lim  donc f n'est pas dérivable à droite en 0 . 

x x 0
La courbe C  admet au point d'abscisse 0 une demi-tangente vertivale.

  


  




  

      

   

 
     

x

x

x x

eb) Pour tout x 0, , f ' x  .
2 e 1

u'En effet:la fonction dérivée de u :x e 1 est la fonction u' : x e et u ' .
2 u

( u est dérivable sur 0, et u x >0, x 0, )

  


 

   

   

  c)  
 

x 0                                                                                 +  
f’(x) + 

f   
 
 
0 

   d) f (ln(2)) = 1  et  la fonction f est strictement croissante sur   0, : 

      

    x x x x

x x

x

x 0,ln2 f x 1  e 1 1 e 1 e 1 1 e 1
e 1 e 1

( On sait que e 1  0 pour tout x 0).

            

   
  

 

  

 
 

 
x x

3
x

e e 2
3) On vérifie que pour tout x 0, , f ''(x) .

4 e 1


 


 

  x 0 ln(2) +  
f’’(x)  

 -    0 + 
  
   f ‘’(x) s’annule en ln(2) en changeant de signe donc le point B(ln(2),1) est un point  

   d’inflexion  de  fC . 
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   

   
   

    

   



 



x

f

f

f

4) a) D'aprés 2) d) : x 0,ln2 e 1 f x .
Par la suite :
si x 0,ln2 alors alors C  au-dessus de Γ. 

si x ln(2), alors C  au-dessous de Γ.

Remarque : C  Γ B







 

5) a) La fonction g est dérivable sur 0,  
2
 

  
. 

 Pour tout x 0,  ,g'(x) = 1 + tan²(x) > 0
2
    

 

 
  

.donc g est strictement croissante sur  0,  
2

 

b) 

 

 Ainsi g réalise une bijection de 0,  sur g 0,  .
2 2

     
        

 

 De la continuité g sur 0,
2
 

  
  et des égalités   

x
2

g(0) 0 et lim g x .
 

 
 

  


  

  On déduit que  g 0,  0,  .
2

        
 

  b)      1 1g 0 0 et  g 1 . Car g 0 0 et g 1.
4 4

        
 

 

  

 

         

     
   






                
          

     


-1

1

1
1 2 2

c) Pout tout x 0, ,  g'(x) 0 alors g est dérivable sur g 0,  0,  .
2 2

Soit x 0, et y 0, , g x y g y x tany x ,ainsi :
2

 
1 1 1 1pour tout x 0, ,   g ' x .

g'(y)g'(g x ) 1 x1 tany

     

  d)          
1 1 1

1

x 0 x 0

g x g x g 0
lim lim g ' 0 1.

x x 0

  


  


  


 

   
 

  

  

0,   donc F est la primitive de f  sur 0, qui s 'annule en 0. (F(0) 0)

 ainsi pour tout x

6) a)  f  est conti

0,  F '(x) 

n

 

ue sur 

f(x) .

 
         

   





 

 

1 

G est dérivab

G x 2  

le sur 0,  et pour tout

f x   g o f

 x 0

.

, ,

x  

 

    

                  1 1g ' f xG'(x) g 2 f '(x ') f ' x =2f '(x) 1 f x             
 

                   
  

 
 



                     

x x
x

2 x xx
1 1 12f '(x) 1 = 2 f '(x) 1 2 .

1
e e e 1 f x

e 1 ef x 2 11 e
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    Donc F'(x) G'(x) pour tout x 0, .
     

    

 
 

  

  

    

 
  

x 0 x 0

b) Pour tout x 0, , F'(x) G'(x),  

donc il existe k tel que ,pour tout x 0, , F(x) G(x) k .
Les fonctions F et G sont continues en 0 et F(0) G(0) alors k 0.
(En effet lim F(x) lim G(x) k c 'est à dire F(0)



 



  

G(0) k)

Conclusion: pour tout x 0, ,  F(x) G(x).

 

 c)  Pour tout    xx 0,ln(2) ,   e 1 f x .    

   
         

ln(2) ln(2)t t 1
00

πA f(t) e 1 dt = G ln(2) e t 2 1 g 1 2 ln(2) 1 .D'où A 1 ln2 .
2

                

   n7)a)La fonction G  est dérivable sur ln(n),  et pour tout x ln(n), ,    

    

                 
 

     

 
 

 



 
 

    
               

     
 
                
 



'n n1
n n n 2

n

x x
x

n nx xx

x
n

ln n

f ' x f x 1G' x 2 f ' x  n g 2 f ' x 1 n 
n n f x

1+
n

1 e e n2 f ' x 1  2  e n f x .
e n e2 e n1

n

La fonction u : x f t dt est dérivable sur ln(n), e  

     
     

   
 



  

    

   

n

n

n

n n
x lnn x lnn

t  u '(x) f x .

( Voir l'explication en 6)a))
Donc pour tout x ln(n), ,  G' x  u' x  .

Alors il existe k , tel que pour tout x ln(n), ,G x  u x k . 

comme lim G x lim  u x k , de plus G  et u sont continues



       

     
 

    

    
n n

x
n n

ln n

 en ln(n),

alors G lnn  u lnn k et puisque  G ln(n) u ln(n) 0 ontrouve  k 0.

Conclusion :  Pour tout n 2 et pour tout x ln(n), ,  G x f t  dt.

    

   

       

     

    

x x

x x

x x

b)  Soit n 2 ; n 1  alors  n 1  d'où  e  n  e 1 .

Comme n 2 et  x ln(n),   e  n 0 et  e 1 0.

D'où pour tout n 2  et pour tout x  ln(n),    e  n  e 1.

 

      

     
   

x

x
n

Or d’après 4 a , f x e -1 pour tout x ln(n),  , car ln(n) ln(2) .

Donc f x e -1 ,  pour tout n 2 et pour tout x ln(n

)

),

)

.

   

     
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      

   

ln(n 1)ln(n 1) ln(n 1)x x
n n n ln(n)ln(n) ln(n)

n

1 1

c) A e 1 f x  dx  e x G x

      n 1 ln(n 1) n ln(n) G ln(n 1)

n 1 1 n     1 ln - 2 1 n g 2 n  g ln 1. 
n 1 n 1n n

 

 

           

       

                           



 

 

 

 

n n x 1

1
1

1

n n n x 0

n
n

n n
d)  lim ln 0    car lim 1 et lim ln x 0 

n 1 n 1
1

g
g x1 1n lim n  g  lim   1   car lim 0   et   lim 1     d 'aprés 5)d).

1 xn n
n

D'où lim A 2 1 1.

  






   



  
 

   

  

 
 
 

 
    

 
 





  
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                  Corrigé de l’épreuve de mathématiques du baccalauréat    
                  Session de contrôle  2017            Section : Mathématiques 
Exercice 1 
Il suffit de compléter l’arbre de probabilité : 

1)  a) 0.7 

2)  b) 0.18=0.2x0.9 

3)  c)  
 

 


p A B 0.8x0.3 24 4= .
P B 0.8x0.3 0.2x0.9 42 7


  

    
Exercice 2 

Le triangle AIC est rectangle en I et      π π(AI , AC) 2π  car (CA , CI) 2π , puisque I CB .
3 6

 
  

   

 
 De plus IE  est une médiane dans ce triangle  donc IE AE  donc AIE est équilatéral.  

AIE  est direct car  π(AI , AE) 2π  .
3




 
  

2) a) ABI est un triangle rectangle en I, isocèle et direct donc 

   
       Δ Δ

π AB= 2 AI   et  (AI , AB) 2π par la suite   S I B. 
4

 S E I alors f E S o S E = S I =B .    


  

 

 


 

b) f est la composée d’une similitude directe S de centre A et de rapport 2et d’une similitude 

 indirecte ΔS  de rapport 1 et comme A Δ  alors    Δf A S o S A A   (f(A) = A)  par la suite f est  

une similitude indirecte de centre A et de rapport 2 1 2.   

c)  f o f  est une homothétie de centre A et de rapport : 
2

2 2.  
    * AC 2AE

 
 donc  f o f (E)=C. 

    * f o f (E)=C  d’où  f (f(E)) = C  or   f(E) = B  alors  f(B) =C. 
d) * (BJ)  (AE) et  f(B)=C  donc :  
       f (BJ)  est la droite passant par C et perpendiculaire à la droite f(AE) = (AB). D’où f(BJ) = (CK). 

                    * J BJ AC  donc f J f BJ f AC CK AB K . Ainsi f J K.          (  f(AC)=f(AE)  ). 

3) a) On a      g C A  et  g K I. On note  B' g B .    

le triangle KBCest rectangle en K, isocèle et direct donc son image IB’A par g est un triangle   
rectangle  en I, isocèle et  indirect. Or le triangle IBA est rectangle en I, isocèle et indirect. 
D’où  B= B’ et par la suite  B est le centre de g. 

b)  g(B) = B et g(K)= I  et A appartient à la droite (BK) donc  D =g(A) est un point de la droite (BI). 

c)  g(C)=A , g(B)=B  et g(A)=D ; g est une similitude indirecte d’où 

       (AB , AD) (CB , CA) 2 (CA , CB) 2 2
6

   
      

     
. 

On construit un point T tel que  (AB , AT) 2
6

 
 

 
. 

Le point D  est l’intersection de la droite (BI) avec la demi-droite  AT . 

4) a)  est la composée de deux similitudes indirectes donc c’est une similitude directe. 

              A gof A g A D  et B gof B g C A.         



2 
 

 
 
   

     

b) A D et B A. Soit une mesure de l 'angle de .

7  AB , DA 2  AB , AD 2  2 .
6

 

     

              
   

     

         5)  E gof E g(B) B ,  B A  et  A D. Donc    o  o E D.
 o  o  est la complosée de 3 similitudes directes de même centre  et de même 

7angle  donc c'est une similitude directe de centre  et d
6

           
   







 

   

7'angle  3x 2 .
6 2

  o  o E D donc ( E , D) 2 .
2



 
  


        

 


 

         b)  o  o E D  et   o  o J F donc   EJ , DF 2 ,   donc EJ DF .
2

  
             

 

 
 

         
 
 
 

c)  F  o  o J   et  J g o f J g K I  d'où  F  o I
 o I F
 o E A et  comme IB = IE alors FD = FA.
 o B D

          
  
  
  



  

     

   




  

        
 
 




 


 

1

d) Pour la construction du po int D :
On utilise le fait que  FD FA c'est à dire  F med AD  et que  FD JE . 

 E , D 2  donc  est un point du demi-cercle de diamètre ED . Voir figure 
2

 J , F          


   

2

1 2

2  donc  est un point du demi-cercle  de diamètre JF . Voir figure
2

.
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Exercice 3 

1) a) Il suffit de vérifier que le discriminant de l’équation (E) est non nul. 

    b) 1 2
3 3z z i
2 2

      donc 1 2z et z  ne sont pas conjugués. 

2) a) 
   

           
   

πi1 2 6C
z z 1 3 3 3 3 1 3z i i e     

2 2 2 2 2 2 2 2
 

    b)                 2 2 2 2
2 1 2 1 1 2 C C 2 1 C 1 2z z z z 4z z 2 z 4 4 z 1 . Car z z  = 2 z   et z z 1.  

    

   

 
     

               
                        

           

C C C C

2 1 2 1 2 1 2 1
2

C
2

2 1

1 z 1 z 1 z 1 zc) AB , CI AB , CJ arg arg 2π arg . 2π
z z z z z z z z

z 1 1                                      arg 2π arg 2π 0 2π
4z z

d'où

   

 


 la droite AB  porte la bissectrice intérieure de l'angle ICJ.

 

3)  a) K est le centre d’un cercle passant par I et J donc K appartient à la médiatrice du segment [IJ]. 

      La médiatrice du segment  [IJ] est l’axe des ordonnées. 

     

    
     

 
 

          

    

     

   

2 2

2 2

b)  M C       KM KI     z iy 1 iy z i y 1 iy .

                          z iy z i y  = 1 i y 1 iy

                           z z iy z z y 1 y

                   z z iy z z 1.



 

    

   
      

 
          

 
         

1 1 1 1
2 22 2

2 2 2 2 2 2
2 2

1 1 1 1c)  A C     z z i y z z 1     i y   1
z zz z

1     1 iy z z  1    z z i y z z 1   B C .
z . z

 

4) a) 
πi
6

C
3z e ,

2
Voir figure. 

    b) La droite (AB) porte la bissectrice   

       intérieure de l’angle ICJ.


 
       La médiatrice du segment [AB] est  
       la perpendiculaire en C à la droite   
      (AB). 

  c) Les points A et B sont les points   

     d’intersection du cercle (C) avec la   

     droite (AB). ( 1OA >OB car z >1. ) 
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Exercice 4 

A) 1) a)    
2

x 0 x 0 x 0

xlim 0  et lim ln x  donc lim f x .
x 1    
    


 

           La droite d’équation x = 0 est une asymptote verticale à  fC  

   

             

 

   

   

 



  

      



       

 

  
 



2

x x x x

2
x x

x

x x x

xb)  lim f x  car lim lim x  et lim ln x .
x 1

f x ln x ln x 1
  lim lim 2 . ( pour x 0, f x ln x ln x 1 2lnx ln x 1 )

x x x
ln x

   lim 0 ,  
x

ln x 1 ln x 1 x 1  lim lim .   et lim
x x 1 x

>





     

 

   

 




    







x x

x

f

ln x 1 ln x
0 car  lim x 1   et lim 0 

x 1 x
f x

     d'où lim 0.
x

La  courbe C  admet au voisinage de +  une branche  parabolique de direction celle de 0,i .


 

   

   

2

2) a) Pour tout x 0, 

xf x ln 2lnx ln x 1 .
x 1

2 1 x 2D'où f ' x .
x x 1 x x 1



 
    

 


  
 

 

b) Tableau de variation 
 
  

 

x 0                                                                                 +
  

f’(x) + 

f  
 
 
 
    -  

    

      
    

 

     

       
0

c) La fonction  est strictement croissante sur 0, donc f est une bijection de 0, sur f 0, .

De la continuité de f sur 0, et des égalités limf et limf on déduit que f 0, .

f


 

3)  a) 
1 5 1 5On trouve x '    et   x '' .

2 2
 

   

     b) 
1 5 1 2 1 5α d'où    x''.

2 α 21 5
 

     


 

   

 

   

 

2
2

f

f

Soit M x,y un point du plan.
x 0 x 0,x 0 xy f(x) x x 11M C O,i         .
x 1y 0    y 0    y 0    

1 5Donc la courbe C  coupe l'axe des abscisses en un seul point  A d'abscisse α .
2

                





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     

       

 

2
2

3 3

3

d) T : y f ' α x α f α .
α 2 α 1 1 1f α 0   et   f ' α  puisque  α α 1, d'où f ' α .

α α 1 αα α
1 1Par la suite T :  y x α .
α α

  
 

      


 
   
 

 

    
   2 3 2

1 1 1 1e) B 0 , 1 et 0 α 1 alors B T .
αα α α

            
   

 

 
4) a) et  b)  
 
 
 
 

 
 

 
 

 
      

     
 



  
n n

x x x
n n n n

1 1 1

B) 1) a) Soit  x 1 et t 1,x ,
1 t x  et  n  1   alors 1  t x or  f est strictement croissante sur 1,

1donc  f(1)   f t   f(x ) d'où   ln dt   f(t ) dt   f(x ) dt.
2

Donc pour tout x 1,   ln             
 

n
n

1 x 1 G x f x x 1 .
2
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 

   

       

 

x
n

n
1

n n
n 1n

n n n

nx x
n n

n n n
1 1

n

b) G x =  f(t ) dt. On intègre par parties:

t 2 n t 2u'(t)  n t   u(t)  f(t )Posons     ,     tt t 1 t 1v '(t) 1
v(t)  t

x t 2 1Donc G x t f t n dt x f x f 1 n 1 dt
1 t 1 t 1

1x f x ln
2

  
   

             

    
 



 
 

x

n
1

nn x 1 dt.
t 1

        

 


 

Autrement : vérifier l’égalité de deux fonctions (ont la même dérivée et coïncident  en 1). 

       

   

 

n

nn n n n
n

1 1 lnα nn n nn n
n

n
nn

2) a) α 1 donc α 1 
1D'aprés B)1)a) : ln α 1 G α f α α 1 .
2

Or  α α α e f α f α 0

D'aprés le théorème de comparaison des limites

lim 1 ; (  )  et  

lim G α 0.




 
        

   

 
    

 




 

    

 

 
   

 

1
ln α xnn

n

n n n x 0
ln

n

α
1 x
n

1
. ln ln α 0 et  1 .

nα

α .

α 1 e 1 e 1c) 1
n

α 1Par la suite  1
n

lim lim . Or  lim lim

lim ln

   



 
  






 

    

     
 
   

   

nn n n n
n

n
n

n
nn n n

n n
n

n
n n

n
n

n
1G α α f α ln n α 1 .
2

*  lim G α 0.

*  lim α f α lim α f α 1x0 0

α 1* lim n α 1 lim ln α .1
n

1 2D'où lim J ln( ) ln(α) ln .
2 α

d) J



 

 



         
  



 
   

 


  

      
 

 

  

 

 













 

 

 

 

 

Exercice 1 

1) a)     πθ AB, AF 2π 2π .
2

    

b)  On sait que  f B F  et    GF BC  car (GF) est la médiatrice de [BC], on en déduit que 

l’image de (BC) est (GF). 
c)  Puisque  f A A  et    AB AC  donc l’image de (AC) est (AB). 

                C BC AC  donc f C f BC f AC            donc f C GF AB E   .  

Il en résulte que  f C E.  

2) a) Le cercle 1  est de diamètre [BC] donc son image par f est le cercle de diamètre    f B f C   , 

or   f B F et  f C E , il en résulte que l’image de 1 par f est le cercle de diamètre [EF]. 

Ainsi  1 2f .     

b) (Voir figure) 

c) Les points I et H appartiennent au cercle 2  de diamètre [EF] privé de E et F donc 

π
EIF EHF

2
  , de plus les points A et F sont deux points de l’arc orienté  IH \ I, H situé sur 2

donc       π
FH,FI AH,AI 2π 2π .

2
   Ainsi le quadrilatère HEIF admet trois angles droits donc 

c’est un rectangle. 
d)              F AF HF  donc f F f AF f HF          donc AE IF I  .  

  Il en résulte que  f F I.  

3) a)  ACS f  est la composée d’une symétrie orthogonale (similitude indirecte) et d’une similitude 
directe donc c’est une similitude indirecte  

de plus

     

     
AC

AC

S f A A g A

S f B F g B

A B

 
  




, on en déduit que  ACg S f .     

b) Le point  E AB donc 

        E' g E g AB AF AC .     

c) Voir figure. 
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Exercice 2 

1) a)    2 2 2 21 2i m 4 1 i m m .       Soit δ m.   

            

 
1

1 2i m m
z im

2

 
 

 et  

   2

1 2i m m
z m 1 i .

2

 
  

 

b) ( 1 2z z est un réel strictement positif) 
   
 

     
 

1 2 1 2arg z z 0 2π arg z arg z 0 2π

θ 0, π θ 0, π

      
   

 

 

 

π π
2θ 0 2π

2 4

θ 0, π

    
 

 

   

3π3π θ kπ,k2θ 2π 5π
84 θ .

8θ 0, π θ 0, π

              
    

 

2)  
5π π π

i i i2 2 22 i2π4 2 4
1 2z z m i 1 i m e e 2e m 2e m 2.      

3) a) Le point  E B,CC\  donc le triangle BEC est rectangle en E et les triangles OCE et OEB sont 

rectangles en O. 

   OC π OE
tan OEC cotan OEC cot an BEO

OE 2 OB

      
 

, il en résulte que 

2OC OE
OE OC.OB.

OE OB
    

b) D’une part
5π

i
8

4

t
m e

2
  donc

4

t
m

2
 , d’autre part 2 2

OE OC.OB t
2

   donc 
4

t
OE .

2
  

Il en résulte que m OE.  

4) a)  Voir figure.    

a) On a  
π

i
4

2z m 1 i 2e m   , il en résulte que 2M est l’image de A par la similitude directe de 

centre O, de rapport 2   et d’angle π
4

 

 

π
i
2

1z im e m  , il en résulte que 1M est l’image de A par la rotation de centre O et d’angle π
.

2
 



 

 

  

 

 

 

 

 

 

Exercice 3 

1) On a 
 
 

4

4

a 1 mod 2

a 1 mod5

 




 donc 

 
 

4

4

4 4

a 1 0 mod 2

a 1 0 mod 5

2 5 1

  

  


 


, on en déduit que  4 4a 1 0 mod2 5    ou encore 

 4a 1 mod10 .  

2)  9217 2 mod5  donc      4 4b 9217 2 mod5 1 mod5 .    

 49217 1 mod 2  donc    4 4b 9217 1 mod 2 .   

3) a)  Pour tout entier naturel n,      
n 1 n n5 5 55 5 5

n 1 nb b 1 b 1 b 1 1 1 b 1 1.


              

b)  En utilisant la formule du binôme, 

 5 5 4 3 2 5 4 3 2
n 1 n n n n n n n n n n nb b 1 1 b 5b 10b 10b 5b 1 1 b 5b 10b 10b 5b .                 

4) a)  Si 
n 15 

 divise nb  alors il existe un entier k tel que 
n 1

nb 5 k , il en résulte que

   5
5 n 1 5n 5 5 n 2 4n 3 5
nb 5 k 5 k 5 5 k       ce qui prouve que 

n 25 
divise 

5
nb . 

b)  Vérification pour n = 0.  0b b 1 0 mod5    Vrai (D’après 2) 

      Soit n un entier naturel. Supposons que  n 1
nb 0 mod5  et montrons que  n 2

n 1b 0 mod5 
  . 

Puisque  n 1
nb 0 mod5  c’est-à-dire 

n 15 
 divise nb  donc

n 25 
 divise 

5 4 3 2
n n n n nb ,  5b ,  10b ,  10b  et 5b , il 

en résulte que 
n 25 

 divise
5 4 3 2
n n n n n n 1b 5b 10b 10b 5b b .      D’où le résultat. 

5) a) D’après 4)b) et pour n 3 ,   125 500 4
3b b 1 9217 1 0 mod5     donc    500

9217 1 mod 625 . 

b) D’après 2)    4 4b 9217 1 mod 2  donc    500125b 9217 1 mod16  . 

Ainsi    500
9217 1 mod16 et    500

9217 1 mod 625 d’après 1)    500
9217 1 mod10000 .  

c) on sait que    500
9217 1 mod10000 donc    501

9217 9217 mod10000 , il en résulte que 

    
3

167
9217 9217 mod10000 ou encore le cube du nombre  167

9217 est congru à 9217 

modulo 10000. 



Exercice 4 

A.  

1) a)  
x 0
lim f x .


   La droite x 0  est une asymptote à  fC .   

b)  
x
lim f x


  et 
 

 
x x

3x x x

f x e e
lim lim lim .

x x x x
  

     fC admet une branche 

parabolique infinie de direction celle de  O, j  en .   

2) a)  La fonction f est dérivable sur  0,  et  
 

x x

x
e e

x x 1 e
2 x 2 x

f x .
x 2x x

 
     

b) Le signe de  f x est celui de
x 1

x 1
x 1


 


. 

x 0                      1                     

 f x                            

 f x                                          
                   e 

 

c) Voir figure. 

3)  
x x 11 1 x λ

λ λ λ λ

e e
S dx 2 dx 2 e 2 e e ua .

x 2 x

           

   λ
λλ 0 λ 0

lim S lim 2 e e 2 e 1 .
  

     

B. . 

1) La fonction 1g  est continue et strictement décroissante sur  0,1  donc elle réalise une bijection de  0,1  

sur     1g 0,1 e, .   

La fonction 2g  est continue et strictement décroissante sur  1,  donc elle réalise une bijection de

 1,  sur     2g 1, e, .    

2) a) La fonction 1g  est une bijection de  0,1  sur  e, .   1
e e,

n
   donc l’équation  1

1
g x e

n
   

admet une solution unique  nα 0,1 , or  1

1
g 1 e e

n
    il en résulte que  nα 0,1 . 

La fonction 2g  est une bijection de 1,  sur  e, .   1
e e,

n
   donc l’équation  2

1
g x e

n
   

admet une solution unique  nβ 1,  , or  2

1
g 1 e e

n
    il en résulte que  nβ 1, .   

Conclusion : L’équation   1
f x e

n
   admet dans  0, exactement deux solutions nα et nβ  

telle que n n0 α 1 β .    

b) On sait que   1
1 n n 1

1 1
g α e α g e

n n

       
 

. Or

 
n

1
1

x e

1
lim e e

n

lim g x 1







  

 


 donc n
n
lim α 1.


   



De même on sait que   1
2 n n 2

1 1
g β e α g e

n n

       
 

. Or

 
n

1
2

x e

1
lim e e

n

lim g x 1







  

 


 donc n
n
lim β 1.


  

3) a)      x

x 0 x 0 x 0

1 1
lim h x lim x f x e x lim e e x 1 h 0

n n    

             
   

 donc h est continue à 

droite en 0. 

b) Pour tout       n n

1
x 0, , h x 0 x 0 ou f x e x 0 ou x α ou x β .

n
             

x 0       nα               nβ              

 h x                                

4) a) La fonction xx e  est continue sur  0,  et  0 0,  donc la fonction u est la primitive de la 

fonction xx e  qui s’annule en 0, il en résulte que u est continue sur 0, et dérivable sur  

 0, . 

Les fonctions xx e et x x 1 sont continues sur  0, et dérivables sur  0, , il en résulte 

que la fonction v est continue sur 0, et dérivable sur   0, . 

b) Pour tout  x 0, ,    xu x e   et  
 x

x x
x 1e

v x e e .
x x


     

Il en résulte que pour tout  x 0, ,      u x v x   par suite pour tout  x 0, ,   

   u x v x c  où c est un réel, or les fonctions u et v sont continues sur  0, donc 

   u x v x c  pour tout  x 0,  et comme    u 0 v 0 0  donc c = 0. 

Ainsi    u x v x  pour tout  x 0,  . 

c) Pour tout       x1 1
xf x x e  si x 0 e x e         si x 0

x 0, ,h x n n

1                                  si x 0 1                                  si x 0

                    
   

, 

on en déduit que pour tout     x 1
x 0, ,h x e x e

n

      
 

 par suite pour tout  x 0, , 

    xx xt x

0 0 0

1 2 1
H x e dt e tdt 2 2 x 1 e e t t

n 3 n

                       

                   x 2 1
2 2 x 1 e e x x.

3 n

      
 

 

5)          n n n

n

β α α
n n n0 0 β

A h x dx h x dx h x dx H .2 α H β        

   n n n
n n
lim A lim 2H α H β
 

 

   n nα α
n n n n n n

n

4 1 2 1 2
lim 2 4 α 1 e e α α 2 β 1 e e β β 2 e

3 n 3 n 3

                
   

. 

 















 

 

 

 

Exercice 1 

1) a)  On sait que OCID est un losange donc DI DO  et OIDA est un losange donc IO ID , il en 

résulte que DI DO OI   par suite le triangle DOI est équilatéral donc    

ID IO

ID, IO 2
3





 

  ce qui 

prouve que  R D O.   

Le triangle DOI est équilatéral et J est un centre de symétrie du losange OCID donc OCI est un 

triangle équilatéral donc    

IO IC

IO, IC 2
3





 

  ce qui prouve que  R O C.   

b)  Le triangle DAO est équilatéral direct (Le symétrique de DOI par (DO)) de donc son image par R 

est un triangle équilatéral direct (Le symétrique de COI par (CO)) et puisque  R D O,  R O C et 

le triangle OBC est équilatéral direct donc l’image du triangle DAO par R est le triangle OBC, on en 

déduit que  R A B.  

2) a)                    OL OI AD OL OI OLg A S S S A S S A S B C.      

                        OL OI AD OL OI OLg D S S S D S S D S C B.     

b)          OL OI AD OL OL2DJ DC
g S S S S t S t    et puisque DC  est directeur de (OL), il en 

résulte que g est une symétrie glissante de vecteur DC  et d’axe (OL).   

3) a)    est la composée de deux similitudes directes (R et h) de rapports respectifs 1 et 
1

2
  et d’une 

similitude indirecte  1g  de rapport 1 donc  est une similitude indirecte de rapport 
1 1

1 1
2 2

  

donc elle admet un centre et puisque        1C R h g C R h A R O C     , on en déduit que 

C est le centre de . 

b)         1B R h g B R h D R J K.      

      c)  ACh S  est la composée d’une similitude directe et d’une symétrie orthogonale (similitude 

indirecte) donc c’est une similitude indirecte  

de plus

     

       
AC

AC

h S C C φ C

h S B h I K φ B

C B

 
   




, on en déduit que  ACφ h S .  
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4) Soit D’ le milieu de [OB]. ABCD est un rectangle donc son image par  est un rectangle 

     
 
 

ACφ A h S A O

φ B K
φ C C

 
 
 

et OKCD’ est un rectangle, il en résulte que l’image du rectangle ABCD 

par  est le rectangle OKCD’. 
 

Exercice 2 

1) a)        2 2 2 2
3cos 9 sin 9 cos 9 sin 9         donc M est un point de (E). 

b) 
M P

M N

x x
.

y y


 

  

c)     T : 3 cos x 9 sin y 9 x cos 3ysin 3.          

2) a)    
y 0

y 0
H x, y T O,i 3

x cos 3ysin 3 x
cos

           

 , il en résulte que 
3

H ,0 .
cos

 
  

  

   
x 0

x 0
K x, y T O, j 1

x cos 3ysin 3 y
sin

           

 , il en résulte que 
1

K 0, .
sin

 
  

  

b) 

2 2
2

2 2

3 1 9 1
HK .

cos sin cos sin

               
  

3) a)  La fonction f est dérivable sur 0,
2

 
  

 et  

   
4 4 2 2

2

4 4 3 3 3 3

18cos sin 2cos sin 18sin 2cos 3sin cos
f 2 4sin 1 .

cos sin cos sin cos sin

                
     

  

b) Le signe de  f    est celui de   24sin 1 2sin 1 2sin 1 .        

           

 f 0 2sin 1 0

.
0, 60,

22

     
                

 

   
0                     

6


                       

2


  

 f                               

  f                                           
                   16  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



D’après le tableau de variation HK                                                                                                                             

est minimale si et seulement si .
6


   

c) Voir figure. 

 

 

 

 

 

 

Exercice 3 

1) Soit r le reste de a (mod 5). 

On a a est premier avec 5, donc  r 1,2,3,4 or r 5 1   et 5 est premier donc  4r 1 mod5  

Puisque  4 4a r mod5 , il en résulte que  4a 1 mod5 . 

2) a)  q p mod 4 et p q q 4n p,n .       

     q 4n p 4n p pa a mod5 a .a mod5 a mod5 .    

b) Soit r le reste de a modulo 2, donc  r 0,1   

Si  p qr 0alors a a 0 mod 2   et si  p qr 1alors a a 1 mod 2     

On en déduit que  p qa a mod 2  

c) On a 
 
 

p q

p q

a a mod 2

a a mod5

 



donc 

 
 

p q

p q

a a 0 mod 2

a a 0 mod5

2 5 1

  
  
  

, on en déduit que  p qa a 0 mod 2 5    ou 

encore  p qa a mod10 .  

3) a) 25 1 21 1 4.     

      b) 25x 21y 25 1 21 1       donc    25 x 1 21 y 1   (*) 

 25divise21 y 1

25 21 1



 
donc  25divise y 1 donc y 25k 1, k .    

En remplaçant y dans (*), on obtient x 21k 1, k .    

Ainsi   S 21k 1,25k 1 ,k      

c)   A 21k 1,25k 1 ,k     

d) 21k 1et 25k 1,k       , donc 4k  on déduit d’après 2) que   α βn n mod10 .  

Exercice 4 

1) a)  La fonction v : x ln x  est dérivable sur  0,  en particulier en 2e , il en résulte que 

     
2 2

2

2 2

2 2 2x e x e

v x v e
ln x 2 1

lim lim v e e .
x e x e e



 

                
 

  



b) 

 
 

 
 

2 22 22
x e x e

ln x 2f x ln x 2
lim lim .

x e x ex 2 ln x
 

 

   
      

, or 

 
 

2 2
x e

ln x 2
lim

x 2 ln x




 
 


et 

 2

2

2
x e

ln x 2
lim e

x e






 
   

, il en résulte que 

 
 

 
 

2 22 22
x e x e

ln x 2f x ln x 2
lim lim .

x e x ex 2 ln x
 

 

   
       

. La courbe  fC  admet au point 

d’abscisse 2e  une demi-tangente verticale. 

c) 
     

2 2

2

2 2

2 2 2x e x e

v x v e
ln x 2 1

lim lim v e e .
x e x e e






 

                
 

 
 

 
 

2 22 22
x e x e

ln x 2f x ln x 2
lim lim . .

x e x ex 2 ln x
 

   

   
       

On en déduit que f n’est pas dérivable à 

droite en 2e .   

2) La fonction f est dérivable respectivement en   et   de plus f   s’annule respectivement en   et   

en changeant de signe donc les points C et D sont deux points d’inflexions de  fC . 

3) a) Voir figure. 

b) Voir figure. 

4) a)   La fonction g est dérivable sur ,
4 4

    
 et  g x cos x 0    donc g est continue et strictement 

croissante sur ,
4 4

    
 par suite elle réalise une bijection de ,

4 4

    
sur 

2 2
g , g ,g , .

4 4 4 4 2 2

                                   
  

b)  

 

g est strictement coissante sur ,
4 4

g est dérivable sur ,
4 4

g x 0 sur ,
4 4

      
      
        

 donc h est dérivable sur 
2 2

g , , .
4 4 2 2

              
 



 
  

1 1
h x

cos yg h x
  


 avec

   h x y g y x

2 2 2 2
x , x ,

2 2 2 2

y , y ,
4 4 4 4

 
  
 
              

    
                   

 

2 2

2

sin y x

sin y x cos y 1 x2 2
x ,

2 2 2 22 2
x , x ,

2 2 2 2
y ,

4 4
y , y ,

4 4 4 4sin y et x de même signe

 
                        

                               

.  

On en déduit que  
2

1
h x .

1 x

 


 

c)  La fonction u est dérivable sur 1e ,e 
   et  

2 2

ln x 1 1 1 1
u x h .

2 2x 2xln x x 2 ln x
1

2

     
  



  

d)      11

e e 1

ee 2

1 2 2
dx u x u e u e h h .

2 2 2x 2 ln x


     
                

    
   

5) a)   1 1

2
e e

e e

2 ln x
A f x dx dx

x
 


    

On pose 
 

 

 

 

2

2

ln x
u x 2 ln x u x

x 2 ln x1
v x

v x ln xx

      
    

  

1 1
1

2 2e e e2

e e2 2e

ln x ln x
A 2 ln x ln x dx 2 dx.

x 2 ln x x 2 ln x
 



         
   

b) Pour tout 1x e ,e ,      
2 2 2

2 2 2

2 ln x 2 ln x 2 ln x
f x

x x 2 ln x x 2 ln x x 2 ln x

 
   

  
, il en résulte 

que  
2

2 2

ln x 2
f x .

x 2 ln x x 2 ln x
 

 
 

c)  1 1 1

2
e e e

e e e2 2

ln x 2
A 2 dx 2 dx f x dx 2 A

x 2 ln x x 2 ln x
  

        
 

   , il en résulte que 

2A 2   ou encore A 1 ua.
2

   
 

  

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 











 

 

 

 

 

 

 

Exercice 1  ( Thème : nombres complexes) 

1) a)  2

4 16 12 2 3i       ;  
1

2 2 3i
z 1 i 3

2


    et

2

2 2 3i
z 1 i 3.

2


    

 CS 1 i 3,1 i 3 .    

b) 
i
31 i 3 2e




  et
i
31 i 3 2e .



   

2) voir figure. 

3) On sait que N donc Nz 2 .   

De plus            Narg z u, ON 2 OM, ON u, OM 2 2 .
3


         

Il en résulte que
i

3
Nz 2e .

  
   

4) a) L’expression complexe de r est    
i i i i
3 3 3 3

A Az ' e z z z e z 2 2 e z 2e 2.

   

          

b) 
i

iB M 3
F

z z
z e e

2




   et 
i i

C N 3 3
K

z z
z e e

2

    
 

   . En remplaçant z par Fz dans l’expression 

complexe de r, on obtient 

2
ii i i i i

i 33 3 3 3 3z ' e e e 2e 2 e e 2e 2

        
 
        
 
 

i i i i
3 3 3 3

K

1 3 1 3 1 3
e i 2 i 2 e i e e z

2 2 2 2 2 2

                
     

 
             

 
 donc  r F K.  

c) Puisque  r F K  donc    

AF AK

AF, AK 2
3





 

 , il en résulte que le triangle AFK est équilatéral. 

5) a)

2
i i i

2 i i i3 3 3AF e e 2 e e 2 e e 2

  
   

  
          
  
  

 6 2cos 4cos 4cos 4 3cos 3 sin
3 3

                                                      4 2 3 cos
6

           
 

    
 

.  

 

b) 2AF est maximale si et seulement si

 

cos 1 5
6  d'où .

6
,

          
  
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2 2

a cos x bsin x r cos(x ) ;

a
cos

r
r a b  et 

b
sin

r

  

    
  


 



Exercice 2 (   Thèmes : similitude indirecte ; similitude indirecte ; antidéplacement ) 

1) Une mesure de l’angle de f est    AB, AC 2
2


  et le rapport de f est 

AC
tan 3.

AB 3

   
 

 

2) a) Le rapport de g est 
AB 3

.
AC 3

  

b)  L’axe  de g est la droite qui porte la bissectrice intérieure de CAB


 

c)  On pose  g B B'.   On sait que 1
A,

3

g g h 
 
 

  et  g g C B' donc  1
A,

3

1
h C B' AB' AC

3 
 
 

   , or 

1
AD AC

3
 , on en déduit que D B'.  Ainsi  g B D.   

 

 

 

 

 

Puisque  g B D donc 
AD 3

tan ABD
AB 3

 
   

 
d’où ABD

6

 
 , il en résulte que  BD est la bissectrice 

intérieure de ABC.


 

3) a) f g  est la composée d’une similitude directe de 

 rapport 3  et d’une similitude indirecte de rapport 3

3
  

donc  f g et un antidéplacement  

 

 

or  f g A A et  f g C C  donc f g est une symétrie orthogonale d’axe (AC). 

b) On a  f g B D' donc    ACS B D'  d’où    AC BD'  et    AC BA  donc B, A et D’ sont 

alignés or AB = AD’ donc  AA est le milieu de [BD] et par suite S B D'.  

4)    I BD  donc       f I f BD f   , or          1
AC ACf S g S (AJ).      d’où 

   f I CD' (AJ)    J . 

 

 

 

 

 

 

 

2

si g est une similitude indirecte 

de centre  et de rapport k ; alors :

gog est l'homothétie de centre  et 

de rapport k


  

la composée d'une similitude directe 

de rapport k et d'une similitude 

1
indirecte de rapport  est 

k

soit une symétrie orthogonale, 

soit une symétrie glissante.



 

Exercice 3 (  Thème : arithmétique) 

1) a)  47 9 53 8 1      donc  9,8  est solution de (E). 

b)      47x 53y 47 9 53 8 47 x 9 53 8 y           donc 47 divise  53 8 y et 47 53 1  donc 47 

divise  8 y d’où y 8 47k, k Z    par suite x 53k 9,k Z    .                                        

Ainsi   Z ZS 53k 9,8 47k ,k Z .      

c) soit x un inverse de 47 modulo 53, alors  47x 1 mod53   il existe un entier y tel que 

 47x 1 53y 47x 53y 1 x, y        solution de (E) donc x 53k 9,k Z    

d) 
9 62

0 x 53k 9 53 k , k Z
53 53

         donc k 1  d’où x = 44. 

2) a) D’après Fermat  5245 1 mod 53  

b)      
2

106 52 2 245 45 45 45 mod53 11 mod53 .     

3) a) N est la somme de 106 termes d’une suite géométrique de raison 45 

donc  
106

1061 45
N 44N 45 1 10 mod53

1 45


    


 

b)  44N 10 mod53 donc    N 470 mod53 46 mod53 .   

 

Exercice 4 ( Thèmes  : variation d’une fonction , bijection , calcul intégral , notion d’aire) 

I.  

1) a)  La fonction f est dérivable sur  0,  et     sin xf x cos x e .   

x 
0               

2



             
  

 f x                   

f                    e                

1                                 1 

b)  Pour tout  x 0,   ,  x 0,      et      sin x sin xf x e e f x .
      

c)       T : y f 0 x f 0 x 1.     

2) a)  La fonction g est continue et strictement croissante sur 
1 5

0,
2

  
 
 

  donc 

1 5 1 5
g 0, 0,g

2 2

         
                

 par suite  g x 0 sur
1 5

0,
2

  
 
 

. 



La fonction g est continue et strictement décroissante sur 
1 5

,1
2

  
 
 

  donc elle réalise une bijection de 

1 5
,1

2

  
 
 

sur 
1 5 1 5

g ,1 1,g ,
2 2

         
                 

1 5
0 1,g

2

   
       

donc il existe un unique 

1 5
,1

2

  
  

 
tel que  g 0  . Ainsi l’équation  g x 0 admet une unique solution  0,1 . 

b)   

x 0                              1 

 g x            

3) a)  La fonction h est dérivable sur 0,
2

 
  

 et      sin xh ' x cos x e 1 g sin x .    

b) La fonction x sin x  est une bijection de 0,
2

 
  

sur 0,1  , 

 or  0,1 donc il existe un unique 0,
2

   
 tel que sin .     

 

 

 

c) La fonction x sin x est continue et strictement croissante sur chacun des intervalles 0,  et 0,  donc

 

        sin 0, sin 0,sin 0,  et sin , ,1 .
2

              
 

d)  

 

x 
0                                      2


 

 h x                    

 

h  

               
 h   

0                                  h
2

 
 
 

 

 

e)        h 0, 0,h  et h , h ,h
2 2

                            
 et h 0

2

   
 

donc  h x 0  sur 0,
2

 
  

 par suite 

 f x x 1  sur 0,
2

 
  

 donc (Cf) est en dessus de (T). 

II.  

1) a) pour tout  x 0  ,  cos t 1, t 0.x  et t cos t  est continue sur  0.x  donc 
x

0
cos tdt x  donc  

sin x x.  

 

la restriction de la fonction sinus à 

l'intervalle 0,  est une 
2

bijection de 0,  sur 0,1
2

 
  

 
  

 



b) La fonction xx e  est strictement croissante sur IR  et sin x x pour tout x 0 donc 

 sin x x xe e f x e   pour tout x 0,
2

    
 

c) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2) a) on sait que   xf x e pour tout x 0,
2

    
donc  

11 x

0 0
f x dx e e 1      

on sait que sin x 1 donc   f x e  donc  2
1

f x dx e 1
2

    
  . 

b)  2
0

A 2 f x dx



   

 
2 2

2
0

0

x
x f x dx e 1 e 1

2 2


           

  
  donc  

2

A e 2
4


       

 









 

 

 

 

Exercice 1 ( Thèmes : similitude directe ; similitude indirecte ; antidéplacement) 

1) a)  Une mesure de l’angle de f est          AI, BO AD, BD 2 DA, DB 2 2 .
4


        

     Le rapport de f est 

1
DB

OB DB 12 2.
1AI AD

AD cos
2 4

   


  

b) 
DB

2
AD

 et    DA, DB 2
4


  , il en résulte que D est le centre de f. 

2) a) [AC] est un diamètre de    et    E \ A,C   donc    CE AE  et    BH AE donc    BH / / CE , 

or  CE passe par J le milieu de [AB] et coupe [AH] en E, il en résulte que E est le milieu de [AH]. 

2EA.EB EA.EH EA EH EA .        

b)   3 2
EA.EB EA.EB.cos AEB EA.EB.cos EA.EB.

4 2

     
 

 

        car      3
EB, EA CB, CA 2 .

4


      

3) a) Le rapport de g est 
EA EH 1

.
EB 2EH 2

    

b) Le triangle OEB est isocèle donc son image par g est un triangle isocèle, on en déduit que le triangle 

O’EA est isocèle. 

c) On sait que     1
f A B et f I O donc AI OB

2
    de plus   

       1
g B A et g O O'  donc AO' OB

2
   , il en résulte que O'A AI.  

4) S est la composée d’une similitude directe de rapport 2  est d’une similitude indirecte de rapport 1

2
donc 

S est une similitude indirecte de rapport 1 donc S est un antidéplacement. 

      S A g f A g B A    , il en résulte que S est une symétrie orthogonale d’axe   qui passe par O de 

plus       S I g f I g O O'   donc   est la médiatrice de [O’I]. 
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Exercice 2 ( Thèmes : sphère ; homothétie dans l’espace ) 

1) a)      2 22M x, y,z S x y 3 z 2 4       , on en déduit que S est la sphère de centre  I 0,3,2  et de 

rayon 2. 

b) Il suffit de vérifier que A S,  B S et I est le milieu de [AB].  . 

2) a) La cote du point I est 2 donc I P  par suite S coupe P suivant le cercle   de centre I et de rayon 2, or A 

et B appartiennent à P et  I est le milieu de [AB].donc [AB] est un diamètre de . 

b) IA 2,  JA 4 et IJ 6    donc  IA JA IJ  par suite  et ' sont tangents extérieurement en A. 

3) a) Le rayon de S’ est égal à 5
2 5.

2
   On pose  I ' x, y, z , 

 
x 4 10 x 6

5
h I I ' EI ' EI y 3 0 y 3

2
z 5 z 5

     
         
   

 , il en résulte que  I ' 6,3,5 .   

b)   d I ',P 3 5   donc S’ coupe P suivant un cercle de rayon 25 9 4   et de centre le projeté 

orthogonal de I’ sur P, or J est un point de P et 
0

I 'J 0

3

 
 
 
  

 est normal à P donc J est le projeté orthogonal de I’ 

sur P, il en résulte que P coupe S’ suivant le cercle ' . 

c)  A S EA   donc      h A S' EA A,A'   or  h A A  donc  h A A'.  

B est le point diamétralement opposé à A sur S donc  h B  est le point diamétralement opposé à A’ sur S’, 

on en déduit que  h B B' par suite E, B et B’ sont alignés. 

Exercice 3 ( Thème : statistique à deux variables) 

1) a)  G X,Y  donc  G 5.5,0.818 .  

b)  1G 3,0.6 .  

c)  

 

 

 

 

 

 

 

 

      d) 
0.6 0.818

a 0.09
3 5.5


 


 donc  1GG : y 0.0872x b   or  1 1G GG  

           donc 0.6 0.09 3 b b 0.33     , il en résulte que  1GG : y 0.09x 0.33.   



      e) Pour x 16 , on obtient y 1.77.   

2) a) 
 
X Z

cov X, Z
r 0.987. 

 
  

b) Z bX a   avec 
 

2

X

cov X, Z
b 0.2 


et a Z bX 1.23.    Ainsi Z 0.2X 1.23   

c)  YZ 0.2X 1.23 e 0.2X 1.23 Y ln 0.2X 1.23 .         Pour x 16 , on obtient y 1.488399584.  

Exercice 4 ( Thèmes : variation d’une fonction ; notion de primitive ; notion d’aire) 

I. 1) a) Pour tout  
   2 2

3 1 2 3t
t 0,  u t 0.

1 t 1 t 1 t

    
  

  

x 0                                               

 u t                        

u                                              

0         

        
t t

1
lim u t lim 3ln 1 t .

1
1

t

 
    


  

b)     u 0, 0,    donc  u t 0  pour tout t 0 . 

2) a)      3 3

x 0
lim f x x ln 1 x x ln x 0 f 0


      donc f est continue à droite en 0. 

        
     2 2 '

d
x 0

f x
lim x ln 1 x x ln x 0 f 0

x
      donc f est dérivable à droite en 0. 

   b) Pour tout      2 3 1 1
x 0,1 ,  f x 3x ln 1 x ln x x

1 x x

           
   

                                                 
2 2

1

1 1xx 3ln 1 x u .
1x x

1
x

 
           

    
 

 

c) On a  u x 0  pour tout x 0 donc 
1

u 0
x

   
 

pour tout  x 0,1  d‘où  f x 0   pour tout  x 0,1     

x 0                                                1 

 f x  0                        

f                                                 ln 2   

0         

II. 1) Pour tout      2 2 2x 0,1 ,  h x 3x ln x x x 3ln x 1 .        

Pour tout    
1

3
1

x 0,1 ,  h x 0 ln x x e .
3


        On en déduit que  hC  admet une tangente 

horizontale au point d’abscisse 

1

3e .


 



2) a)  Pour tout          3 3x 0,1 ,  f x x ln 1 x x ln x g x h x       et      f 0 g 0 h 0  donc 

pour tout        x 0,1 ,  f x g x h x .    

b) Pour tout        x 0,1 ,  f x g x h x 0     donc  fC est au-dessus de  gC et les points 

   0,0  et 1, ln 2  sont des points d’intersection. 

c) 
1 1 1 1 1

3 3 3 3 3f e g e h e 0 f e g e
             

                  
         

 donc T T .   

3)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4) a) La fonction h est continue sur  0,1 donc elle admet une unique primitive H qui s’annule en 1. 

b)        A H 1 H H .         

c) On pose 
 
 

 

 
43

1
u x

u x ln x x

xv x x
v x

4

    
   



  

 
1

4 4 4
1 1

3 4 4x 1 1 1 1
A ln x x dx ln x ln .

4 4 4 16 4 16 16


                   
 

  

d)    
0

1
H 0 lim A .

16
      

e)         
1 1

0 0

1
A f x g x dx h x dx H 0 .

16
         
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Exercice 1 

1) a)       A 0,0,0 ,  C 6,6,0  et H 0,6,6   

6

AC 6

0

 
 
 
 
 

 , 

0

AH 6

6

 
 
 
 
 

 donc 

36

AC AH 36 .

36

 
   
 
 

 

b) Le vecteur 

1

n 1

1

 
  
 
 

 est normal à  P donc  P : x y z d 0    et puisque A est un point de  P , il 

en résulte que  P : x y z 0.    

c) 
   
   
EG AC

EB CH





 donc les plans  P et  Q sont parallèles donc  Q : x y z d 0    ,  

     or    B 6,0,0 Q , il en résulte que d 6.   D’où  Q : x y z 6 0.     

2) a)        2 2 2
M x, y,z S x 1 y 1 z 1 3.         On en déduit que la sphère S a pour rayon 

R 3  et pour centre  I 1, 1,1 .   

b)  Soit    la perpendiculaire à  Q  et passant par A,  
x

: y ,  .

z

 
   
  

 

 

x 2

y x 2
J x, y, z Q

z y 2

x y z 6 0 z 2

    
           
      

 , il en résulte que  J 2, 2,2 .   

A S

J S

I A J


 
  

 , on en déduit que [AJ] est un diamètre de S. 

c)   d I,Q IJ 3 R    et  d I,P IA 3 R   donc la sphère S est tangente à chacun des deux 

plans P et Q respectivement en A et J. 

3) a)   A' t A AA' u    donc  A' 2,4,2 . 



 

 2 

    On pose  J ' x, y,z .  
x 2 2 x 4

J' t J JJ' u y 2 4 y 2

z 2 2 z 4

   
         
    

 donc  J' 4,2,4 .  

b) Soit I’ l’image de I par t. 

On pose  I' x, y,z .   
x 1 2 x 3

I' t I II' u y 1 4 y 3

z 1 2 z 3

   
         
    

 donc  I' 3,3,3 .  

Ainsi l’image de S par t est la sphère S’ de centre  I' 3,3,3  et de rayon R 3.  

c) u.n 0  donc u est un vecteur de P et de Q, il en résulte que  t P P  et  t Q Q.   

La sphère S est tangente à chacun des deux plans P et Q respectivement en A et J donc S' t(S)  est 

tangente à chacun des deux plans  t P P  et  t Q Q  respectivement en A’ et J’. 

Exercice 2 

1) a) Une mesure de l’angle de f est       AC,BD OC,OD 2 2 .
2


     Le rapport de f est 

BD 1
.

AC 3
  

b) 

   OA,OB 2
2

1
BD

OB 12
1OA 3

AC
2

  


  



 donc O est le centre de f. 

2) a) On sait que [OA] est la hauteur issue de A dans le triangle ABD. 

 f C D  et  f D D' donc    DD' CD  et    CD AB  par suite    DD' AB , il en résulte 

que  DD'  est la droite qui porte la hauteur issue de D dans le triangle ABD. 

D’autre part  f D D' donc    OD,OD' 2
2


   d’où  D' OA .  On en déduit que D’ est 

l’orthocentre du triangle ABD. 
On sait que  f D D' donc OD 3OD'  et puisque OA 3OD  donc OA 9OD'.  

b) On sait que  f A B,  f B B',   f C D  et  f D D' , puisque ABCD est un losange donc 

BB’DD’ est un losange. 

3) a) g est la composée d’une similitude directe de rapport 1

3
  et d’un antidéplacement (similitude 

indirecte de rapport 1) donc g est une similitude indirecte de rapport
1

3
. 

b)        AC
g O f S O f O O.     

           AC
g A f S A f A B.    

           AC
g B f S B f D D'.    

           AC
g C f S C f C D.    
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           AC
g D f S D f B B'.    

c)  Puisque le rapport de g est 
1

3
et  g O O donc O est le centre de g et comme  g A B donc   

est la droite qui porte la bissectrice intérieur de AOB.   

d)  M AB  donc       g M g g AB   donc      g M BD' N  d’où  g M N.   

    De même, on montre que  g Q P  par suite MQ 3NP.   

Exercice 3 

1) a) Puisque  a 1 mod10  donc  na 1 mod10 ,n .   

    Il en résulte que    91 a ........ a 10 mod10 0 mod10 .       

b) On sait que  a 1 mod10  donc  a 1 0 mod10  donc il existe k  tel que a 1 10k  et 

 91 a ........ a 0 mod10     donc il existe k '  tel que 91 a ........ a 10k '    , il en résulte que 

10 2a 1 10 kk '   ou encore  10 2a 1 0 mod10   d’où  10 2a 1 mod10 .  

2) a)  

Reste de b (mod10) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Reste de 
4b (mod10)  0 1 6 1 6 5 6 1 6 1 

 

b)  Soit r le reste de b (mod 10). 

     Si  r 0,2,4,6,8 , alors 2 divise b et 10 donc b 10 1.   

     Si r 5 , alors 5 divise b et 10 donc b 10 1.   

     Si  r 1,3,7,9 alors b n’est divisible ni par 2 ni par 5 donc b 10 1.    

     Ainsi  b 10 1 r 1,3,7,9    et d’après a)    4r 1,3,7,9 b 1 mod10   , on en déduit que 

      4b 1 mod10 b 10 1.      

3) a)  Si b est premier avec 10 alors d’après 2)b)   4b 1 mod10  et  d’après 1)    10
4 2b 1 mod10

   

d’où  40 2b 1 mod10 .   

b) 67 10 1   donc  40 267 1 mod10  et  2 267 89 mod10  donc  42 267 89 mod10 . 

Exercice 4 

1) a)  x
4

x
4

x 0

lim 1 tan x 0

donc lim f x .

lim ln x







   
 

   
 

 


 
  


  

     x
2

x
2

x

lim 1 tan x

donc lim f x .

lim ln x





  
 

  
 

  
  
  
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b) La fonction f est dérivable sur ,
4 2

    
et pour tout  

21 tan x
x , , f x .

4 2 1 tan x

         
 

c)  Pour tout  
21 tan x

x , , f x 0
4 2 1 tan x

          
 

x 

4


                                                    

2


  

 f x                                 

f                                                     

  

 

 

2) a)  f 0 ln1 0   donc  O C .   

    f ln 2
4

   
 

 donc  A C .  

    
ln 2

f ln 2
8 2

    
 

 donc  I C .  

b) 

   1 tan x 2
f x ln 1 tan x ln 1 ln ln 2 ln 1 tan x ln 2 f x .

4 4 1 tan x 1 tan x

                                        
 

c) Pour tout x , ,  x ,
4 2 4 4 2

                 
et  f x ln 2 f x

4

    
 

 donc I est un centre de 

symétrie de  C .   

3) OT : y x.   
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4) a) Les surfaces 
1 2S  et S  sont symétriques par rapport à I donc elles ont la même aire. 

b)  On désigne par B ,0 et C ,0
8 4

    
   
   

. 

 4

0
ln 1 tan x dx



  est l’aire de la partie du plan limitée par (C), l’axe des abscisses et les droites 

x 0 et x
4


  donc 

 4
triangleOBI 1 trapèzeBCAI 2 triangleOBI trapèzeBCAI triangleOAC

0
ln 1 tan x dx A S A S A A A ln 2.

8

 
          

5) a) La fonction f est continue et strictement croissante sur ,
4 2

    
donc elle réalise une bijection de 

,
4 2

    
sur f , .

4 2

         
 

b) La fonction f est strictement croissante sur ,
4 2

    
 

   La fonction f est dérivable sur ,
4 2

    
et  

21 tan x
f x 0

1 tan x

  


 pour tout x ,
4 2

     
 donc       

1f   est dérivable sur  et    
    

1

21

1 1 1 tan y
f x

f y 1 tan yf f x




   
 

 avec 

 1f x y  , y ,
4 2

     
et x     xf y x ln 1 tan y x tan y e 1.         on en déduit 

que pour tout x ,    
 

x
1

2
x

e
f x .

1 e 1

  
 

  

c) 

 
         

x
ln 2 ln 2 ln 2

1 1 1 1

2 00 0x

e
dx f x dx f x f ln 2 f 0 .

41 e 1

           
 

    
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Le sujet comporte 4 pages. La page annexe 4/4 est à rendre avec la copie. 

Exercice 1  ( 5points)      

Le plan est orienté dans le sens direct. 

Dans l’annexe ci-jointe ( Figure 1) , IAB est un triangle isocèle en A , O est le 

milieu de [BI] , OA 2OI  et   
 

 
OI OA 2

2
( , )  . 

Soit h l’homothétie de centre I et de rapport 2 et s la similitude directe de centre O, 

de rapport 2 et d’angle
2


. 

1) Déterminer  h(O) et s(I).  

2) Pour tout point  M du plan,  on note P son image par h et Q son  image  

      par s. 

Soit f l’application qui à un point M du plan associe le point M’ barycentre des 
points pondérés (P, 3) et (Q, 1). 

a) Soit  O f O' . Montrer que 
 3OO OB

4
'  et construire le point O’. 

b) Soit  I f I' .  Montrer que 
 1II IA

4
'  et construire le point I’. 

3) Dans cette question, on munit le plan du repère orthonormé direct  O,OI,OJ ,
 

 

où J est le milieu de [OA] et on note z l’affixe d’un point  M du plan. 

a) Exprimer en fonction de z l’affixe zP  du point P. 

b) Exprimer en fonction de z l’affixe zQ  du point Q. 

c) Soit z’ l’affixe du point  M f M' . Montrer que 
3 i 3z ' z

2 4


  . 

d) Déterminer l’image par f du cercle de diamètre [OI]. 
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Exercice 2 (5points) 

           Le plan est  muni d’un repère orthonormé  O i j, , 
 

. 

1)   a) Soit  (E)  l’ellipse d’équation  
2

2 1.
4
x y  

        Déterminer les cordonnées des foyers  de l’ellipse  (E)  et  donner 
        son excentricité. 

    b) Soit (P)  la parabole d’équation  2 2 4.y x  

        Déterminer les coordonnées du foyer F de la parabole (P)  et donner 
        une  équation de sa directrice. 
         
2)    Dans l’annexe ci-jointe (Figure 2), on  a tracé dans un repère orthonormé   

 O i j, , 
 

l’ellipse  (E) et la parabole  (P)   .   

      Soit (  ) la courbe d’équation   2 2 4.y x  

      a) Vérifier que ( O, j )


est un axe de symétrie de ( ). 

      b) Tracer ( ) dans le repère  O,i,  j .
 

 

3)   a) Soit  C  le cercle d’équation  2² 4.x y  

        Vérifier que pour tout réel  t  de [0,2], le point   2M t, 4-t appartient à C. 

      b) On pose  
2 2

1 0
I 4 .t dt   Montrer que 1I   .  

4)    Calculer  
2

2 0
I  = 2t 4 dt .  

5)    Soit  A    l’aire de la surface limitée par la courbe  (  ) et l’ellipse (E).  
        Exprimer  A    en fonction de I1  et   I2  puis calculer  A . 

Exercice 3 ( 4points) 

     1)  Soit dans    l’équation ( E) : 1111 x – 104 y = 1. 

          a) Vérifier que ( - 9, -1) est une solution de ( E) . 

          b)  Résoudre l’équation ( E)  . 

2) Soit n un entier . 

     a)  Montrer que s’il  existe deux entiers p et q tels que n=1111p  et n=1+q104    

     alors (p, q) est une solution de (E). 
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     b) Déterminer alors l’ensemble des entiers n tels que 





4

n 0 1111
n 1 10

(mod )
.

(mod )
 

     c) En déduire le plus petit entier naturel multiple de 1111 et dont le reste dans la  

        division euclidienne par 104 est égal à 1.  

 

Exercice 4  (6points) 

1)   Soit f la fonction définie sur  0,  par ln x(f x )
x

 . 

       Déterminer f '( x )et dresser le tableau de variation de f. 

2)    Soit g la fonction définie sur  0,
 
par 

  




f xg x e si x 0
g 0 0

( )( )
( )  

     a) Montrer que g  est continue à droite en 0. 

      b) Montrer que g  est dérivable à droite en 0. 

      c) Dresser le tableau de variation de g . 

3)   Dans l’annexe ci-jointe ( Figure 3), on  a représenté dans le  repère ( O, i, j )
 

   

      la courbe de la fonction f et la courbe de la fonction exponentielle. 

     a) Construire le point A de coordonnées  e,g( e ) .  

     b) Déterminer et tracer la tangente à la courbe Cg de g  au point d’abscisse 1. 

     c) Tracer  la courbe Cg  dans le repère ( O, i, j )
 

 . 

4)  On considère la suite (un) définie sur  par  
1

n

u 1
u g( n) si n 2


    

     a) Donner  la limite de (un). 

     b) Déterminer l’entier naturel n pour lequel n n  est maximal. 
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Exercice 1 

1) Le point O est le milieu de [BI] donc IB 2IO , il en résulte que  h O B.   

 

   

OA
2

OI

OI,OA 2
2

 
   


 , il en résulte que  S I A.   

2) a) On sait que  h O B et  S O O  par suite le point O’ est le barycentre des points pondérés  B,3  

et  O,1 , on en déduit que 
3

OO' OB.
4

   

b) On sait que  h I I et  S I A  par suite le point I’ est le barycentre des points pondérés  I,3  

et  A,1 , on en déduit que 
1

II' IA.
4

   

3) a)    P Ph M P IP 2IM z 1 2 z 1 z 2z 1.            

b)  S est la similitude directe de centre O, de rapport 2 et d’angle 
2


 qui envoie M en Q donc 

i
2

Qz 2e z 2iz.



    

c)  f M M' donc le point M’ est le barycentre des points pondérés  P,3  et  Q,1 on en déduit que 

   P Q P

1 1 1 3 i 3
PM' PQ z ' z z z z ' 2iz 2z 1 2z 1 z .

4 4 4 2 4


               

d) L’expression complexe de f est de la forme z ' az b  avec 
3 i

a 0
4


                                                              

donc f est une similitude directe, comme  f O O'  et  f I I ' ,                                                                              

on en déduit que l’image du cercle de diamètre [OI] par f est                                                                                     
le cercle de diamètre [O’I’]. 
 

Exercice 2 

1) a) Une équation de  E  dans le repère  O,i, j  est 
2

2x
y 1

4
   donc 

2a 4  et 
2b 1 , on en déduit que 

2 2c a b 3    par suite les coordonnées des foyers de  E sont    3,0 et 3,0  et son excentricité 

est 
c 3

e .
a 2

     

b)      2 2M x, y P y 2x 4 y 2 x 2 .        Soit  2,0   et on pose 
X x 2 x X 2

Y y y Y

    
   

 . 



 Dans le repère  , i, j ,     2M X,Y P Y 2X   , il en résulte que dans le repère  , i, j ,  F a pour 

coordonnées 
1

,0
2

 
 
 

 et la directrice de  P a pour équation 
1

X
2

  . On en déduit que dans le repère 

 O,i, j , 
3

F ,0
2

  
 

 et la directrice a pour équation 
5

x .
2

     

2) a)        2 2M x, y y 2 x 4 y 2 x 4 M x, y .               Il en résulte que  O, j  est un 

axe de symétrie de   .  

b) 
 
   

 
 

 
2

1

M x, y M Py 2x 4
M P

x 2,0x 2,0 x 2,0

            
      

 où  1P est la partie de  P  située dans le 

demi-plan de frontière  O, j  contenant le point de coordonnées  2,0 , il en résulte que    1 2P P    

où  2P est le symétrique de  1P par rapport à  O, j . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3) a) Pour tout    2
2 2 2 2t 0,2 , t 4 t t 4 t 4       . Il en résulte que  2M t, 4 t C.    

b) 
2

2

1
0

I 4 t dt   est l’aire de la partie du plan limitée par (C), les axes du repère et les droites 

d’équations respectives x 0 et x 2,   on en déduit que 
2

1

Aire du disque de frontière (C) 2
I .

4 4


      

4)  
22 2

2
0 0 0

1 1 8
I 2t 4dt 2 2t 4dt 2t 4 2t 4 .

2 3 3
                   

5) Par raison de symétrie, 
1

4
 A 2 1

1
I I

2
   donc A 2 1

32
4I 2I 2 ua

3

       
 

 

Exercice 3 

1) a)  49 1111 10 1 9999 10000 1          donc  9, 1   est solution de (E). 

b) Le couple  9, 1   est solution de (E) donc 

         4 4 41111x 10 y 1111 9 10 1  donc 1111 x 9 10 y 1                    

donc 1111 divise  410 y 1  et 
41111 10 1   d’où 1111 divise  y 1 par suite il existe un entier k tel que 

y 1 1111k ou encore y 1111k 1,  k .       

en remplaçant y par 1111k 1  dans   , on obtient 
4x 10 k 9.    

Ainsi si le couple  x, y  est solution de (E) alors 4x 10 k 9 et y 1111k 1,  k     . 

Réciproquement : Si 4x 10 k 9 et y 1111k 1,  k     , alors    4 41111 10 k 9 10 1111k 1 1     



On en déduit que   4S 10 k 9 ,1111k 1 ,k     . 

2) a) S’il existe deux entiers p et q tels que n 1111p  et 
4n 10 q 1  , alors 

4 41111p 10 q 1 1111p 10 q 1     , il en résulte que  p,q  est solution de (E). 

b) 
 
 4

n 0 mod1111

n 1 mod10

 


 il existe deux entiers p et q tels que n 1111p  et 
4n 10 q 1  , alors d’après a) 

 p,q  est solution de (E), il en résulte que  4 4n 1111 10 k 9 1111 10 k 9999,k .       

Réciproquement : Si 
4n 1111 10 k 9999,k    , alors 

 
 4

n 0 mod1111
.

n 1 mod10





 

Ainsi  4S 1111 10 k 9999,k    . 

c) 

4

4

9999
k 0.00091111 10 k 9999 0

1111 10
k

k

       
  

, soit k 1  donc n 11100001.   

Exercice 4 

1) La fonction f est dérivable sur  0,  et  
2

1 ln x
f ' x

x


  . Le signe de  f ' x est celui de 1 ln x  

x 0                        e                           

 f x                  +                 

 

f 

 
                     

1

e
                                

                                             0    

   
x x x 0 x 0

ln x ln x
lim f x lim 0 et lim f x lim .

x x    
       

2) a)      f x

x 0 x 0
lim g x lim e 0 g 0

  
    car  

x 0
lim f x


  , il en résulte que g est continue à droite en 0. 

b) 
   

     
f x

f x '

d
x 0 x 0 x 0

g x e 1
lim lim lim f x e 0 g 0

x x ln x    
     

c) La fonction g est dérivable sur  0,  et      f x
g' x f x e . Le signe de  g' x est celui de  f ' x . 

x 0                        e                            

 g x                 +                 

 

g                          

1

ee                               

0                                                   1     

   f x

x x
lim g x lim e 1
 

   car  
x
lim f x 0.


  

3) a) Voir figure. 

b)     T : y g 1 x 1 g 1 x      

 

 

 

 

 



c) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4) a)  n
n n
lim u lim g n 1
 

  . 

b) 
1 2 3u 1,u 1.41,u 1.44    et pour tout 

n n 1n 3,u u    car g est décroissante sur  e,  , il en résulte 

que   n

nu g n n   est maximal si et seulement si n 3.   





 

 

 



 



 

 

 

 



 



 

 

Exercice 1 

1. (A1) Vrai: en effet  si  33n 0 mod 2013  alors il existe k  tel que 33n 2013k 61 33k   alors n 61k                   

ou encore  n 0 mod 61 .  

(A2) Vrai: en effet  33 11 11  et 11 divise 2013. Ainsi l’équation admet des solutions dans .   

2. (A3) Vrai :  en effet : 

 

  
x

2

u : x ln x est définie et dérivable sur 0,

e
x  est continue sur  donc elle est continue sur u 0,

1 x

1

 

 


 


  donc la fonction F 

est dérivable sur  0, . 

 (A3) Faux  : car pour tout    
     

ln x

2 2 2

e 1 x 1 1
x 0, ,  F ' x .

x x1 ln x 1 ln x 1 ln x
      

  
 

Exercice 2 

A. 1)  Une mesure de l’angle de f est    OB,OA 2 .
3


    Le rapport de f est 

OA 1
2.

OB
cos

3

 
 

 
 

  

2)  a)  Le triangle OAB est rectangle en B et de sens direct donc son image par f est un triangle rectangle 

en  f (B) et de sens direct. Or      f O O,  f B A et f A C   , il en résulte que le triangle OCA est  

 rectangle en A de sens direct et 
AC

2 donc AC 2AB.
AB

    

     b) Voir figure. 

B. 1) a)  On sait que g (A) = C et g (B) = A donc le rapport de g est 
AC

2
AB

 donc  ,4
g g h   or  g g B C ,  

il en résulte que    ,4
h B C C 4 B.      

    b)  Puisque C 4 B    donc   est le barycentre des points pondérés    C,1 et B, 4 d’où 4
C CB.

3
    

2)  a) G est le barycentre des points pondérés    A,1 et B, 2 d’où 1 1
BG BA BA

1 2 3
 


 et puisque g (G) = 

H,  g (A) = C et g (B) = A, on en déduit que 
1

AH AC
3

 . 

     b)  D’après a)       1 1 1 1
BG AH BA AC BC B C B 4 B B.

3 3 3 3
             

          On a BG AH B  donc BG AG GH B   donc  BG GH B   donc GH B BG G   , il en  

           résulte que G est le milieu de  H . 

      c)   G est le milieu de  H  donc H 2 G    et g est une similitude indirecte de centre , de rapport     

       2 et g (G) = H d’où l’axe de g est (GH). 
  

 

 

 

Corrigé  



 

Exercice 3 

1. a) 

1 0 1

IJ 0  et IK 1  donc IJ IK 1 .

1 1 1

     
            
          

 

b) Le vecteur

1

 IJ IK 1 0

1

 
    
 
 

 donc les points I, J et K ne sont pas alignés donc ils déterminent un plan 

P. 

1

 IJ IK 1

1

 
   
 
 

est normal à P donc P : x y z d 0 et I P      donc d 0 , on en déduit que 

P : x y z 0   . 

2.  1
v IJ IK .IS

6
  , 

0

IS 2  

1

 
  
 
 

donc  IJ IK .IS 3   Il en résulte que
1

v
2

 . 

3. a)      MJ MK MI IJ MI IK MI MI IJ IK MI IK IJ IJ IK MI JK IJ IK                  . 

      b)              MJ MK .MS MJ MK . MI IS MJ MK .MI MJ MK .IS MJ MK .IS           

               IJ IK .IS  . On en déduit que SMJK et SIJK ont le même volume d’où le volume de SMJK est 1

2
. 

4. a) h(P) = P’ donc P et P’ sont parallèles donc P' : x y z d 0    . Soit I’(x,y,z) = h(I) donc 
x 1 0

SI ' 2SI donc y 1 2 2

z 1 1

   
        
       

 on en déduit que  I ' 1,3, 1 , or I ' P '  donc d 3  . Ainsi P' : x y z 3 0    . 

b) On sait que               M SM P donc h M h SM h P  donc h M SM P' M'       , d’où 

 h M M' on montre de même que    h J J '  et h K K '   et puisque  h S S , il en résulte que 

h(SMJK)=SM’J’K’ donc le volume de SM’J’K’ est 3 1
2 4

2
  .  

Le volume du solide MJKM’J’K’ = V SM’J’K’- V SMJK = 
1 7

4
2 2

   . 

Exercice 4 

1. a)    i iAff EM 1 e 1 e      et   i iAff FN i ie i ie     . 

b)  iEM e 1   donc M varie sur C1 et iFN ie 1   donc N varie sur C2. 

c)  
 
 

i

i

Aff FN ie
i

eAff EM




   imaginaire donc FN EM  d’où les droites (FN) et (EM) sont perpendiculaires. 

2. a)  
 
 

   
i

i

i

Aff EP 1 i sin e 1
1 i sin e sin i sin cos i sin sin cos

eAff EM


 



  
                 . 



 
 

   
i

i

i

Aff FP 1 i sin e i
1 i sin e sin i sin cos i sin sin cos

i ie iAff FN


 



  
                   

 
. 

b) 
 
 

Aff EP
sin cos

Aff EM
     est réel donc (EP) et (EM) sont parallèles donc E, P et M sont alignés 

  
 
 

Aff FP
sin cos

Aff FN
      est réel donc (FP) et (FN) sont parallèles donc F, P et N sont alignés 

Ainsi P est le point d’intersection de (FN) et (EM). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Exercice 5 

I. 1.a)  
x

xx x

x

e 1
lim x lim 1

1e 1
1

e

 
   

   
 

 et  
x

xx x

e
lim x lim 0

e 1 
  


. Les droites y = 0 et y = 1 sont 

des asymptotes de C  respectivement en  et    

b)  
x

x
x 0 x 0

e
lim x lim

e 1  
   


 et  

x

x
x 0 x 0

e
lim x lim

e 1  
   


. La droite x = 0 est une asymptote de C  

c) Pour tout réel x non nul,  
 
   

x x 2x x

2 2
x x

e e 1 e e
' x 0

e 1 e 1

  
   

 
 

2. Pour tout réel x non nul,    x x x x 0      , on pose    h x x x    

  La fonction h est dérivable sur chacun des intervalles  ,0 et   0,  et    h ' x ' x 1 0    pour 

tout réel x non nul. 

      La fonction h est continue et strictement décroissante sur  ,0 (resp  0, ) donc elle réalise une 

bijection de  

        ,0 (resp  0, ) sur   h ,0  (resp   h 0,  ), 0  donc il existe un unique réel   

   , 0   

       (resp  0,  )  tel que    h 0     (resp    h 0     ). On en déduit que l’équation   



         x x   admet exactement deux solutions     , 0  et  0,   

II. 1)a)     a : y f a x a f a     donc   a a

a : y e 1 x a e a       d’où    a a

a : y e 1 x 1 a e     . 

                    bD : y g b x b g b    donc  b

1
D : y 1 x b 1 b ln b

b

        
 

 d’où b

1
D : y 1 x ln b

b

     
 

. 

            b)  (
a  et 

bD  sont parallèles) si et seulement si     f a g b   si et seulement si ( a1
1 e 1

b
    )  

                 si et seulement si ( a1
e

b
 ) si et seulement si ( ab e ). 

2) a) 
a  et 

bD  étant parallèles donc  

    (
a  et 

bD  sont confondues) si et seulement si 
  a

a

1 a e ln b

b e

  



 si et seulement si (   a1 a e a   ) si et 

seulement si  

     (  a aa e 1 e  ) si et seulement si ( a 0  et 
a

a

e
a

e 1



). 

b)  d’après 2) a) a  et  Db sont confondues alors   ( a ) = a   or  (  ) =  (   0 ) donc  est une tangente      

     commune à Cf et Cg en A (  , f (  ) ) et en B ( b , g ( b ) ) or b = e
-

 d’après ( II ; 1) a) ) donc  

      B( e
-

 , g(e
-

) ) . 

c)  On a aussi ( ) =   signifie  =  ,  est une tangente commune à Cf et à Cg respectivement en  

      A’(, f ()) et B’(e – 
 ; g(e

 –  
)). 

3) a) Voir figure. 

    b) f (– ) –  = e
 – 

 – ( – ) –  = e
 – 

 

    c) Voir figure. 

 

 

 

 

 

 

 



 



 



 



 



 

Exercice 1 

1. a)  2 3 5 0 6     donc le couple  3,0  est une solution de  E . 

b)  Le couple  3,0  est une solution de  E  donc    2 5 2 3 5 0 2 3 5  x y x y           

      donc 
25

2 5 1

y 


 
 d’où d’après Gausse 2 y par suite il existe k   tel que 2 .y k   

      En remplaçant y par sa valeur trouvée dans   on obtient 5 3,  .x k k      

      Réciproquement : Pour tout k  ,     2 5 3 5 2 6.k k   
      

       
Ainsi   5 3,2 ,  S k k k         

2. a)  Soit  ,x y  une solution de  E , 
x y x

x y y

  


 
 donc 5 6x y x y    , il en résulte que  

      6 1,2,3,6 .x y D
    

b)  Soit  ,x y  une solution de  E , 

 
 
 

5 3 0 mod3

3 2 0 mod3

0 mod 2

k

x y k

k

  


   
 

donc 

 
 
 

5 3 0 mod3

4 0 mod3

0 mod 2

  



 

k

k

k

 d’où 

 
 

0 mod3

0 mod 2

2 3 1





  

k

k  donc 6 ,  k n n  , il en résulte que 

30 3
,  .

12

x n
n

y n

  
 

  

Réciproquement : Si 
30 3

,  ,
12

x n
n

y n

  
 

   2 5 2 30 3 5 12 6x y n n       donc  x, y  est 

une solution de  E de plus 
 

 
30 3 0 mod3

12 0 mod3

x n

y n

   


 
 et  x est impair donc elle n’est pas divisible 

par 6, d’où 3x y  . Ainsi 3x y  
30 3

,  .
12

x n
n

y n

  
 

 

Exercice 2 

1. a)  

2

X x

y
Y







 . 

b)   ,P x y C  donc 
2 2 4x y   donc 

2 24 4X Y   donc 
2

2 1.
4

X
Y   Ainsi  ,M X Y  

varie   sur l’ellipse d’équation 
2

2 1.
4

X
Y    

c)   

 

Corrigé  



 

  

2. a) 
0

3

3
IP

 
 
 

  et 
0

1

3
OP

 
 
 

, 0 0. 3 3 0OP IP    donc la droite  0IP  est tangente à C en 0P . 

On en déduit que (T) coupe l’axe des abscisses en I. 

b)  Soit (T’) la tangente à (E) en 0M , alors   3
' : 1

4 2

X
T Y   . 

 pour 0Y   on obtient 4X   ce qui prouve que  ' .I T   

Exercice 3 

I. 1)  La fonction f est dérivable sur  0,  et pour tout  0, ,x    

         2
2

2 2 2

12 1 2
1 .

1 1 1

xx x x
f x

x x x

     
  

  

2)  a) Pour tout 0,  x   

     2 2 2

2 2 2

1 1 1
ln 1 ln 1 ln ln 1 2ln ln 1

                               
f x x x x x x x x x

x x x

. 

b)   
2

ln 1
lim lim 1 2 ln 1 .

x x

x
f x x

x x 

           
   

  

    
  2

1
ln 1

ln
lim lim 1 2 1.

x x

f x x x

x x x 

         
 

 

c)  
2

1
lim lim 2ln ln 1 .

x x
f x x x

x 

             
 .  C admet une branche parabolique  

      de direction celle de la droite y x au voisinage de .   

3)  

x 0                            1                              

 f x                               

f   0                                                                       

4)  a)    : 0 0 .
d

y f x f x      

     b)  Pour tout  0, ,x      2ln 1 0    f x x x  car 
21 1 x  donc la courbe C est                            

          au-dessous de .    

      c)  

  



II. 1) a)   La fonction u : x tan x est dérivable sur 0,
2

 
  

et la fonction 
2

1
t

1 t
 est continue sur    

            donc u 0,  et 0
2

         
. On en déduit que G est dérivable sur 0,

2

 
  

.  

             Pour tout     2

2

1
x 0, ,G' x 1 tan x 1.

2 1 tan x

       
 

b) On sait que pour tout  x 0, ,G' x 1
2

    
 donc  G x x c,  c   . Or  G 0 0 , il en 

résulte que c 0 Ainsi pour tout  x 0, ,G x x.
2

    
 

c) 
1

20

dt
G

4 41 t

    
   . 

  2)  a) 
   
 

 

 

2

2

2
ln 1

1
1

x
u x x u x

x
v x v x x

      
   

  

   
2 2

11 1 1
2 2

2 20 0 00

1 1
ln 1 ln 1 2 ln 2 2

1 1

x x
x dx x dx dx

x x

               

                          
1 1 1

2 2 20 0 0

1 1
ln 2 2 1 ln 2 2 1 ln 2 2 2 .

1 1 1

dx
dx dx

x x x

                       

b)  A      1 1 1 1
2

20 0 0 0
ln 1 ln 2 2 2

1

dx
f x x dx x f x dx x dx

x
                 

        ln 2 2 2 ln 2 2 .
4 2

u a
         

 
 

Exercice 4 

1) a) 
2 6 2 5 3 5 1 5 1 5

1 1 1 .
4 2 2 2 2 2

q q
  

            

b) 
1 5 1 5

1 .
2 2

FG FB AE AD DE AD DC q
  

            

     
21 .EG EF FG q q       

2) a)  
   , 2

2

1

FC FG

FG q
q

FC

  

  


  donc  1 .S C G   

b)  FCDE est un carré direct donc son image par 1S  est un carré direct, or  1S F F , 

 1S C G et  

      BFGH est un carré direct donc l’image du carré FCDE par 1S  est le carré BFGH. 

3) 

    
2

, 2 2
2

GH GE

GE q
k q

GH q

     

   


  



4) a) 
   , 2

2

1

FE FB

FB q
q

FE

  

  


  donc  1S E B et puisque  1S C G ,  1S F F et l’image du carré  

  FCDE par 1S  est le carré BFGH, il en résulte que  1 .S D H  

         2 1 2 .h D S S D S H E     

b)  h est la composée de deux similitudes directes de même rapport q et d’angles respectives 
2


 

et 
2


  donc h est une similitude directe de rapport 

2 1q   et d’angle nul, il en résulte que h est 

une homothétie de rapport 
2

q . 

c) Les vecteurs AE  et AD  sont colinéaires et de même sens donc ,  0AE AD    

Donc 2

1

AE q
q

AD

q

    . On en déduit que 
2

AE q AD et h est l’homothétie de rapport 2
q  

qui envoie E en D donc A est le centre de h. 

d)       2 1 2h C S S C S G G   , il en résulte que A, G et C sont alignés. 

e)       2 1 2h E S S E S B I   donc  2S B I  

                2 1 2h F S S F S F J   donc  2S F J et puisque  2S G G et  2S H E il 

en résulte que l’image du carré BFGH par 2S  est le carré IJGE. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5) a) 
0 2

0 1
FCDE

a q FC A    ,  
2 2

1 BFGH
a q FG A     et  

4 2

2 GEIJ
a q EG A    

b)     1
2 2 2

2

2 2
0 0

1 1
.

1 1

n
nn n

n

n k

k k

q q
A a q

q q




 

 
   

     

     
2 2

2 2

1 1 1
lim lim  0 1 .

1 1

n

n
n n

q
A q

qq q



 


    

 
  

     
1 5 1

2
ABCD

A CD AD AD
q


     . 
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Exercice 1    

Le plan est muni d’un repère orthonormé. 

Soit f une fonction définie et dérivable sur  [
1

2
, 5] telle que sa courbe représentative (C) passe par les 

points A(1,0) et B(3, 1). Dans la figure ci-contre, on a représenté la courbe (C’) de la dérivée f ’ de la 

fonction f.  

Répondre par vrai ou faux en justifiant la réponse. 

1) (C) admet une tangente de coefficient directeur -1. 

2) L’aire de la partie hachurée est égale à 1.  

3) (C) admet une tangente de coefficient directeur  
1

2
 .  

4) Pour tous a et b de [1,3], 
 

  f(b) f(a) b a . 

 

Contenu 

  Tangente à une courbe 

 Notion d’aires  

 Inégalités des accroissements finis 

Solutions  

1. Faux., car  Pour 
1

x ,5
2

, f x 0.  Par suite f x 1  pour tout
1

x ,5
2

. 

2. Vrai. En effet : La fonction f  est continue et positive sur 1,3  donc l’aire de la partie hachurée est égale à : 

3

1
f x dx f 3 f 1 1 0 1. 

3. Vrai. En effet : La fonction f  est continue sur 
1

,5
2

 et 
1 1

f ,5
2 2

 donc il existe 
1

c ,5
2

 tel que
1

f c .
2

 

4. Vrai. En effet : La fonction f est dérivable sur 1,3  et pour x 1,3 ,  f x 1.                                                              

D’après l’inégalité des accroissements finis, pour tous a et b de 1,3 , f b f a b a .   
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Exercice 2   

Dans le plan orienté, AIJ est un triangle quelconque,  BAJ et  CIJ sont deux  

triangles isocèles respectivement en B et C  tels que  2
6

(BA,BJ)   
   et  

 2
6

(CI,CJ)   
  . 

On désigne par t la translation de vecteur  IA  et par  rB et  rC  les  rotations de 

même angle 
6


  et de centres respectifs B et C.  

1) a) Déterminer  rC (I). 

b) Montrer que rB o t(I) = J. 

c) En déduire que  rB o t = rC. 

2) Soit K = t (C). 

Montrer que BC = BK et  2
6

 (BC,BK)  
  . 

3) Soit D le point du plan tel que le triangle DIA est isocèle en D et  2
6

(DI,DA)   
  . 

a) Soit O le milieu de [AC]. 
Montrer que l’image du triangle DIA par la symétrie centrale de centre O est le triangle 

BKC.   

b)  Montrer que  ABCD est un parallélogramme. 
 

Contenu 

 Composée  rotation et translation 

 Configuration de base ( triangle isocèle, parallélogramme) 

Aptitudes visées : 

 Reconnaître la composée d’une rotation et d’une translation 

  Exploiter une isométrie pour déterminer la nature d’un quadrilatère. 

Solutions  

1. a)  Le triangle CIJ est isocèle en C et CI,CJ 2
6

  , par suite CI CJ  et CI,CJ 2
6

  .                                           

On en déduit que Cr I J . 

b) Le triangle BAJ est isocèle en B et BA,BJ 2
6

 
  , par suite BA BJ  et BA,BJ 2

6
 

  .                                   

On en déduit que
B
r A J .

B

t I A

r A J
 donc

B
r t I J . 

c) 
B
r t  est la composée d’une rotation d’angle 

6


 et d’une translation donc c’est une rotation d’angle

6


. 



Or  
B
r t I J , CI CJ  et CI,CJ 2

6

  . Il en résulte que C est le centre de
B
r t .                                                        

On en déduit que 
B C
r t r .   

2. Puisque K t C  donc
B B
r t C r K , or 

B C
r t C r C C . Il en résulte que 

B
r K C ou encore 

BC BK  et BC,BK 2
6

  . 

3. a)  On sait que K t C  donc CK IA  et les points I, A et C ne sont pas alignés donc IAKC est un 

parallélogramme. Comme O est le milieu de IC  donc O est le milieu de IK . Il en résulte que 
O

S I K.   

d’autre part  Le point O est le milieu de AC  donc 
O

S A C.  

Le triangle DIA est isocèle de base IA   tel que DI,DA 2
6

 
  . 

O
S I K ,

O
S A C , BK,BC 2

6
 

   et le triangle BKC est isocèle de base KC .  

On en déduit que l’image du triangle IAD par 
O

S  est le triangle BKC. 

b) L’image du triangle IAD par 
O

S  est le triangle BKC, 
O

S I K  et
O

S A C  donc 
O

S D Bou encore O 

est le milieu de BD  de plus O est le milieu de AC et les points A, B et C ne sont pas alignés. On en déduit que 

ABCD est un parallélogramme.   

Exercice 3   

Le plan est muni d’un repère orthonormé direct (O, u, v) .  

On désigne par A le point de coordonnées (3 , 2).  

Soit N un point de l’axe (O, u)  et  P le point de l’axe  (O, v)  tel que  ANP est un triangle rectangle en 

A. 

    1) a) Soit les points E(3 ,0) et F(0,2). 

            Montrer qu'il existe une unique similitude directe S de centre A qui transforme E en F.   

            Donner son rapport et son angle.  

        b) Déterminer l’image de l’axe  (O, u)  par S.  

        c) En déduire que S(N) = P. 

        d) Soit M un point d’affixe z et M’ le point d’affixe z’ tel que M’ = S(M). 

            Montrer que    
3 13

2 2
z' i z   i   . 

    2) a) On note x l’abscisse du point N et y l’ordonnée du point P.  

              Montrer que  3 x + 2 y = 13. 

        b) Déterminer les points N et P dont les coordonnées sont des entiers. 

 

Contenu  

 Similitude directe ( image d’une configuration de base par une similitude directe, expression 
complexe d’une similitude directe) 

  Arithmétique  

Aptitudes visées : 



 Reconnaître  une similitude directe. 

 Reconnaître l’image d’une droite par une similitude directe. 

 Identifier l’image d’un point par une similitude directe. 

 Résoudre un problème d’arithmétique.  

Solutions  

1. a)  A E  et A F  donc il existe une unique similitude directe S de centre A qui envoie E en F, son rapport est 

AF 3
k

AE 2
 et son angle a pour mesure 


AE,AF  2 .

2
 

b) S E F  et E O,u  donc S O,u  est la droite passant par F et perpendiculaire à O,u .  

     Il en résulte que S O,u O,v . 

      c) S AN  est la droite passant par A et perpendiculaire à AN , il en résulte que S AN AP .   

          N AN O,u  donc S N S AN S O,u AP O,v P . D’où S N P.   

d) S est la similitude directe de centre A d’affixe
A

z 3 2i , de rapport 
3

2
et d’angle

2


.  

Soit M un point d’affixe z et M’ le point d’affixe z’, image de M par S. L’expression complexe de S est de la 

forme z' az b, a  et b  avec 
(i )

2
3 3

a e i
2 2



 et 
b

3 2i
3

1 i
2

 donc
13

b i
2

.                            

On en déduit que 
3 13

z ' iz i.
2 2

  

2. a) L’affixe de N est 
N

z x et l’affixe de P est 
P

z iy . 

3 13 3 13 3 13
S N P iy ix i x i y x 3x 2y 13.

2 2 2 2 2 2
  

b)N x,0  et P 0,y . x et y sont des entiers si et seulement si x,y  est solution de l’équation  

    3x 2y 13  dans . 

     Résolvons alors dans  l’équation E : 3x 2y 13.  

   1,5  est solution de E  donc 3x 2y 13 3x 2y 3 1 2 5 3 x 1 2 y 5  . 

    3 divise 2 y 5 et 3 2 1  donc d’après Gauss  3 divise y 5  par suite y 5 3k  avec k   

    ou encore y 3k 5 . En remplaçant y par sa valeur dans , on obtient  x 2k 1 avec k . 

          Réciproquement3 2k 1 2 3k 5 3 10 13 . 

          On en déduit queN 2k 1,0 , P 0, 3k 5  aveck .  

 

 

 



Exercice 4   

Un laboratoire de sciences physiques dispose d’un ensemble d’oscilloscopes de même  modèle. La 

durée de vie, en nombre d’années, d’un oscilloscope est une variable aléatoire notée X  qui suit la loi 

exponentielle de paramètre 0,125. 

Dans tout l'exercice on donnera les résultats à 10-3 près par défaut. 

   1) a) Montrer que  10p (X )  0,286  . 

       b) Calculer la probabilité qu’un oscilloscope ait une durée de vie inférieure à 6 mois. 

    2) Le responsable du laboratoire veut commander n oscilloscopes (n≥2). 

        On suppose que la durée de vie d’un oscilloscope est indépendante de celle des autres. 

        On note p1 la probabilité qu'au moins un oscilloscope ait une durée de vie supérieure à 10 ans. 

        a) Exprimer p1 en fonction de n. 

        b) Combien d’oscilloscopes, au minimum,  devrait commander le responsable pour que p1 soit 

supérieure à 0.999 ? 

Contenu  

 Loi de probabilité continue ( loi exponentielle) 

 Loi binomiale  

Aptitudes visées : 

 Calculer la probabilité d’un évènement pour une loi exponentielle. 

 Reconnaître une loi binomiale 

 Calculer la probabilité d’un évènement pour une loi binomiale. 

Solutions   

1. a) 0,125 10 1,25p X 10 e e 0,286.  

b)  L’évènement « l’oscilloscope a une durée de vie inférieur à 6 mois » se traduit par 0 X 0,5 . 

    

0,125

0,06252p 0 X 0,5 1 e 1 e 0,06.  

2. On considère la variable aléatoire Y qui prend pour valeurs, le nombre d’oscilloscopes qui ont une durée de vie 
supérieure à 10 ans. Y suit une loi binomiale de paramètres n,p X 10 0.286 . 

La loi de Y est donnée par 
k n kk

n
p(Y k) C 0.286 0.714 , k 0,1,....,n .   

a) 
n

1
p p Y 0 1 p Y 0 1 0,714 . 



b) 1p 0,999
n n

1 0,714 0,999 0,714 0,001 nln 0,714 ln 0,001

ln 0,001
n 20.505

ln 0,714
. Soit n 21.  

Exercice 5     

I ] On considère la fonction 2
f  définie sur  0 , par 

 
2

2
 f (x) x lnx  et on désigne par (Γ) sa courbe 

représentative dans un repère orthonormé (O, i,  j) . 

1) a) Calculer
2

0x
lim f (x)  et  

2x
lim f (x) . 

b) Calculer 2

x

f (x)
lim

x
 et interpréter graphiquement le résultat.  

c) Dresser le tableau de variation de 2
f . 

2)  On a tracé ci-dessous , dans le repère (O, i,  j) , la courbe (L) de la fonction ln et la courbe (C) 

d’équation y = x². 

a) Soit x > 0. On considère les points M et M2  de même abscisse x et appartenant 

respectivement à (L) et (C). Vérifier que  
2 2

MM f (x).
 

b) Construire alors  les points de la courbe (Γ) d’abscisses respectives  2, 
1

e
 et 

1

2
.  

c) Tracer la courbe (Γ) dans le repère (O, i,  j)  .  

II ] 1)  Soit k un entier supérieur ou égal à 2.  

          On considère la fonction kf définie sur  0 ,  par  k

kf (x) x lnx .
    

a) Déterminer 
'

kf  
la fonction dérivée de

 kf . 

b) Montrer que kf  admet un minimum en 
1

k

k
  égal à   

1 lnk

k
. 

c)  Pour tout réel x > 0, on considère les points  Mk (x,xk) et  M (x,ln x). 

                Déterminer la valeur minimale de la distance MMk. 

      2) Pour tout entier k ≥ 2,  on pose  
1

k
ku

k
  . 

           a) Vérifier que  k

lnk
lnu

k
 et en déduire la limite de (uk). 

           b) Soit A(1, 0) et Ak le point  de coordonnées (uk, fk(uk)).  

               Calculer la limite de la distance AAk lorsque k tend vers +∞.  

 



 

2 3 4 5 6

2

3

4

5

-1

0 1

1

x

y

x

M

M2

1/2

 

 Fonction ln : continuité, dérivabilité, branches infinies  . 

 Notion d’extremum 

 Suite réelle. 

Aptitudes visées : 

 Calculer la limite d’une fonction. 

  Interpréter graphiquement un résultat. 

 Etudier les variations d’une fonction. 

 Reconnaître un minimum d’une fonction. 

 Calculer la limite d’une suite réelle. 



Solutions   

I.  

1. a) 2
x 0
lim f x , 2

2 2x x

ln x
lim f x lim x 1

x
. 

b) 
2

x x

f x lnx
lim lim x

x x
 donc  admet une branche parabolique de direction celle de O, j . 

c) La fonction 
2
f est dérivable sur 0, et pour tout x 0, , 

2

2

1 2x 1
f x 2x .

x x
                               

Le signe de 
2
f x  est celui de 22x 1. 

22x 1 1
x

x 0, 2
.    

x 0  
1

2
   

2f x    0   

      

2f       

   
1 1

ln2
2 2

   

 

2. a) Pour tout x 0, , 
2

2 2 2MM x lnx f x f x  car 2f admet un minimum global strictement  

    positif sur 0,  donc
2
f x 0  pour tout x 0, . 

b) *) La droite passant par le point A de l’axe des abscisses d’abscisse 2 et parallèle à l’axe des ordonnées coupe 
L  en B et C  en E. Ainsi le point de  d’abscisse 2 est le point G de AE tel que EG AB . 

**) Du point de l’axe des ordonnées d’ordonnée 1, on mène la parallèle à l’axe des abscisses. Elle coupe L  en 

N. Du point N on mène la parallèle à l’axes des ordonnées. Elle coupe C  en Q et l’axes des abscisses en R, le 

point de  d’abscisse 1

e
 est alors le point S du segment RQ  tel que RS NQ. . 

***) Du point de l’axe des ordonnées d’ordonnée 1

2
 on mène la parallèle à l’axe des abscisses.  Elle coupe C  en F et 

de F on mène la parallèle à l’axe des ordonnées elle coupe L en H et l’axe des abscisses en K, le point de   d’abscisse 

1

2
 est alors le point J de la demi-droite KF  tel que KJ HF.  

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

II.  

1. a)  La fonction 
k
f est dérivable sur 0, et pour x 0, , 

k
k 1

k

1 kx 1
f x kx .

x x
 

b) k
k

1
f x 0 x

k
 de plus k

k

1
f x 0 0 x

k
 et k

k

1
f x 0 x

k
 . il en résulte que 

k
f  

s’annule en k
1

k
 en changeant de signe, d’où  kf  admet un minimum en k

1

k
 égal à 

k

k k k
k

1 1 1 1 1 1 lnk
f ln lnk

k k k k k k
. 

c) 
k

k k kMM x lnx f x f x  car le minimum de kf  est 
1 lnk

0 pour k 2
k

  . Donc la valeur minimale 

de kMM  est la valeur minimale de 
k
f sur 0,  qui est égale à k

k

1 1 lnk
f .

k k
. 

2. a) Pour tout k 2, k
k

1 1 1 lnk
lnu ln ln

k k k k
. k

k k

lnk
lim lnu lim 0

k
 d’où k

k
lim u 1. 

b) 
22

k k k k
AA 1 u f u . Or 

kk
lim u 1 et k k

k k k

1 lnk 1 lnk
lim f u lim lim 0

k k k
. 

On en déduit que 
22

k k k kk k
lim AA lim 1 u f u 0.  



 



 



 



 

 

 

 

 

 

 

  

Exercice 1    

Une expérience aléatoire est représentée par l’arbre de probabilité suivant : 

                                                   

                                                  

                                                                                              

                                                                          

  

Répondre par vrai ou faux à chacune des affirmations suivantes en justifiant  la réponse : 

1) p(A) = 0,6 . 

2) La probabilité de B   sachant A est égale à 0,7.  

3) p(B)=0,7. 

4) p(A∪B) = 0,64. 

 

Contenu 

  Probabilité d’un évènement 

 Probabilité conditionnelle 

Solutions  

1. Vrai. En effet : p A 1 p A 1 0,4 0,6. 

2. Vrai. En effet : p B A 1 p B A 1 0,3 0,7.  

3. Faux. Car p B p B A p B A p A p B A p A p B A  

                                           p A p B A p A 1 p B A 0,4 0,3 0,6 0,4 0,36.  

4. Vrai. En effet : p A B p A p B p A B 0,4 0,36 0,12 0,64.  

Exercice 2   

Soit a un réel strictement positif. 

1) Résoudre dans ℂ l’équation : z2 – (1+ i) a z + i a2  = 0. 

2) Le plan est rapporté à un repère orthonormé direct  (O, u , v ) . 
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   A B  

A B  

     A B  

  A B  

0,6 

0,3 

0,4 A 

 



    On désigne par A et B les points d’affixes respectives a et ia. 

   a) Quelle est la nature du triangle OAB ? 

   b) Déterminer l’affixe du point C tel que OACB soit un carré. 

3) Soient P et Q les points du plan tels que les triangles OAP et AQC sont équilatéraux de sens 

direct. 

   a) Montrer que l’affixe de P est égale à  
1 3

2 2
( i ) a  . 

   b) Calculer l’affixe du point Q. 

   c) Montrer que les points B, P et Q sont alignés. 

Contenu 

 Equation du second degré dans  

 Affixe d’un point, point image 

 Configuration du plan 

Aptitudes visées : 

 Résoudre une équation du second degré dans  

 Déterminer l’affixe d’un point 

 Exploiter des écritures complexes pour montrer l’alignement de trois points. 

Solutions  

1. 
2

2 2 22ia 4ia 2ia 1 i a .  On en déduit que 
1 2

z a et z ia. S a,ia .  

2. a)  Puisque 
OA OB

z a et z ia donc 
OB

OA

OA OB a a

z
i 

z

  d’oùOA OB  et   OA OB .  

     On en déduit que le triangle OAB est rectangle isocèle en O. 

b)  On sait que le triangle OAB est rectangle isocèle en O, par suite OACB est un carré si et seulement si OA BC     

           OA BC
C COA BC

équivaut à  (z z )équivaut à  (a z ia) équiv aut à (z a ia.)
 

         
Ainsi OACB est un carré si et seulement si 

C
z a ia . 

3. a)  Le triangle OAP est équilatéral de sens direct donc  P est l’image de A par la rotation de centre O et d’angle 
3


 

par suite  
i
3

P
z e



a, on en déduit que
P

1 3
z i a

2 2
. 

b)  Le triangle AQC est équilatéral de sens direct donc  Q est l’image de C par la rotation de centre A et d’angle 
3


 

par suite
i
3

Q C A A
z e z z z



, on en déduit que Q

1 3 3 1
z i ia a a 1 i

2 2 2 2
. 



       c)  P B
2

Q B

1 3
i 1

1 i 3 2 2 3 i1 i 3 22 2z z

z z 3 1 2 3 i 2 3 11 i
2 2

2

2 3 3 2 2
.

3 32 3 1

 

            Il en résulte que BP

BQ

z

z
 est réel, donc les vecteurs BP  et BQ  sont colinéaires 

           par suite les points B, P et Q sont alignés. 

 

Exercice 3   

1) On considère dans   l’équation (E) : 7 x + 18 y = 9. 

   a) Montrer que le couple (9,3) est une solution particulière de l’équation (E). 

   b) Résoudre dans   l’équation (E). 

2) Résoudre alors dans , le système  


 

n 6   (mod 7)

n 15 (mod18)
    

Contenu  

  Equation de type  a x + b y = c     où a, b et c sont des entiers     

Aptitudes visées : 

 Résoudre dans   une équation de type  a x + b y = c     où a, b et c sont des entiers     

  Résoudre un problème d’arithmétique 

Solutions  

1. a) 7 9 18 3 9 7 6 9  donc 9, 3  est solution de E . 

      b) On sait que 9, 3  est solution de E , donc 7x 18y 7 9 18 3 7 x 9 18 y 3 . *   

         7 divise 18 y 3 et7 18 1 donc d’après Gauss que 7 divise y 3  donc y 3 7k, k   

          Par suite y 7k 3, k . En remplaçant y par sa valeur dans * , on obtient x 18k 9, k .  

           Réciproquement : Pour tout k , 7 18k 9 18 7k 3 7 9 18 3 9 . 

           On en déduit que S 18k 9, 7k 3 ,k . 

2. 
n 6 mod 7

n 15 mod 18
 si et seulement s’il existe x,y   tel que 

n 6 7x

n 15 18y
donc 6 7x 15 18y  

d’où7x 18 y 9 . D’après 1) b) il en résulte que x 18k 9, k , par suite  n 69 126k, k .  

Réciproquement : Sin 69 126k, k , comme 

126 18 7

69 6 mod7

69 15 mod18

 alors 
n 6 mod 7

n 15 mod 18
. 

 On en déduit queS 69 126k, k . 



Exercice 4 

On considère dans le plan orienté un carré ABCD de centre O tel que (AB,AD) [2 ]
2


  . 

On note I, J et K les milieux respectifs des segments [AB], [CD] et [AD]. 

Soit S la similitude directe qui transforme A en O et B en J.  

1) Montrer que S est de rapport  
1

2
 et d’angle  

2


 . 

2) a) Déterminer les images des droites (BC) et (AC) par S. 

b) En déduire S(C). 

3) a) Déterminer  l’image du carré ABCD par S. 

b) En déduire  que S(D) = K. 

c) Soit  Ω le centre de S. Montrer que Ω est le barycentre des points pondérés 

    (C ,1) et (K , 4). 

d) Soit E le milieu du segment [OD]. Montrer que SoS(A) = E. 

           e) Construire Ω. 

      4) Montrer que les droites (AE), (CK) et (DI) sont concourantes.  

Contenu  

 Similitude directe 

 Image d’une configuration de base par une similitude directe 

Aptitudes visées : 

 Reconnaître une similitude directe. 

 Construction du centre d’une similitude directe 

 Montrer que trois droites sont concourantes 

Solutions   

1. Le rapport de S est 

1
AD

OJ 12k .
AB AD 2

  

Une mesure de l’angle de S est AB,OJ AB,AD  2 2 .
2

    

2. a) S B Jdonc S BC  est la droite passant par J et perpendiculaire à BC  d’où S BC CD . 

          S A O  donc S AC  est la droite passant par O et perpendiculaire à AC  d’où S AC BD . 

      b) C AC BC  donc S C S AC S BC BD CD D  d’où S C D . 

3. a)  Le carré ABCD est un carré direct donc son image par S est un carré direct.  

Or S A O, S B J, S C D  et le carré OJDK est un carré direct, on en déduit que l’image du carré ABCD 

par S est le carré OJDK. 



b) Puisque l’image du carré ABCD par S est le carré OJDK or S A O, S B J et S C D ,  

    on en déduit queS D K . 

     c) On a S C D  et S D K  donc S S C K , or S S  est la similitude directe de centre  , de     

         rapport 
1 1 1

2 2 4
 et d’angle  2

2 2

     donc S S  est l’homothétie de centre   et de rapport  

         
1

4
. Il en résulte que 

1
K C

4
   donc C 4 K 0   par suite   est le barycentre des points  

          pondérés C,1  et K,4 . 

     d) S S A S O , or O est le milieu de AC  donc S O  est le milieu de S A S C OD , il en résulte  

        que S O E  par suiteS S A E . 

    e)  On sait que S S  est l’homothétie de centre   et de rapport 
1

4
et S S A E  donc   appartient à la  

         droite AE  d’où   est le point d’intersection des droites AE  et KC . D’où la construction de .  

4. Les droites AE  et CK  sont sécantes en  .  

      Soit L le milieu de OK , puisque K est le milieu de AD  donc S K  est le milieu de S A S D OK , 

      il en résulte que S K L  par suiteS S D L . On en déduit que DL .  

      Montrons que I DL .  soit h l’homothétie de centre D et de rapport 2. 

      h K A et h O B  donc h L I . Il en résulte que I DL et par suite DI .  

On en déduit que les droites AE , CK  et DI  sont concourantes en  . 

 

 

Exercice 5  

1) Soit g la fonction définie sur   0 , par g(x) = 1 + x – x lnx. 

a) Etudier les variations de g. 

           b) En déduire que l’équation g(x) = 0 admet une unique solution x0 dans  0 , . 

               Vérifier que  3,5 < x0 < 3,6. 

c) En déduire le signe de g.  

2) Soit f la fonction définie sur  0 , par 
21

ln x
f(x) = 

x
. 

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repère orthonormé (O, i,  j)  .  

           a) Calculer  f '(x)  et vérifier que 
2

22

g(x )
f '(x) = 

x (1+x )
 . 

           b) Dresser le tableau de variation de f. 

           c) Vérifier que    0

0

1
f( x ) =  

2 x
 . 

            d) Tracer la courbe (C). (On prendra x0 ≈ 3,6) 



3) Soit (an) la suite définie sur  par  
1

1
 

 
n

n
 

a   f(t) dt . 

     a) Montrer que la suite (an) est croissante. 

b) Montrer que pour tout x de l’intervalle  0 1] , [ ,   
1

2
 ln x  f(x)   ln x  . 

           c) En déduire que     
1 1 1

1 1
2

      
 

n

ln n ln n
   a    .

n n
               

           d) Montrer alors que la suite (an) est convergente et que sa limite appartient à l'intervalle 
1

1
2

[ , ].
 

Contenu 

 Fonction ln : continuité, dérivabilité, branches infinies , variation, courbe représentative . 

 Théorème de la bijection 

 Calcul intégral, suite réelle. 

Aptitudes visées : 

 Déterminer le signe d’une expression 

 Etudier les variations d’une fonction. Déterminer un extremum d’une fonction 

 Etudier une suite définie par une intégrale 

 Encadrer la limite d’une suite réelle. 

Solutions   

1. a) La fonction g est dérivable sur 0, et pour x 0, , 

1
g' x 1 ln x x ln x.

x x 0 x 0
lim g x lim 1 x xlnx 1 et

x x
lim g x lim 1 x 1 lnx . 

 

x 0  1  
 

g' x   
 

0   

   2   

g      

 1     
    

     b)  La fonction g est continue et strictement croissante sur 0,1  donc g 0,1 1,2  ,  par suite g x 0  sur 0,1 . 

          La fonction g est continue et strictement décroissante sur 1, donc g réalise une bijection de 1,  

          sur g 1, ,2 ,  0 ,2  donc il existe un unique réel 
0

x de 1,  tel que 0g x 0 .  

          On en déduit que l’équation g x 0 admet une solution unique solution
0

x dans 0, . 

          La fonction g est continue sur 3.5,3.6  et g 3,5 0,11 0  et g 3,6 0,01 0  d’où 03,5 x 3,6 . 

    c)  Pour tout x 0,1 , on a g x 0 . 

       g est strictement décroissante sur 01,x  et 0g x 0  donc 
0

g x g x 0 , pour tout 0x 1,x . 



       g est strictement décroissante sur 0x ,  et 0g x 0  donc 
0

g x g x 0 , pour tout 0x x , . 

x 0  
0x   

 
g x   

0  

 

2. a)  La fonction f est dérivable sur 0, et pour tout x 0, , 

2
2 2 2 22 2

2 2 2 22 2 2 2

1
1 x 2x lnx 1 x x ln x g x1 x 2x lnxxf ' x

1 x x 1 x x 1 x x 1 x
 

      b)  Le signe de f ' x est celui de 2g x . 

2 2

0

0

g x 0 x x
x x

x 0,x 0,
. 

             
x x

lnx

xlim f x lim 0
1

x
x

.  

x 0  
0x  

 
 

f ' x   
 

0   

   
0f x  

  

f      

     0 

       c) 
0 0

0

0 0

ln x lnx
f x

1 x 2 1 x
 or 0g x 0  donc 0

0

0

1 x
lnx

x
 d’où 

0

0
0

0 0

1 x

x 1
f x

2 1 x 2x
. 

       d) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. a)  Pour tout 
*n , soit F la primitive de f sur 0,1  qui s’annule en 1, il en résulte que pour tout *n ,  

     
n

1
a F .

n
 



      Pour tout x 0,1 , on a f x 0  donc F est décroissante sur 0,1 , or pour tout 
*n ,

1 1
0 1

n 1 n
  

      donc 
1 1

F F
n 1 n

 d’où n n 1a a  par suite na  est croissante. 

      b) Pour tout x 0,1 , 21 1 x 2  donc
2

1 1
1

2 1 x
, comme lnx 0, x 0,1  donc  

          
2

lnx 1
lnx lnx

1 x 2
 d’où 1

lnx f x lnx
2

. 

   c)  Pour tout x 0,1 , 
1

lnx f x lnx
2

,  les fonctions f, 
1

x lnx et x lnx
2

 sont continues sur 
1

,1
n

   

         donc 
1 1 1

1 1 1

n n n

1
lnx dx f x  dx lnx dx

2
 d’où 

1 1
1 1n
n n

1
x lnx x a x lnx x

2
 par suite 

           n

1 1 1 1 1 1 1
1 ln a 1 ln

n n n 2 n n n
 donc n

1 1 lnn 1 lnn
1 a 1

2 n n
. 

   d)  Pour tout *n , lnn 0  donc 
1 lnn

1 1
n

, ainsi na  est croissante et majorée par 1 donc elle est  

        convergente. 

        De plus n

1 1 lnn 1 lnn
1 a 1

2 n n
 pour tout *n . 

        
n n

1 1 lnn 1 1 lnn
lim 1  et lim 1 1

2 n 2 n
. On en déduit que n

n

1
lim a 1

2
. 
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Le sujet comporte 4 pages numérotées de 1/4 à 4/4. 

La page 4/4 est à rendre avec la copie. 
Exercice 1 ( 3 points) 

Dans ce qui suit, x et y désignent des entiers. 

Répondre  par vrai ou faux en justifiant la réponse. 
a) x3  x ( mod 2). 

b) Si  x  2 ( mod 14)  alors  x  1 ( mod 7). 

c)  Si  4x  10y ( mod 5) alors  x 0 ( mod 5). 

d) Si 
x 4(mod 5)
y 5(mod8)


 
      alors        8x - 5y = 7 . 

Exercice 2 (6 points) 
I - Soit  g la fonction définie sur  IR par  g(x) = e–x  et ( ) sa courbe représentative dans un repère  
     orthonormé  (O, i, j)

 
 . 

1) Déterminer  une  équation de la tangente à () au point d’abscisse 0 . 
2) a) Montrer que pour tout  x ≥ 0,        1 – x  ≤ e–x  ≤ 1 . 

b) En déduire que pour tout  x ≥ 0,        x – 
2x

2
≤ 1 – e–x  ≤ x .       

II - On considère la fonction f définie sur [0,+∞[  par  

                  

1
xf(x) = e    si  x > 0   

f(0)  = 0





 

 

       On désigne par (C ) sa courbe représentative dans le repère orthonormé  (O, i, j)
 

. 

1) a) Calculer la limite de f(x) lorsque x tend vers + ∞. 

    b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f à droite en 0. 

    c) Dresser le tableau de variation de f. 

2) a) Montrer que le point I  2

1 1
2 e

, 
 
 

 est un point d’inflexion de la courbe (C ). 

    b) Donner une équation de la tangente T à la courbe (C ) au point I. 

3) Dans la figure 1 de l’annexe ci-jointe, on a représenté la courbe () dans le repère orthonormé (O, i, j)
 

.  

    a) Construire I. 

    b) Construire la tangente T. 

    c) Tracer la courbe (C ). 
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4) Soit Ak l’aire du domaine plan limité par la courbe (C ), la droite d’équation y = 1 et les droites  

 d’équations x = k et x = k + 1 où k est un entier naturel non nul. 

 a) En utilisant I 2)  b) montrer que  ln k +1
k

 
 
 

1
2

  1 1
k k +1
   

≤  Ak  ≤  ln
k +1

k
 
 
 

. 

 b) Calculer  kk + 
lim A
 

. 

5)  Pour tout  n   1, on pose  nS
n

k
k 1

A


 . 

 a) Interpréter  graphiquement nS . 

 b) Montrer que  ln(n+1)  1
2


1

1    
n +1

 
  

 ≤ nS  ≤  ln(n+1) . 

 c) En déduire  les limites de  nS  et de  nS
ln(n)

, quand  n tend  vers l’infini. 

Exercice 3 ( 5 points) 
 
Dans la figure ci-contre, ABF est un triangle rectangle  isocèle tel 

que ฀   π
,    

2
AB AF 2π
 

, 

I est le milieu de [AF] . Les droites (IB) et (AE) se coupent en G 
et EGB est un triangle rectangle isocèle en G. 
 

1) Soit f la similitude directe de centre B, d’angle 
4
  et de 

 rapport 2
2

. Déterminer les images des points E et F par f. 

2) Soit g la similitude directe qui envoie A en F et F en B. 

a) Montrer que g est de rapport  2  et d’angle 3π
4


 
 
 

. 

b) Déterminer la nature de  gog  et préciser son rapport et son angle. 

c) Montrer que tan ฀  1
2

ABI  . En déduire que GB = 2 GA. 

d) En déduire que G est le centre de g. 
 
3) Soit r = gof. 

a) Montrer que r est la rotation de centre F et d’angle 
2


 . 

b) Déterminer r(E). En déduire  que  EFGH est un carré, où H est le milieu de [EB].  
 
 
 
 

 

A B

F

I G

E
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EXERCICE 4  (6 points)  

Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé direct  O, u, v
 

, on  considère le point A  

d’affixe (-1) et les points M, N et P  d’affixes respectives  2 3z , z  et z  où z est un nombre complexe  non 

nul différent de (-1) et de 1 . 

1) a)  Montrer que : 

      ( le triangle MNP est rectangle en P ) si et seulement si  (1+ z
z

est
 
imaginaire pur). 

 

b) On pose  z = x + iy  où x et y sont des réels.  Montrer que  
2 2

2 2

1+ z x + y +  x -  iy
z x + y

 . 

c) En déduire que l’ensemble des points  M tels que le triangle MNP soit un triangle rectangle en P  

     est le cercle (  ) de diamètre  [OA] , privé des  points O et A. 

2) Dans la figure 2 de l’annexe ci-jointe, on a tracé le cercle ( ) et on a placé un point M d’affixe z  

sur (  ) et son projeté orthogonal H sur l’axe ( O,u


). 

On se propose de construire les points N et P d’affixes respectives z2 et z3 tels que le triangle MNP 

soit rectangle en P. 

a) Montrer que ฀  ฀  OM ON u OM
   

, ≡ , 2  puis que ฀  ฀  ON OP u OM
   

, ≡ , 2 . 

b) Montrer  que OH = OM2 . 

c) Donner un procédé de construction des points N et P puis les construire . 
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ANNEXE  

EXERCICE 2   figure1 
 

0 1

1

x

y

 
 

EXERCICE 4 : figure 2 
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u
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EXERCICE 1   

Dans ce qui suit, x et y désignent des entiers. 

Répondre  par vrai ou faux en justifiant la réponse. 

a) x
3 x ( mod 2). 

b) Si  x  2 ( mod 14)  alors  x  1 ( mod 7). 

c)  Si  4x  10y ( mod 5) alors  x  0 ( mod 5). 

Si 
x 4(mod5)

y 5(mod8)


 

      alors 8x -5y = 7 

Contenu 

 Congruence .  

 Reste modulo n.  

Solutions et commentaires  

a) Vrai. En effet : on sait que si x est un entier, alors son reste   modulo 2 est soit  0 soit  1:  

 

 

 

Il en résulte du tableau ci-dessus que  3x x mod 2 . 

 On pourrait envisager la justification suivante : 
3x x x(x 1)(x 1)     est toujours pair, par conséquent 

 3x x mod 2  

b) Faux. Car  pour  x 2,  2 2 mod14  et 2 non congru à 1 modulo 7.   

c) Vrai.  En effet : si    4x 10y mod5  alors 4x 0 mod5  et donc x 0 (mod5) ; car 4 5=1.     

 Il s’agit d’utiliser le lemme de Gauss: 
ax 0 (mod b)

 alors  x 0 (mod b)
b ne divise pas a 





 

d) Faux. Car : pour x 9 et y 5,  8 9 7 5 47.       

 

 

 

 

Reste de x (mod2) 0 1 

Reste de 3x (mod2) 0 1 
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EXERCICE 2   

I - Soit  g la fonction définie sur  IR par  g(x) = e
–x

  et ( ) sa courbe représentative dans un repère  

     orthonormé  (O, i, j)  . 

1) Déterminer  une  équation de la tangente à () au point d’abscisse 0 . 
2) a) Montrer que pour tout  x ≥ 0,        1 – x  ≤ e

–x
  ≤ 1 . 

b) En déduire que pour tout  x ≥ 0,        x – 
2

x

2
≤ 1 – e

–x
  ≤ x .       

II - On considère la fonction f définie sur [0,+∞[  par  

                  

1
xf(x) = e    si  x > 0   

f(0)  = 0





 

 

       On désigne par (C ) sa courbe représentative dans le repère orthonormé  (O, i, j) .
 

1) a) Calculer la limite de f(x) lorsque x tend vers + ∞. 

    b) Etudier la continuité et la dérivabilité de f à droite en 0. 

    c) Dresser le tableau de variation de f. 

2) a) Montrer que le point I  
2

1 1

2 e
,

 
 
 

 est un point d’inflexion de la courbe (C ). 

    b) Donner une équation de la tangente T à la courbe (C ) au point I. 

3) Dans la figure 1 de l’annexe ci-jointe, on a représenté la courbe () dans le repère orthonormé (O, i, j) .  

    a) Construire I. 

    b) Construire la tangente T. 

    c) Tracer la courbe (C ). 

4) Soit Ak l’aire du domaine plan limité par la courbe (C ), la droite d’équation y = 1 et les droites  

 d’équations x = k et x = k + 1 où k est un entier naturel non nul. 

 a) En utilisant I 2)  b) montrer que  ln
k +1

k

 
 
 

1

2
  

1 1

k k +1

   
≤  Ak  ≤  ln

k +1

k

 
 
 

. 

 b) Calculer  k
k + 
lim A
 

. 

5)  Pour tout  n   1, on pose  nS
n

k

k 1

A


 . 

 a) Interpréter  graphiquement nS . 

 b) Montrer que  ln(n+1)  
1

2


1
1    

n +1
 

  
 ≤ nS  ≤  ln(n+1) . 

 c) En déduire  les limites de  nS  et de  nS

ln(n)
, quand  n tend  vers l’infini. 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

Contenu 

 Continuité- Dérivabilité –calculs de limites. 

 Calcul d’intégrales 

 Suites d’intégrales, limite d’une suite réelle. 

Aptitudes visées : 

 Etudier la continuité et la dérivabilité d’une fonction en un point. 

  Encadrer une expression algébrique. 

 Etudier les variations d’une fonction. 

 Reconnaître un point d’inflexion. 

 Exploiter un graphique pour construire un point  ou une droite dans le plan . 

 Tracer la courbe représentative d’une fonction. 

 Reconnaître et encadrer une aire. 

Solutions et commentaires  

I.  

1)  g 0 1  . Pour tout réel x,   xg ' x  e   ce qui donne  g ' 0 1.   

Une équation de la tangente à    au point d’abscisse 0 est y g '(0)x g(0) x 1     . 

2) a)  Pour tout xx 0,  x 0 donc e 1.     

     Pour tout x 0, posons la fonction h définie par   xh x e x 1   .  

     La fonction h est dérivable sur  0,  et   xh ' x 1 e 0    donc h est strictement croissante sur  

 0, . Il en résulte que si    x 0 alors h x h 0 0   . On en déduit que xe 1 x    pour tout x 0.  

Ainsi pour tout x 0,  x1 x e 1.    

  La courbe  représentative de la fonction  



exponentielle est au dessus de la la tangente T1 au point  

d’abscisse 0   ( T1 : y = x+1 ) ( voir graphique ci-contre). 

Ainsi pour tout  réel x ;  xe x 1   et par conséquent xe  x 1    . 

       b)  D’après a)  t1 t e 1    pour tout   t 0, x ,  x 0.    

            Les fonctions tt 1 t et t e sont continues sur 

 0, x ,  x 0   

donc  
x x x

t

0 0 0
1 t dt e dt 1dt      

           Donc 

x
2

x
t

0
0

t
t e x

2

 
       

 
 d’où 

2
xx

x 1 e x
2

     pour tout x 0.   

II.  

1) a)  x

x

x 0

1
lim 0

x

lim e 1





  

 

 on en déduit que  
1

x

x x
lim f x lim e 1



 
  . 

b)  x 0

x

x

1
lim

x

lim e 0





   

 

 on en déduit que    
1

x

x 0 x 0
lim f x lim e 0 f 0

 



 
    donc f est continue à droite en 0. 

   
     

1
1x
x

d
x 0 x 0 x 0

f x f 0 e 1
lim lim lim e 0 f ' 0

x x x  




  

  
      

 
.donc f est dérivable à droite en 0 et  df ' 0 0 . 

c)  La fonction f est dérivable sur    
1

x
2

1
0,  et f ' x e 0

x


   . 

    

x 0                                                                                          

 f ' x  0                      

f 
                                                 1 

0 

 

2) a) La fonction f’ est dérivable sur    
1 1 1

x x x
3 4 4

2 1 1 2x
0,  et f '' x e e e

x x x

  
     .  

 f ''(x) s’annule en 1

2
en changeant de signe. Donc le point 

2

1 1
I ,

2 e

 
 
 

 est un point d’inflexion de la courbe (C ). 

b)  
2

1 4
f '

2 e

   
 

 ; 
2 2

4 3
T : y x

e e
  . 

3)   a)   Le point I est le point de  
 
d’abscisse 1

2
 

 Il s’agit d’exploiter une donnée graphique pour construire un point du plan. 

b)  La tangente T passe par le point I et de coefficient directeur 
2

4

e
 ; ce coefficient est constructible vu que 

2

1

e
 . 



c) Représentation graphique de  f.  

 

 

 

                                                                                                                                                 C 

 

 

 

 

 

4)a) 

1
k 1 k 1

x
k

k k
A (1 f (x))dx 1 e dx.

   
    

 
   or d’après I 2) on a

2
xx

x 1 e x
2

     pour tout x 0,  

          on en déduit que 
1

x
2

1 1 1
1 e  pour tout x 0

x x2x


     .  

           Les fonctions 
1

x
2

1 1 1
x , x 1 e  et t

x x2x


  sont continues sur  k,k 1 ,  k 1    

          donc 

1
k 1 k 1 k 1

x
2k k k

1 1 1
dx 1 e dx dx

x x2x

   
    

 
    d’où  

k 1
k 1

k k
k

1
ln x A ln x

2x


     

 

         on en déduit que 
k

k 1 1 1 1 k 1
ln A ln

k 2 k k 1 k

                  
. 

   b) 
k

k k k

k 1 1 1 1 k 1
lim ln lim ln 0 donc lim A 0.

k 2 k k 1 k  

                   
 

5)a)  pour tout entier naturel n non nul, 

1 1n n k 1 n 1
x x

n k
k 1

k 1 k 1

S A 1 e dx 1 e dx.
  

 

   
       

   
    Ainsi nS est l’aire 

de la partie du plan limitée par (C ), la droite y = 1 et les droites d’équations x = 1 et x = n+1. 

b) On a 

1
1

1
1

n
x

n
S e dx

  
  

 
  donc 

1 1

21 1

1 1 1
.

2

     
  

n n

ndx S dx
x xx

  

    On en déduit que    1 1
ln 1 1 ln 1 .

2 1

        
nn S n

n
 

c)  On sait   1 1
ln 1 1

2 1

      
nn S

n
 et   1 1

lim ln 1 1  lim
2 1 

         
n

n n
n donc S

n
. 



         De plus pour tout  n 1,  ln n 0   donc  

 

   
 
 

1 1
ln 1 1

ln 12 1

ln ln ln

n

n
nSn

n n n

          et puisque  

 
 

 

 

1 1
ln 1 1

ln 1 2 1
lim lim 1

ln lnn n

n
n n

n n 

         on en déduit que 

 
lim 1

ln

n

n

S

n
 . 

 

EXERCICE 3   

 

Dans la figure ci-contre, ABF est un triangle rectangle  isocèle 

tel que    π
,    

2
AB AF 2π , 

I est le milieu de [AF] . Les droites (IB) et (AE) se coupent en 

G 

et EGB est un triangle rectangle isocèle en G. 

 

1) Soit f la similitude directe de centre B, d’angle 
4


 et de 

 rapport 
2

2
. Déterminer les images des points E et F par f. 

2) Soit g la similitude directe qui envoie A en F et F en B. 

a) Montrer que g est de rapport  2  et d’angle 3π
4

 
 
 

. 

b) Déterminer la nature de  g o g  et préciser son rapport et son angle. 

c) Montrer que tan   1

2
ABI  . En déduire que GB = 2 GA. 

d) En déduire que G est le centre de g. 

 

3) Soit r = g o f. 

a) Montrer que r est la rotation de centre F et d’angle 
2




. 

b) Déterminer r(E). En déduire  que  EFGH est un carré, où H est le milieu de [EB].  

 

Contenu  

 Similitude directe. 

  Composée de deux similitudes directes.  

 Rotation . 

 

 

A 
B 

F 

I G 

E 

 



Aptitudes visées : 

 Reconnaître l’image d’un point par une similitude directe. 

 Identifier une similitude directe connaissant deux points et leurs images. 

 Reconnaître la composée de deux similitudes directes non inverses et de rapports inverses. 

 Exploiter une isométrie pour identifier une configuration usuelle du plan ( carré). 

Solutions et commentaires  

1) Le triangle BEG est rectangle, isocèle en G et de sens direct donc 

   

BG BG 2

BE 22BG

BE,BG 2
4


 


  

  

Il en résulte que  f E G . 

Le triangle BFA est rectangle, isocèle en A et de sens direct donc 

   

BA 2

BF 2

BF,BA 2
4





  

  

Il en résulte que  f F A . 

 Il s’agit d’utiliser une configuration de bases usuelle ( triangle rectangle et isocèle) pour identifier  l’image 
d’un point par une similitude directe. 

2) a) 
FB

2
AF

  et      AF;FB FA;FB  2   . Soit    3
AF;FB  2

4


    

b)  g g  est une similitude directe de rapport 2 et d’angle 
2


. 

c)   
1

AF
AI 12tan ABI
AB AB 2

    or     GA
tan ABI tan ABG

GB
   donc GB 2GA . 

      d)   g g A B  et    GA;GB  2
2


   et 2GB GA  donc G est le centre de g g  donc G est le  

          centre de g.  

 Il s’agit d’exploiter un résultat de cours : g et g o g  sont deux similitudes directes de même centre.  

3) a) r est la composée de deux similitudes directes de rapports respectifs 
2

2 et
2

 et d’angles respectifs 

3
et

4 4

 
 , il en résulte que r est une rotation et d’angle  3

 2
4 4 2

  
      comme    (g f ) F g A F   

donc r est la rotation de centre F et d’angle 
2


 . 



b)        r E g f E g G G    donc FE FG et GFE
2


   par suite le triangle EFG est rectangle et 

isocèle en F donc GEF
4


 . D’autre part H est le milieu de [BE] et le triangle EGB est rectangle et isocèle 

en G donc le triangle EGH est rectangle et isocèle en H donc GEH
4


 , on en déduit que HEF

2


 . 

D’où GHE EFG HEF
2


    ce qui prouve que le quadrilatère EFGH est un rectangle et puisque FE = FG 

donc EFGH est un carré. 

 

 Il s’agit d’utiliser un déplacement pour identifier une configuration usuelle ( un carré). 

 

 

EXERCICE 4   

Dans le plan complexe rapporté à un repère orthonormé direct  O,u, v , on  considère le point A  

d’affixe (-1) et les points M, N et P  d’affixes respectives  2 3z , z  et z  où z est un nombre complexe  non nul 

différent de (-1) et de 1 . 

1) a)  Montrer que : 

      ( le triangle MNP est rectangle en P ) si et seulement si  (
1 z

z
est

 
imaginaire pur). 

 

b) On pose  z = x + iy  où x et y sont des réels.  Montrer que  
2 2

2 2

1+ z x + y +  x -  iy

z x + y
 . 

c) En déduire que l’ensemble des points M tels que le triangle MNP soit un triangle rectangle en P  

     est le cercle (  ) de diamètre  [OA] , privé des  points O et A. 

2) Dans la figure 2 de l’annexe ci-jointe, on a tracé le cercle ( ) et on a placé un point M d’affixe z  sur (  ) 

et son projeté orthogonal H sur l’axe ( O, u ). 

On se propose de construire les points N et P d’affixes respectives z2
 et z

3
 tels que le triangle MNP soit 

rectangle en P. 

a) Montrer que     OM ON u OM , ≡ , 2  puis que     ON OP u OM , ≡ , 2 . 

b) Montrer  que OH = OM
2 

. 

c) Donner un procédé de construction des points N et P puis les construire . 

 

 

 

 

 

 

 



Contenu  

 Ecriture algébrique d’un nombre complexe. 

 Argument d’un nombre complexe non nul. 

 Affixe et image . 

Aptitudes visées : 

 Déterminer l’écriture algébrique d’un nombre complexe.  

 Repérer un point dans le plan et déterminer son affixe. 

 Utiliser les nombres complexes pour déterminer un ensemble des points du plan. 

 Utiliser  les nombres complexes pour des constructions géométriques. 

Solutions et commentaires  

1) a)  Le triangle MNP est rectangle en P si et seulement si 
3

2 3

z z

z z




 est imaginaire pur si et seulement si 
1 z

z


 

est imaginaire pur. 

b)  
  
  

2 2

2 2

1 x iy x iy1 z 1 x iy x y x iy

z x iy x iy x iy x y

       
  

   
. 

      c) Soit M un point du plan d’affixe z non nulle et différente de 1 et -1. 

(Le triangle MNP est rectangle en P) si et seulement si 
1 z

z


 est imaginaire pur  si et seulement si  

2 2x y x 0

M O

M A

   
 
 

  si et seulement si

2

21 1
x y

2 4

M O

M A

    
  
 


 si et seulement si  M appartient au cercle  de centre 

1
I ,0

2

  
 

 et de rayon 
1

2
 privé des points O et A. Or le point I est le milieu de [OA] donc le cercle  est le 

cercle de diamètre [OA]. On en déduit que l’ensemble cherché est le cercle de diamètre [OA] privé de O et A. 

2) a)     
2z

OM;ON arg  2
z

 
  

 
 donc      OM;ON arg z  2   d’où      OM;ON u;OM  2  . 

   
3

2

z
ON;OP arg  2

z

 
  

 
 donc      ON;OP u;OM  2  . 

b)  OH x   or 2 2 0x y x    donc 2 2
x x y    il en résulte que 2OH OM . 

c)  
2 2ON z OM OH    donc N est le point d’intersection de la demi-droite  OC  telle 

que      OM;OC u;OM  2   avec le cercle de centre O et de rayon OH. 



P est le point d’intersection du cercle de diamètre  MN  avec la demi-droite image de  OM  par la symétrie 

orthogonale d’axe  ON . 
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EXERCICE 1 ( 3 points )  

Soit  f  la fonction définie sur  0,  par  
 

 

2X

1
 
cosf (x)   dt 

t
t

 .
 

Répondre par vrai ou faux à chacune des affirmations suivantes, en justifiant la réponse. 
 

1) Pour tout x > 0 ,   f ′(x)  0. 
2) Pour tout x > 0 ,   f(x)   0. 
3) f(2) ≤  ln2. 

 

EXERCICE 2  (6 points) 
Pour tout entier naturel p supérieur ou égal à 3, on désigne par fp la fonction définie sur ]0, +  [ par 

fp(x) = p (lnx) x , où ln désigne la fonction logarithme népérien. On note ( Cp ) la courbe représentative 
de fp dans un repère orthogonal (O, i , j)

 
. 

A-1) Etudier les variations de la fonction f3: x ↦3lnx x . 

    2) Montrer que l’équation  f3(x) = 0   admet exactement deux solutions, notées u3  et v3 , appartenant  

        respectivement aux intervalles ]1, 3[ et ] 3, +  [  . 

    3) On donne ci-dessous, le tableau de variation de fp  pour  p  3. 

                                                  
 

 

 

 

a) Montrer que , pour tout entier naturel  p  3, il existe un unique réel up  appartenant à l’intervalle 

]1, p[ tel que  fp(up) = 0. 

 b)  Montrer que, pour tout entier naturel  p  3,  il existe un unique réel vp > p tel que  fp (vp) = 0. 

x 0                              p                                +               

pf (x)                 +                                    

pf  
 

   

                                    

                                     
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On définit ainsi, pour tout entier naturel  p  3, deux suites (up) et (vp). 

 
 

 

B- Dans cette partie on se propose d’étudier  les deux  suites (up) et (vp) définies précédemment. 

 1) Déterminer la limite de la suite (vp). 
2) On a représenté dans la figure 1 de l’annexe ci jointe les courbes C3 , C4, C5 et C6   

     représentatives des fonctions f3 , f4 , f5 et f6. 

a) Placer sur l’axe  des abscisses les termes u3, u4, u5 et u6 de la suite (up). 

b) Représenter sur l’axe des ordonnées les réels  f3(u4), f4(u5) et f5(u6). 

3)  a) Montrer que pour tout entier naturel  p  3, fp(up+1)  <  0. 

          b) En déduire que la suite (up) est décroissante et qu’elle est convergente. 

          c) Montrer que  p

p

lnu 1
u p

 . En déduire la limite de la suite (up).  

 

EXERCICE 3 ( 5 points) 
Dans l’espace rapporté à un repère orthonormé direct (O, i, j, k)

  
, on considère les points A(1,3,2),           

B(1,-1,-2) et C(2,4,1) . 

1)     a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés. 

       b) Montrer qu’une équation cartésienne du plan (ABC) est   2x – y + z – 1 = 0.     
 

2) Soit S la sphère d’équation x² + y² + z² - 6x - 2z - 4 = 0. 

       a) Déterminer le centre I et le rayon r  de la sphère S. 

       b) Montrer que la sphère S coupe le plan (ABC) suivant le cercle (   ) de diamètre AB . 

       c) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle ( ). 
 

3) Soit h l’homothétie de centre C et de rapport 3 et S'  l’image de la sphère S par h. 

      a) Déterminer le rayon de la sphère S'  et les coordonnées de son centre J. 

      b) Montrer que le plan (ABC) coupe la sphère S' suivant un cercle ( ' ). 

      c) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle ( ' ) en un point E que l’on précisera. 

 

EXERCICE 4 (6 points) 

Le plan est orienté. 

Dans la figure 2 de l’annexe ci-jointe, le triangle OAB est rectangle isocèle en O et de sens direct. 
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H est le projeté orthogonal du point O sur la droite (AB),  A '  est le point du segment [OH] tel que     

O A '  = 
1
2

OA et H′ est le projeté orthogonal du point A '  sur la droite (OB). 

Soit f  la similitude directe de centre O qui envoie A en A′. 

1) Déterminer  le rapport et l’angle de f. 

 

 

2) On note  B'  l’image du point B par  la similitude directe f . 

a) Déterminer la nature du triangle OA 'B' . 

b) Construire le  point B' . 

c) Montrer  que f(H) = H ' . 

 3)  Soit I le milieu du segment [ A ' B] et J le milieu du segment [A A ' ]. 

 a)  Montrer qu’il existe un unique  déplacement R qui envoie  J en O et I en H.  

 b)  Montrer que R est une rotation dont on déterminera l’angle. 

 c)  Soit  K le milieu du segment [AB′]. Montrer que  JK = O H '  et que  ฀  (JK,OH') 2
2

 
    . 

d) Déterminer  alors  R(K). 

e) En déduire que  IK = H H '  et que (IK) et (H H ' ) sont perpendiculaires. 

 4)  Montrer que le quadrilatère IHK H '  est un carré. 
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ANNEXE  
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EXERCICE 4   figure 2 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 



 

 

 

 

 

EXERCICE 1  

Soit  f  la fonction définie sur  0,  par  
 

 

2
X

1
 
cos

f (x)   dt 
t

t
 .

 

Répondre par vrai ou faux à chacune des affirmations suivantes, en justifiant la réponse. 

 

1) Pour tout x > 0 ,   f ′(x)  0. 

2) Pour tout x > 0 ,   f(x)   0. 

3) f(2) ≤  ln2. 

 

Contenu 

 Fonction définie par intégrale. 

 Signe d’une intégrale. 

 Comparaison de deux intégrales. 

Solutions  

1. Vrai.  En effet : 
2cos x

g : x
x

 est continue sur  0,  et  1 0,   donc f est la primitive de g sur 

 0,  qui s’annule en 1. Donc f est dérivable sur  0,  et pour tout x > 0 ;  
2cos x

f ' x 0.
x

   

2. Faux. Car pour 0 < x < 1 ;  
2

x

1

cos t
dt 0

t
 . 

3. Vrai. En effet    
2cos t 1

 pour tout t 1,2
t t

   donc    
2

2 2 2

11 1

cos t 1
f 2 dt dt ln t ln 2. 

t t
      

EXERCICE 2   

Pour tout entier naturel p supérieur ou égal à 3, on désigne par fp la fonction définie sur ]0, +  [ par 

fp(x) = p (lnx) x , où ln désigne la fonction logarithme népérien. On note ( Cp ) la courbe représentative de fp 

dans un repère orthogonal (O, i , j) . 

A-1) Etudier les variations de la fonction f3: x ↦3lnx x . 

    2) Montrer que l’équation  f3(x) = 0   admet exactement deux solutions, notées u3  et v3 , appartenant  

        respectivement aux intervalles ]1, 3[ et ] 3, +  [  . 

    3) On donne ci-dessous, le tableau de variation de fp  pour  p  3. 
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a) Montrer que , pour tout entier naturel  p  3, il existe un unique réel up  appartenant à l’intervalle 

]1, p[ tel que  fp(up) = 0. 

 b)  Montrer que, pour tout entier naturel  p  3,  il existe un unique réel vp > p tel que  fp (vp) = 0. 

On définit ainsi, pour tout entier naturel  p  3, deux suites (up) et (vp). 

B- Dans cette partie on se propose d’étudier  les deux  suites (up) et (vp) définies précédemment. 

 1) Déterminer la limite de la suite (vp). 

2) On a représenté dans la figure 1 de l’annexe ci jointe les courbes C3 , C4, C5 et C6   

     représentatives des fonctions f3 , f4 , f5 et f6. 

a) Placer sur l’axe  des abscisses les termes u3, u4, u5 et u6 de la suite (up). 

b) Représenter sur l’axe des ordonnées les réels  f3(u4), f4(u5) et f5(u6). 

3)  a) Montrer que pour tout entier naturel  p  3, fp(up+1)  <  0. 

          b) En déduire que la suite (up) est décroissante et qu’elle est convergente. 

          c) Montrer que  p

p

lnu 1

u p
 . En déduire la limite de la suite (up). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 0                              p                                +               

pf (x)                 +                                    

pf  
 

   

                                    

                                     

p( lnp) p 

0 



Contenu 

 Fonction ln 

 Notion de bijection. 

 Suites réelles, calcul de limites.  

Aptitudes visées 

 Etudier les variations d’une fonction. 

 Utiliser les théorèmes des valeurs intermédiaires ou de  bijection pour montrer l’existence, l’unicité et 
encadrer des solutions des équations de type f(x) = 0. 

 Représenter graphiquement les termes d’une suite récurrente. 

 Prouver la convergence d’une suite réelle et déterminer sa limite. 

Solutions et commentaires  

A.  

1) 
 3f est dérivable sur  0,  et  3

3 3 x
f ' x 1

x x


   . 

  

 

 

 

2) La fonction 3f est continue et strictement croissante sur  1,3  donc elle réalise une bijection 

de  1,3 sur     3f 1,3 1,3ln3 3   .  0 1,3ln3 3    donc il existe un 

unique    3 3 3u 1,3 tel que f u 0  . 

La fonction 3f est continue et strictement décroissante sur  3,  donc elle réalise une bijection 

de  3, sur     3f 3, ,3ln3 3    .  0 ,3ln3 3    donc il existe un unique 

   3 3 3v 3, tel que f v 0   . 

 Se rappeler le théorème de bijection  

3) Remarquons que pour tout p 3 ,  pln p p p ln p 1 0    . 

x 0                      3                   

 3f ' x                     

3f                 3ln3 3             

                                   



a) La fonction 
pf est continue et strictement croissante sur  1,p  donc elle réalise une bijection 

de  1,p sur     pf 1,p 1,pln p p   .  0 1,pln p p    donc il existe un 

unique    p p pu 1,p tel que f u 0   

b) La fonction 
pf est continue et strictement décroissante sur  p,  donc elle réalise une bijection 

de  p, sur     pf p, ,pln p p    .  0 ,pln p p    donc il existe un unique 

   p p pv p, tel que f v 0   . 

B.  

1) On sait que pour tout p 3 , p p
p p

v p et lim p  donc lim v
 

     . 

2) a) et b) voir la figure. 

3) a) Pour tout p 3 ,          p p 1 p 1 p 1 p 1 p 1 p 1f u pln u u p 1 ln u u ln u             

                                              p 1 p 1 p 1 p 1f u ln u ln u 0        car 
p 1u 1.   

b) on a  pour tout p 3 ,    p p 1 p pf u 0 f u    et la fonction 
pf est strictement croissante sur  1,p  donc  

p 1 pu u   par suite la suite   pu est décroissante et minorée par 1 donc elle est convergente. 

c)   p

p p p p

p

ln(u ) 1
f u 0 pln(u ) u 0

u p
        

 Posons 
p

p
lim u L


  ;  L 1 . 

p

p p
p

ln(u ) 1
lim lim 0

u p 
   , Si  L > 1  alors 

p

p
p

ln(u ) ln L
lim  = 0

u L
  d’où  L = 1. 

 

 



 

EXERCICE 3  

Dans l’espace rapporté à un repère orthonormé direct (O,i, j, k) , on considère les points A(1,3,2),             

B(1,-1,-2) et C(2,4,1) . 

1)     a) Montrer que les points A, B et C ne sont pas alignés. 

       b) Montrer qu’une équation cartésienne du plan (ABC) est   2x – y + z – 1 = 0.     

 

2) Soit S la sphère d’équation x² + y² + z² - 6x - 2z - 4 = 0. 

       a) Déterminer le centre I et le rayon r  de la sphère S. 

       b) Montrer que la sphère S coupe le plan (ABC) suivant le cercle (   ) de diamètre AB . 

       c) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle ( ). 

 

3) Soit h l’homothétie de centre C et de rapport 3 et S'  l’image de la sphère S par h. 

      a) Déterminer le rayon de la sphère S'  et les coordonnées de son centre J. 

      b) Montrer que le plan (ABC) coupe la sphère S' suivant un cercle ( ' ). 

      c) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle ( ' ) en un point E que l’on précisera. 

Contenu 

 Plan passant par trois points non alignés de l’espace. 

 Sphère : équation d’une sphère ,  détermination du centre et du rayon d’une sphère, position d’une 
sphère et d’un plan 

 Homothétie de l’espace, image d’une sphère , image d’un plan  par une homothétie. 

Aptitudes visées 

 Déterminer une équation cartésienne d’un plan.  

 Déterminer le centre et le rayon d’une sphère connaissant son équation cartésienne. 

 Déterminer la position d’une sphère et d’un plan. 

 Reconnaître l’image d’une sphère par une homothétie. 

 Reconnaître un plan globalement invariant par une homothétie . 

Solutions et commentaires  

1) a)  AB AC 0   donc les vecteurs AB et AC  ne sont pas colinéaires et par suite  les points A, B et C ne 

sont pas alignés. 



Le vecteur n de composantes 

2

1

1

 
  
 
 

 est colinéaire à AB AC  , don  n  est normal au plan (ABC)  et  par suite 

une équation du plan (ABC) est 2x y z d 0     

 le point  A ABC  donc  d = -1. On en déduit que (ABC) : 2x y z 1 0.     

 On peut traiter autrement cette question : il suffit de vérifier que les points A, B et C appartiennent au 

plan P : 2x-y+z-1 = 0 . 

2) a)     2 22 2 2 2S: x y z 6x 2z 4 0 x 3 y z 1 14            . On en déduit que S est la sphère de 

centre  I 3,0,1  et de rayon  r 14  . 

b)   d I, ABC 6 r   donc S coupe(ABC) suivant un cercle    de rayon
2 2r ' r d 2 2   . 

 Or  A S,  B S et AB 4 2 2r '    ce qui prouve que [AB] est un diamètre de   . 

c) AB . AC 0  donc AB AC  par suite la droite (AC) est perpendiculaire à la droite (AB) en A. D’où 
(AC) est tangente à   en A. 

3) a)  on pose R’ le rayon de S’ donc R’ = 3 r = 3 14  et  J h I CJ 3CI   . En posant  J x, y,z , l’égalité 

vectorielle précédente donne 

x 2 3

y 4 12

z 1 0

 
   
  

 il résulte que  J 5, 8,1 . 

b) On sait que h(S) = S’. Or  C ABC  donc h((ABC)) = (ABC) et puisque S coupe (ABC) suivant le 

cercle    donc S’ = h(S) coupe (ABC) = h((ABC)) suivant le cercle  ' h   . 

c)  C AC  donc h((AC)) = (AC) et puisque (AC) est tangente à S en A donc (AC) =  h((AC))  est 

tangente à S’ en h(A) = E 

h(A) = E CE 3CA  . En posant  E x, y,z , l’égalité vectorielle précédente donne 
x 2 1

y 4 1

z 1 1

  
   
  

             

Il en  résulte que  E 1,1,4 . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

EXERCICE 4  

Le plan est orienté. 

Dans la figure 2 de l’annexe ci-jointe, le triangle OAB est rectangle isocèle en O et de sens direct. 

H est le projeté orthogonal du point O sur la droite (AB),  A '  est le point du segment [OH] tel que     O A '  = 

1

2
OA et H′ est le projeté orthogonal du point A '  sur la droite (OB). 

Soit f  la similitude directe de centre O qui envoie A en A′. 

1) Déterminer  le rapport et l’angle de f. 

2) On note  B'  l’image du point B par  la similitude directe f . 

a) Déterminer la nature du triangle OA'B' . 

b) Construire le  point B' . 

c) Montrer  que f(H) = H ' . 

 3)  Soit I le milieu du segment [ A ' B] et J le milieu du segment [A A ' ]. 

 a)  Montrer qu’il existe un unique  déplacement R qui envoie  J en O et I en H.  

 b)  Montrer que R est une rotation dont on déterminera l’angle. 

 c)  Soit  K le milieu du segment [AB′]. Montrer que  JK = O H '  et que   (JK,OH') 2
2

 
  . 

d) Déterminer  alors  R(K). 

e) En déduire que  IK = H H '  et que (IK) et (H H ' ) sont perpendiculaires. 

 4)  Montrer que le quadrilatère IHK H '  est un carré 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Contenu 

 Similitude directe : détermination du centre , du rapport et de l’angle d’une similitude directe, image 
d’un triangle par une similitude directe. 

 Déplacement : éléments caractéristique d’une rotation. 

 Identification d’une configuration de base ( carré). 

Aptitudes visées 

 Déterminer les éléments caractéristiques d’une similitude directe. 

 Déterminer la nature et les éléments caractéristiques d’un déplacement. 

 Utiliser une similitude  ou une isométrie pour déterminer la nature d’une configuration usuelle                
( triangle rectangle , carré).  

Solutions et commentaires  

1) 

1
OA

OA ' 12k
OA OA 2

    et    OA,OA' 2 .
4


     

2) a) Le triangle OAB est rectangle isocèle en O et de sens direct or f(O) = O, f(A) = A’ et f(B) = B’ donc le 

triangle OA’B’ est rectangle isocèle en O et de sens direct (f est une similitude directe). 

b) Le triangle OA’B’ est rectangle isocèle en O et de sens direct donc  B’ est l’image de B par la rotation de 

centre O et d’angle 
2


. 

c) Montrons que H’ est le milieu de [A’B’]. on sait que 

           OA',OB 2  et OA',OB' 2  donc OH',OB' 2
4 2 4

  
       donc [OB) est la bissectrice de  

[OA’,OB’] et puisque le triangle OA’B’ est rectangle isocèle en O donc (OB) est la médiatrice de [A’B’] 

par suite (OB)   (A’B’) et (OB)   (A’H’) donc les points A’, H’ et B’ sont alignes et H’  OB  d’où 

le point H’ est le milieu de [A’B’]. 

Puisque H est le milieu de [AB] et    f A A'  et f B B'   donc f(H) = H’. 

3) a) I est le milieu de [A’B] et J est le milieu de [AA’] donc 1
IJ AB AH OH 0

2
     donc il existe un 

unique déplacement R qui envoie J en O et I en H. 

b)       IJ,HO HA,HO 2 2
2


      donc R est une rotation d’angle 

2


 .  

c) K est le milieu de [AB’] et J est le milieu de [A’A] donc 1
KJ A'B' A 'H ' OH'

2
    de plus 

1
JK A'B'

2
  donc          JK,OH' A 'B',OH' 2 A'H ',OH' 2 2

2


       . 



d) On pose R(K) = K’ on obtient alors JK = OK’ et    JK,OK ' 2
2


    or JK = OH’ et 

   JK,OH' 2
2


    on en déduit que OK’ = OH’ et         OH',OK ' OH', JK JK,OK ' 2 0 2      

donc K’ = H’. ainsi R(K) = H’. 

e) R(K) = H’ et R(I) = H donc IK= HH’ et  (IK)   (HH’) 

4) I est le milieu de [A’B] et H est le milieu de [AB] donc 1
IH A'A

2
  

H’ est le milieu de [A’B’] et K est le milieu de [AB’] donc 1
H 'K A'A

2
  

Donc IH H'K  par suite IHKH’ est un parallélogramme (les points I, H et K ne sont pas alignés) et 

puisque IK= HH’ et  (IK)   (HH’) donc c’est un carré. 
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                            Corrigé de la Session Principale (Juin 2010) 
                                                          
 
 
Exercice 1 

1) faux              2) vrai         3) faux          4) faux           5) vrai                 6) vrai 
 
Exercice 2 

 
 
1°) 

       
 ฀  ฀  ฀  ฀  

 

   

  
    

       
MF,ME MF,MA MA,MB MB,ME 2

              2
4 2 4

 

Donc les points E, M et F sont alignés. 
 

2°)   a)  r1or2 est un déplacement d’angle 
2 2
 
    donc  r1or2 est une symétrie centrale. 

            r1or2(I) = r1(J) = I car  AJBI est un carré direct   
                  donc r1or2 est la symétrie centrale de centre I. 
      b)  r1or2( E ) = r1(M) = F. 
          r1or2( E ) = F  et  r1or2 est la symétrie centrale de centre I, donc I est le milieu de [EF] 
. 
              Par suite , lorsque M varie , la droite (EF) passe par le  point fixe I. 

3°) S est la similitude directe de centre A, d’angle 
4
  et de rapport 2 . 
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a) On a   
 ฀  

 
   


 

AK 2
AM

AM,AK 2
4

             donc S(M)=K 

b) On pose S(F) = G 
On  a  AMF est un triangle réctangle  isocèle de sommet principal A, donc  
S(AMF)=AKG  est un triangle réctangle  isocèle de sommet principal S( A) = A.   
D’où la construction de G 

c) AKG  est un triangle réctangle  isocèle de sommet  principal A et  ฀  ฀


   
AK,AF AF,AG   2 , 

donc  AF  est la bissectrice intérieure de l’angle  ,AK AG
 

 par suite F est le milieu du 

segment   [KG] 
d) S(M) = K et S(F) = G  d’où  S  (MF) = (GK)= (KF)  or (MF) passe par le point fixe I, 

donc  (KF)  passe par le point fixe P = S(I) . 

S(I)= P     donc   
 ฀  

 
   


 

AP 2
AI

AI,AP 2
4

       d’où AIP est un triagle rectangle  isocèle de sommet 

principal I. 
 
Exercice 3 
1°) Si  α est un réel non nul, alors  les affixes des points M, N et P sont des réels, donc  les  
points M, N et P sont sur l’axes des réels  par suite ils sont alignés. 
2°) MNAP est un parallélogramme   MN = PA


 

.                                                        ZN – ZM= ZA – ZP 

                                                        

      


       

       

3 2

3 2

3 8² 2
2
3 2 4 16
3 2 4 16 0

 

Conclusion : Si MNAP est un parallélogramme alors α est une solution de l’équation ( E ). 
 
3°)  1 3    

a) i
32e


  , 
2i
33 ² 6e

2



   et i
3

i
3

8 8 4e
2e



 


. 

    b) 
2
33 1 3² 6 6( )

2 2 2
i

e i -3 + 3 3 i


       et  



    



i
38 1 34e 4( i) 2 2 3 i

2 2
.,.  ̈

 

On a 
        


      





MN

PA

z 3 3i 3 1 i 3 4 2i 3

z 2 2 2i 3 4 2i 3
     donc     

 
MN PA  
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  Et on a  det AM,AN 0

 
 c'est-à-dire que  les points A, M et N ne sont pas alignés 

                        donc MNAP est un parallélogramme. 
4°)a) α est une solution de ( E ) 3α3 - 2α² + 4α + 16 = 0 
                                         33 2 ² 4 16 0        
                                                       3

3 2 ² 4 16 0        

                                                    est une solution de ( E ). 
Donc si α est une solution de ( E) alors   est une solution de ( E ). 
b)  D’après a)  Si MNAP est un parallélogramme alors α et   sont des solutions de (E ). 
Pour 1 i 3   , MNAP est un parallélogramme ,  donc  1 i 3   et 1 i 3   sont des 
solutions de ( E). 

Par suite,  pour tout nombre complexe z, 3z3 – 2z² + 4z + 16 = 
            3 z z z avec 1 i 3 . 

Par identification on  obtient , - 12β = 16 donc   
4
3

. 

Les solutions de ( E ) son donc t : 1 i 3 ,  1 i 3  et 4
3
  

 La solution 4
3
  est inacceptable car α est non réel. 

 Pour   1 i 3    on a  
        


      





MN

PA

z 3 3i 3 1 i 3 4 2i 3

z 2 2 2i 3 4 2i 3
      

 donc  
 
MN PA , Par suite  MNAP est un parallélogramme. 

Conclusion : Les affixes des points M pour lesquelles MNAP est un parallélogramme sont 
1 i 3  et 1 i 3 . 

 
Exercice 4 

1°) a) 
  

    
x 0 x 0
lim f ( x ) lim (ln x x ln x x )  ;

 

      
 x x

ln xlim f ( x ) lim x ln x 1
x

 ; 

x x

f(x) ln xlim lim ln x 1
x x 

      
 

 

b) f est dérivable sur ]0, +∞[ et on a  pour  tout  x  1 1f '(x) ln x 1 1 ln x
x x

       
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2°)  a) Pour  tout  x , f’(x) = g(x) – h(x).  

 
x 0                                         β                                +∞   
Position       au dessus de                   au dessous de  
f’(x) = g(x)-h(x)              +                           0          - 
 
 b) f est croissante sur ]0 , β] et décroissante sur [β, +∞[ 

c) On a   et   se coupent en un point d’abscisse β>0 ,donc  h(β) = g(β) d’où 1ln 


. 

Par suite             
1 1f ln ln 1 1      
 

 

3°)a)Pour tout  x >0, f(x) – h(x) = x(1 – lnx). Le signe de f(x) – h(x) est celui de 1 – lnx.  
 

x 0                                         e                                      +∞  
f(x) – h(x)              +                           0                         - 
Position     au dessus de                      au dessous de  

 
                  Les deux courbes se coupent au point d’abscisse e. 
 
b)  

x 0                     β                   +∞ 
 
f 
 

                      f(β) 
 
-∞                                       -∞ 

 
 
 

On a : 
            f est continue et strictement croissante sur  
     f  =  

          0    car  

 Donc  coupe (x’x) en un seul point d’abscisse  x1  
Et  on a encore  f(0.4)×f(0.5)=[ln(0.4)-(0.4)ln(0.4)+0.4][ln(0.5)-(0.5)ln(0.5)+0.5]  -0.02  
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Donc    0.4 x1  0.5 

         f est continue et strictement décroissante sur  [ , + [ 
     f  =  

        0    car  

 Donc  coupe (x’x) en un seul point d’abscisse  x2 [ , + [ 
Et  on a encore  f(3.8)×f(3.9)=[ln(3.8)-( 3.8)ln(3.8)+ 3.8][ln(3.9)-( 3.9)ln(3.9)+ 3.9]      
                                               
                                 Donc    3.8 x2   3.9 
En conclusion : la courbe   coupe l’axe des abscisses en deux points d’abscisses 
respectives x1 et x2 telles que 0.4 < x1 < 0.5 et 3.8 < x2 < 3.9 

c) Voir graphique 
Soit les points I(1,0),  C(0, f(β))  et D(β, f(β)) .  

On a      

1f 1  alors f(β) -1/β = β – 1  donc  OC – OB = OA – OI > 0  donc BC =  AI 

alors C est le point de [OB)\ [OB]  et tel que BC = AI   
donc le point D est le point du plan admettant les points A et C comme projetés orthogonaux 
sur les axes. 
d)    admet : 
        - une tangente horizontale au point d’abscisse β. 
        - une branche parabolique de direction (yy’) au voisinage de +∞. 
        - l’axe des ordonnées  comme  asymptote. 
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 4°)a) 

 
     

     
     
 

 

 

t t
t t

g( x ) h( x )dx si 0 t f '( x )dx si 0 t
( t ) f ( ) f ( t )

h( x ) g( x )dx si t f '( x )dx si t

 

 

 


 

A  

  
     b)   Voir graphique 
                
      c)  t1 ]0, [, t0 ], +∞[ 

           A(t1) = A (t0) f(t1) =  f(t0) 
                                 f(t1) = f(t0) 

         Or   f(t0)  ]-   et f réalise une bijection de ]0,  sur]-  ,f [ , donc  

          il  existe un    seul réel t1 ]0, [  tel que  A(t1) = A (t0) 
                                        
 
 
 

C h 

C g 

f(β)=OB+(OA-1) 

OB 

OA -1

C f 

2 3 4 

-1 

0 1 

1 

x 

y 

A 

B 

 

D 
C 



7 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exercice 5 
1°)  La  fonction  tt e     est continue et positive sur [1 , 2],  donc                                                                       

                                    
2 22

t 4t

1 1

V e dt. e dt F(2)  

2°)  a)  La fonction : 4tt e  est continue sur [0 , +∞[ et 1∈[0 , +∞[ donc F est dérivable 

sur [1, +∞[ et on a pour tout x  [1, +∞[ ,  F’(x) = 4xe  
   La fonction :  x  est dérivable sur [1, +∞[ et la fonction :t tet est continue sur    

donc la fonction G est dérivable sur [1, +∞[ et on a pour tout x [1, +∞[ 

  G’(x) = ( )’.  =2  =2F’(x) 

      b) Pour tout x [1, +∞[,
x x

1 1

 2F(x) = 2F(x) - 2F(1) = 2F'(t)dt = G'(t)dt = G(x) - G(1)  . 

3°)a)Soit x [1, +∞[ 
4x

t

1

,  G(x)= te dt . 

On effectue une Intégration par partie : 
On pose          u(t)  =  t   donc       u’(t)  =  1    

2 3 4

-1

-2

0 1

1

x

y

t0i

j

t1
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                       v’(t) = et                          v(t)   =  et 
  

Pour tout x [1, +∞[,            
4x 4x

4xt t t 4x 4x 4x

1
1 1

 G(x)= te dt te e dt 4xe e e e 4x 1 e . 

     b)   88 1 e e²G(2) G(1)V F(2)
2 2

 
       
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Exercice  n°1 

De quoi s’agit-il ? 

Nombres complexes-Rotations-arithmétique-Probabilités 

SOLUTION 

1)  Réponse  - b -                    2) Réponse  - c -                     3) Réponse  - c -                    4) Réponse  - b - 

Exercice  n°2 

De quoi s’agit-il ? 

Fonction logarithme népérien-Fonction exponentielle-Fonction réciproque d’une fonction 
continue et strictement monotone-calcul intégral-Calcul d’aire 

SOLUTION 

1) a- En posant t x   on aura 
     

20 0 0

ln 1 1 ln 1lim lim lim
x t t

f x t t
x t t t    

       
              

. 

    b- 
     

0 0

0lim lim
0x x

f x f f x
x x  

    
        

 

        donc  f  n’est pas dérivable à droite en 0 

        et  C  admet au point  O  une  

        demi-tangente verticale dirigé vers le bas. 

2) a-  f  est définie et strictement décroissante 

         sur  0,1  donc réalise une bijection de 

         0,1  sur   0,1f  de plus  f  est continue sur  

         0,1   donc      0,1 ,0f   . 

        Conclusion :  f  réalise une bijection de  0,1  sur     0,1 ,0f   . 

    b-    
:Γ D y xS  C  

         C  admet au point  O  une demi-tangente verticale donc  Γ  admet en ce point  

 



 

 

         une demi-tangente horizontale. 

3) a- On a :   
 1

, 0x
f x y

  
 

,   si et seulement si     
 

0,1y
f y x

 
     

           ln 1x f y y        1xe y        1 xy e          21 1 xf x e   . 

    b-    
0

0 01 2 2
ln2 ln4ln 2 ln 2 ln 2

1 1 2 11 2 2 2 ln 2
2 2 2

x x x xf x dx e e dx x e e
e e



  

                            A  

        donc  5ln 2    u.a
8

 A  

    c- En utilisant la symétrie orthogonale d’axe la droite d’équation y x  on aura : 

          
1 1
4 4

0 0

1 ln 2 5ln 1 ln 2 ln 2
4 4 8

x dx f x dx         A=     (  1 0 0f     et   1 1ln 2
4

f     )  

        D’où     
1
4

0

3 5ln 1 ln 2
4 8

x dx  =   

         Autrement :     
1
4

0

5ln 2 ln 2
8

f x dx   A=   donc  
1
4

0

5 1 3 5ln 1 ln 2 ln 2 ln 2
8 4 4 8

x dx       

 

Exercice  n°3 

De quoi s’agit-il ? 

Similitude directe –Similitude indirecte-symétrie orthogonale –Composée d’une similitude 
directe et d’une symétrie orthogonale. 

SOLUTION 

1) voir figure ci-contre. 

2) a- ฀    π,  2π
4

JA JK


 
 

  est une mesure de l’angle de  f  

             en effet : 

             

1  car  ,   et            
2

π, ,  2π                                              
2

  car   est isocèle en  ,   et  

JK BA IA J B C K A C I A B

AI AK AB AC

AI AK ABC A K A C I A B

 

        

  
     

  

   
  

         donc  AIJK  est un carré direct dont  JA  est une diagonale   

         ainsi     π,  2π
4

JA JK


 
 

 

        Autrement :         

 



 

 

           / /JK AB   car dans le triangle  ABC  on a :  et J B C K A C     

        donc       , ,  2πJC JK BC BA
 


   

  
        or     π,  2π

4
BC BA




 

 
car  ABC  est un triangle rectangle et isocèle en  A  de sens direct 

        par suite          , , ,  2πJA JK JA JC JC JK
  

 
     

 

                                        π π  2π
2 4

         d’où            π,  2π
4

JA JK


 
 

 

       ฀ 

1
π 22 cos1 4 2

2

BAJK BA
JA BCBC

     
 

  est le rapport de  f  . 

    b-  

   

π
4

1
1 24

1 2 2cos 2
2

π,  2π                         
4

BCJL BC
JK BABA

JA JK





   


  

 

    d’où     f K L . 

    c- 

       

 π
4

π, , ,  2π
4

1 1
1 22 2        1 2cos 2

2

JI JH CA JA AC AJ

JA BCJH
JI BAAC

  
   



    



     

     d’où     f I H . 

3) a-      1 1' 1 1
2 2

z i z i      est de la forme  'z az b    où  
2 0

2
a    

         donc  φ   est une similitude indirecte de rapport  
2

2
 

          Or            1 1 1 1 11 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2C C

ii z i i i i i i z                d’où   φ C C  

          et comme 1a  donc   C  est l’unique point invariant par  f  qui n’est autre que le centre. 

    b- ฀ 1
2Iz                              ฀ 1

2Kz i                      ฀ 1 1
2 2Jz i                        ฀ 1 1

4 4Hz i        

    c- ฀          1 1 1 1 11 1 1 1 1
2 2 4 2 4I Hi z i i i i z               d’où   φ I H . 

        ฀           1 1 1 1 1 1 11 1 1 1 1 1
2 2 4 2 2 2 2J Ki z i i i i i i z                   d’où   φ J K . 



 

 

    d- 

 
   

 
 

         

 

   donc                   

   donc                  

  est une similitude indirecte comme composée   
  d'une similitude directe et antidéplacement

IK IK

IK IK

IK

f S I f I H f S I H

f S J f A K f S J K

f S

   

   





 

 



     

        Donc   IKf S   et  φ  sont deux similitudes indirectes qui coïncident en deux points distincts 

        par suite  φ IKf S  . 

4) a- La droite  Δ  est porté par la bissectrice intérieur de  ,CJ CK
 

 ( ou  ,CI CH
 

) 

    b- ฀  P IK   alors   
 

IKS P P   par suite   
 

   φ IKP f S P f P     donc     φ P f P . 

        ฀  P IK   alors       f P f IK LH    par suite     φ P LH  

            ΔP   et  Δ  étant l’axe de  φ   alors    φ φ Δ ΔP    

            Ainsi       φ ΔP LH Q     par conséquent   φ P Q . 

Exercice  n°4 

De quoi s’agit-il ? 

Ellipse-équation de la tangente à une ellipse en l’un de ses points-Aire d’un triangle  

SOLUTION 

1) a- L’ellipse  E  a pour équation, dans le repère orthonormé direct  , ,O i j
 

,   
2 2

2 2 1
1 2
x y    

        1a   ,  2b    et comme a b  ,  l’axe focal est  ,O j


.            

         Les sommets suivant l’axe focal de  E  ont pour coordonnées  0, 2  et  0,2  

         Les sommets suivant l’axe non focal de  E  ont pour coordonnées   1,0  et  1,0  

         Comme ² ² 3c b a    donc les foyers de  E  ont pour   coordonnées  0, 3  et  0, 3  

    b- voir figure ci-contre 

    c- 
2 2

2 2
2 2

cos 4sin cos sin 1
1 2
x x x x    . 

        Donc   M E  



 

 

2) Une équation de la tangente à  E  en un point  0 0M ,x y est : 

      0 0
2 2T : 1

1 2
xx yy

   par suite pour  M cosθ,2sinθ  on aura 

      
2 sin θT : cosθ 1

4
yx  

 
 d’où  T : 2 cos θ sin θ 2 0x y   . 

3) a- Le triangle  OPQ  est rectangle en O  

        donc l’aire 1 OP OQ
2

  A  

        Or   P O,i
P T     
 
 



  donc  p

p

0         
2 cosθ 2
y
x


 
  d’où   1

cosθP ,0  

       de même  Q O, j
Q T     
 
 



  donc  Q

Q

0       
sin θ 2

x
y


 

  d’où   2
sinθQ 0,  

       De plus cosθ 0  et  sin θ 0   pour tout πθ 0,
2

   
 

        Ainsi   
 

1 1 2 2 2
2 cosθ sin θ 2cosθsin θ sin 2θ

    A    

       donc  
 
2

sin 2θ
A . 

    b- L’aire 
 
2

sin 2θ
A  est minimale  si et seulement si   

       sin 2θ  est maximum  or 0 2θ π    donc 0 sin 2θ 1     

       d’où  A  est minimale  si et seulement si  π2θ
2

   

        par suite  πθ
4

   d’ou :  P 2,0  ,   Q 0, 2 2  et  2M , 22  

        ce qui prouve que  M  est le milieu du segment PQ . 

 

 

 
 

 



 

 

Exercice  n°5 

De quoi s’agit-il ? 

Equations différentielles -Recherche d’un ensemble de fonctions.  

SOLUTION 

1) L’ensemble des solutions de l’équation différentielle  " 0y y   est l’ensemble des fonctions  

    définies sur ฀  par :   sin cosf x A x B x     où   2,A B ฀  

2) a-   cosg x x  est deux fois dérivable sur ฀  et   ' sing x x  

         donc      π π' sin cos sin sin 02 2g x g x x x x x             ainsi     π' 02g x g x    

         par suite  g  est un élément de  E. 

    b- Comme  f  est un élément de  E  donc  pour tout réel  x   on a :    π' 02f x f x    

        et par suite    π" ' 02f x f x    d’où    π" ' 2f x f x   

    c- Si  f  est un élément de  E  alors  pour tout réel  x   on a :    π' 2f x f x     

        ce qui donne :  pour tout réel  x  ,        π π π' 2 2 2f x f x f x       . 

        Or d’après b-  si  f  est un élément de  E  alors  pour tout réel  x ,    π" ' 2f x f x   

        Par suite :  pour tout réel  x ,    "f x f x    d’où      " 0f x f x      

        C'est-à-dire  f  est une solution de l’équation différentielle  " 0y y  . 

    d-  d’après  c-  si  f  est un élément de  E  alors  f  est une solution de l’équation différentielle 

         " 0y y   donc    sin cosf x A x B x   où   2,A B ฀ . 

         D’autre part, comme  f  est un élément de  E  donc  pour tout réel  x   on a :    π' 02f x f x      

         Ce qui donne,  pour tout réel  x,        π πcos sin sin cos 02 2A x B x A x B x       



 

 

        donc pour tout réel  x ,  cos sin cos sin 2 cos 0A x B x A x B x A x       ainsi  0A   

         d’où    cosf x B x  oùB฀ . 

 

         Conclusion :   E  est l’ensemble des fonctions définies sur ฀  par :    cosf x B x  oùB฀ . 

 

                                                    FIN. 
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Epreuve de Math     Section Math   Session de contrôle 2009 

Exercice  n°1 

De quoi s’agit-il ? 

Nombres complexes-suites –fonction logarithme népérien-limites 

Corrigé 

1)  Réponse  - c -                    2) Réponse  - a -                     3) Réponse  - c -                    4) Réponse  - c - 

Exercice  n°2 

De quoi s’agit-il ? 

Fonction exponentielle - suites – calcul intégral. 

Corrigé 

1) a- En posant  t x  on aura      0 0
lim lim t t

x t
f x t te e

  
      . 

    b- En posant  t x  on aura      0 0
lim lim 0t t

x t
f x x te e

 
      

        Donc la droite  Δ  d’équation  y x  est asymptote à la courbe  C  au voisinage de .  

    c- Soit   0,x   ;     1 xf x x x e    

        ฀  sur  0,1  la courbe  C  est située au dessous de Δ . 

        ฀  sur  1,  la courbe  C  est située au dessus de Δ . 

2) a-  f  est définie et strictement croissante sur  0,  donc elle  réalise une bijection de  0,  sur 

  0,f    

        de plus  f  est continue sur  0,   donc      0, 1,f     . 

        Comme  0 1,     donc l’équation   0f x   admet dans  0,  une solution unique α . 



 

        Puisque  0 1 0f      ,     111
22

1 0
e

f     donc 1
20 α  . 

        Conclusion :  L’équation   0f x   admet dans  0,  une solution unique 1
2α 0,    . 

    b- D’après le tableau de variation de la fonction  f  on a :  ' 0 3f   

        donc la demi tangente à  C  au point d’abscisse 0 est de coefficient directeur 3. 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3) a-       
1 1 1 1

1 α α α α
1 1x xu f x dx x x e dx xdx x e dx            

        Or  
1

1

α α

² 1 1 α²
2 2
xxdx        

             
 

1

α
1 xx e dx     on intègre par parties on pose :  

   
   

1    ' 1   
'      x x

u x x u x
v x e v x e 

    
    

 

        Par suite        1 1 11 α
ααα α

11 1 αx x x xx e dx x e e dx xe e
e

                

        donc     
1 α

1 α

1 11 α² α
2

u f x dx e
e

     . 

        Interprétation :   0f x   pour tout  α,1x   donc  1u  représente l’aire, en unité d’aire, du domaine  

                                 du plan limité par la courbe  C  et les droites d’équations : 0y  ,  1x    et  αx   

 



 

    b- sur  0,1  la courbe  C  est situé au dessous de Δ  donc pour tout réel  0,1x  ,   f x x  

        de plus  pour tout  α,x     ,    0f x   et α 1  ainsi pour tout  α,1x  on a :  0 f x x    

        par suite   1 1

α α
0

n nf x d x x dx    

        d’où 
11

α
0

1

n

n
xu
n

 
    

    or  
11 1

α

1 α 1
1 1 1 1

n nx
n n n n

  
       

     donc     10
1nu

n
 


 

    c- Comme  1lim 0
1n n



  et  10

1nu
n

 


   donc  lim 0nn
u


 . 

Exercice  n°3 

De quoi s’agit-il ? 

Suites adjacentes 

Corrigé 

1) Montrons, par récurrence, que pour tout n฀ , n nu v . 

    ฀ vérification : pour 1n   l’inégalité 1 1u v  est vraie   ( car  1
1
3

u   et 1
2
5

v   ) 

    ฀ soit n ฀  , supposons que n nu v   et montrons que 1 1n nu v    

       Comme 1 1
2 3 2 0

3 5 15
n n n n n n

n n
u v u v u vu v 

  
       car  0n nu v    donc  1 1n nu v   

   Conclusion : pour tout n ฀ , n nu v . 

2) ฀ 1
2 0

3 3
n n n n

n n n
u v u vu u u

 
       car  0n nu v    donc   nu  est une suite croissante. 

  ฀  
1

33 2 0
5 5

n nn n
n n n

u vu vv v v


      car  0n nu v    donc   nv  est une suite décroissante. 

3)Première méthode 

฀ pour tout n฀ , n nu v  et  nv  est une suite décroissante donc  nv  est majoré par 0 1v   

       Donc  pour tout n฀ , 1nu  .  

      Ainsi  nu  est une suite croissante et majoré par 1  donc converge. 

    ฀ pour tout n฀ , n nv u  et  nu  est une suite croissante donc  nu  est minoré par 0 0u   

       Donc  pour tout n฀ , 0nv  .  



 

      Ainsi  nv  est une suite décroissante et minoré par 0  donc converge. 

    ฀ On pose   lim nn
u l


   et   lim 'nn

v l


   

        lim nn
u l


   donc     1lim nn

u l


  
 

      Comme 1
2

3
n n

n
u vu 




 
 donc  les opérations sur les limites des suites donnent  2 '

3
l ll 

  

      D’où 'l l   

      Deuxième méthode 

  D’après ce qui précède on a :  1 1
1

15n n n nu v u v      

      Montrons par récurrence que pour tout n฀ ,  1
15

n

n nu v    

      vérification : l’égalité  0

0 0
1

15u v   est vraie  ( car  0 0u   , 0 1v   et  01
15 1   ) 

      supposons que       1
15

n

n nu v     

      montrons que   1

1 1
1

15
n

n nu v


     

      on a :     1

1 1
1 1

15 15
1

15
n n

n nu v


 
       

 

      donc pour tout n฀ ,  1
15

n

n nu v    

      Vu que   1
15lim 0

n

n

    
  car     1

15 1,1    donc   lim 0n nn
u v


   

      Compte tenu : 

          ฀ pour tout n฀ , n nu v . 

          ฀  nu  est une suite croissante et  nv  est une suite décroissante. 

          ฀  lim 0n nn
u v


   

       Les suites   nu  et  nv sont adjacentes et par suite elles convergent vers la même limite 

4) a- pour tout n฀  ,     1 1 19 5 3 2 3 2 9 5n n n n n n n n n nw u v u v u v u v w            

        Donc  nw  est une suite constante. 

    b-  nw  est une suite constante donc  pour tout n฀  ,  0 0 09 5 5nw w u v    . 



 

        Par suite pour tout n฀  ,  9 5 5n nu v  . 

        Donc  si  L  est la limite commune des suites  nu  et  nv  on aura 9 5 5L L    

       Ce qui donne 5
14

L     ainsi      5lim lim
14n nn n

u v
 

  . 

 

Exercice  n°4 

De quoi s’agit-il ? 

Similitudes-angles inscrits –symétrie orthogonale. 

Corrigé 

1) a-      , ,  2πCA CB AC AD
 


   

  

                            π ,  2π
2

AB AC


 
 

 

                          π π  2π
2 6

                 donc      π,  2π
3

CA CB



 

 

        De plus, comme  ABC  est un triangle rectangle en  B  donc  π
3

1cos
2

CB
CA

   

        D’où  
   

1                
2

π,  2π
3

CB
CA

CA CB


 

 


    ce qui justifie que   S A B  

    b- ฀ D’une part      , ,  2πAC AE AC AD
 


   

   

                                                  ,  2πCA CB



 

 

                                                π  2π
3

         

           D’autre part    
 

 

 
 

   

S
S
S

DC

DC

DC

E A
D D
C C

 
 
 

   donc       , ,  2πEC ED AC AD
 

 
   

 



 

          Ainsi  

   

     

 

π,  2π           
3

, ,  2π
π              2π
3

AC AE

EC EA EC ED



 





 

  

 

       ce qui prouve que le triangle  ACE  est équilatéral. 

       ฀ On a  le triangle  ACE  est équilatéral et  O A C   donc  
   

π 1sin     
6 2

π,  2π
3

CO

CE

CE CO


  

 


      

          Conclusion :    S E O . 

2) a-  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

    b- ACE  est un triangle équilatéral et O A C   donc la droite  OE est la médiatrice du segment  A C  

         et puisque    \ ,I OE O E  donc IA IC  or   Γ  est le cercle de centre  I  et le rayon IA  

         donc   ΓC  . 

3) a-  ,MP MC
 

 et  ,AP AC
 

 sont deux angles inscrits dans  Γ  interceptant le même arc orienté ฀P C  

         Donc      , ,  2πMP MC AP AC
 


   

  or     π,  2π
6

AP AC



 

  donc     π,  2π
6

MP MC



 

. 

    b- Comme 
   

   

π,  2π
6
π,  2π
2

MN MC

NC NM









 


 

 
   donc     π,  2π

3
CM CN




 

   ( I ) 

 



 

        de plus on a    π
3

1cos
2

CN
CM

     ( II ) 

        d’après ( I )  et  ( II )  on en déduit   S M N  

4)  M AD   et   E AD     donc    A ,  E  et  M  sont alignés   de plus   

 
 
 

S
S
S

A B
E O
M N

 


 
 

 

    et comme toute similitude conserve l’alignement donc  B ,  O  et  N  sont alignés. 

     D’où   N O B  et puisque   D O B  on en déduit alors que   B ,  D  et  N  sont alignés. 

Exercice  n°5 

De quoi s’agit-il ? 

Résolution dans  Z2 d’une équation du type  ax +by = c – détermination des points d’une 
droite à coordonnées entières 

Corrigé 

1) a-      3 0 4 2 8        donc   0, 2  est solution de  E . 

    b- Soit   ,x y  ฀ ฀  solution de  E . 

        On a :     3 4     8
3 0 4 2 8

x y    
         donc   3 4 2x y      

        comme      
 

3 4 2
3 4 1

y   
   

   alors d’après Gauss   3 2y     ainsi  3 2y k   où  k฀  

        par suite   3 4 3x k      d’où  4x k   ainsi    , 4  ,  3 2x y k k    où  k฀  

        réciproquement : soit    , 4  ,  3 2x y k k    où  k฀  

        on a :    3 4 4 3 2 8k k        donc  ,x y  est solution de  E . 

       Conclusion :      4  ,  3 2  ,  S k k k    ฀ ฀ ฀  

2) a-  
 

, Δ  
,

M x y
x y

 
   ฀ ฀

   signifie    
3 4 8

,
x y
x y
  

   ฀ ฀
  signifie       ,  4  ,  3 2  ,  x y k k k   ฀  

        Donc     2 24 3 5AM k k k      où  k฀  

        Par suite  AM   est un multiple de 5. 



 

    b-  , ΔN x y     signifie  3 4 8x y      signifie  8 3
4

xy 
   

        Donc   2
2 2 23

4
25
16

xAN x x       par suite  5
4

AN x . 

    c- Si  AN  est un multiple de  5   alors   il s’écrit sous la forme  5A N k   où  k฀  

        Donc 5 5
4

x k   où  k฀     ainsi  4x k   où  k฀   d’où  x  est un  entier 

        Comme 8 3 32
4 4

x xy 
       donc   y = -2+3k     où  k฀   d’où  y  est un  entier 

        Conclusion : Si  AN  est un multiple de  5   alors   x  et  y  sont des entiers. 
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Exercice  n°1

A-CO�TE�U

Limites-Equations differentielles-Probabilité

B-REPO�SES

1)  Réponse  - c -                                 2) Réponse  - b -                             3) Réponse  - a - 

Exercice  n°2

A-CO�TE�U

-fonction logarithme néperien-Fonction réçiproque d’une fonction continue et strictement monotone- 

Exploitation d’un graphique-Traçage d’une courbe à partir d’une autre- Calcul intégral-Calcul d’aire 

B-SOLUTIO�

1) a- D’après la courbe la fonction  f est continue  

 strictement décroissante sur [ ]1,e e−
donc réalise  

 une bijection de [ ]1,e e−
sur [ ]( ) [ ]1, 2, 2f e e−

= − .

b- Voir courbe ci-jointe. 

2) a- [ ]11
1

ln . ln 1
e e

a x dx x x x= = − =∫ .

b- ( )
1

1
1

ln
e n

na x dx
+

+
= ∫ . On intègre par parties,                                                                                     

Session PRINCIPALE 2008 
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on pose  :     
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1
ln ' ln

' 1                          

n nn
x

u x x u x x

v x v x x

+ + = → =


= → =

Donc : ( ) ( ) ( )
1

11
1

ln 1 ln
e en n

na x x n x dx
+

+
 = − +  ∫

Ainsi :  ( )
1 1n na e n a

+
= − + .

c- Comme 2 12 2a e a e= − = − donc  3 23 3 6a e a e e= − = − + ainsi  3 6 2a e= − .

3) a- ( ) ( )( ) ( )
3 3

3 1
1 1 1 1

. ln 3ln ln 3 ln . 3
e e e e

f x dx x x dx x dx x dx a a= − = − = −∫ ∫ ∫ ∫  
donc  

 ( )
1

. 6 2 3 3 2
e

f x dx e e= − − = −∫ .

b- l’aire demandée est égale à
 
la différence entre l’aire du rectangle de dimensions e et 2 et le réel 

( ( )
1

e

f x dx−∫ )

Ainsi   ( )
1

2
e

e f x dx= × + ∫A ( )2 3 2e e= + − = 3 ua

Exercice  n°3

A-CO�TE�U

Congruence –Divisibilité-Résolution ,dans  ZxZ ,d’une équation du type ax+by=c 

B-SOLUTIO�

1) ( )1, 1− − est une solution particulière de ( ) : 3 8 5E x y− = .

Donc ( ) ( )3 1 8 1x y+ = + or : 
( )

3 8 1   

8 / 3 1x

∧ =


+
donc d’après le lemme de Gauss ( )8 / 1x + par suite  

 Il existe  un entier k tel que   ( )8 1  x k k= − ∈� .Remplaçons x par sa valeur on obtient 

 ( ) ( )8 1 3 8   y k k+ = × ∈� par suite  ( )3 1  y k k= − ∈� .

Pour la réciproque, il suffit de vérifier que tout entier k le   couple ( , )8 1 3 1k k− − est solution de 

l’équation  ( )E . D’où  

( ){ }8 1,3 1  ; S k k k
×

= − − ∈
� �

� .

2) a- On a : {3 2

8 7

x n

y n

= −
= −

donc 3 8 2 7 5x y n n− = − − − =( ) ( ) d’où ( ),x y est solution de ( )E

b-    si n est solution ( )S alors 
( )

( )
3 2  

8 7  

n x x

n y y

 = + ∈


= + ∈

�

�
donc ( ),x y est solution de ( )E d’où 

{ ( )
8 1

 
3 1

x k
k

y k

= −
∈

= −
� et par suite ( )3 8 1 2 24 1n k k= − + = − ainsi ( )1 mod 24n ≡ −  donc 

( )23 mod 24n ≡ .

Réciproquement  ,soit  n un entier vérifiant  ( )23 mod 24n ≡ donc  ( )24 23  n K K= + ∈� d’où 
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( )

( )
( )

3 8 7 2
 

8 3 2 7

n K
K

n K

 = + +
∈

= + +
� ainsi 

( )

( )

3 2  

8 ' 7 

n k k

n k k

 = + ∈


= + ∈

�

�
par suite n  est solution de  ( )

( )

( )

2 mod3

7 mod8

n
S

n

 ≡


≡

3) a- 
( )

( )

2

2

2 1 mod3

7 1 mod8

 ≡


≡
donc 

 

( )

( )
( )

2

2

2 1 mod3
 

7 1 mod8

k

k
k

 ≡
∈

≡
�

b-  ● {1991 3 663 2

1991 8 248 7

= × +

= × +
ainsi  

( )

( )

1991 2 mod3

1991 7 mod8

 ≡


≡
par suite 1991 est solution de ( )S .

● Comme 1991 est solution de ( )S donc ( )1991 23 mod 24≡ ou encore ( )1991 1 mod 24≡ −  

Donc  ( ) ( ) ( )
2008 2008

1991 1  mod 24≡ −  d’où  ( ) ( )
2008

1991 1 mod 24≡ on en déduit alors que 

( )
2008

1991 1− est divisible par 24. 

Exercice  n°4

A-CONTENU

Similitude directe-Similitude indirecte-  

Composée de similitudes –Symétrie axiale 

B-SOLUTION

1) ● Le rapport de  f est :
2

2
DC OB
AO OB

= =

●L’angle de f est   ( ) ( ) [ ]π
, ,  2π

2
AO DC OA OB≡ ≡
���� ���� ��� ����

.

2) a- ( ) ( ) ( )IC AD car IO⊥ est la médiatrice de AB  donc  dans le 

 triangle ACD , la droite ( )IC porte  la hauteur issue de  C .

( ) ( )AO CD⊥ donc dans  le triangle ACD , la droite  ( )AO porte la hauteur issue de  A .

donc ( ) ( ) { }IC AO O∩ = est l’orthocentre du triangle ACD .

b- ● ( )( )f OJ est la perpendiculaire à ( )OJ passant par ( )f O C= qui n’est autre que la droite ( )AC .

● ( )( )f AJ est la perpendiculaire à ( )AJ passant par ( )f A D= qui n’est autre que la droite ( )DJ .

● On a ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) { }f OJ f AJ AC DJ J∩ = ∩ = , comme{ } ( ) ( )J OJ AJ= ∩ alors  

 ( ){ } ( )( ) ( )( ) { }f J f OJ f AJ J= ∩ = donc  J est invariant par  f ,qui est de rapport 1≠ d’où  J est 

l’unique point fixe par f et par suite J est le centre de f.

3) a- ●
2

2
ID IB
IA IB

= = donc  g est de rapport 2. 

 ● L’axe de  g porte la bissectrice intérieur de ( ),IA ID
��� ���

qui n’est autre que ( )IC .

● Comme la forme réduite de  g est 
( ) ( ) ( ) ( ),2 ,2IC ICI I

g h S S h= =� � donc  

 ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
,2 ,2ICI I

g O h S O h O C= = =� car 2IC IO=
��� ���

.

B

O A

I

D

C

J

I'

J'
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b- ● ( ) ( )1g f C g O C−
= =� par suite ( )1g f C C−

=� .

● ( ) ( )1g f D g A D−
= =� par suite ( )1g f D D−

=� .

●
1g f −

� est la composée d’une similitude indirecte  g de rapport  2  et d’une similitude directe 
1f −

de rapport  
1
2

donc 
1g f −

� est une similitude indirecte de rapport 
1

2 1
2

× = donc c’est un 

 antidéplacement .Comme  
1g f −

� fixe les points  C et  D on a  alors ( )

1

CD
g f S−

=� .

4) a- ● ( ) ( )1 'g f J g J J−
= =� par suite ( )1 'g f J J−

=� .

● ( ) ( )1 'g f I g I I−
= =� par suite ( )1 'g f I I−

=� .

b- Comme ( )1 'g f J J−
=� et ( )1 'g f I I−

=� donc ( )
( ) '

CD
S J J= et ( )

( ) '
CD

S I I= d’où 

 ( )
( )( ) ( )' '

CD
S IJ I J=

Montrons que  les droites ( )IJ et ( )CD sont sécantes . 

 Supposons qu’elles sont parallèles.On a : ( )
( ) '

CD
S J J donc= ( ) ( )'CD JJ⊥ ce qui donne ( ) ( )'JI JJ⊥

D’autre part, 
( ) 'f I I donc= ( ) ( )'JI JI⊥ car f est  de centre J et d’angle 

π

2
( ) ( ), ' 'Ainsi JI JJ⊥

par suite les points J,J’et I’ sont alignés   ce qui est absurde .
 

les droites ( )IJ et ( )CD sont sécantes  et ( )
( )( ) ( )' '

CD
S IJ I J=

Donc les droites 
( ), ( ' ' ) ( )IJ I J et CD

sont concourantes 

 

Exercice  n°5  

A-CO�TE�U

Produit vectoriel- - Homothétie –Image d’un plan par une homothétie– Plans parallèles –Image d’un 

tétraèdre par une homothétie-Calcul de volumes . 

B-SOLUTIO�

1) a- Comme 
1

0
1

AB
−

−

 
 
 

����
et 

1
1

1
AC

−
−

 
 
 

����
donc  

1
2
1

AE
− 

 
 

����
ainsi  

1 1 0
2 0 2 
1 2 3 

E

E

E

x
y
z

= − + =
= + =
= + =

d’où  ( )0,2,3E

b- ( ) 21 1 1
. . 1

6 6 6ABCE AB AC AE AE AE AE= ∧ = = =
���� ���� ���� ���� ����

V uv. 

2) a- 
1

2
1

AE
− 

 
 

����
est un vecteur orthogonal à AB

����
et  à AC

����
donc  il est normal au plan ( )ABC et 

 
1
2
1

 −
−

 
 
 

����

P
est un vecteur normal à P et colinéaire à AE

����
donc P est parallèle au plan ( )ABC .

b- ● à partir de la relation   2 0KE KC+ =
���� ���� �

on obtient   ( )0,1,3K

● les coordonnées du point K vérifient   : 0 2 3 5 0− − + = donc  K ∈P .
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3) a- On sait que 2 0KE KC+ =
���� ���� �

donc 2 0KE KE EC+ + =
���� ���� ���� �

d’où 
1
3

EK EC=
���� ����

ainsi  h est de rapport 
1
3

.

b- On sait que ( )1
.

6EIJK IJ IK IE= ∧
��� ��� ���

V or on a : 

 ( )( )h ABC est un plan parallèle à ( )ABC passant par ( )h C K= donc ( )( )h ABC =P .

Par suite comme  A est un point de ( )ABC donc ( )h A est un point de P vérifiant  A , ( )h A et  E

alignés. Donc ( )h A I= .

De même comme  B est un point de ( )ABC donc ( )h B est un point de P vérifiant  B , ( )h B et  E

alignés. Donc ( )h B J= de plus,  vu que ( )h C K= et ( )h E E= on aura  

 ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1 1 1 1 1 1
. . .

6 6 3 3 3 27 6 27 27EIJK ABCEIJ IK IE AB AC AE AB AC AE= ∧ = ∧ = ∧ = =
��� ��� ��� ���� ���� ���� ���� ���� ����

V V .

Donc le volume du tétraèdre  EIJK  est  
1
27EIJK =V .

FIN.
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Exercice  n°1

A-CO�TE�U

Calcul intégral-limites –Congruences  

B-REPO�SES

1)  Réponse  - b -                                 2) Réponse  - c -                             3) Réponse  - c - 

Exercice  n°2

A-Contenu

-Résolution  dans  C d’une équation du troisième degré  admettant une racine réelle . 

-Similitude directe. 

B- SOLUTIO�

( ) ( ) ( )3 2: 5 10 2 8 0E z i z i z+ + + + + =

1) a- Soit   ( )
0z x x= ∈� une solution réelle de  ( )E . Alors : 

 ( ) ( )3 25 10 2 8 0x i x i x+ + + + + = donc ( ) ( )3 2 25 10 8 2 0x x x i x x+ + + + + = par suite 

 

3 2

2

5 10 8 0

2 0                

x x x

x x

 + + + =


+ =
d’où  

3 25 10 8 0

0 ou    2  

x x x

x x

 + + + =


= = −
ainsi  0 2z = −

(car z =0 n’est pas une solution de ( )E )

b- comme 0 2z = − est une solution de ( )E , donc  il existe deux nombres complexes b et c tels que  
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1

1
A0

A
1

A
2

A
3 A

4

3 5 10 2 8 22 2
z i z i z z z bz c+ + + + + = + + +( ) ( ) ( )( )   

par identification  ,on obtient :b=3+i et c=4. 

Par suite  ( ) ( ) ( )( )2: 2 3 4 0E z z i z+ + + + = donc 
( )2

2

3 4 0

z

z i z

= −


+ + + =

Résolvons l’équation  2 3 4 0z i z+ + + =( )  

 ( ) ( )
2 2

∆ 3 16 8 6 1 3i i i= + − = − + = +  ce qui donne   
( )

( )

1
2

1
2

' 3 1 3 2 2

" 3 1 3 1    

z i i i

z i i i

 = − − − − = − −

 = − − + + = − +

Conclusion :  les solutions de l’équation ( )E sont donc – 2 , -2-2i et  –1+ i

2) a- L’écriture complexe de  f est de la forme 'z az b= + où

π

42
i

a e= (complexe non nul) et 0b = donc  

 f est une similitude directe de rapport 2k = , de centre O et  dont une mesure de l’angle est π
4

.

b- On a MM’ = ( )1+ − = = =i z z iz z OM
 

D’autre part , ( )'M f M= donc 
2 2' 2OM OM=

par suite   2 2 2 2' 2 'MM OM OM OM+ = =  

Ainsi 'OMM est  un triangle rectangle et isocèle en M.

Construction :

On construit la demi-droite [ )Ot

tel que ( ) [ ]π

4
, 2πOM Ot ≡

����� ���

La perpendiculaire à ( )OM issue de M coupe [ )Ot

en 'M d’où la construction. 

 

3) a- pour tout n∈� , désignons par nz l’affixe du point 

 nA . comme  ( )1n nA f A
+

= alors ( )
1 1n nz i z

+
= + .

Par suite ( )
0 1A i− + ; ( )

1 2A − ; ( )
2 2 2A i− −  

( )
3 4A i− et ( )

4 4 4A i− .

O

1

1 M

M'
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b- On a : 
 n nz i z= + −( )1 1

On établit par recurrence que pour tout entier naturel 

 non nul n on a    nz
ni z= +( )1 0

Les points   O, 0A et nA sont alignés   si et seulement si
0OA

�����
et 

nOA
�����

sont colinéaires. 

 
0OA

�����
et 

nOA
�����

sont colinéaires   si et seulement si
0

nz

z
est réel 

0

nz

z
est réel si et seulement si 

( ) ( )arg 1 π
n

i k k+ = ∈� si et seulement si 
( )0 mod 4 .n et n non nul≡

Exercice  n°3

A-CO�TE�U

-Antidéplacement : symétrie , symétrie glissante. 

 

B-SOLUTIO�

1) a- 0AB ≠ et AB BD= car ABD est équilatéral

 

alors il existe un unique antidéplacement  f qui  

 envoie  A sur B et  B sur  D .

b- On a  ( )f f A D A= ≠�

donc  f est une  symétrie glissante de vecteur 

 
1
2

AD AJ=
���� ���

( )2
car 

u
f f t= ���� et d’axe la droite passant par le point  I A B= ∗ et par le point 0 B D= ∗

.donc l’axe  de cette symétrie glissante est la droite ( )OI .

c- L’image du triangle direct ABD  est un triangle indirect qui lui est isométrique  

 dont ( )f A B= et ( )f B D= sont deux sommets par suite  l’image par f du triangle ABD est le 

triangle BDC 

2) a- 

{ }( ) { }

( ) { }( ) { }

, , , ,

donc , ,

est une bijection

s A B D B C D

s A C s B D B D

s

=


= =



ainsi [ ]( ) [ ]s BD BD= .

b- d’après ce qui précède on a   

 

[ ]( ) [ ]s BD BD= et comme O B D= ∗ donc ( )s O O= par suite  s est un antidéplacement 

 Qui fixe  le point  O  d’où il s’agit d’une symétrie orthogonale d’axe ( )BD
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3) a- 

{ }( ) { }

( ) { }( ) { }

, , , ,

donc , ,

est une bijection

g A B D B C D

g A D g B D B C

g

=


= =



par suite on obtient : ( ) ( )ou g D B g D C= =

or si ( )g D C= on aura ( )g B B= par suite  g est une symétrie orthogonale ce qui n’est pas le cas  

 car ( )g g A C A= ≠� donc ( )g D B= .

b- on a déjà ( )g A D= , ( )g D B= et  g n’est pas une symétrie orthogonale car  ( )g g A B A= ≠�

donc g est une symétrie glissante donc de vecteur 
1
2

AB AI=
���� ���

( )2
car 

u
g g t= ���� et d’axe la droite  passant par J A D= ∗ et par 0 B D= ∗ donc l’axe de la symétrie 

glissante g est la droite ( )OJ .

Exercice  n°4

A- CO�TE�U

-Fonction Logarithme. 

-Continuité ,  dérivabilité, positions relatives de deux courbes. 

-Calcul intégral, calcul d’aire . 

B- SOLUTO�

1) posons 2t x= +

a-  
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )
02 2

lim lim 2 ln 2 lim ln 0 2
tx x

f x x x t t f
+ + +→→ − → −

= + + = = = −

Donc f est continue à droite en ( )2− .

b- 
( )

( ) ( )

( )

( )
02 2

2
lim lim ln 2 lim ln

2 tx x

f x f
x t

x
+ + +→→ − → −

− −
= + = = −∞

+

c-  f est dérivable sur ] ]2, 2− et on a : 

 ( ) ( )' 1 ln 2f x x= + + . ( )' 0f x ≥ ⇔ 1 2x e−≥ −

( ) ( ) ( )lim lim 2 ln 2 lim ln
x x t

f x x x t t
→+∞ →+∞ →+∞

= + + = = +∞

2) a- ( ) ( ) 4 ²g x f x x x− = − −

Pour x∈ −2 0, la courbe C est au dessus de la courbe C’ et pour x∈ 0 2, la courbe C est au dessous de la 

courbe C’ 

x 2−
1

2e
−
− 2

( )'f x − 0 +

0 +∞

( )f x

1
e
−−

x 2− 0 2

( ) ( )g x f x− + O −

position 
C Au dessous

De C’
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b- 

 

3) a-   

( ) ( )( )

( ) ( )( )

0 α

α
α 0

α α

α
0 0

 Si α 0 on obtient 4 ²

 Si α 0 on obtient 4 ²

g x f x dx x x dx

f x g x dx x x dx

• < = − = − 

• > = − = −


∫ ∫

∫ ∫

A

A

[ ] { }

α

α
0

Ainsi pour tout α 2, 2 \ 0

4 ²x x dx

∈ −

= −∫A

b- ( )[ ] ( )
αα

0α
0

1 1 8 1
2 3 3 3

2 4 ² 4 ² 4 ² 4 α² 4 α²x x dx x x= − − − = − − − = − − −∫A .

c- 2 2

16
3

u.a.−= =A A + A  

Exercice  n°5

A-CO�TE�U

-Suite de fonctions ; suites numériques ;convergences de suites  

B-SOLUTIO�

-1) ( ) ( ) [ ]2' 2 1 0 sur 0,1x n

nf x e n x−
= − − + <  donc  

 nf est strictement décroissante sur [ ]0,1 .

x 0 1

( )'nf x −

1

( )
nf x

1 1e
− −
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2) nf est continue, strictement décroissante sur [ ]0,1 donc elle réalise une bijection de [ ]0,1

sur [ ]( ) [ ]1
10,1 ,1ef −
−= et comme ] [1

10 ,1e
−
−∈ alors l’équation ( ) 0nf x = admet une solution unique ] [0,1nu ∈

3) a- Pour tout ] [0,1x∈ , on a :  ( ) ( ) ( )2 1

1 1 ² 0n

n nf x f x x x+

+
− = − >

donc ( ) ] [ ( ) ( )
1pour tout , 0,1  on a :   n nn x f x f x∗

+
∈ × >� .

b- ( ) ] [ ( ) ( )
1Pour tout , 0,1  on a :   n nn x f x f x∗

+
∈ × >� pour 1nx u

+
= on aura   ( )1 0n nf u

+
< .

c-  ● ( )1 0n nf u
+

< donc ( ) ( )1n n n nf u f u
+

< et comme nf est strictement décroissante alors sa réciproque 

l’est aussi et par suite  1n nu u
+

> ainsi ( )nu est une suite croissante.

● ( )nu est une suite croissante et majoré par 1 donc  elle est convergente . 

4) a- ( ) 0n nf u = donc ( )
2 1

n
nu

n
e u

+−
= ainsi ln

2 1

n
n

u
u

n
= −

+
.

b- Soit lim n
n

u
→+∞

=l alors on a : ( )2 1
lim ln lim n

n
n n n

u
u

→+∞ →+∞ +
= − donc ln 0=l par suite 1=l .

FIN.
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