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Épreuve : Mathématiques                   Série : TSE                         Durée : 4 heures                   Coefficient :  4  

 E X E R C I C E  1    ------------------------------------------------------------------------------------------ (5 points) 

I- On considère dans ℤ, le système (𝑺) ∶ & 𝑿 ≡ 𝟕[𝟐𝟏]
𝑿 ≡ 𝟏𝟏[𝟏𝟑] 

1- Vérifie que 𝒙𝟎 = 𝟏𝟓𝟒 est solution particulière de (𝑺)    0.5pt 

2- Résous alors le système (𝑺).  1pt 

3- Situation : Une marchandise est emballée dans des cartons de 𝟐𝟏	𝒑𝒊è𝒄𝒆𝒔, le dernier carton ne 

contient que 𝟕	𝒑𝒊è𝒄𝒆𝒔 et si elle est emballée dans des cartons de 𝟏𝟑	𝒑𝒊è𝒄𝒆𝒔, le dernier carton 

contiendra seulement 𝟏𝟏	𝒑𝒊è𝒄𝒆𝒔.   
Tâche : Détermine tous les nombres possibles de pièces de cette marchandise sachant que ce 

nombre est inférieur à 𝟏𝟎𝟎𝟎.   0.75pt 

II- On se place dans le plan (𝓟), soit 𝐀𝐁𝐂𝐃 un Carré de côté 𝟒	𝐜𝐦	  

Pour tout point 𝐌 du plan on considère le nombre réel 𝒇(𝑴) = 𝐌𝐀𝟐 +𝐌𝐁𝟐 +	𝐌𝐂𝟐 +𝐌𝐃𝟐 

1- Détermine le signe de 𝒇(𝑴)    0.25pt 

2- Soit le point 𝑮 barycentre du système {(𝑨, 𝟏); (𝑩, 𝟏); (𝑪, 𝟏); (𝑫, 𝟏)}  

Recopie et remplis le tableau ci-dessous :   0.5pt 

 

3- Construis le point 𝑮.     0.5pt 
4- a-   Montre que pour tout point 𝑴 du plan  𝒇(𝑴) = 𝟒𝐌𝐆𝟐 + 𝟑𝟐     1pt 
     b-   Détermine et construis l’ensemble (𝑬) des points 𝑴 du plan tels que 𝒇(𝑴) = 𝟒𝟖   0.5pt  

  E X E R C I C E  2    -------------------------------------------------------------------------------------------- (5 points) 

I- On considère le complexe 𝒂 = 𝟐 + √𝟐 + 𝒊√𝟐 
1- Montre que |𝒂| = 𝟐%𝟐 + √𝟐    0.5pt 
2- a-  Montre que 𝒂 = 𝟐S𝟏 + 𝒄𝒐𝒔 𝝅

𝟒
U + 𝟐𝒊𝒔𝒊𝒏 𝝅

𝟒
    0.25pt 

b-  En déduire que 𝒂 = 𝟒𝒄𝒐𝒔𝟐 𝝅
𝟒
+ 𝟒𝒊 S𝒔𝒊𝒏 𝝅

𝟖
U	S𝑪𝒐𝒔 𝝅

𝟖
U   0.5pt 

c-  Prouve par déduction que l’écriture complexe de 𝒂 = 𝟒𝒄𝒐𝒔 𝝅
𝟖
S𝒄𝒐𝒔 𝝅

𝟖
+ 𝒊𝒔𝒊𝒏 𝝅

𝟖
U   0.25pt 

3- Montre que 𝒂𝟒 = 𝒊 '𝟐%𝟐 + √𝟐(
𝟒
= 𝟏𝟔𝒊)𝟔+ 𝟒√𝟐*   0.5pt 

𝑮 existe t -il ?  Pourquoi ? Comment appelle t-on 𝑮		techniquement ? 𝑮 obéit -il à quelle rélation vectorielle ? 

   



 
II- On considère le plan (𝒑) rapporté au repère orthonormé (𝑶	, Y⃗	, [⃗). Soit l’application 𝒇 qui à tout 

point  𝑴S𝒙𝒚U associe  𝑴( S𝒙
!

𝒚!U tel que  𝒇(𝑴) = 𝑴( 	⇔ .
𝒙" = 𝟏

𝟏𝟑
(𝟏𝟎𝒙 − 𝟐𝟒𝒚 − 𝟏𝟖)

𝒚" = 𝟏
𝟏𝟑
(−𝟐𝟒𝒙 − 𝟏𝟎𝒚 + 𝟐𝟓)

  

1- Montre que 𝒇 est bijective.   0.25pt 
2- Détermine l’ensemble des points invariants par 𝒇.    0.5pt 
3- On pose dans ℂ,	  𝒁 = 𝒙 + 𝒊𝒚		𝒆𝒕		𝒁" = 𝒙" + 𝒊𝒚′ 

a- Exprime 𝒁′ en fonction de 𝒁@    0.5pt 

b- En déduire la nature de 𝒇.   0.25pt 
4- Soit l’homothétie 𝒉 et 𝑺 la symétrie orthogonale définie respectivement par  

𝒉(𝑴) = 𝑴( 	⇔ &𝒙
′ = 𝟐𝒙 − 𝟐
𝒚′ = 𝟐𝒚 + 𝟏

                𝑺(𝑴) = 𝑴( 	⇔ *
𝒙" = 𝟏

𝟏𝟑
(𝟓𝒙 − 𝟏𝟐𝒚 + 𝟒)

𝒚" = 𝟏
𝟏𝟑
(−𝟏𝟐𝒙 − 𝟓𝒚 + 𝟔)

 

a- Montre que pour tout point 𝑴 du plan, 𝑺𝒐𝒉(𝑴) = 𝒇(𝑴)    0.75pt 

b- Déduire des questions précédentes les éléments caractéristiques de 𝒇.   0.75pt    

  P R O B L E M E    ------------------------------------------------------------------------------------- ( 10 points) 

  P A R T I E  A    ------------------------------------------------------------------------------------------- (5 points) 

Pour tout entier naturel 𝒏 ≥ 𝟏, on définit sur ℝ la fonction numérique 𝒇𝒏 par : 𝒇𝒏(𝒙) = 
(𝟏0𝒙)𝒏𝒆𝒙

𝒏	!
 

On note (𝓒𝒏) sa courbe représentative dans un repère	'𝑂, 𝒊		AAA⃗ , 𝑗(	 orthonormé. Unité graphique 𝟐	𝒄𝒎 

1- Détermine le domaine de définition 𝑫𝒇𝒏 et calcule les limites en fonction de la parité de 𝒏.   1pt 

2- a-  Montre que ∀𝒙 ∈ 𝑫𝒇𝒏	,𝒇′𝒏(𝒙) = 
(𝟏C𝒙C𝒏)(𝟏C𝒙)𝒏*𝟏𝒆𝒙

𝒏	!
    0.5pt 

b-  En déduire le tableau de variations de 𝒇𝒏 selon la parité de 𝒏.   1pt 

3- Dresse le tableau de variation de 𝒇𝟏	𝒆𝒕	𝒇𝟐    0.5pt 

4- Précise les positions relatives des courbes (𝓒𝟐)	𝒆𝒕	(𝓒𝟏)  
5- Construis dans le même repère les courbes (𝓒𝟐)	𝒆𝒕	(𝓒𝟏).    1pt 
6-  a-  Vérifie que pour tout réel 𝒙 on a : 𝒇	𝟐( (𝒙) = 𝒇𝟐(𝒙) − 𝒇𝟏(𝒙)    0.5pt 

     b-  En déduire l’aire du domaine limité par (𝓒𝟏)	; 	(𝓒𝟐)	et les droites  𝒙	 = 	−𝟏		𝒆𝒕		𝒙	 = 	𝟏     0.5pt 
 

  P A R T I E  B    ----------------------------------------------------------------------------------------------- (5 points) 

I- Pour 𝒏	 ∈ ℕ , On pose  𝑽𝒏 = ∫ 𝒇𝒏(𝒙)	𝒅𝒙
𝟐
𝟏 	= 𝟏

𝒏	!
 ∫ (𝟏 − 𝒙)𝒏𝒆𝒙	𝒅𝒙𝟐
𝟏 = ('𝟏)

𝒏

𝒏	!
 ∫ (𝒙 − 𝟏)𝒏𝒆𝒙	𝒅𝒙𝟐
𝟏 	  

1- Calcule 𝑽𝟏 par parties       0.75pt 
2- Etablis que  𝟎 ≤ ∫ (𝒙 − 𝟏)𝒏𝒆𝒙	𝒅𝒙𝟐

𝟏 ≤ 𝒆𝟐      0.5pt 

3- En déduire que pour tout 𝒏 ≥ 𝟏,	  |𝑽𝒏| ≤ 𝒆
𝟐

𝒏!
 puis détermine 𝒍𝒊𝒎

𝒏→%&
𝑽𝒏       0.75pt 

4- Démontre que pour tout  𝒏 ≥ 𝟏 on a : 𝒇	𝒏( (𝒙) = 𝒇𝒏(𝒙) − 𝒇𝒏,𝟏(𝒙)          0.5pt 

5- En déduire que pour tout 𝒏 ∈ ℕ∗ et pour tout réel,  𝒇𝒏(𝒙) = 𝒇𝟎(𝒙) + 𝒇′𝟏(𝒙) + ⋯ . . +	𝒇′𝒏(𝒙)      0.5pt 

II- Pour 𝒏 ∈ ℕ , On désigne par (𝑰𝒏) la suite définie par 𝑰𝒏 = ∫ 𝒇𝒏(𝒙)	𝒅𝒙
𝟏
𝒂 			  𝟎 ≤ 𝒂 < 𝟏 

1-   Démontre que ∀	𝒏 ∈ ℕ, on a : 0 ≤ 𝑰𝒏 ≤ 
(𝟏C𝒂)𝒏/𝟏

𝒏	!
 𝒆𝒂  puis en déduire que la suite (𝑰𝒏).     0.75pt 

2-   A l’aide d’une intégration par parties, montre que pour 𝒏 ≥ 𝟎 , 𝑰𝒏0𝟏 = 𝑰𝒏 − (𝟏(𝒂)
𝒏&𝟏

(𝒏%𝟏)!
𝒆𝒂       0.75pt 

3-    En déduire que pour tout 𝒏 ∈ ℕ, 𝑰𝒏 = 𝑰𝟎 − !(𝟏'𝒂)
𝟏

𝟏!
+ (𝟏'𝒂)𝟐

𝟐!
+	⋯⋯+ (𝟏'𝒂)𝒏

𝒏!
% 𝒆𝒂      0.5pt 


