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Exercice 1
Soit ne N".

2n+l

On consideére la fonction f, définie sur l'intervalle [0,1] par: f (x)=e " —Xx
1) Etudier les variations de la fonction £ .
2) Montrer que 'équation f,(x) =0 admet une unique solution u, et que u, € ]0,1[.

On définit ainsi une suite numeérique (un )nZl
3)a) Soit n€ N" et x € |0,1] . Comparer f,(x) et f,.,(x)
b) Montrer que pour tout entier naturel nonnul n, f, (”;m ) <0.

c) Montrer que la suite (un )n>1 est croissante puis déduire qu'elle est convergente.

. u
4) a) Montrer que pour tout 7 € N7, In(u ) =— 5 ’;_ I
n

b) Calculer limu, .

n—>+0w0

Exercice 2

Soit m un nombre complexe non nul tel que : m # -+ —1i.

55
On considére dans I'ensemble C I'équation (E) 1zt — [1 +m (2 + i)]z +2m (1 + im) =0
1) a) Vérifier que le discriminant de I'équation (E ) est A= I:l + m(—2 + i)]2
b) Résoudre dans C 1'équation (E )

2m
1+im

2) On suppose que 7 # 1 et on pose © =

a) Montrer que: # € R < |m|2 = Im(m)
b) En déduire 'ensemble des points M (m) pourque u € R.
3) Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O;L_[ ,V ) .

Soient M, A et B les points d'affixes respectives m, —i et u.

a) Montrer que les points A, M et O sont alignés si et seulement si 72 est un imaginaire pur.
u+i 1 m+i
b) Montrer que : —— = = X
u

2 m
c) En déduire que si m ¢ i R, alors les points A, M, O et B sont cocycliques.

Exercice 3
PartieI:
Soit f lafonction définie sur R par:

f(x)=1-x%¢";x<0
PN

On désigne par (C f.) la courbe représentative de la fonction f dans un repére orthonormé (O; 7,])

d’'unité graphique 2 cm.
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1) Montrer que la fonction f est continueen x, =0.

2) Etudier la dérivabilité a gauche en x, = 0 de la fonction f .
3) Montrer que f n'est pas dérivable a droiteen x, =0.

4) Calculer les limites de f en —oo et en + oo.

5) a) Déterminer f '(x) sur chacun des intervalles ]—O0,0[ et ]O, +OO[ ou f' désigne la fonction dérivée

de f.
X

1
b) On pose g(x)—ln(1+;j+m—l.

Etudier les variations de la fonction g sur l'intervalle ]O, +oo[ puis en déduire le signe de g(x) et
Celuide f'(x) sur ]O, +oo[ .
c) Dresser le tableau de variation de f .
6) Construire la courbe (C f) en précisant les deux demi-tangentes au point d'abscisse x, = 0.

Partie II :

. 1 n+l
Soit (un )%N* la suite numérique définie par : (‘v’n eN ) U, = (1 + Zj .

Soit @, la fonction définie sur ]0,+OO[ par: @ (x)= ln[l +(n+ l)x] — Z—:élnx ounelN",

1) a) Montrer que ¢, admet un minimum dont on déterminera sa valeur en fonction de 7.

n+2
I+ (n+ l)x} S ()

b) En déduire que : (‘v’n € N*)(‘v’xe R™ —{1})1[ P

2) A laide de l'inégalité (I) déterminer le sens de variation de la suite (un )neN* :

n \ *
(On pourra poser x =——ou ne N")
n+l
n+11d v N* >
= -dt etque | Vn € ,Uu =e.
n+l Jn ¢t d ( ) g

b) Déduire des résultats des questions précédentes, I'étude de la convergence de la suite (un)

3) a) Pour tout # € N, établir que

..
neN

c) Calculer limu,

n—>+00

Exercice 4
On considére dans I'ensemble C, 'équation d'inconnue z, (E ) 127 =2 z+€"sinO=0 ou
0c ]0, n[ .
1) Déterminer les deux solutions de I'équation (E ) .

e’ +1 e’ —1
2) On pose z, = > et z,= 7

a) Déterminer z, X z, sous la forme trigonométrique.

)
b) Montrer que z, = COS(— e ? et déduire I'écriture trigonométrique du nombre complexe z, .

2
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3) Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé (O;L_[ ,V ) on considere les points M ;I;J;
M, et M, d’affixes respectives ¢";1;—1; z, et z,.

a) Montrer que le triangle MIJ est rectangle au point M.
b) Montrer que (17) /(M,M,)

T
4) Soit h I'homothétie de centre M et de rapport 2 et soit 7 la rotation de centre M et d’angle (—Ej )

a) Montrer que h(M1 ) =1 et h(Mz) =]
_ o o 1+¢"
b) Montrer que les points M, J et r(I) sont alignés et en déduire que — = € R.

z(l—eie)

5) Déterminer les valeurs de 0 pour lesquels le périmeétre du triangle MIJ soit maximal.
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Exercice 1
Dans C I'ensemble des nombres complexes, on considére I'équation

(E): 2z’ —(2+31) 2 +(4i-1)z+2-1=0.
1) a) Montrer que I'équation (E ) admet une solution réelle z, que I'on déterminera.
b) Résoudre I'équation (E ) .

2) Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormé direct ( O;u, 13) ,on désigne par A, B et C les ponts

d'affixes respectives 1,1 et 2+1. A tout point M d'affixe z on associe le point M’ d'affixe z' tels que z'=— ou

Z
zeC—-{-1,0,1}.

IER*.

. . . Z+
a) Montrer que le triangle AMM' est rectangle en A si et seulement si —;
A

i . s zZ
b) On pose: z = e’ ou Oe ]O, n[ . Donner la forme trigonométrique de —;
Z

c¢) Déduire les valeurs de 0 pour lesquelles le triangle AMM' soit rectangle en A.

. : . (1+i)z . :
3) Soit N le point d'affixe z,, = ot ze C—{i}.

zZ—1

a) Montrer que N €% (O, l) si et seulement si M appartient a la médiatrice du segment [AB ] . (On note par

128 (O, 1) le cercle de centre O et de rayon 1)

b) Montrer que : (W, WV) = % - (ﬁ, W)[Zn] .

c) En déduire I'ensemble des points M pour lesquels les points O, M et N soient alignés.
Exercice 2

13[19]
6 [12]

n

n

On considére dans 7, le systéme (S ) : {

1) Démontrer qu'il existe un couple (u, v) d’entiers relatifs tels que: 19u+12v =1. (On ne demande pas dans
cette question de donner un exemple d'un tel couple).

Vérifier que pour un tel couple, le nombre N =13x12v+6x19u est une solution de (S ) :

n=n,[19]

2) a) Soit n,une solution de (S ) , vérifier que le systéme (S ) équivaut a { [12] .
n=n,

n=n,[19]

b) Montrer que le systéme { équivauta n =n, [12 X 19] )

n=n,[12
(on rappelle que a = b[c] <:>c/(a —b))
3) a) Trouver un couple (u, v) solution de I'équation 191 +12 v =1 et calculer la valeur de n correspondante.
b) Déterminer I'ensemble des solutions du systéme (S ) . (on pourra utiliser la question 2)b)).

4) Soit n une solution du systéme (S ) . Déterminer le reste de la division euclidienne de n par 228 =12x19.

Exercice 3
On rappelle que (R,+,x) et (.7\’13 (R), +,><) sont deux anneaux.

On considére I'ensemble F =R —{ } etpourtout a et b de £ ,onpose: a*b=a+b-3ab.

W | —
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1) Montrer que * est une loi de composition interne dans E .

2) Montrer que (f, *) est un groupe commutatif.

. . 1
3) Pour tout entier naturel non nul n et pour tout réel a tel que a # —, on pose: a™ =a*a*..*q.
3 o

n fois a
; (Tl) 1 1 n
Montrer que: a'"’ = ———(1—3a) .
3 3
1-2a a
4) Pour tout réel a, on considére la matrice: M (a) =| a 1-2a
a a 1-2a
a) Montrer que : (‘v’(a,b) eR? ), M(a)x M(b)=M(ax*b).
b) On considére I'ensemble G = {M (@)e M;(R)/aecE } et l'application: ¢: £ — G
a— M(a)

Montrer que ¢ est un morphisme bijectif de (f , *) VErs (G,x).
c) Déduire la structure de ( G, x) puis déterminer M ' (a) la matrice inverse de M (a).

d) Déterminer M " (a) pour tout n de N*.
Exercice 4

fu(x)=xIn"(x), si x>0
fn (0):0

On désigne par (%) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; {, ]) . (unité :2 cm)

Soit n € N" et f, la fonction définie sur R, par: {

Partie A
1) a) Montrer que la fonction f, est continue a droite en 0.

b) Etudier la dérivabilité de f, a droite en 0.

c) Calculer f,'(x) pour tout x>0.
2) a) Dresser le tableau de variation de la fonction fn . On distinguera deux cas suivant la parité de n.
b) Montrer que toutes les courbes (% ) passent par trois points fixes : 'origine du repére et deux autres points

AetBtelsque 0<x, <Xj.
3) a) Etudier la position relative de (Z) et (%) et construire ces deux courbes dans le repeéere (O; f, j) .

b) Calculer, en cm?, 'aire de la partie du plan limitée par (Z) et (%) et les droites d'équations x =1 et x=e
Partie B
1
Onpose: F, (o) :I fo(x)dx ou neN" et ael0,1].

1) a) Sans calculer F, (oc) , prouver que I, (OL) admet une limite finie u, lorsque o tend vers 0.

1
b) Calculer F, (OL) et en déduire que u, = s

2) a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que :

(Voc € ]O,l[)(Vn € N*), F, (a)= —O;ln”+1 ((x)—nTHFn (a)

n+l

. n+l
b) En déduire que: (Vn eN ), U, = Tu

n -

2 https://www.dimamath.com


https://www.dimamath.com/

2eme BIOF SM Bac blanc n°2 S.EL JAAFARI

https://www.dimamath.com
#

3) Soit .7, , l'aire de la partie du plan limitée par la courbe (% ) ,'axe des abscisses et les droites d'équations :
x=0et x=1.
a) Montrer que: .7, = 4|un|cm2 .
n!
b) Montrer que: (Vn € N*), S, = =
c) Montrer que pour tout n >3, %7, > 2.9/, puis en déduire lim &7 .

n+l
n—-+owo

Partie C
On pose G(x) = Le tIn(t)dt avec xeR.

1) a) Sans calculer G(x), montrer que G est dérivable sur R et calculer G'(x) .

b) Déterminer le sens de variation de G .

2) a) Calculer G(x) en fonction de Xx.

b) Dresser le tableau de variationde G .
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Exercice 1
On considére dans Z’ I'équation (E ) :2013x-1962y =54.

1) a) Déterminer PGCD(2013,1962) et en déduire que I'équation (E ) admet des solutions dans 7.
b) Sachant que le couple (78,80) est une solution particuliére de I'équation (E ) , résoudre dans Z* I'équation
(E ) en précisant les étapes de la résolution.
2) Montrer que si le couple (x, y) est une solution de I'équation (E ) alors x = 0[6] .
3)Onpose d=XxAY ou (x, Yy ) est une solution de I'équation (E ) .

Déterminer les valeurs possibles du nombre d .
671a-654b=18

4) Résoudre dans N le systéme
anb=18

Exercice 2
On rappelle que (M(R),+,x) est un anneau unitaire. Soit G = {M(a,b) = (cll g} /(a,b) e Rx R*}.
Partiel
1) Montrer que G est une partie stable de (M(R),x) :
2) Montrer que (G,x) est un groupe. Ce groupe est-il commutatif ?
3) Soit H l'ensemble des matrices M (a,b) de G telles que (a,b) eRxR’.

Montrer que H est un sous-groupe de (G,x) X
: o 1 0) |
4) Soit A un élémentde G telque A = : ouaeR.
a

Onpose: A'=A, A’ =AxA, A’ =A>xA,.., A" = A" x A pourtout n e N".

Donner I'expression de A" en fonctionde a etde n.
Partie 2

Pour tout (a,b) et (x,y) de RxR", on définit la loi de composition interne T par: (a,b)T(x,y) = (a + bx,by).
Soit I'application @ : G — RxR"
M(a,b)~(a,b)

1) Montrer que ( est un morphisme bijectif de (G,x) vers (R xR” ,T) )
2) En déduire la structure algébrique de (R X R*,T) .

3) Pour tout a € R et pour tout n € N*, déterminer le symétrique de (a,1)T(a,1)T...T'(a,1) dans. (R X ]R*,T)

n fois

Exercice 3
Soit a un nombre complexe non nul.

I - On considére, dans C l'équation (E) :z* +[(1—a)i—a]z+a+a2i =0

1/ Développer le nombre complexe : [(1 + a)i—a]2

2/ Résoudre dans Cl'équation (E)
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i2r

3/ Montrer que I'équation (E ) admet une unique solution dans C si et seulement si a = Te 4,

n

g i - ~ & ~
IL - On supposeque a#-1, a#—-1 et a#—=e * eton considére dans le plan complexe rapporté a un repére

7

orthonormé direct (O;ﬁ,ﬁ) les points A, B, C et D d'affixes respectives a, ai, a—1 et —1.
. L . 3n
1/ Montrer que les points A, B et C sont alignés si et seulement sion a: arg(a) = T[n] .

; 3
2/ On suppose que a =e" ou 96]—7[;7[[ et 97&% et 67&—%

a/ Donner l'écriture trigonométrique du nombre complexe 1+a.

2
B /Montrer que les points A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si arg(a) = g{?n} )

.21
i2n
3/ On pose dans cette question: a=e * et on considére la rotation R de centre D et qui transforme Cen B.

a/ Déterminer une mesure de I'angle de la rotation R .
b/ Donner l'écriture complexe de la rotation R .
C/ Déterminer 'affixe ® du point Q l'image du point A par la rotation R .
Exercice 4
Soit f la fonction numérique définie sur R par: f(x)= (1 +x° )e"‘ :
On désigne par (C f ) sa courbe représentative dans un repere orthonormeé (O ; {, j) .
Partie 1

1) Etudier les deux branches infinies de la courbe (C f ) aux voisinages de —00 et de +00.

2) Montrer que pour tout X € IR, f '(x ) = —(x — 1)2 e, puis dresser le tableau de variations de f .

3) Montrer que pour tout X € IR, f "(x) = (x2 —4x+ 3) e ", étudier la concavité de la courbe (C f ) .

4) Construire la courbe (C f ) dans le repére (O ; {, j) . (l'unité est 1 cm)

5) a) Vérifier que f est une solution particuliére de I'équation différentielle (E ) 'y "+2 y "+ y=2 e”.
b) Déterminer la solution générale de I'équation différentielle (E ) .

6) Calculer 'aire du domaine plan délimité par la courbe (C f ) ,'axe des abscisses et les deux droites d'équations
x=0etx=1.

Partie 2

|
Soit (un )nEN la suite numérique définie par : U, = gln 2et u, A = f(un) pourtout N € N .
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In2
1) Montrer que I'équation f(x) X admet une unique solution 0. dans R et que o € T 1 .
|
2) a) Montrer que : (Vn € N), glnz <u,<I.
. ln 2
b)Montrerque:(VXER),e >l—x et | Vxe |f( )|<—

c) Montrer que:: (Vn € N), u

OL| —|u —0L| puis en déduire lim u,.

n+l
n—+oo

Partie 3

Soient (an )neN* et (b )neN* deux suites numériques définies par :

(vneN'):a =gk2:,f( j o bﬂ_%:[d%ﬂz

1) Montrer que la suite (an )ne « est convergente et que lim bn =0

N n—+w

2)Pourtoutn€N*,onpose:Cn H{H— f( J:|

k=1

a) Montrer que : (Vxe R+), x—%xz Sln(l+x)£x.

b) En déduire que:: (Vn € N*), a, —%bn < 1n(cn)£ a,

c) Montrer que la suite (Cn ) « est convergente et calculer sa limite.

neN
Exercice 5

ax Int
Soit F la fonction numérique définie par: F(x) = I —d

1) Montrer que F est définie sur D = }O,é[ U:|%,+oo|: .

2) Montrer que F est dérivable sur D et calculer F'(x) pourtout x de D.
3) Soit x € ]1,+oo[ .

3xInc

2c-1

a) Montrer que : (3¢ €[x,4x]): F(x) =

X
b) Déduire que hm F(x)=+o0 etcalculer lim —= F( )

X+ X

4) Soit x }O,%{ Montrer que |F (x)| < I 2Int.dt puis déduire lim F(x).

x—0"
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Exercice 1

Soit n € N*. On consideére la fonction numérique f , delavariable réelle x définie sur [O,+oo[ par:

{fn(x) =x(1-Inx)";six>0
fn(O) =0
Partie 1l

Soit (Cn ) la courbe représentative de la fonction f, dans un repére orthonormé direct.
1) a) Montrer que la fonction fn est continue a droite en zéro.

b) Etudier la dérivabilité de la fonction f, a droite en zéro.

. . . X . b's
c) Déterminer les limites suivantes : lim f,(x), lim f,(x), lim M et lim Si( ).
X—>+0 X—>+0 X+ X

X—>+0 X

2) a) Etudier les variations de la fonction f,.
b) Etudier les variations de la fonction f, .
3) a) Déterminer la position relative des deux courbes (Cl ) et (C2 ) .
b) Construire les courbes (C1) et (Cz) dans le méme repére. (on admet que le point A(1,1) est un point

d'inflexion de la courbe (C2 ) ).

Partie 2

S

1
On considére la fonction numérique I de la variable réelle x définie sur ]—oo,O] par: F(x)= J . %dt
¢ 1+

1) a) Montrer que la fonction F est dérivable sur l'intervalle ]—oo,O[ , et que pour tout x € ]—oo,O[ ona:

_(x-De*
1+e*

F'(x)

b) En déduire les variations de la fonction F' sur l'intervalle ]—oo,O] .

2) a) Montrer que pour tout X € ]—oo,O[ ona: %J-l J@dt <F(x)< I%J‘l S @)dt.
e +e e

3 Inx
b) Vérifier que la fonction v :x x> (Z — Tj est une primitive de la fonction f, sur l'intervalle ]0,+oo[ .

c) Montrer que lim Jlx S@)dt = % )

3 3
3) On suppose que la fonction F admet une limite finie L quand x tend vers —o. Prouver que g <L< Z .

Partie 3

* e
Pour tout n € N*, on pose: u, = L S, (0)dx.
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1) a) Montrer que pour tout n € N*, u_ >0.

b) Déterminer le signe de f, ,(x)— f,(x) surlintervalle [l,e] .

c) Montrer que pour tout ne N*, u,  <u, .

n+l

d) En déduire que la suite ( u, )n> | converge.

x 1 n+l
2) a) Montrer que pour tout neN", u, = B + Tun.

b) En déduire l'aire du domaine plan limité par la courbe (C1 ) et (C2 ) et les droites d’'équations respectives

x=letx=e.
. 1 1
3) a) Montrer que pour tout n € N" — {1} , ——<u, <——.
n+l n-1
b) Déterminer les limites éventuelles des suites (un )n> et (n u, )n> L
4) Soit a un nombre réel tel que a = u;.
- . . e ' n+l
On consideére la suite numérique (vn )n> | définiepar: v, =aetv,,, = > + Tvn
On pose d, =|v, —u,| pour tout n e N".
; n!
a) Montrer que pour tout n €N", d = Fdl.
* Tl! n-2
b) Montrer que pour tout n € N" — {1} C >3",
c) Montrer que lim d, =+
n—+w
d) En déduire que la suite (vn )nZ | diverge.
Exercice 2

Partie 1

On considére dans Z x7Z l'équation (E) :17x-11y =2021.
1) Montrer que si (x, Yy ) est une solution de I'équation (E ) ,alors x = 5[1 1] .
2) Résoudre dans Z x Z I'équation (E ) .

Partie 2
Soit p un entier natureltel que p>3 et p#43et p=47.

(on rappelle que 2021=43x47)

On considére dans Z x 7 'équation (Ep) (17 xP —11yP" =2021.

pour tout n € N*.
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1) Soit (x,y) de Z x 7 une solution de I'équation (E p) .

a) Montrer que pour tout entier a,ona: a’” =0[p]| ou a’” =1[p].

b) Vérifier que p et 2021 sont premiers entre eux.

c)En déduireque: xAp=louyAp=1.

d) Montrer que: 17x"" —11y*™ =—11[p] ou 17x*" —11y?" =6[p]| ou 17x?" -11y"" =17[p] .
2) Déduire que I'équation (El7 ) n'admet pas de solutions dans 7Z x 7.

Exercice 3

On rappelle que (M(R) ;+,><) est un anneau unitaire.

1 0 0 01 0 X y 0
Onpose: I={0 1 0|,J=|1 0 O|et E={M(xy)=|y x 0 |/(x,y)eR?
0 0 1 0 0 1 0 0 x+y

1) a) Montrer que (E s +) est un groupe.commutatif.

b) Soit M (x,y) € E , Ecrire M(X,y) en fonction de I et J et calculer J~.
2) a) Montrer que E est stable dans (M(R),x) .

b) Montrer que (E ,+,><) est un anneau commutatif unitaire.
3) a) Calculer M(1,1)x M(1,-1).

b) Est-ce que (E ,+,><) est un corps. (justifier la réponse)

Exercice 4
Partie 1

Dans I'ensemble des nombres complexes C, on considére I'équation
(E):z*—(3a-2i)z+2a’-4ai=0,ouaeC
1) a) Montrer que A =(a+21)*,0u A est le discriminant de I'équation (E ) )
b) Résoudre I'équation (E ) :
2) Dans cette question on suppose que a =1+1.0nnote z, et Z, les solutions de I'équation (E ) telles que
|z,| <|z,|.
a) Ecrire z, et z, sous la forme trigonométrique puis vérifier que z’ +z, =0.
b) Déterminer sous forme algébrique les racines cubiques du nombre complexe z, .

Partie 2
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Dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormé direct (O u, f)), on considére les points I, J et K
d'affixes respectives z, =1,2z;, =2a et z, =a—21.
1) Montrer que les points I, J et K sont alignés si et seulement si a € iR .

2) On suppose que a ¢ iR .

Soit H le point a I'extérieur du triangle IJK tel que le triangle JKH est rectangle et isocéleen H .

3-1a+2-21 3+1)a-2-21
a) Montrer que I'affixe du point H est: z, :( ) 2 ou zy =( ) 2 .

b) Déterminer les valeurs de a pour lesquelles le quadrilatere IJHK soit un carré.
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Exercice 1

Soit p un nombre premier telque: p = 5[6] et p>3.
On considére dans N** I'équation (E ): X+ y3 = p(1+xy).
Soit (x,y) € N* une solution de I'équation (E), onpose d=x Ay, etsoit (a,b) e N telque x=daety=db
1) a) Justifierque anb=1 et d3(a3 +b3):p(1+d2ab).
b) En remarquant que 1= (1 +d’ ab) —d? ab, montrer que d’ A (1 +d* ab) =1.

c) Déduire que d =1 et que {a3 i p(l * ab)
anb=1
2) Montrer que pra=1let pab=1.
3) Montrer que a’ =—b’[p] etque a” =b""'[p].
4) En déduire que a = —b[ p] (on pourra écrire p =5+ 6k avec k € N)

a+b=p
5) En posant a+b = pu avec u e N montrer que : u(a—-b)* +(u—1)ab = ét en déduire que {| b| .
a— =
6) Déduire dans N 2 , 'ensemble des solutions de I'équation (E ) .

Exercice 2

On pose I =]0,+o[ et pour tout (X,y) € I?: xxy = tinoi-ny)

1) Montrer que * est une loi de composition interne dans I .
2) Montrer que laloi * est associative et commutative dans I .

3) Montrer que la loi * admet un élément neutre € dans I que I'on déterminera.

4) Montrer que (I ,*) est un groupe commutatif.
5) Montrer que I'ensemble H = {emn /ne Z} est un sous-groupe de (I ,*).

6) Soit T' la loi de composition interne définie dans J = ]1,+oo[ par: (‘v’(x,y) eJ? ), xTy=(-D(y-D+1.
On considére l'application ¢: I — J
x - Inx
a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (I ,*) dans (J ,T) .
b) En déduire que (J ,T) est un groupe commutatif.

Exercice 3

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormé direct (O U, 13) .

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.
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Partie 1
Soit m € C”. On considére dans I'ensemble des nombres complexes C I'équation
(E,,): 2’ -[1+(1+Dm]|z+im*+m=0
1) Vérifier que m est une solution de I'équation (Em )
2) On note Zz, et z, les solutions de I'équation (Em) telles que z, =m.
a) Déterminer z, et vérifier que z, =1z, +1.
b) Dans le plan complexe, on note A et B les points d'affixes respectives z, et z,.

Montrer que B estl'image de A par larotation r dont on déterminera le centre et une mesure de son

angle.
Partie 2

1) Soit ze C.

a) Montrer que : |Z| = |1 + iZ| < Im(z) = %

|z|=|1+iz| i ;5T
b) Déduire que: | | | S lz=e®ouz=e®
Zl =

z'"(+12)=1 .,
2) On considére dans C le systéme suivant (S ) : | | . ounelN".
Z|l =

T 5w
1— 1—
a) Montrer que si z est une solution du systéme (S ) ,alors z e {e 6e® }

b3 . 5w T

i— i
b) Vérifier que: 1+e ® =e

1— 1
et 1+e ¢ =e 3

T
3

.TC
i
c) Déduire que e ® est une solution du systéme (S ) si et seulement si n = —2[12] , et que

S
i

e S estune solution du systéme (S ) si et seulement si 5n = 2[12] .
d) Justifier que: Sn = 2[12] Sn= —2[12].
e) Déduire suivant les valeurs de I'entier naturel 1 I'ensemble des solutions du systéme (S ) .

Exercice 4
Partie 1

e -1

Soit f la fonction numérique définie sur R par: f(x)=— 1
e +

On désigne par (C f) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O 1,7 ) .
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1) Vérifier que la fonction f estimpaire et calculer }LIEO f(x) et }Lrgo f(x).

2) Etudier les variations de la fonction f .

3) Montrer que f est une bijection de R vers 'intervalle J = ]—1,1 [ .(onnote f ! sa bijection réciproque)
4) Ecrire l'équation réduite de la tangente (T) a la courbe (C r; ) au point d’abscisse 0.

5) Vérifier que : (Vx e ]R),f'(x):l—fz(x) et en déduire que : (‘v’xZO),OS f(x)<x.

3
6) Justifier que: (Vx > O),OS 1— f'(x) < x” et en déduire que : (sz 0),0£x—f(x)£x?.

7) Pour tout neN*,onpose:Sn:Zf(LkJ et unzz !
n+ =

k=1
e . 1 1 s .
a) Vérifier que (Vn eN ), u, = Z— et en déduire que limu, =In2.

nk_11+(kj n—>+oo
n

. 1 .
b) Montrer que : (Vn eN ), 0<u,-§,< pwe et calculer lim S, .
n

n-—>+oo
8) Construire dans le méme repére (O ,;,j) la tangente (T) et les courbes (C f) et (C = ) .
9) Soit A € ]0,1 [ .Onnote S, 'aite en ¢cm’® du domaine plan

D, :{M(x,y)/xe[o,k],ye[o,k] et f(x)SySf’l(x)}

. e +e” - .
a) Montrer que la fonction x — In {TJ est une primitive de la fonction f sur R.

ho,
b) Montrer que S, = (kz - 2ln(%Dcm2

Partie 2

2x t
| o Fe)= [ It x40
Soit F la fonction définie sur R par: x t
F(0)=0
1) Montrer que F est une fonction impaire
2

2) Montrer que : (Vx>0); f(x)xj i %dt <F(x)< f(2x)><j2x %dt :
3) Déduire que lim F(x)=1In2 etque F est continue en 0.

)= S~ f(x)
. .

4) Montrer que F' est dérivable sur R’ et que: (Vx>0); F'(x

5) a) En appliquant le théoréme des accroissements finies deux fois de suite a la fonction F puis a la fonction f
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F(x)-F(0) >
sl ).

montrer que : (Vx>0); 1- f2(2x)<

b) En déduire que F est dérivableen 0 et que F'(0)=1.

6) Dresser le tableau de variationde F sur R".

Partie 3

(f@®) dt

In «/3T
On consideére la suite numérique (I n )neN définie par: (Vn € N); I = jo ()

1) Calculer [ et I,.
g 1
2) a) Vérifier que (Vt 5 |:0,\/§:|); 0< f(B)< 5

b) En déduire que (Vn € N); 0<I < (%j ln(\/g) et calculer lim I, .

n—+owo

n+2 n

n+l
3) Montrer que (Vn € N); I = —L(lj .

4) Déduire que (Vp eN” );

k=2p 1

pour tout n € N*,
k
o k2

5) On pose v, =

Montrer que la suite (Un )neN* est convergente et déterminer sa limite.
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Exercice 1l

Onpose |/ =]e,+o[| pourtout x et y de I onpose | x#y=e "

1) Montrer que * est une loi de composition interne dans / .
2) Montrer que = est associative et commutative dans / .
3) Montrer que laloi * admet un élément neutre £ dans / a déterminer .

4) Montrer que (/,4)est un groupe commutatif .
5) Montrer que I’ensemble H = {e”zn /'n EZ} est un sous-groupe de (/ ,*).

6) soit 7 laloi de composition interne définie dans J =]1,+oo[ par :

p:1— J

xIy=(x-1)(y-1+1 Et on considere 1’application

x — Inx

a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (/,«) sur (J,T).
b) En déduire que (J,7) estun groupe commutatif .
Exercice 2

Le plan complexe étant rapporté a un repére orthonormé direct (O, ;,;)
Les deux parties de cet exercice sont largement indépendantes
PARTIE I|

Soit @ € C", on considére dans C l’éqﬁation (E,):2° —(1+(1+i)a):.f'+ia2 +a=0

1) Vérifier que a est une solution de (£))

2) Onnote par z; et z, les solutions de I’équation (£) telsque z =a

1
a) Déterminer z, et vérifier que z, =iz, +1
b) Dans le plan complexe on note par 4 et B les points d’affixe z, respectivement z,

Montrer B est I’image de A4 par une rotation r dont on déterminera le centre et une
mesure de son angle
PARTIE I1

1) Soit z€C

a) Montrer que |:| = |l +i:| < Im(z) = %

— o gage |.‘:|=|l+[:| = s
b) Déduire I’équivalence | | l &z=eb ou z=e S
. . . Z"(l+iz2)=1 | .
2) On considére dans C le systéme suivant (S) | | l ou n est un entier naturel non

nul

T 5z
a) Montrer que si z est une solution de (§) alors z € {e 5.t }

S T

sz .
et l+ie® =e

—f—

s
e
3

b) Vérifier que 1+ie6 =e

Bac blanc 2eme BIOF SM 1 https://www.dimamath.com



2eme BIOF SM Bac blanc 6 S. EL JAAFARI
https://www.dimamath.com

T

c) Déduire que ¢® est une solution de (S)si et seulement si n = —2[12]

siZ ; ! 3
montrer de méme que e ° est une solution de () si et seulement si Sn=2 [12]

d) Justifier I’équivalence Sn= 2[12] on= —2[12]
e) Déduire suivant I’entier naturel n 1’ensemble des solutions de ()

Exercice 3

Dans tout ce qui suite p est un nombre premier tel que p=35 [6] et p>3
Et on considére dans N I’équation (E) x +y = p(1+xy)
Soit (x,y)eN “ une solution de (E)
On pose d =x Ay etsoit (a,b)e N” tel que x=da et y=db
1) (a) Justifierque anb=1 et d3(a3 +b3)= p(1+d*ab)
(b) En remarquant que 1= (1+d’ab)—d’ab montrer que d° A (1 + dzab) =1
a +b3)= p(1+ab)

(c) Déduire que d =1 ainsi on a donc (
anb=1

2) Montrerque pab=1et pra=1

3) Montrer que a’ = —b3[p] etque a’ =b"" (7]

4) En déduire que a E—b[ p] on pourra écrire p sous la forme p=5+6k avec ke N’
5) Onposedonc a+b= pu avec u €N, montrer que u(a—b)2 +(u—1)ab=1

at+b=p

en déduire que {Ia _b|=1

6) Déduire dans N" I’ensemble des solutions de I’équation (E).

Exercice 4
PARTIE 1
Soit la fonction définie par f (x) = E: ;i
1) Vérifier que f est impaire et calculer lim f kx) . lim f (x)

2) Etudier les variations de f

3) Montrer que f réalise une bijection de R dans vers I'intervalle 7 = ]—1,1[ ,onnote f ' sa

bijection réciproque (expression de /' non demandée)

4) Ecrire I’équation de la tangente T au point O(0,0)
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5) Vérifier que VxeR: f'(x)=1-f?(x) en déduire que Vx>0:0< f(x)<x

3
6) Justifier que Vx20:0<1- f"(x)<x* en déduire ‘v’xZO:OSx—f(x)Sx?

7) Pour chaque entier naturel n non nul

n 1 n l
on pose § = — | etonpose u =
p n ;f(n+k) p n z

k=1 n+k

8)

a. Vérifier que u, = lz en déduire que lim u, =In2

k n—»+m0

b. Montrer que VneN":0<u, -, <

3n n—+w

(utiliser la question 6 partie 1)

9) Construire dans le méme repére la tangente T et les courbes (C ; ) et ( C o )

soit 2 €]0,1[. On note S, Iaire en cm’ du domaine

D,={M(x,y)eP/xe[0.4].ye[0.4].f(x)<y< f(x)]

X —X

10) Montrer que la fonction x — ln[e ] est une primitive de f sur R

A -4
11) Déduire Si=/12—2ln(e “;e ] cm’

PARTIE 11

F(x) j s X%

X

F(0)=0

Soit F la fonction définie sur R par

1) Montrer que F est une fonction impaire
2) Montrer que Vx>0: f(x)rxldt <F(x)< f(2x)J‘2x1dt
b t x [

3) Déduire que lim F(x)=In2 et que F est continue en (

X—>+0

o : 2x)-f(:
4) Montrer que F est dérivable sur R etque Vx>0:F (x)= 1(22)-1(x)
X

5) En appliquant le théoréme des accroissements finis deux fois de suite a la fonction F' puis
. F(x)-F(0 g
a f montrer que (Vx>0):1—f‘(2x)SMSl—f‘(x)
X

6) Déduire que F est dérivable en 0 et que F'(0)=1

7) Donner le tableau de variation de F' sur R*

Bac blanc 2eme BIOF SM 3 https://www.dimamath.com



2eme BIOF SM Bac Blanc 7

https://www.dimamath.com

S. EL JAAFARI

https://www.dimamath.com

=
(%2}
P
S
aa]
()
g
(3]
N

SMAIL EL JAAFARI

Exercice 1

On rappelle que (.fMZ (R) .+, ><) est un anneau unitaire non commutatif.

On consideére I'ensemble E = {M(a,b) = (—ab Z) / (a,b) cR2 et >+ b* = 1} _

1) a) Vérifier que (‘v’(a,b,x,y) € R4) : M(a,b) xM(x,y) = M(ax—by,ay +bx) .

b) En déduire que F est une partie stable dans (.’7\/12 (R),x) .
2) On pose ’U={ZGC/|Z|=1}.
Montrer que ‘U est un sous-groupe de (C*,x) .

f:u - E

3) On considére l'application définie par .
) PP P a—ibl—>M(a,b)
a) Montrer que f est un isomorphisme de (’U,X) vers (f,X).

b) En déduire la structure de (f, ><) en précisant l'inverse de la matrice M (a,b) )

1 \/g}

4) On pose A =M(—,— .Onnote A = Ax Ax..x A
2 %/—/

2 2024 fois
a) Montrer que A" = 4
J b) Déterminer l'inverse de la matrice A7
5) On pose [ :M(I,O) et J :M(O,l).
Résoudre dans F l'équation: J x X° =1
Exercice 2

Partie A

Soient p et q deux nombres premiers tels que p # ¢ et soit 7 un entier naturel tel que 7 A p =1 et

raq=1.
1) a) Montrer que p divise (r” - 1) et que q divise (r"_1 — 1) )

b) En déduire que p et q divisent (r(p e _ 1) _

c) Montrer que p g divise (r(p 1) _ 1) )

2) Résoudre dans 7Z l'équation : 2025' =3 [221] (Remarquer que : 221 =13x17 et 2025 =3* x 5%).

Partie B

On admet que 1013 est premier.

1) Montrer que: (Va € Z): a n1013 = a** =1[1013].
2) On considére dans Z 1'équation (E ) ) [1013] .
Soit X une solution de I'équation (E ) .

a) Montrer que x A1013 =1.
b) Déduire les solutions de I'équation (E ) dans Z.

Partie C
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On considére la suite numérique (an ) définie par: a, =2x5" 4+ 7 pour toutnde N.
1) a) Justifier que pour tout entier naturel n, ¢, est impair.
b) Déterminer suivant les valeurs de n, le reste de la division euclidienne de 5" par 8.

c) En déduire que pour tout nde N, a, =1 [8] :

x51[8]

2) a) Montrer que si { ,alors: x =257 [1000] .

b) Montrer que pour tout n >3, a, =257 [1000] :
c) Déterminer les trois derniers chiffres (chiffres des unités, des dizaines et des centaines) de

(2x57°+7)(2x57" +7) 2
3) a) Vérifier que pour tout nde N, 5a,, —a,, ,, =28

b) Soit d = PGCD<a2n’a2n+1)' Montrer que d # 7 .

c¢) Trouver la valeur de d.
4) Soit p un nombre premier, déterminer la valeur de p pour que a » soit divisible par p.

Exercice 3
Partie 1l

On considére dans C l'équation (E) e (4 - 31') z+1-7i=0.
1) a) Déterminer les racines carrées du nombre complexe 3+ 4i .

b) En déduire les solutions a et b de l'équation (E ) telles que Re(b) < Re(a)

2) Soit o0 un argument de a et soit B un argument de b .
a) Donner la forme trigonométrique du nombre complexe ¢ =1—7i en fonctionde o et 3.

b) Déterminer sous forme exponentielle en fonction de o et [3 chacune des solutions de l'équation
(F):z' +(4-3i)z" +1-7i=0.
Partie 2

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormeé direct (O;ﬁ ,V ) .

T
On considere les points A et B d'affixes respectives a ef b . Soit R la rotation de centre O et d’angle Z et

soit H 'homothétie de centre O et de rapport ﬁ .Onpose F=RoH .
1) a) Montrer que 'écriture complexe de la transformation F' est z'= (1 +1i )Z .
b) Justifier que F (A) =B
2)Onpose M, =4 etpourtout ne N : M, , = F(Mn) et on désigne par z, l'affixe du point M, .
Montrer que (Vn € N) 1z, = (1 + i)n (—1 + 2i).
3) a) Montrer que pour tout 7 € N, le triangle OM , M, ,, est rectangle et isocéle.
b) Déterminer tous les entiers naturels n pour que les points O, A et M , soient alignés.
c) Montrer qu'il n'existe aucun point M appartenant a I'axe des réels.
Exercice 4

Partie 1

Soit g la fonction définie sur R par: g (x) =xe "
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Soit (C < ) sa courbe représentative dans un repére orthonormeé (O;i s ]) .

1) a) Calculer lim g (x) et interpréter ce résultat graphiquement.
X—>+00

b) Calculer lim g(x) et lim g(x)

X—>—00 X—>—0 X

et en déduire que la courbe (C’ < ) admet une branche parabolique

au voisinage de —oodont on précisera la direction.

2) Montrer que pour tout réel x, g '(x) = (1 - x) e " puis dresser le tableau de variation de g .

3) Montrer que pour tout réel x, g "(x) = (x - 2) e " puis étudier la concavité de la courbe (C’ . ) et
déterminer son point d'inflexion.

4) Construire la courbe (Cg ) dans le repére (O g, ]) .

5) Pour tout A € R, onpose: A (1) = ‘[: g(x)dx.
a) Vérifier que (‘v’x € R) g (x) +2g '(x) + g"(x) =0, et en déduire qu'une primitive de g estla
fonction G : x > —2g(x) - g'(x).
b) Exprimer A (k) en fonction de A puis calculer lim A (k) et donner une interprétation graphique

X—>+0

du résultat.

. 1 2n —
6) Pour tout # € N, on pose §, =—22k><2\”/e k.
‘ n =

. 2 k
Vérifier que (‘v’n eN ) S, == Z g [2— et en déduire que la suite (Sn )neN* est convergente en
ne n

précisant sa limite.
Partie 2

Soit F la fonction définie sur R par: F(O) :% et F(x) _ 3 x g(t)

5 dt pourtout x e R".

x 0 1+e”

1) a) En utilisant une intégration par changement de variable, montre que :
* —-X t X u
0 1+e 0l+e
b) En déduire que (Vx € R); F(—x)=1-F(x).

2e!

2) a) Vérifier que (‘v’t eR” ); 0< g(t) <e', puis en déduire que (Vx € Ri ); 0< F(x) <
X

b) Déterminer lim F' (x) ,puis calculer lim F' (x) en justifiant la réponse.

X—>+00 X—>—00

. . 2
3) Montrer que F est dérivable sur R, et que (Vx eR, ); F '(x) = _(
by

1
1+e*

—F@U

*
4) a) Soit x € R, en utilisant une intégration par parties, montrer que :

1 1ef ¢ Y
Fx)= +?L( jew.

l+e" 1+¢
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t t

2
b) En déduire que: (Vx € Ri); F'(x) = __fjox(ﬁJ dt ou h(t) =elte?
X

3 2 3
5) a) Montrer que : (Vx € Ri); _r < J.o (%j dt < X

(On pourra utiliser le résultat de la question Partie 2/4)a))
b) En déduire que F est continue a droite en 0.

g < <—.
g 3(h(x))’ 12
'fé,' (Remarque que / est croissante sur R, )
g b) En déduire que : (VxeRi);_—ISF'(x)S_—Zz.
3 6 3(h(x))
: |
. X
2 6)a)Montrerque: (VxeR  ); <F(x)< +=.
s 99 ave: ( e sFEE a3
2
=

-1
7) Montrer que F est dérivable en 0 et que F '(O) = Z .

(On pourra appliquer le théoréme des accroissements finis a F).
8) a) Montrer que pour tout 7 € N*, I'équation F' (x) = nx admet une solution unique @, dans R.

b) Justifier que (‘v’n € N*) ca,>0.

9) Justifier que la suite (an )n>1 est convergente, puis montrer que lim a =0.
= n—>+o0

. 1 . 1
10) Montrer que lim 7 a, = — et en déduire la valeur de lim » (n a,— E] .

n—>+00 2 n—>+00
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2 BIOF SM S. EL JAAFARI

Sujet 8

Exercice 1

I- Soit m un nombre complexe tel que m = i.

Résoudre dans C ’équation z + (m —i)z+ (m—1)* = 0

IT - On considere, dans le plan complexe rapporté a un repere ortho-
normé direct (O; 17,17), les points A, B, C et d d’affixes respectives

. Ny ... 1.3
za=i=—m,zg=(m=i)j,zc=(m=i)jetzp=(i—m)jouj=—3+i—

2
Soit R, la rotation de centre A et d’angle ?71 et R, la rotation de centre A et
TC
d’angle —.
angle - _ _ N
@ @ Vérifierque j2=j,1+j+j=0etj=¢'73.
@ Montrer que R,(C) = B.

@ Donner l’écriture complexe puis la nature de la transformation
R, o R,
@ Montrer que les points A, B, C et D appartient a un méme cercle dont
on déterminera le centre et le rayon.
@ Montrer que le quadrilatere ABOC est un losange.

Exercice 2

Partiel:

Soit n € IN*. On considere la fonction g, définie sur |-1, +oo[ par :

g.(x)=nin(l+x)+ T

@ Montrer que la fonction g, est dérivable sur |-1,+oo][ et calculer g;(x)
pour tout x € |1, +o0].
Etudier le sens de variation de la fonction g, puis dresser son tableau
de variation.
@ En déduire le signe de g, (x) pour tout x € -1, +c0.

Partie II :

Pour tout n € IN*, on note f, la fonction définie sur |-1, +oo| par :




fu(x) = x"In(1 +x)

> -
et soit (Cn) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O; z,f) .

@ Calculer les limites li(m) f(x); lim f(x)et lim M
x—(-1)* X—+o00

x—>+o00 X
(On distinguera les cas de la parité de n pour la premiere limite).

@ @ Montrer que la fonction f, est dérivable sur |-1,+oo[ et que

(Vx €11, 4ol )+ fi(x) = 2" gy(x)

Etudier le sens de variation de f, selon la parité de n puis dresser
son tableau de variation.
. A - -
@ Construire dans le repere (O; z,f) les courbes (Cl) et (Cz) .

Partie III :

On considere la suite numérique (u”)n>1 définie pour tout n € IN* par :
| >
= | fiwd
0 -
@ @ Calculer l’intégraleJ —dt.
o 1+t

1
@ Montrer que 1, = 1
@ @ Montrer que la suite (un) _, est monotone.
nz
@ Déduire que la suite (un) | est convergente.

@ Montrer que (Vn € IN*) :0<u, < n2 :

n+1
@ Déduire la limite de la suite (un) %

@ Pour tout x € [0, 1] et pour tout entier naturel n > 2, on pose :

n=

_ 1 +(_1)nxn+1
C1+x 1+x

i (_1)k 1 g+l
@ En déduire que (VneIN*—l): :ln2+(—1)”J- dt.
0

k+1 1+t
k=0
In2  (-1)" — (—1)F
@ Montrer que (VneIN*—l) U, = n?—l + (n+)1 (an—Z’(IH_)1 )

@ En déduire la limite de la suite (un)

1 tn+1

n>1"

O t dt <
(On pourra montrer que J; T —




Exercice 3

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O; i, 7).

Pour tout z € C—{i}, on pose ¢(z) = i(Z_ZZ).

z—1
Soient A et B les points d’affixes respectives z4, = 2i et zz =i et M le point

d’affixe un nombre complexe z.
AM
I- M —{i}: ===
@ ontrer que Yz € C—{i} : |@(z)| M
et Vze C—{i,2i}: arg(go(z)) = ( B_M), E/I_))+ 2[27'(]
@ Déterminer la nature de chacun des deux ensembles :

(E) ={M(z)/p(z) =1} ; (F)={M(2)/p(z) €ilR}
1

lp(z) —i] =

arg ((p(z) — i) = —arg(z—1i)[2m]
@ Montrer que si le point M (z) appartient au cercle (C) de centre B

II - @ Montrer que Yz € C—{i}:

et de rayon % , alors le point M’((p(z)) appartient a un cercle (C’) dont
on déterminera les éléments caractéristiques.
@ Construire le point M’((p(z)) a partir du point M(z).
III - @ Résoudre dans C I’équation ¢(z) = z. On notera par u et v
les solutions de cette équation tel que Re(u) = 1.

@ Soit ze€ C—{i,u,v} . On considere les points M(z); M’((p(z); C(u)
et D(v).
@ Montrer que Plz) S
p(z)-v zZ—v
— -
@ En déduire que( M’'D,M’'C ) (MD,MC )[27‘(].

Montrer que si les points M, C et D sont alignés, alors
les points M’, M, C et D sont alignés.
Et si les points M, C et D ne sont pas alignés, alors les points

M’, M, C et D sot cocycliques .

IV - On pose z =i+ e ou O e ]—%,g[ Déterminer le module et un

argument de ¢(z).




Exercice 4

Partie I :
On considere la fonction g définie sur R par : g(x) = (2 —x)e* - 2.
@ Calculer lim g(x)et lim g(x).
X—>+00 X——00
@ Dresser le tableau de variation de la fonction g.

@ Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution a dans
[1,+oo[ et que 1 <a < 2.

Déterminer le signe de g(x) pour tout x € R.

Partie II :

X2

flv)=——
f(0)=0

et soit (C f) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,Zf) tel

;0 x=0

On considere la fonction f définie sur R par :

que ||?|| = 2cm.
Etudier la continuité de la fonction f en 0.
@ Calculer lim f(x)et lim f(x)
X—+00 X——00
@ @ Etudier la dérivabilité de f en 0
@ Montrer que f est dérivable sur |-oo, 0[ et sur |0,+o0[ et que

VerR*:f’(x):L(x)

(-)

Montrer que f(a) = @(2 — a) et dresser le tableau de variation de
la fonction f.

@ Etudier les branches infinies de la courbe (C f).
@ Construire la courbe (Cf).

Partie I1I :

Soit x € R*, on pose: F(x)= J f(t)dt et G(x)= f t’e”! dt
0 0

@ Calculer G(x) en fonction de x puis calculer lim G(x).

X—+00

@ Montrer que la fonction F est croissante sur R*.

@ @ Montrer que VYVt € [In2,+oo[ : f(t) < 2te™.

@ Montrer que la fonction F est majorée sur R".




Partie IV :
On admet que lim F(x)=L oulLelR.

X—+00
—nx
e

@ @ Montrer que : (Vn € IN*)(Vx € lR*) : exl—l = +
(2-a)

@ Montrer que : (Vn € IN*)(Vx € ]R*) :0< J;xf(t)e"”tdt < aT.

e PX,

1=

p=1

X

@ Calculer en fonction de n et x , 'intégrale I,(x) = J t2e " dt.
0

Déterminer lim I,(x).

X—+00

@ @ Montrer que : (Vn € IN*)(Vx € IR*) : fo(t)e_”tdt = P(x)—ilp(x).
0 =

@ En déduire que la fonction x — J- f(t)e ™ dt admet une
0

limite finie au voisinage de +oo.
X

@ Pour tout € IN* ,on pose : L, = lim | f(t)e " dt.

x—+o0 J
1 1 1
Montrer que L-L, = 2(1 +- >3 -+ 3 A o F ﬁ)

@ Montrer que la suite réelle (Ln) _, st convergente.
nz

n
. \ . / . / . . 1
@ On considere la suite numérique (Un) . définie par : E P
nz
k=1

Montrer que (Un) , est convergente et que lim U, =

n—+o0o

L
>

n>
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On note par (Ms (R),+, ) et (Mo (R), 4, X) respectivement I'espace vectoriel réel
et I’anneau unitaire des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients réels.
10 1 -1
On pose I = (0 1) et A= 5 _3
et on considére 'ensemble & = {M = al + bA/ (a,b) € R?}.
@ . Montrer que (€, +) est un sous-groupe du groupe (Ms (R), +).
. Etablir que M, (R) est stable pour la multiplication des matrices par
un réel.

. En déduire que (£, +, ) est un espace vectoriel réel.
. Montrer que (I, A) est une base de 1'espace vectoriel &.
@ Soit (x,y,a,b) € R* tel que (a,b) # (0,0).
ax — 2by =0
br + (a —2b)y =0

(C*, x) est le groupe des nombres complexes non nuls. On pose

oo {5

. Montrer que A2 +2A+2] =0, ou O = (8 8)

B5$&

Montrer que { (x,y) = (0,0).

. Montrer que : V (M, M') € £2; M x M' € &*.

Cr — E*

a+ib — @la+ib)=(a+0b)I+0DA
. Montrer que ¢ est une bijection de C* sur £*.

Etablir que ¢ est un homomorphisme de (C*, x) sur (€%, x) .

pour tout n € N.
. En déduire la structure de (€%, x).

—

Le plan complexe est rapporté & un repere orthonormé direct (O; i, v)

@ On considere 'application ¢ : {

s
On considere pour tout réel 6 € ]0, 5[ , ’équation
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Ep:22—2ie2—4(1—-1i)e?? =0

On considére dans le plan complexe , les points M et M’ d’affixes

@ Résoudre dans C |, I’équation Ej.
respectives 2¢¥ et —2 (1 — i) e et le point N I'image de M par la rotation

de centre O et d’angle g

Déterminer I'ensemble décris par les points M lorsque € varie dans
T

0,—1 .
2 l

Déterminer 'affixe du point N.

I'intervalle

. Montrer que le quadrilatere OM N M’ est un parallélogramme.
. En déduire une construction du point M’ a partir du point M.
@ . Déterminer en fonction de # , le module et un argument de —2 (1 — i) e%.

. Déterminer 1’ensemble décris par les points M’ lorsque 6 varie dans

™
01l

@ On considére I'équation Ej : (24/2 — 1)3 = (—2+ 2i) e¥23.

. Déterminer les racines cubiques du nombre complexe (—2 + 2i) e®.

l'intervalle

. Soit v € |0, [ . Montrer 'équivalence suivante :

2—1 , 2 1
L:\/ﬁew‘ < zzi_ l+1—pg
z 4 tan§

[Vz e Cr

. En déduire les solutions de I’équation Fj.

Exercice 3

Partie 1

Soit x un nombre réel.

@ Montrer que : z* + 4 = (22 + 2)° — 422,

@ En déduire que z* + 4 peut s’écrire sous forme de produit de deux trindmes
a coefficients réels.

Partie 11

Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On consideére les entiers A =n? —2n+2et B=n?>+2n+2et onnoted = AN B.
@ Montrer que n* 4+ 4 n’est pas premier.

@ Montrer que, tout diviseur de A nqui divise n, divise 2.
@ Montrer que, tout diviseur commun de A et B , divise 4n.
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@ Dans cette question , on suppose que n est impair.
. Montrer que A et B sont impairs et en déduire que d est impair.

Montrer que d divise n.

. En déduire que d divise 2 puis que A et B sont premiers entre eux.
@ Dans cette question, on suppose que n est pair.

. Montrer que n? — 2n + 2 est divisible par 4.

. Montrer que d s’écrit sous la forme d = 2p ou p est impair.

Montrer que p divise n, et en déduire que d = 2.

Exercice 4

1
Soit f la fonction numérique définie sur |0, +o00| par :  f(x) = E.

@ . Dresser le tableau de variation de la fonction f.

1
. Montrer que pour tout entier naturel n > 6, 'équation f(z) = — admet
n

une unique solution a, dans 'intervalle [1,/€].
. Prouver que la suite (a,),-q est décroissante et déduire qu’elle est
convergente. -
@ . Montrer que pour tout entier naturel £ > 1, on a :

In(k+1 k+1 Inx In k&
g < / dr <
(k+1)? ka2 k2
. En utilisant une intégration par parties, exprimer en fonction de n,

nl
I'intégrale / Ealac

In2 In3 In4 Inn
52 + 52 + 12 +'"+F'
. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, on a :

In2 nlnax Inn
S, — — 5 _/ —dx<S nT 5

@ Pour tout entier naturel n > 1 , on pose S,, =

n
14+ 1In2 — 1)1 2+3n2 1+1
. En déduire que : +m _n—l—(n JInn <5, < toma 1A nn.
2 n? 4 n
n (In2)F1

@ Pour tout entier naturel non nul n, on pose U, = >_ et

(in2) s
1 2(nz)"

In2)"
. Montrer que : (Vn € N*); 0 < [, < (In ') et en déduire 1_1)519 I,.
n n——+00
@ Montrer que : (vn € N); Ly = £, — L0
ontrer que : (Vn - I, S S
q LT I T S g )




@)
)
QD
=%
2
.
-
&8
an
)
oy,
an
L]
[]
=
N
3
M
N
]
[]
=
)
=
=
)
v,
=
v,
E
i
=
=
=
~—
o5
N
o
=
=

. 1 n2 (In2)? (In2)"
.Endedulreque (Vn e N*); I, 5—5 T TR oy

. Exprimer U,, en fonction de I, puis calculer lim U,,.
n—-+00

On considere la fonction numérique g de la variable réelle x définie sur R par :
1 e_m(1+t2)

et soit ( ) sa courbe representatlve dans un repere orthonormé O, z,})

@ . Calculer ¢(0

_ m P .
. Montrer que : (Vx > 0); 4 2 < g(x) < 1€ ~* et déduire xl_l)I_{loo g(x).
@ Montrer que lim g¢(z) = +oo et que lim 9(z) _ = —00 , puis donner une
T——00 T——00

interprétation géométrique aux résultats.
@ . En utilisant une intégration par parties, montrer que :

(VuE]R);/Ou(u—t)etdt:e“—l—u.
. 2
. Montrer que : (Yu € RT); OS/O (u—t)etdt < %e“.

2
. En déduire que : (Vu € R); |e¥ — 1 —u| < %e'“'.
(@) Soit x € R et soit h € ]—1,0[U]0,1].
. Vérifier que :
9xo +h) = g(@0) | 1 (i) gy _ [ (e (€ 14 b (1412
h # et = [Femneli) h(l+22) i

En utilisant la question 3)c) , montrer que :

| ; + [ e di| < |hle* [ e dt.
. Déduire que g est dérivable sur R et que :
1 2
(Vz e R); ¢'(z) = —/0 e (1) gt.
@ . Dresser le tableau de variation de g.

Déterminer 1'équation de la tangente (7') a la courbe (C,) au point

d’abscisse 0.
. Construire la courbe (C,) et la droite (7).

AMQ

FIN
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Exercice 1

On pose G =RR* x R.
Soit 1 la loi de composition interne définie sur G par :
pour tout (a,b) et (x,y) de G : (a,b) L (x,v) = (ax, ax + ay + bx).

Partie I

1/ Montrer que L est une loi associative.
2/ Montrer que (G, L) est un groupe commutatif.
3/ Soit n de IN*, calculer : (a; b) L (a; b) L--- L (a; b)

n fois

Partie IT

On rappelle que (M, (R),+,-) est un espace vectoriel réel et que (M, (RR),+, %)
est un anneau unitaire.

On pose :8:{M(a,b):(g z)/(a,b)ele},I:(é g’) etI:(g (1))

1/ a) Montrer que (£,+) est un groupe commutatif.
b) Calculer J? et (I +])" pour tout n € N.
2/ On pose K = {M(a; b)/(a; b) € G} et soit ¢ I'application définie de G vers
M,(R) par:V(a; b)e G (p((a; b)) =M(a;a+Db)
a) Montrer que @ est un homomorphisme de (G; L) vers (MZ(IR) ; ><)

)
b) Déterminer la structure de (K; x) en justifiant votre réponse.
¢) (K; +; x) est-il un corps?

0 2
En utilisant ’homomorphisme ¢ déterminer A™! et

3/ On pose A = (2 _5).

A2023

I Exercice 2

Partie I
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1/ En utilisant l’algorithme d’EUCLIDE, déterminer une solution particuliere
de I’équation diophantienne (E) : 27x - 31y = 1.

2/ Résoudre dans Z? ’équation (E).
Partie I1

On consideéere I'ensemble A ={0;1;2;...;30}
1/ Déterminer le nombre a de I'ensemble A tel que 27a =1 [31].

2/ Soit f l'application de A vers A qui a chaque élément n de A associe le reste
de la division euclidienne de 27n + 4 par 31.

a) Soient n et m deux entiers de I’ensemble A.
Montrer que f(n) = f(m) > n =m.
b) Soit m un élément de A, déterminer n de A tel que m = f (n).
c) Montrer que f est bijective puis déterminer sa bijection réciproque f~!.

I Exercice 3

> o

le plan complexe P est muni d’un repere orthonormé direct (O; i, j) et soit
me C"—{i}
Partie I
1/ On considére dans C ’équation (E):z?>-m(m+i)z+im®=0

a) Soit A le discriminant de ’équation (E). Montrer que A = (m(m — i))2

b) Résoudre dans C I’équation (E)

c) Déterminer sous forme exponentielle les valeurs de m pour que le pro-
duit des solutions soit 8¢'3

2/ On note F,, la transformation du plan P d’expression complexe
z’ = imz + m?. Trouver m sous forme exponentielle pour que la transfor-

. . . ) n 7 3 ) .
mation F,, soit une rotation d’angle 3 et déterminer dans ce cas l'affixe du

centre () de la rotation.
Partie I1
On considere les points A(m), B(im), C(m(l + i))

1/ Montrer que le triangle (OAB) est un triangle isocele rectangle en O

2/ Montrer que (OACB) est un carré
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3/ Soit P(p) et Q(q) des points du plan tels que :

+ P I'image de A par la rotation de centre O et d’angle g

https




+ (Q est I'image de C par la rotation de centre A et d’angle —g

a) Montrer que p = me's et q= m(ei% + 1)
b) Vérifier que g—p = m(ei% + e—i%) et im—p= m(ei% _ eig)

c) Déduire que les points B, P et Q sont alignés

I Exercice 4

Partie I

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) =x+e™*
> =
On note (C) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O;1, ]_3

1/ Etudier les variations de f (limites aux bornes + dérivée + Tableau de va-
riation)

2/ Montrer que (C) admet une asymptote oblique dont on précisera I’équation
3/ Tracer la courbe (C)

Partie 11
On considere la suite (u,),>; définies par :

u; =0 , etpour tout entier naturel n non nul, wu, = f(u,)

1
1/ Montrer que (Yn e IN*) : In(n+1) <In(n) + m

2/ a) Vérifier que, (Vn e IN¥): f(ln(n)) =In(n) + %
n

)

b) Déduire par récurrence que, (Yn € IN*) : In(n) < u,
) (1) =1
)

c) Calculer la limite de la suite (u,,),
1
3/ a) En utilisant 2)b) montrer que (Vn e IN*) : 1, —u, < "
1 1
b) Déduire que (YneIN-{0,1}):u, <1 Tyt —

1 (f1
4/ a) Montrer que: (Yke N—-{0,1}): x < j ;dx.
k-1

b) Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal a 2, on a:
u,<l+In(n-1)
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Uy

=1

c) Déduire que nl_l)l’Pw ()

5/ Pour tout entier naturel non nul n on pose : b,, = e*

1
Vérifier que pour tout entier naturel nonnul n: b, =b, x ebn

https
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6/ a) Soit x €]0,1] on pose pour chaque t € R* : @(t) = eV =1 -/t
En appliquant le théoréme des accroissements finis a ¢ sur [0, x?],
er—1-x 1 eVe—1

X2 T2 Ve

montrer que 3¢ €]0,x?[: . puis déduire que

e*-1-x 1 ,
Hde]O,X[I Tzae .
2
b) Montrer que (Vx€]0,1]):0<e*—x—-1< %e.
1
c) Déduire que (VnEIN*):OSan—bn—lsge.
d) Montrer que (YneIN*—{1}): 0<b,—n < %(1 +1n(n—1)),

e . . b
en déduire que lim — =1.
n—+oo 11

7/ Montrer alors que lim (u,—In(n)) =0

n—+00

Partie 111

soit g et h les fonctions définies sur R par :

(VxeR) : g(x):e;e_ et hix)= 1%

1/ Montrer que (Vx € R): ¢g'(x) =h(x) et h'(x)=g(x).
2/ Montrer que g réalise une bijection de IR vers IR et donner sa bijection
réciproque g

Partie IV

soit G la fonction définie sur R par:
2x
t
G(x) = f —gt(z)dt; x#0

G(0)=1In2

1/ Montrer que G est paire

Déduire que lim G(x)=+oc0 et lim — =+o0

X—>+00 X—>+o00 X
4/ Soit x > 0
a) Montrer que J (x —t)g(t)dt = g(x) — x. On pourra appliquer g’ = h et
0
hW=g




t t

(t—u)g(u)du < g(t)J (t—u)du

b) Soit t > 0, montrer que 0 < J
0

0
et déduire que 0 < g(tt>2_ i < %g(t)

1 2x
c¢) Soit x > 0, montrer que 0 < G(x)—1In2 < EJ g(t)dt

X
d) Déduire que G est continue en 0

5/ En appliquant le théoreme de la valeur moyenne, montrer que

1

2x
(Vx>0):g(x) < ;L g(t)dt < g(2x)

Et déduire que G est dérivable en 0 et que G’(0) =0
8(2x) — 2g(x)
32
7/ Montrer que (Vx> 0) : g(2x) —2g(x) > 0 et donner le tableau de variation de
G sur R*

6/ Montrer que G est dérivable sur R et que (Vx € R*): G'(x) =

—_—> 00— o<
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I Exercice 1

On pose A = Je, +oo[ pour tout x et y de A on pose x »y = e!*+(1-n¥)(1-Iny)

1/ Montrer que * est une loi de composition interne dans A.

2/ Montrer que * est associative et commutative dans A.

3/ Montrer que la loi * admet un élément neutre ¢ dans A a déterminer.

4/ Montrer que (A, *) est un groupe commutatif.

5/ Montrer que 1’ensemble H = {e”:z’1 |ne Z} est un sous-groupe de (A, *).

6/ Soit T la loi de composition interne définie dans B = |1, +o0[ par :
xTy=(x-1)(y-1)+1

p:A—B

Et on considere 'application
x+— Inx

a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (A, *) sur (B, T).
b) En déduire que (B, T) est un groupe commutatif.

I Exercice 2

Le plan complexe étant rapporté a un repere orthonormé direct (O, it, V)
Les deux parties de cet exercice sont largement indépendantes

PARTIE I
Soit a € C*, on considére dans C ’équation (E,) : z% - (1 +(1+ i)a)z +ia’+a=0
1/ Vérifier que a est une solution de (E,)
2/ On note par z; et z, les solutions de I’équation (E,) tels que z; = a

a) Déterminer z, et vérifier que z, = iz; + 1
b) Dans le plan complexe on note par A et B les points d’affixe z; respecti-
vement z,

Montrer que B est I'image de A par une rotation r dont on déterminera
le centre et une mesure de son angle

—
L
-+
o
-
P
O
c
A
o
)
qv}
an)
L]
L]
>
P
QO
<
an)
(@\|
[]
[]
&
o
=
e
-+
qv}
=
Qv
5
i
2
2
2
~~
~~

PARTIE II

1/ Soit ze C

https




a) Montrer que |z| = |1 +iz| © Im(z) =

N =

51

|z| = |1 +iz] .
ou z=¢e'%

b) Déduire ’équivalence { oz=¢

B

|z =1

z"(1+iz) =1
lz] =1

2/ On considere dans C le systéme suivant (S) : { ou n est un

entier naturel non nul
a) Montrer que si z est une solution de (S) alors z € {ei%, eiS?n}
b) Vérifier que 1 +ie's =¢'5 et 1+ie's =ei3
c¢) Déduire que e'¢ est une solution de (S) si et seulement si
=-2 (mod 12).
Montrer de méme que ¢'s est une solution de (S) si et seulement si
5n=2 (mod 12)
d) Justifier ’équivalence 5n=2[12] & n=-2[12]
e) Déduire suivant I’entier naturel n I’ensemble des solutions de (S)

I Exercice 3

Dans tout ce qui suit p est un nombre premier tel que p = 5[6] et p > 3.

Et on consideére dans IN*? I’équation (E) : x°+79° = p(1 +xyp)

Soit (x,y) € IN*? une solution de (E)

On pose d = x Ay et soit (a,b) € N** tel que x =da ety =db

1/ a) Justifier queaAb =1 et d3(a3 + b3) = p(1 +d?ab)
b) En remarquant que 1 = (1 +d?ab) — d*ab montrer que d> A (1 +d%ab) =1
c) Déduire que d =1 ainsi on a donc {(a3 +b%) =p(1+ab)
aNb=1
2/ MontrerquepAb=1letpAra=1
3/ Montrer que a®> = -b®[p] et que a?~! = bP~![p]

4/ En déduire que a = —b[p] on pourra écrire p sous la forme p = 5+ 6k avec
k e IN*

5/ On pose donc a + b = pu avec u € N*, montrer que u(a—b)>+ (u—1)ab =1
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a+b=p
la—bl=1

en déduire que {

6/ Déduire dans IN*? I’ensemble des solutions de I’équation (E).

https




I Exercice 4

PARTIE I
e?*—1
Soit f la fonction définie par : f(x) = —
e*+1
1/ Vérifier que f est impaire et calculer lim f(x), lim f(x)
X—+00 X—>—00

2/ Etudier les variations de f

3/ Montrer que f réalise une bijection de R dans vers l'intervalle I = |-1,1],
on note ! sa bijection réciproque (expression de f~! non demandée)

4/ Ecrire ’équation de la tangente T au point O(0,0)
5/ Vérifier que Yx € R: f’(x) = 1 — f?(x) en déduire que Yx > 0: 0 < f(x) <

6/ Justifier que Vx> 0:0<1- f'(x) < x> en déduire Vx> 0: 0 < x— f(x) <

7/ Pour chaque entier naturel n non nul
n n 1
onposeSn:Zf( )etonposeun:Zn+k
k=1 k=1

- Iyv 1
a) Vérifier que u,, = —

1
n+k

en déduire que lim u, =In2
k n—+oo
k=11+—
n

1
b) Montrer que Vn e N*: 0<u, - S, < 32 0 déduire lim S,
n—+oo
(utiliser la question 6 partie 1)
8/ Construire dans le méme repere la tangente T et les courbes (C f) et (C f_1)

soit A €]0,1[. On note S, l’aire en cm? du domaine

Dy ={M(xy)eP/xe[0,A ye[0,A] f(x) <y <f(x)
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X =X
9/ Montrer que la fonction x — ln(e e ) est une primitive de f sur R
Ay A
10/ Déduire S, = )\2—21n(e +2€ ) cm?
PARTIE II
e o 2x
t
8—4 . . o F(x) = mdt ; x=z0
g Soit F la fonction définie sur R par : x ¢
i
F(0)=0
= (0)

3



1/ Montrer que F est une fonction impaire

2x 2x

%dtsF(x)sf(Zx)J %dt

X

2/ Montrer que Vx>0: f (x)J

X
3/ Déduire que lim F(x) =1n2 et que F est continue en 0

X—+00

f(2x) = f(%)
X
5/ En appliquant le théoreme des accroissements finis deux fois de suite a la

fonction F puis a f montrer que

4/ Montrer que F est dérivable sur R et que Vx> 0: F'(x) =

(Vx>0):1- f2(2x) < —2 L <1 - f(x)

6/ Déduire que F est dérivable en 0 et que F’'(0) =1

7/ Donner le tableau de variation de F sur R*

PARTIE III

In(V3)
On considere la suite (I,,) définie par : I, = f (f(t)) dt
0
1/ Calculer I et I;

1
2/ a) Vérifier que YVt € [O,ln(\/g)] 0L f(t) < 5
1 n
b) En déduire que Yn e N: 0< I, < (E) In(V/3) et calculer alors lim I,
n—+oo
1 1 n+1
3/ Montrer que VneIN: [, , =1, - — (E)
k=p 2k-1
1 1
& ‘IO_ksz—1 (E)
4/ Déduire que Vp € IN" : | _It_p .
— 1 (1)
Izp+1 =1 - Z_k(E)
k=1
k=2n 1
5/ Pour tout n € IN* on pose v, = Z Y
k=1

montrer que (v,,) est convergente et déterminer sa limite
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I Exercice 1

On a xxy = ! "7 n¥1-nY) hour tout x et y de A. et comme A =e, +oo[, donc pour

toutxeA:Inx>1,s0it1 -lnx<0.

1/ Montrons que * est une loi de composition interne dans A.
Soit x ety de A, posons u =1-Inx<0etv=1-Iny < 0. Donc x*y = e' .
Commeu<0Qetv<0,onauv>0,doncl+uv>1,donc:
xxy=elT >el =,
Donc x*y € A.
D’ou * est une loi de composition interne dans A. [

2/ Associativité et commutativité de .
e Commutativité : Soitxetyde A,ona: (1-lnx)(1-lny) =(1-Iny)(1-Inx),
donc el +(1-Inx)(1-ny) = pL+(1-lnp)(1-Inx) o4 xxy =y #x.
Par conséquent * est commutative. |
e Associativité : Soit x et yde A, posonsa =1-Inx, f=1-Iny, y =1-Inz.
DoncIn(x*y)=1+ap = 1-In(x+y)=—ap, par suite

(x%p)xz = el HI-Inbew)(i-nz) _ ple(-apy _ pl-apy (1)
De méme on a : x * (p * z) = ! *(1-In(1-In(p2)) — pl+al=F¥) Doy
x*(p*z)= elta(=py) — el=ah7 (2)
De (1) et (2) on déduit que x*(y*z) = (x*y)*z.

Alors * est associative. [

3/ Elément neutre &.
On cherche ¢ € A tel que x*¢ = x pour tout x € A .

+(1-Inx)(1-ln¢)

xre=x & e =x o 1+(1-Inx)(1-ln¢)=Inx

< (1-Inx)(1-ln¢)=Inx-1=—(1-1nx)
S (1-Inx)(2-1lne)=0 < 2-Ine=0carl —-lnx =0

Donc ¢ = ¢
Comme ¢2 > e donc € € A. Alors € = e? est I’élément neutre de » dans A. m.
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4/ Montrons que (A, *) est un groupe commutatif.

On a déja montré que la loi * est associative , commutative et admet un élé-
ment neutre e = ¢? il reste a montrer que tout élément de A est symétrisable
pour *.

Soit x € A, cherchons x’" € A tel que x*x’ = ¢ :

, , , Inx
< (1-Inx)(1-Inx)=1 e 1-Inx"= Ty < Inx' = P
Inx
s x’:elnx—l
Inx
OrxeA>=>x>e=>Inx>1 >lnx>Ihnhx-1>0 = P >1 =
Inx

elnx—1>¢ = x' € A.

Donc tout élément de A admet un symétrique pour * dans A.

Alors (A, *)est un groupe commutatif. |

5/ Montrons que H = {e'*?" | n € Z} est un sous-groupe de (A, *).
En effeton a:
* HCAwarheH = IneZ:h=¢"? =2 1Inh=1+2" = 1Inh>1
=>h>e=>heA
* H=(:carsin=0alors e’ € H).
* Soienta=e'*?" et b=e'"?" de H.Ona:a=¢e"*" = 1 -lna=-2"et
b=e"?" = 1-Inb=-2" asb = 1" nI0-In0) - n(geh) = 1+(-2")(-2")

= 142" = gxh=e*?"" = gxbe H
Inb

L'inversede best b’ =elnb—-1 = Inb’ =

Donc b’ =e'*?" € H car -n € Z.
Alors H est un sous-groupe de (A, %) [ |

6/ Ona:B=]1,4c0[, xTy=(x—-1)(y—1)+1, p(x) =Inx.

a) Montrons que ¢ est un isomorphisme de (A, *) sur (B, T).

Inb _1+27

b1 2 1t

* @ est bien définie de A vers Bcarsix€e A = x>e = Inx>1 =
@(x)=1Inx e B.

* @ est un homomorphisme : car si (x,9) € A>on a: @(x*y) = In(x*y) =
1+(1-Inx)(1-Iny)
Px)Te(y) = (Inx—1)(Iny —1)+1
Alors p(x+p) = p(x)T(y).




* @ est bijective de A vers B : car la fonction In est bijective de e, +oo]
sur |1, +oo[

Alors @ est un isomorphisme de (A, %) sur (B, T). [
b) Déduisons que (B, T) est un groupe commutatif. En effet on a (A, *) est
un groupe commutatif (question 4) et ¢ est un isomorphisme de (A, *)
sur (B, T), donc (B, T) est un groupe commutatif. ]

I Exercice 2

PARTIE I

(E)) : 22— (1+(1+i)a)z+ia*+a=0ouacC".
1/ Vérifier que a est solution de (E,).
On substitue z = a dans I’équation (E,) :
a>—(1+(1+i)a)a+ia*+a=a’

—a’-a?—id’+id*—a+a=0

—a—(1+i)a*+ia*+a=a*-a-a’>—ia’+ia*+a

Donc a est bien solution de (E,). ]

2/ On note z; et z, les solutions de (E,) avec z; = a.

a) Déterminer z,.
D’apres les relations de « Viete » pour une équation du second degré de
la forme:z>+pz+g=0ona:z +z,=-petz; xz,=¢.
Alorszi+z,=1+(1+i)Ja=>z,=1+(1+i)a—a=z,=1+ia
Doncz,=1+ia [

b) Onaz,=1+ia=1iz; +1 et comme z5 =z, et z4 =z, , alors zg =iz, + 1.
On cherche une rotation r de centre QO(w) et d’angle O telle que r(A) = B
d’expression complexe : z’ =iz + 1.

Le centre () de la rotation r est le seul point du plan complexe invariant

. 1+
parr,i.e:r(Q):Q<:>a):za)+l<:>a):1—i<:>a):Tl.

etonac?=i o 0= 5[271].
1+1
Alors la rotation r a pour centre le point () d’affixe w = Tz et d’angle

Tt
0=—.
> [

Partie I1

1/ a) Posons z = x +iy avec (x,y) € R*. On a : |z]> = x> + y? et
l+iz=1+i(x+iy)=1-y+ix = |1 +iz|* = (1 —y)? + x% Donc :
Izl =|1+izl © ¥*+y* = (1-p)’+x* oy’ =1-p+p’ o y=1©y=

N -
H v~

Ainsi: |z] = |1 +iz] © Im(z) =
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zl=1]1+1iz 7 51
b) Déduire I’équivalence {: : |1 | Sz=¢ctouz=e%t.
zZl =
P . 1 . 1
D’apreés a), |z| = |1 +iz| © Im(z) = 5 ley=s.

. 1 3
En substituant dans |z| =1,ona:|z]=1 & x*+ 1- 1l ox?==

4
V3

S X=+——
2
. 3 1 Tt
AS1x:7ety 5 largumentestg donc z = ¢'®.
, 3 1 51
A Six=—-——ety=—:l"argument est —, donc z = el
2 2 6’
)N |Z| = |1 + ZZ| d ;51
D’ou —z=esouz=¢e5
|zl =1
Inversement :

V3 o (1

esiz=c¢'s alors|z] =1et|l+iz]> = |1 +ie's|]> = |1+—1—— 5

e |

2
o =|1+1
Alors z=¢'sc = 2l =11 +iz]
|zl =1
: JTC . . 1 9TC - 3, 1
o Siz=e¢l% alors|z|:1et|1+zz|2:|1+zel5?|2:|1+T\/_z—§
OREdl
) +[22) =1
2 2
5 =|1+1
Alors z =¢'% 2l =11+ izl
|z =1

D’ou I’équivalence souhaitée.
z'(1+iz)=1
|zl =1

2/ On considere le systeme (S) : { ou n € IN*.

- TC - 57t

a) Montrer que toute solution z de (S) vérifie z € {613, elT}.
Soit z solution de (S). On a |z] =1 et z*(1 +iz) = 1.
En passant aux modules, on a:

IZ'(1+iz)|=1 = |z]"-|1+iz|=1 = |1 +iz|=1 =z
1
D’apres la question 1/a), Im(z) = 5 et d’aprés la question 1/b),

. .5 N ,
zZ€E {e’%, elTn}.D ou le résultat.

)




e . ST T . ;5m T
b) Vérifier que 1 +ie's =¢'3 et 1 +ie'c =e7'3.

D’une part :

T (N3 iy q_1l,:¥3_1,:V3_ ik
1+zeﬁ_1+z(2+2)—1 s+l =5+i15 =¢€'3

N . g s
Dou:1+1ie'e =¢€'3. [ ]
D’autres parts :

SRl (3 i)_ 1 V3 _1 V3 _ iz
1+1e's —1+1—7+§ —1—5—17—5—17—6 3

. . i5m _in
Dou:1+ie's =e'3. ]

c) ¢t est solution de (S) © n=—2[12]; idem pour ¢ ¢ avec 51 = 2[12]
Pour z = €% :

En utilisant b), z est solution de (S) © z"(1+iz)=1 & (ei%)n els =1
@ei(%+%):1@%+§:2kn, keZ & 22 =2k &5 n+2=12k

& n=-2[12]. n
Pourz=e's :

z est solution de (S) © z'(1+iz)=1 & (eiS?n)n e 5 =1

o dF Moo 1ok, keZo ¥2-2k o 5n-2=12k
< 5n=2[12]. [ |

d) Justifier ’équivalence 5n=2[12] & n=-2[12].
On remarque que 5A 12 =1 et que la congruence est compatible avec la
multiplication. Alors :
5n=2[12]] © 25n=10[12] © n=10[12] © n=-2[12]
Car 25n = n[12] et 10 = —2[12]
Donc: 5n=2[12] & n=-2[12]. |
e) Ensemble des solutions de (S).

D’apres c) et d), les deux conditions n = —2[12] et 5n = 2[12] sont
équivalentes. Autrement dit, e’ est solution de (S) si et seulement si
el est aussi.

Alors : L'ensemble des solutions de (S) est :

0 sinz10[12]
S: o sm .
{elﬁ, e’?} sin=10[12]

I Exercice 3

Soit p un nombre premier tel que p = 5[6] et p > 3.

On considére dans IN*? I’équation (E) : x° + y° = p(1 + xp).

Soit (x,9) € IN*? une solution de (E). On pose d = x Ay et (a,b) € N*? tel que
x=daety=db.
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1/ a) Montrer que aAb =1 et d*(a®+b®) = p(1 + d?ab).
Par définition, d = gcd(x,y), x =da, y =db avec a,b € N".
Onad=xAy=dandb=d(anb),doncanb=1.
En substituant dans (E) : (da)® + (db)® = p(1 +da-db) = d3a®> +d°b° =
p(1+d?ab)
Alors : d3(a® + b%) = p(1 + d?ab). |
b) Montrer que d> A (1 +d?ab) = 1.
Soit 5 =d3 A (1 +d?ab) = 6| d® et 5| (1 +d?ab)
= 6|d(1+d%ab)-d3ab = 6|d = 6|1 +d*ab—-d%ab = 5|1 = 6=1.
Ainsi d® A (1 +d?ab) = 1. u
c) Déduire que d = 1.
De I’équation d°(a’® + b3) = p(1 + d?ab), on tire que d° | p(1 + d*ab).
Puisque d°> A (1 +d?ab)=1,0ona d’|p.
p est premier, donc ses seuls diviseurs positifs sont 1 et p. Ainsi d° €
{1,p} et comme d |d> doncd|pdoncd®=1,ie.d=1.
Doncd =1 ]
On obtient donc le systeme :

a’>+b°=p(1+ab)
anb=1

2/ MontrerquepAb=1etpAa=1.
De a®+b>=p(1+ab),onap|a’+b>.
Supposons p | b. Alors p | a®> + b®> = b3 = 4%, donc p | a (car p est premier),
donc p | gcd(a, b) = 1, contradiction car p > 3. Donc p ne divise pas b, d’ou
pAb=1.
De méme, p Aa =1, puisque a et b jouent le méme role. ]
3/ Montrer que a° = —b3[p] et a?~! = bP~1[p].
Premiére congruence.
Onaa®+b°=p(l+ab) = a*+b®=0[p], donc :

a’ = -b’[p].

Deuxieme congruence.
D’apres le petit théoreme de Fermat, et puisquepAa=1etpAb=1,0na:

a’'=1[p] et b'=1[p]

Donc :
a’~ ' =bP ' p).
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4/ Déduire que a = —-b (mod p), et écrire p =5 + 6k.
On a a3 = —b3[p] = (a3)1+2k = _(b3)1+2k[p] = a3+6k = _b3+2k[p]
= axa’? = —ax b3 K[p] = aP' = —axbPp] = P! = —a x bP2[p]
(Puisque p = 5 + 6k)
=S p|(WPt+axbP?) = p|bP2(a+b),= pl(a+b)(carpAb=1)
= a+b=0[p]
Ainsi a = -b[p]. ]

5/ Montrer que u(a—b)*+ (u—1)ab = 1.
Puisque a = -b[p],onap|a+b,donca+b = pu pour un certain u € IN".
On développe a® + b> = (a+b)(a® —ab + b?) = (a + b)((a —-b)%+ ab).
Donc : [a® + b = p(1 +ab) et a+b =pu] = (a+b)((a~b)>+ab) = p(1 +ab) =
pu((a ~-b)%+ ab) =p(1+ab) = u(a—b)*>+uab=1+ab. Donc:

u(a—b)*+(u—-1)ab=1.

a+b=p

la—bl=1

Puisque a,b, u € N* et d’apres I'égalité u(a—b)*+(u—1)ab=1,0ona: (u—1)ab >
0,et 0 <u(a—b)*><1,donc u(a—b)*>€{0,1}.(car u > 1)
Cas1:Siu(a—b)>=1et(u—1)ab=0.

Alors u =1et (a—b)> =1, donc |a—b| = 1. On a bien le systéme :

a+b=p
la-bl=1
Cas2:Siu(a—b)>=0et (u—1)ab=1.
Alorsa=bet (u—1)ab=1,donc u—1=1/ab. Puisque u,a,b € IN*, cela exige

ab=1,donca=b=1,etu=2 MaisalorsaAb=1,a+b=2=pu=2p =
p = 1,ce qui est absurde car p > 3. Donc on a nécessairement :

a+b=p
la—bl=1

6/ Ensemble des solutions de (E) dans IN*2.
D’apres les questions précédentes on a vu que si (x,y) est une solution de

+ v =
(E) dans IN*? alors x Ay = 1 et (x, ) est solution du systéme |x Y | pl , et
x—y|=

puisque x =aety=bona:a+b=petla-b/=1,avecabe N'etanb=1:

En déduire que :{
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1 -1
Cas1:Sia-b=1,donca= pT et b = pT (qui sont entiers car p est
premier et p > 3 donc p est impair).
-1 1
CasZ:b—azl,donca:pT,etb:%.
Vérifions que pgcd(a,b) = 1.
p+1 p-1 1
On a: ngd(T'T) = Epgcd(p +1,p—1). Or pged(p+1,p—-1)] 2, et
. . . p-1 p+1 ) s .
puisque p est impaitr, > et > sont entiers consécutifs, donc premiers
entre eux.
p-1p+l s T
Alors pgcd(x,y) = pged(a,b) = ngd(T'T) = 1 D’ou LU'ensemble des

solutions de I’équation (E) est :

s-{lest ety ()

I Exercice 4

PARTIE I
e>*—1
Soit f la fonction définie par : f(x) = TR
1/ Vérifier que f est impaire et calculer xl—i>IPoo f(x), xl_i)r_noo f(x)
SoitxelR,ona:
~2x 1-e 2x 2x
fl=x) = Z—2x+1 - 1;}" - L_sz - _% =—f(x).

Donc f est impaire (et f(0) =0, ce qui est cohérent).

Etona:
. Coer-1 . 1-e® 1-0
xl—1>rPoof(x) _x1—1>r-Poo e2x +1 _x—1>IPool+e_2x 140

lim f(x)= lim f(-y)= lim (-f(y)) =-1 (En effectuant le changement

X—=00 y—+00 y—+00

de variable y = —x). ]
2/ Etudier les variations de f

Remarquons que la fonction f est dérivable sur IR comme quotient de fonc-

tions dérivables sur R.

Soitx€R.Ona:

F(x) = 2e2* (e +1)— (e —1)-2e* _ 262x[(62x +1)—(e* - 1)] _ 4e™

(e2*+1)2 (e2*+1)2 (e 4 1)%
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Comme e?* > 0 et (e** +1)*> > 0 pour tout x de R, on a f’(x) > 0 pour tout
x €.

Donc f est strictement croissante sur R, avec :

lim f(x)=-1, f(0)=0, lim f(x)=1.

X—>—00 X—+00

3/ f réalise une bijection de Rvers I =]-1,1]
f est continue et strictement croissante sur R, avec lim f(x) =—-1et lim f(x):

X——00 X—+00

1. Alors f réalise une bijection de R sur |-1,1]. ]

4/ Equation de la tangente T en O(0,0)
La tangente en O(0,0) a pour équation : y = f'(0)(x—0) + f(0)

etona: f(0)= 2 =4%=1et f(0)=0.Dou (T):y=x

(0+1)2 ~

L’équation de la tangente T est donc :

V= X.
|
5/ Vérifier que f’(x) =1 — f?(x)
4 2x
SoiterR,ona:f’(x):e—z,et:
(e?*+1)
X 2 X X X
- ) =1- e —1 :(e2 +1)% —(e? —1)2: 4e?
e +1 (e2*+1)? (e2*+1)?

Alors : pour tout x e R: f'(x) =1 - f?(x)

En deduire Vx> 0:0 < f(x) <x

Soit x > 0, on a : pour tout t € [0,x]: f'(t) = 1 — f3(t) donc f’t) <1, donc
d’apres le théoréme des accroissements finis appliqué sur [0, x] :

fR)-fO)<1-(x=0) = f(x)<x.

Or f’(x)>0et f(0) =0, alors f est croissante et f(x) > 0.

Dou:Vx>0, 0<f(x)<x. |
6/ Justifier Vx> 0:0<1- f'(x) < x*

On a d’apres la question 5/ Vx >0, 0 < f(x) <x,doncVx >0, 0<

f3x)<x?

et 1—f’(x)=f?(x). Alors Vx>0, 0<1-f’(x)<x> |

En déduire Vx> 0:0 < x— f(x) Sx;
Posons g(x) = x— f(x). Alors g(0) =0et g'(x) =1 - f'(x).
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Soit x>0,onaVte[0,x]:0<1-f(t)<t*doncVte[0,x]:0<g(t)<t?
par passage aux intégrales, on a :

X x3
0 < g(x)—g(0) SJ t*dt = 3
0

3
Ainsi: Vx>0, 0<x-f(x)< % |

7/ Pour tout entier n > 1, on pose :
n
1 1
S, = , = )
" fo(n+k) Un 1n+k

a) Vérifier que u, = Z - et en déduire lim u, =1In2
T

n—+00

n

1
Ona:u, _Zn+k Z Z: [

1
~ sur [0,1] . Alors :

C’est une somme de Riemann de la fonction x — 1

1 1

_ [1n(1 +x)]0 —In2.

n—+co 0

1
b) Montrer que VneIN*: 0<u,—- S, < — P et en déduire lim S,
n—+00
s : x? 1
D’apres la question 6 : Vx>0, 0<x-f(x)< 5 en posant x = et

* e L (el
(Ve N)(VK € (1,2,..,n)) 10 < —— f(n+k)ﬁ3 CEE

En sommantdek=1an,ona:

1
0<u,-S,<—-

Or (n+k)2n+1 anourkzl donc (n+k)® > n3, et :

B

1<1 n 1
nd = 3 nd® 3n?

W| -

k=1~ k=1
1

Donc(VneIN*):OSun—SnSW. [

Par le théoreme des gendarmes, puisque 327 Oetu,—>1In2:

lim (4,-S,)=0 = lim S, =In2.

n—-+0o n—+oo

10




8/ Courbes (Cy), (Cs-1) et tangente T
Les courbes (Cy) et (Cf-1) sont symétriques par rapport a la droite y = x
(tangente T). On les trace dans le méme repeére orthonormé (O; 7 7).(On

prend ||zTT| = lcm)

|
e*+e” L
9/ Montrer que F(x) =In 5 est une primitive de f sur IR
ef+e” g -
Ona:VxelR: > > (0, donc F est définie et dérivable sur R eton a :
(ex +e™* )' eX —e*
ef—e™
F,(x): x2 —X = X 2—x: °
e +e e +e eXx+e*
2 2
Multiplions numérateur et dénominateur par e* on obtient :
2x
e -1
F'(x) = = f(x).
(0= =
Donc F est bien une primitive de f sur R. ]

Ay A
10/ Déduire S, = A% - 21n(e +2€ ) cm?
Soit A € ]0,1[, on note S, 'aire en cm? du domaine
D, ={M(x,p) e P/x€[0,A],p €[0,A], f(x) Sy < f ()}

Le domaine D, est délimité par la courbe (Cy) en bas, la courbe (Cs-1) en
haut, et les droites d’équations x =0et x = 1
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: Comme les courbes (Cy) et (C¢-1) sont symeétriques par rapport a la premiere
A

"Q')' bissectrice (T), alors S, = 2(‘[0 (x —f(x))dx) cm?. D’ou :

~ A
e S —(A2—2f f(x)dx)cm2—(/\2—2[1~"(x)]’\)cm2

| A= = 0

0

=

= Donc : Ay g
E SA:()\Z—21n( > ))cmz.

o n
o PARTIE II

o0
= Soit f la fonction définie par :

S er -1
O )=z

M et F la fonction définie sur R par :

L] >

Tf(t
2 F(x) = %)dt six=0
CD X
F(0)=0

&) (0)
%% 1/ Montrer que F est une fonction impaire.
ﬁ Rappelons que f est une fonction impaire : Vx € R; f (—x) = —f(x)

] SoitxelR,ona:

)

[] F(—x)= ——dt.

g On effectue le changement de variable t = —u (donc dt = —du) :

o t=—x>u=x,
f} t=-2x=u=2x.

g Donc :

2x ¢ 2x ¢ 2x

s Fen= [ L= [T L g = [T gy - p),
E X —u X u X u
5 De plus, F(~0) = F(0) = 0 = —F(0).

§ D’ou F(—x) = —F(x) pour tout x € R, donc F est impaire. ]

2x 2x
1 1

4| 2/ Montrer que Vx>0 f(x)f ?dt < F(x) < f(2x)f ?dt.
~~ x x
=~ On a vu dans la partie I que f est croissante sur R .

%) Pour x > 0 on a : x < 2x donc pour tout t € [x,2x]; f(x) < f(t) < f(2x) Donc
B“ pour tout t € [x, 2x] :
= flx) < f(#) < f(2x).

12
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En divisant par t > 0 :

En intégrant sur [x, 2x] :

f(x)f %dt < F(x) < f(2x)f %dt.

|
3/ Déduire que lim F(x) =1n2 et que F est continue en 0.
X—+00
Ona:
2x 1 2%
J- ?dt = [ln t]x =In(2x) —In(x) = In 2.
Donc L'encadrement de la question 2 devient :
f(x)In2 < F(x) < f(2x)In2.
Or lim f(x)= lim f(2x)=1, alors d’apres le théoreme des gendarmes :
X—>+00 X—+00
lim F(x)=1n2.
X—+00
|
De méme on a : lim f(x) = lim f(2x) = 0, alors d’apres le théoreme des

x—0+ x—0*

gendarmes :

0-In2<F(x)<0-In2 = lim F(x) = 0 = F(0).

x—0*

Comme la fonction F est impaire, alors lim F(x) = 0 également. Donc F est

x—0~
continue en 0. u
2x) —
4/ Montrer que F est dérivable sur R et que Vx> 0: F'(x) = f(20) f(x)
x
t
La fonction ¢ # est continue sur R*" donc elle admet une primitive sur

R*™.
f()

Soit G une primitive de t — —sur R*". On a alors :

F(x) = [G(1)]** = G(2x) - G(x).

X

Donc F est dérivable sur R** comme composée/différence de fonctions dé-
rivables, eton a :

Fx) = 26/ (23) - ) < 2/ 2D _F0) _FCX)_ [ _ f20-f ()

2x X X X X

13
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5/ En appliquant le TAF deux fois, montrer que

F(x) - F(0)

(Vx>0):1-f%(2x) < »

<1-f%(x)

Soit x > 0 La fonction F est continue sur [0, x] et est dérivable sur ]0, x[ alors
d’apres le TAF

F(x) - F(0) _P(e)= f(2¢)=f(c)
-0 c

Comme la fonction f est continue et dérivable sur [c,2c], alors en appli-
quant TAF a f sur [¢,2c]on a:

(Ac €]0,x|) :

3d €le, 2¢[: f(2262:f(c) _ ) = f(2c)c—f(c) _ F(d),
Or f/(x)=1-f%*(x)et 0<c<d<2c<2x.Donc:
w =1-f*d), de(c,2c)c(0,2x).

Puisque f? est croissante sur R* (car f > 0 et f croissante pour x > 0) et
0<d<2x:

fPx) < fAd) < f2(2x) = 1= f2(2x) < 1= f(d) < 1= f2(x).
D’ou : r (0
(Vx>0):1-f*2x) < # < 1-f*(x).
6/ Déduire que F est dérivable en 0 et que F’(0) = 1.
L’encadrement de la question 5 donne, lorsque x — 0" :
lim (1-£2(2x))=1-f%(0)=1-0=1,

x—0*

lim (1- f2(x))=1-f2(0) = 1.

x—0*

Par le théoreme des gendarmes :

lim F(x)—F(0)
x—0t X

=1.

Donc F est dérivable a droite en 0 et on a : F}(0) = 1 Soit x < 0 posons y = —x
donc y >0, alors d’apres la question 5/ on a :

. F@)-F()

_f2
. < 1-f7(®)

1-£%(2y)

Donc :




Comme F et f sont impaires, alors :

(Vx<0):1-f%2x) < Fx)~FO) ;F(O) < 1-f*x)
En utilisant le théoreme des gendarmes :
lim F(x)—F(0)
x—0~ X

=1.

Donc la fonction F est dérivable a gauche en O et on a: Fg(0) =1 D'ou F est
dérivable en 0 et on F’(0) = 1. ]

7/ Tableau de variation de F sur R".

f(2x) - f(x)
strictement croissante et 2x > x, donc f(2x) > f(x), ainsi F’(x) > 0.
De plus, F'(0) =1 > 0. Donc (Vx> 0); F’(x) > 0.

Tableau de variation de F sur R* :

Soit x > 0, d’apres la question 4, F'(x) = . Pour x > 0: f est

T 0 400
F'(x) +
In2
F(x) /
0
|
PARTIE III
In(V3)

On considere la suite (I,,) définie par : I,, = f (f(t))"dt.
0

1/ Calculer I et I;

FIn(v3) In(V3)
— Iy = (f(£))dt = f 1dt = [1"Y) = In(V3) = %m(s) =InV3. =
0

JO
pln(\/g) eZt_l
—I1: Zt—dt

el(ef—e™) ef—et  (eF+e)
ef(et +et) ef+et  eX+e
Alors : I; = [In(e’ + e‘t)]z)n(\/g) =In(e™V3 + ¢~ V3) _In(e + ¢0)

Remarquons que f(t) =
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I, =In(V3+ ) -In(2) = ln(%) ~In(2) = ln(%) ~In(2)
I, =1In(4) - In(V3) - In(2) = 2In(2) - 1In(3) ~ In(2) = In(2) - $ In(3).
D’ou Il = ln(z—\/g)
3
S 1
2/ a) Vérifier que Vt € [0,In(V3)]: 0 < f(t) < 5
f est croissante sur R en particulier sur I'intervalle [0,In(V3)] et £(0) = 0

et f(ln(\/g)) = % Alors :

Vt [0,In(V3)]: 0 < f(¢)

IA

1
2

1 n
b) Déduire que (YnelN): 0< I, < (E) In(V3) et calculer lim I,

n—-+o0
D’apreés la question 2/a) ona: 0 < f(t) < 1 En élevant a la puissance 7 et
en intégrant :

Os(f(t))”s(%)n — 0< ["(f)rdt < J“%(l)ndt.

2
Dou: 0<1, < (%) In(v3).

Comme lim (=)" =0, d’apres le théoreme des gendarmes, lim I, =0.m

n—+00 n—+00

1 1 n+1
3/ Montrer que I,,,, =1, — — (E)

Calculons I,,—1,,., :

InvV3
Ii—Ip = f (Y1 - F(1)?) .

Or 1= £(t = f(1). Alors I~ L. = [ (F(0) (1)t =

-1 = = ((F0nvB) ™ - oy )= (1) o

T n+1\2

1 1 n+1
On en dedu1t:In+2:In—n+1(§) . [

4/ Déduction des expressions de I,, et I,

<f<t>>"+1r‘vg

n+1

0

Par itération de la formule précédente (somme télescopique) :

1 1 2k-1
— Pourn=2k-2:1 — I, = _ﬁ(i) .Ensommantdek=1ap:
P 2k-1
1 1
B=h-) z(3) -

16
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1 1 2k
— Pour n=2k—1: Iy — I :_Z_k(E) .Ensommantdek=1ap:
p

1 1 2k
e A0
k=1

5/ Convergence et limite de v,

2n 1
On a vV, = Zﬁ
k=1

Décomposons v, en termes pairs et impairs :

n n
1 1
v, = + .
" ;(2k—1)22k-1 ;2k-22’<

D’apres la question 4 :

n
S
- . zk_l_o_ 2n
L (2k-1)2
n

1
— E — =1 -1
ok 41 dan+
k:12k 2

Donc v, = (Ig = Ir,) + (I = Lops1)-
Or lim I,,=0et lim I,,.; =0 (d’apres 2b).
n—+00 n—+oo

La suite (v,) converge donc vers I+ I;.
1 1
D’ou lim v, = (Eln 3)+(In2- Eln 3) =1In(2).

n—+co
Ainsi: lim v, =1n2.

n—+00
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B<S&

Exercice 1

On rappelle que (M,(IR), +, -) est un espace vectoriel réel.
On considere les deux matrices :

) (e

On considere I’ensemble

o {M(x'y) i (—xy x+}i/§y)

1/ a) Montrer que (E, +,-) est un espace vectoriel réel.

(x,v) € IRZ}.

b) Montrer que (I,]) est une famille libre, puis en déduire la dimension
de ’espace vectoriel E.

2/ a) Vérifier que J? = V3] —1.
b) Montrer que E est une partie stable de (M,(RR), x).

3/ Soit a € C\ R. Montrer que (1,a) est une base de 1’espace vectoriel réel
(C,+,-).

4/ On considere l'application ¢, : E — C définie par :
@,:E—>C, M(x,y)— x+ay.

a) Montrer que @, est un isomorphisme de (E, +) vers (C, +).

b) Déterminer les valeurs de a telles que ¢, soit un homomorphisme de
(E, x) vers (C, x).

3 1. .
c) Posons a = - i Soit n € IN.

Calculer ¢,(J") en fonction de n, en déduire que :

J'=1 < n=0[12].
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Exercice 2

Partie A

Soit n € N, tel que : n > 2. Posons U, =55...5 I’écriture dans la base 7.
~—

n fois
1/ Montrer que : 6U,, = 5(7" - 1), en déduire que U, ; A7 = 1.
2/ Montrer que: U,.; AU, =5.

Partie B
On admet que 2003 est un nombre premier. Soit x un entier naturel tel que :
x2+1=0[2003].

1/ Montrer que : x>°% = —x[2003].

2/ Montrer que : x2°°3 = x[2003], en déduire que 2x = 0[2003].

3/ Montrer que I’équation : x*> + 1 = 0[2003] nadmet pas de solution dans
IN.

Exercice 3
Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (O, it, ). Soit m € C*. On
considere dans C I’équation
(E):2z°+m(1+i)z+m*(1+i)=0
2
1/ a) Vérifier que le discriminant de I’équation (E) est : A = (m(l - 31')) :

b)

c)

d) Dans cette question on suppose que m = e'?, o & € R. Ecrire z, et z,

sous la forme trigonomeétrique.

Résoudre 1’équation (E).
Déterminer la forme algébrique de m tel que : z; xz, = 1.

2/ On considere les points A, B et C respectivement d’affixes

: po M 1. 1 .
a=-im, =——+—im, c=-m-——mi.
272 2
a) Vérifier que :
b-c
—:Z,
a—c

puis en déduire la nature du triangle ABC.
b) Soit (I') 'ensemble des points M(m) du plan,tel que le rayon du cercle
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circonscrit au triangle ABC égale V10.
Montrer que (I') est un cercle de centre O et de rayon 4.

3/ On considere la transformation F qui associe a chaque point M(Z) le
point M’(Z’) tel que :
Z'=2iZ -m(2+1i)

a) Déterminer la nature de F.
b) Déterminer I'image du cercle (T') par F.

Exercice 4

Partie I

Soit f la fonction définie sur IR* par :

1/
a) Montrer que f est continue sur R*.
b) Montrer que : VxeR*: (x+1)e™*-1<0.
¢) En déduire la monotonie de f sur R*.

2/ Soit F,, la fonction définie sur R* par :
—X

VxeR": F,(x) = en_'_[ t"e!dt (neINY).
HJo

a) Montrer que: ¥Vx e R*: F (x)=x—1+e™".

xn+l
b) Montrer que : Yx € R : F,;(x) = 1) —F,(x).
c) En déduire que pour tout x € IR*,on a:
2 302
Pz(x):%—x+1—e_x, F3(x) = %—%+x—1+e‘x.
—x -x x?
3/Montrerque:VerR+:7Sf(x)—l §7+€.

Partie 11

On considere la fonction F définie sur IR* par :
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F(0)=1 et F(x):%fxf(t)dt, si x> 0.
0

1/

X2

X X
M v Ti1l-=-<Fx)<1-=-+—
a) Montrer que : Yx € R T= (x) R

b) En déduire que F est continue et dérivable a droite en 0 et préciser F(0).
2/

|
)Montrerque Vxe[l,+o0[: 0< F(x <£+ Jf

b) En déduire lim F(x), puis interpréter géométriquement cette limite.
X—+00
3/

a) Montrer que F est dérivable sur IR* et que :

VxeR": F'(x) = M

b) Montrer que F est strictement décroissante sur R*.

2l

ﬁ
1

4/ Construire la courbe (Cr) dans un repéere orthonormé (O, i, j).

\/

Partie I11

Pour tout n € IN, on pose :

1 o
I, :J dx.
0o e+ (1+ex)"

1/
a) Calculer I'intégrale I,.

b) Montrer que la suite (I,,),cn est décroissante, en déduire qu’elle est conver-
gente.

c) Montrer que : YVneIN: I, + I, = f(n), puis en déduire lim I,,.

n—+o00

2/ Pour tout n € IN*\ {1}, on pose :

T
—

Sn - (_l)kf(k)'

1

o
1

(_1)n—1ex _ 1
e"*(1+e*)  1+e*°

a) Montrer que : Vx € R: Y }Zj(—1)ke ™ * =
b) Justifier que : YVn e N*\ {1}: S, = (-1)""'I, +1n(1+3).

c) En déduire que la suite (S,),>, est convergente en précisant sa limite.
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Exercice 1

.1 7T TT . .. .
On munit I’ensemble [ = ]_E’ E[ de deux lois de composition internes * et L

définies par :

(V(x,p) €eI?) x*y-= arctan(tan(x) +tan(y))
(V(x,p)eI?) xL1yp= arctan(tan(x) -tan(y))

1/ a) Montrer que * est commutative et associative sur I.
b) Montrer que (I,*) est un groupe commutatif.

2/ Montrer que L est distributive par rapport a x dans .

3/ On considere I'application :
@:I — R, x> tan(x)

a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de (I, 1) dans (IR, x).

b) En déduire que (I, %, 1) est un corps commutatif.
T T T

4/ Mont — = =
onrerque{4 X

} est un sous-groupe de (I*, 1) avec I* =1 —{0}.

Exercice 2

On admet que 2969 (I'année amazighe actuelle) est un nombre premier.
Soient n et m deux entiers naturels vérifiant : n® + m® =0 (mod 2969)

1/ On suppose dans cette question que 2969 ne divise pas n.

a) En utilisant le théoreme de B£zout, montrer que :
(HueZ):uxn=1[2969]

b) En déduire que : (u x m)® = —1[2969] et que (u x m)*°%8 = —1[2969]
(On remarque que : 2968 = 8 x 371)

c) Montrer que 2969 ne divise pas u x m

d) En déduire qu’on a aussi (u x m)?°%® = 1[2969].

2/ a) En utilisant les résultats précédents, montrer que 2969 divise n.

b) Montrer que : n® + m® =0 (mod 2969) <= n=0[2969] et
m=0[2969].
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Exercice 3

Partie A

9
SoientneIN,n>2etw = exp(ﬂ).
n

1/ Etablir que pour tout z€ C, z % 1,

n—1 n—1
(z—w®) = sz.
k=1 k=0

2/ Justifier que 1’égalité reste valable pour z = 1.

3/ En déduire 1’égalité

Partie B

On note E I’équation a valeurs dans C: z+Z = |z|.

1/ Montrer que pour résoudre E, il suffit de déterminer 6 € R, elf 710 = 1
(E’)
2/ Déterminer les solutions de (E’) puis les solutions de (E).

Partie C

Soient x € R, n € IN".

On pose
A, = ZC’; sin(kx) et B,= ) CFcos(kx).
k=0 k=0
P n!
(On rappelle que C;; = m)

1/ Montrer que iA, + B, = (1 + )",

2/ Déduire les expressions de A, et B,,.
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Exercice 4

Partiel:

Soit g la fonction définie sur R par: g(x) =x-e™*.

Et soit (C,) sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O,Z j)

1/ a) Calculer lim g(x). Puis interpréter géométriquement le résultat.

X—+00
b) Calculer lim g(x) et lim & Puis en déduire que (C,) admet au

voisinage de —co une branche parabolique dont on précisera la direction.

2/ Montrer que : (Vx € R); g'(x) = (1 —x)-e™* et dresser le tableau de
variation de g en justifiant la réponse.

3/ Montrer que : (Vxe€RR); g¢”(x) =(x—2)-e™ puis étudier la concavité de
(Cg) et determiner son point d’inflexion.

-

4/ Construire (C,) dans le repere (O,Z])
A
5/ Pour tout A € R}, on pose : A(A) = J g(x)dx.
0
a) Vérifier que : (Vx € R); g(x)+ 2¢'(x) + ¢”(x) = 0. Puis en déduire
qu’une primitive de g sur R est la fonction G : x —> —2g(x) — g’(x).
b) Exprimer A(A) en fonction de A, puis calculer lim A(A) et interpréter

A—+c0

le résultat géométriquement.

6/ Pour tout n € IN*, on pose : S, = % Zi’;l k- ek,
2n
Vérifier que: (VneIN*); S, = z Z L3 Puis en déduire que la suite
que : ;o= L 8\, ) q
(S,)nen- €st convergente en précisant sa limite.

Partie II :

Soit F la fonction définie sur IR par :

1 2 ™ g(t) .
F(O):E et F(x):;fo 1+e_tdt; six=z0.

1/ a) En utilisant une intégration par changement de variable, montrer que :

(Vx € RY); J g(t)tdtzf Y du
o 1lte” o 1+e™

b) En déduire que : (Vx e R); F(-x)=1-F(x).
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2/ a) Vérifier que: (Vt€R,); 0 <g(t)<el. Puis en déduire que :

. 2e7!
(VxeR});, O0<F(x)< —

b) Déterminer lim F(x). Puis en déduire lim F(x) en justifiant la ré-
X—>+00 X——00
ponse.

3/ Montrer que F est dérivable sur IR’ et que :

1
v "), Fl(x)=-—
(YxeR,) () x(1+ex

_ P(x)).
4/ a) Soit x € R}, en utilisant une intégration par parties, montrer que :

x 2
F(x) = L 1 ( d )etdt.

1+e¥ x? 1+et
1 2
b) En déduire que : (Vx e R}); F/( :—3J ( i )
Ou h est la fonction définie sur R, par : h(t) = e +e?
3 x
5/ a) Montrer que : (Vx € R}); 3(];; (hL) x_2
(Ind. : Remarquez que h est crozssante sur R, )
1 _
b) En déduire que : (Vx € R}); ?SF( x) < 3(h(x))2'
1 X
M (Y 2 < F(x) < —.
6/ a) Montrer que : (Vx € R?) — (x) —— %=

(Ind. : Utiliser la question 4) a) de la partie 11.)

b) En déduire que F est continue a droite en 0.

-1
7/ Montrer que F est dérivable en 0 et que : F'(0) = -

(Ind. : On pourra appliquer le théoréme des accroissements finis a F.)
8/ Montrer que pour tout n € IN*, I’équation F(x) = n-x admet une solution
unique a, dans R et justifier que : (Vn e IN*); a4, >0.

9/ Justifier que la suite (a,,),cn- €St convergente, puis montrer que :
lim a, = 0.

n—+oo

1 1
10/ Montrer que : lim n-a, = —. Puis en déduire lim n(n -a, — —).
n——+00 2 n—+00 2

— ) > —

FIN




