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𝐄𝐱𝐞𝐫𝐜𝐢𝐜𝐞 𝟏 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … 𝟎𝟔 𝐩𝐭𝐬 

I)     Résous dans ℂ  l′équation ∶ z3 − 𝑧2 + 2𝑧 − 2 = 0. (1,50) 

II)   On munit le plan complexe d′un repère orthonormal (O, I, J).  

SoitC  le cercle de centre O et de rayon √2.  On considère un point A appartenant à C.  

et on note 𝑎 son affixe,   avec 𝑎 ∉ {−𝑖√2 ; 𝑖√2}  

       1)  On désigne par B le point d′affixe 𝑎 + 𝑎̅.  

a)  Vérifie que B ∈ (OI). (0,50) 

b)  Détermine l′ensemble des complexes 𝑎 tels que O, A et B soient alignés. (0,75) 

       2)  Soit C le point d′affixe 𝑖𝑎 et M un point d′affixe z non nul.  

a)  Justifie que C est l′image de A par une rotation que l′on précisera. (0,50) 

b)  Montre que ∶ I, C et M sont alignés ⟺  (𝑖𝑎̅ + 1)𝑧 + (𝑖𝑎 − 1)𝑧̅ = 𝑖(𝑎 + 𝑎̅). (0,50) 

c)  Montre que ∶ (IC) ⊥ (OM)  ⟺  (𝑖𝑎̅ + 1)𝑧 − (𝑖𝑎 − 1)𝑧̅ = 0. (0,50) 

       3)  Soit D d′affixe zD le projeté orthogonal de O sur (IC).  Justifie que zD =
𝑖(𝑎 + 𝑎̅)

2(𝑖𝑎̅ + 1)
. (0,50) 

       4)  Soit E le point d′affixe zE =
𝑎 + 𝑎̅

𝑖𝑎̅ + 1
. (0,50) 

a)  Justifie que E est l′image de D par une similitude que l′on déterminera.  

b)  Détermine l′ensemble sur lequel varie E lorsque A varie sur C   

      privé des points d′affixes  𝑖√2 et − 𝑖√2 (0,75) 

  

𝐄𝐱𝐞𝐫𝐜𝐢𝐜𝐞 𝟐 … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … … 𝟎𝟒 𝐩𝐭𝐬 

On considère la suite (𝑎𝑛) définie sur ℕ par ∶ 𝑎𝑛 = 2 × 5𝑛 + 7  

       1)  a) Justifie que pour tout entier naturel 𝑛,   𝑎𝑛 est impair. (0,25) 

b) Détermine suivant les valeurs de 𝑛, le reste de la division euclidienne de 5𝑛 par 8. (0,50) 

c) Déduis-en que ∶ ∀ 𝑛 ∈ ℕ,   𝑎𝑛 ≡ 1 [8]. (0,50) 

       2)  a) Montre que si {
𝑥 ≡ 1 [8]     

𝑥 ≡ 7 [125]
 alors  𝑥 ≡ 257 [1000]. (0,75) 

b) Montre que ∶ ∀ 𝑛 ≥ 3,   𝑎𝑛 ≡ 257 [1000]. (0,75) 

c) Quelles sont les trois derniers chiffres de  (2 × 52023 + 7)(2 × 52024 + 7)? (0,25) 

       3)  a) Vérifie que pour tout 𝑛 ∈ ℕ,   5𝑎2𝑛 − 𝑎2𝑛+1 = 28. (0,25) 

b) Soit d le PGCD de 𝑎2𝑛 et 𝑎2𝑛+1.  Montre que d est différent de 7. (0,25) 

c) Trouve alors d. (0,50) 
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𝐏𝐚𝐫𝐭𝐢𝐞 𝐀  

Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ par ∶ 𝑓(𝑥) =
1

√1 + 𝑒2𝑥
.  

1)  Montre que 𝑓 est dérivable sur ℝ et que pour tout réel 𝑥,   𝑓′(𝑥) =  
−𝑒2𝑥

(1 + 𝑒2𝑥)√1 + 𝑒2𝑥
. (0,50) 

2)  a) Détermine lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)  et lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) .  Interprète graphiquement les résultats obtenus. (1,00) 

      b) Vérifie que pour tout réel 𝑥,   0 < 𝑓(𝑥) < 1. (0,50) 

3)  a) Dresse le tableau de variations de 𝑓. (0,75) 

      b) Montre que 𝑓 réalise une bijection de ℝ sur un intervalle J à préciser. (0,25) 

      c) Montre que l′équation 𝑓(𝑥) = 𝑥 admet une unique solution α telle que 0,5 < α < 0,6. (0,75) 

      d) Détermine le signe de 𝑓(𝑥) − 𝑥 pour tout réel 𝑥. Interprète graphiquement le résultat. (1,00) 

4)  Trace (C𝑓) et la courbe (C𝑓−1) de la fonction 𝑓−1 (unité graphique ∶ 2cm). (1,00) 

5)  a) Montre que F définie sur ℝ par F(𝑥) = 𝑥 − ln (1 + √1 + 𝑒2𝑥)  est une primitive de 𝑓. (0,25) 

      b) On désigne par A l′aire de la partie du plan délimitée par la courbe (C𝑓),   l′axe des  

           abscisses et les droites d′équations 𝑥 = 0  et  𝑥 = 𝛼.  

           Montre que A = 𝛼 + ln [
𝛼(1 + √2)

𝛼 + 1
]. (0,75) 

𝐏𝐚𝐫𝐭𝐢𝐞 𝐁  

∀𝑛 ∈ ℕ∗,   on considère la fonction F𝑛 définie sur [0; +∞[ par F𝑛(𝑥) = ∫ [𝑓(𝑡)]𝑛
𝑥

0

𝑑𝑡.  

1)  a) Montre que la fonction F𝑛 est croissante sur [0; +∞[. (0,25) 

       b) Montre que pour tout réel  𝑡 ∈ [0; +∞[,   0 ≤ [𝑓(𝑡)]𝑛 ≤ 𝑒−𝑛𝑡. (0,25) 

       c) Déduis-en que pour tout réel  𝑥 ∈ [0; +∞[,   0 ≤ F𝑛(𝑥) ≤
1

𝑛
. (0,25) 

       d) Montre que la fonction F𝑛 possède une limite finie I𝑛 quand 𝑥 tend vers + ∞. (0,25) 

       e) Montre que lim
𝑛→+∞

I𝑛 = 0. (0,25) 

2)  a) En utilisant la question 5) a) de la partie A,   montre que I1 = −𝐹(0). (0,25) 

       b) Montre que pour tout réel  𝑡 ∈ [0; +∞[,   [𝑓(𝑡)]3 − 𝑓(𝑡) = 𝑓′(𝑡). (0,25) 

       c) Déduis-en que pour tout réel  𝑥 ∈ [0; +∞[,   F3(𝑥) = F1(𝑥) + 𝑓(𝑥) − 𝑓(0). (0,25) 

       d) Montre que  I3 = ln(1 + √2) −
√2

2
. (0,25) 

3)  a) Montre que pour tout réel  𝑥 ≥ 0 et pour tout 𝑛 ≥ 2,     

            F2𝑛+1(𝑥) −  F2𝑛−1(𝑥) =
1

2𝑛 − 1
[[𝑓(𝑥)]2𝑛−1 − [𝑓(0)]2𝑛−1] (0,25) 

       b) Déduis-en que pour tout 𝑛 ≥ 2,   I2𝑛+1 − I2𝑛−1 =
−1

(2𝑛 − 1)(√2)
2𝑛−1 (0,25) 

       c) Montre que pour tout 𝑛 ≥ 2,   I2𝑛+1 =  I3 − ∑
1

(2𝑘 − 1)(√2)
2𝑘−1

𝑛

𝑘=2

 (0,25) 

       d) Déduis-en lim
𝑛→+∞

∑
1

(2𝑘 − 1)(√2)
2𝑘−1

𝑛

𝑘=2

 (0,25) 

 


