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Exercice 1 :                                                                                                                    (6pts) 

La partie I et II sont indépendantes 

I. Dans le plan complexe est rapporté à un repère orthonormé direct (𝑜; 𝑢⃗ ; 𝑣 ). On considère les points  

𝐴, 𝐵, 𝐶 𝑒𝑡 𝐷 d’affixe respectives 𝑎 = √2 + 𝑖√2 ; 𝑏 = 1 + √2 + 𝑖; 𝑐 = 𝑏 𝑒𝑡 𝑑 = 2𝑖 

1) Ecris le nombre complexe 𝑎 sous forme trigonométrique. 

2) a) Vérifie que 𝑏 − 𝑑 = 𝑐 

    b) Montre que (√2 + 1)(𝑏 − 𝑎) = 𝑏 − 𝑑 et déduire que les points 𝐴; 𝐵 𝑒𝑡 𝐷 sont alignes. 

3) Vérifie que 𝑎𝑐 = 2𝑏.  Déduis-en que 2𝑎𝑟𝑔(𝑏) ≡
𝜋

4
[2𝜋]. 

4) Soit 𝑅 la rotation de centre 𝑂 d’angle 
𝜋

4
 et qui transforme chaque point 𝑀 du plan d’affixe 𝑧 en un point  

𝑀′ d’affixe 𝑧′. 

  a) Montre que 𝑧′ =
1

2
𝑎𝑧 

  b) Déduis-en que 𝑅(𝐶) = 𝐵 et que 𝑅(𝐴) = 𝐷 

II. A tout nombre complexe 𝑧, on associe le nombre 𝑧′ =
𝑧2−2𝑖

𝑧𝑧̅+1
 . 

1) Montre que 𝑧′ est bien définie pour tout nombre complexe 𝑧.  

2) a) Démontre que 𝑧′ est réel si et seulement si on a : (𝑧 − 𝑧̅)(𝑧 + 𝑧̅) = 4𝑖. 

    b) Déduis-en 𝑧′ est réel si et seulement si, il existe un réel 𝑥 non nul tel que 𝑧 = 𝑥 +
𝑖

𝑥
  

3) Démontre que 𝑧′ est un imaginaire pur si, et seulement si, il existe un réel 𝑥 tel que 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑥 𝑜ù  

𝑧 = 𝑥 − 𝑖𝑥. Déduis-en l’ensemble 𝐸1 des points 𝑀(𝑥; 𝑦) tels que 𝑧′ soit un réel et l’ensemble 𝐸2 des 

points 𝑀(𝑥; 𝑦) tels que 𝑧′ soit un imaginaire pur. 

Exercice 2 :                                                                                                                    (5pts) 

I. 1) a) Vérifie que 2024 ≡ 1[7] ; Déduis-en le reste de la division euclidienne de −2024 𝑝𝑎𝑟 7. 

        b) Montre que 20242023 − 1 est divisible par 7. 

    2) On considère dans ℤ × ℤ, l’équation (𝐸): 3𝑥 + 4𝑦 = 7 ou 𝑥 𝑒𝑡 𝑦 sont des entiers relatifs. 

        a) Vérifie que (1 ; 1) est une solution de (𝐸). 

        b) Montre que si (𝑥; 𝑦) est une solution de (𝐸) alors 𝑥 ≡ 1[4]. 

        c) Déduis-en l’ensemble des solutions de (𝐸). 

   3) Soit (𝑎 ; 𝑏) est une solution de (𝐸) 𝑒𝑡 𝑑 = 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎 ; 𝑏).Montre que les valeurs possibles de 𝑑 sont 
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4) Soit 𝑛 = 4 × 20242023 + 1. 

    a) Détermine le reste de la division euclidienne de 𝑛 𝑝𝑎𝑟 7. 

    b) Détermine alors, le 𝑃𝐺𝐶𝐷(4 × 20242023 + 1 ; 1 − 3 × 20242023). 

5) a) Montre que pour tout entier naturel 𝑛 de chiffre d’unité 𝑢, il existe un entier 𝑎 tel que 𝑛 = 10𝑎 + 𝑢. 

    b) Montre que 𝑛 est divisible par 7 si et seulement si 𝑎 + 5𝑢 est divisible par 7. 

    c) Déduis-en un algorithme qui justifie la divisibilité de 14161 𝑝𝑎𝑟 7. 

II. Démontre que pour tout entier naturel 𝑛,  3𝑛+3 − 44𝑛+2 est divisible par 11. 

Problème :                                                                                                                    (9pts) 

La partie A et B sont indépendantes 

A) On considère la fonction numérique 𝑓 de la variable réelle définie par : 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 1 − √𝑥2 − 2𝑥 et soit  

(𝐶) sa courbe dans un repère orthonormé (𝑂 ; 𝑖  ;  𝑗 ). 

1) Détermine l’ensemble de définition de 𝑓. 

2) Calcule lim
𝑥⟶+∞

𝑓(𝑥) et interprète le résultat graphiquement. 

3) a) Calcule lim
𝑥⟶−∞

𝑓(𝑥). 

    b) Montre que la droite (∆) d’équation 𝑦 = 2𝑥 est une asymptote oblique de (𝐶) au voisinage de −∞. 

    c) Etudie la position relative de (𝐶) 𝑒𝑡 (∆) sur l’intervalle ]−∞ ; 0]. 

4) a) Etudie la dérivabilité de 𝑓 en 𝑥0 = 2 à droite et 𝑥0 = 0 à gauche et interpréter les résultats  

graphiquement. 

    b) Calcule 𝑓′(𝑥) pour tout 𝑥 de ]−∞; 0[ ∪ ]2;+∞[ et étudie son signe puis dresse le tableau de variation  

de 𝑓. 

5) a) Détermine l’intersection de (𝐶) avec l’axe des abscisses. 

    b) Trace (𝐶). 

6) Soit ℎ la restriction de 𝑓 sur l’intervalle 𝐼 = [2 ; +∞[. 

    a) Montre que ℎ admet une fonction réciproque ℎ−1 et détermine 𝐷ℎ−1 . 

    b) Trace la courbe (𝐶′) de ℎ−1.   

B) Soit 𝑔 la fonction définie sur ]1; +∞[ par : 𝑔(𝑥) = 2 +
1

2√𝑥−1
 . 

1) a) Etudie les variations de 𝑔. 

    b) Montre que pour 𝑥 ∈ [2 ; 3], 2 ≤ 𝑔(𝑥) ≤ 3. 

    c) Montre que pour tout 𝑥 ∈ [2 ; 3], |𝑔′(𝑥)| ≤
1

4
. 

    d) Déduis-en que |𝑔(𝑥) − 3| ≤
1

4
|𝑥 − 2| 

2) Montre que l’équation 𝑔(𝑥) = 𝑥, admet une solution unique 𝛼 tel que 𝛼 ∈ ]2; 3[ . 


