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 E X E R C I C E  1 :    ----------------------------------------------------------------------------------- (4 points) 

   Pour tout entier 𝒏 ∈ ℕ, on considère la suite d’intégrale (𝑰𝒏) définie par : 𝑰𝒏 =  ∫
𝒍𝒏𝒏𝒙

√𝒙

𝒆

𝟏
  𝒅𝒙  

1.   Calcule 𝑰𝟎  et  𝑰𝟏 (On pourra calculer 𝑰𝟏 par parties).     1pt 

2.    a-/   Montre que ∀ 𝒏 ∈ ℕ, 𝑰𝒏 ≥ 𝟎 puis conclus     0.5pt 

      b-/   Montre que ∀ 𝒏 ∈ ℕ, 𝑰𝒏+𝟏 − 𝑰𝒏 ≤ 𝟎 puis conclus     0.5pt 

  c-/   En déduire la convergence de la suite (𝑰𝒏)        0.25pt 

3.   a-/   En intégrant par parties, montre que  ∀ 𝒏 ∈ ℕ,  𝑰𝒏+𝟏 = 𝟐√𝒆 − 𝟐(𝒏 + 𝟏)𝑰𝒏    0.75pt  

     b-/   En déduire 𝑰𝟏 et 𝑰𝟐      0.5pt 

4.    a-/   En utilisant 2. a-/ et 2. b-/ montre que pour tout 𝒏 ∈ ℕ,  
𝟐√𝒆

𝟐𝒏+𝟑
 ≤ 𝑰𝒏 ≤ 

√𝒆

𝒏+𝟏
     0.5pt 

      b-/   En déduire la limite de la suite 𝑰𝒏 et  𝒏𝑰𝒏 quand 𝑛 ⟶ +∞      0.5pt 
 

 E X E R C I C E  2 :    ------------------------------------------------------------------------------ (6 points)  

A-  On considère les équations différentielles suivantes :   

 (𝑬𝟏) : 𝒚
′′ + 𝟐𝒚′ + 𝟓𝒚 = 𝟎   et    (𝑬𝟐) : 𝒚

′′ + 𝟐𝒚′ + 𝟓𝒚 = 𝟐𝟎𝒆𝟑𝒙    

1-  Résous l’équation différentielle (𝑬𝟏)       0.5pt 

2-  Détermine le réel 𝒂 que la fonction 𝒉 définie par 𝒉(𝒙) = 𝒂 𝒆𝟑𝒙 soit solution de (𝑬𝟐)       0.5pt 

3- Démontre qu’une fonction 𝒇 est solution de (𝑬𝟐), si et seulement si (𝒇 − 𝒉) est solution de (𝑬𝟏)   0.5pt 

a-  En déduire les solutions de l’équation différentielle (𝑬𝟐)        0.5pt 

b-  Détermine la solution 𝒇 dont la courbe représentative (∁𝒇) passe par le point 𝑨(𝟎 ;  −𝟏) en admet 

en ce point une tangente parallèle à la droite (𝑫) ∶ 𝒚 − 𝟐𝒙 + 𝟏 = 𝟎.        0.5pt 

B-  On considère la suite de (𝒛𝒏) définie par ;  ∀ 𝒏 ∈ ℕ ; 𝒛𝒏 = (𝟏 + 𝒊√𝟑 ) (
𝒊

𝟐
)
𝒏
   

1- Ecris 𝒛𝟎  𝒆𝒕 𝒛𝟏 sous formes algébriques.  0.5pt 

2- Démontre que (𝒛𝒏) est une suite géométrique dont on précisera la raison   0.5pt 

3- Dans le plan rapporté au repère orthonormé (𝑶,  𝒊  ⃗⃗⃗⃗ , 𝒋 ) on désigne par 𝑴𝒏 le point d’affixe 𝒛𝒏 

Calcule la distance 𝑶𝑴𝒏 en fonction de 𝒏      0.5pt 

4- ∀ 𝒏 ∈ ℕ , on pose la longueur 𝑳𝒏 = ∑ 𝑴𝒌𝑴𝒌+𝟏
𝒏
𝒊=𝟎          

a- Montre que la distance 𝑴𝒏𝑴𝒏+𝟏 = √𝟓 (
𝟏

𝟐
)
𝒏

      0.5pt 

b- Calcule 𝑳𝒏 en fonction de 𝒏 puis détermine sa limite.        0.5pt 

c- Détermine en fonction de 𝒏, une mesure de l’angle orienté  (𝟎𝑴𝟎 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗    ;  𝟎𝑴𝒏
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)    0.5pt 

d- Détermine les valeurs de 𝒏 pour lesquelles les points 𝟎 ;  𝑴𝟎 𝒆𝒕 𝑴𝒏 sont alignés.  0.5pt 
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 P R O B L E M E :    ---------------------------------------------------------------------------------- (10 points) 
 

 Partie A :    -------------------------------------------------------------------------------------------------- (3 points)   

 Soit la fonction 𝒈 définie par 𝒈(𝒙) = 
𝒙

𝒙−𝟏
 − 𝒍𝒏|𝒙 − 𝟏| 

1- Démontre que la fonction 𝒈 est définie sur [𝟎, 𝟏[ ∪ ]𝟏 ; +∞[ et calcule les limites.   1pt 

2- Etudie les variations de 𝒈 et dresse le tableau de variation sur [𝟎 ; 𝟏[ ∪ ]𝟏 ; +∞[.     1pt 

3- Démontre que l’équation 𝒈(𝒙) = 𝟎 admet une unique solution réelle 𝜶 ∈ ]𝟒 ; 𝟓[ et en précise un 

encadrement de 𝜶 à 𝟎, 𝟏 près.     0.5pt 

4- En déduire le signe de 𝒈(𝒙) sur ]𝟎 ; 𝟏[ ∪ ]𝟏 ; +∞[    0.5pt 

 Partie B :    ---------------------------------------------------------------------------------------------------- (5.5 points) 

On se place dans un repère orthonormal (𝑶,  𝒊  ⃗⃗⃗⃗ , 𝒋 ) Unité graphique 𝟐𝒄𝒎. 

Soit la fonction 𝒇 définie par {
𝒇(𝒙) =

𝒍𝒏|𝒙−𝟏|

𝒙
  𝒔𝒊 𝒙 > 𝟎

𝒇(𝒙) =
𝟔 𝒆𝒙

𝒆𝟐𝒙+𝟑𝒆𝒙+𝟐
 𝒔𝒊 𝒙 ≤ 𝟎

     on note (𝓒𝒇) sa représentation graphique  

1- Vérifie que 𝒇 est bien définie pour tout réel 𝒙 ∈ ℝ − {𝟏}       0.5pt 

2- Calcule les limites de 𝒇 aux bornes de ℝ − {𝟏} puis interprète les résultats.   1pt 

3- Etudie la continuité de 𝒇 en 𝟎       0.5pt 

4- On admet que  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎+

 
𝒍𝒏(𝟏−𝒙)+𝒙

𝒙𝟐
 =

𝟏

𝟐
     

Montre que 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝟎−

 
𝒇(𝒙)−𝒇(𝟎)

𝒙
 =

𝟏

𝟔
  puis interprète graphiquement le résultat.     0.5pt 

5- Montre que 𝒇(𝜶) = 
𝟏

𝜶−𝟏
 puis encadre 𝒇(𝜶) à 𝟎, 𝟏 𝒑𝒓è𝒔       0.75pt 

6- a-/  Montre que pour tout 𝒙 ∈ ]𝟎 ; 𝟏[ ∪ ]𝟏 ; +∞[ ;  𝒇′(𝒙) = 
𝒈(𝒙)

𝒙𝟐       0.5pt 

b-/  Calcule 𝒇′(𝒙) pour 𝒙 ≤ 𝟎      0.5pt 

7- Dresse le tableau de variation de 𝒇        0.5pt 

8- Trace la courbe (𝓒𝒇)       0.75pt 

 Partie C :    ---------------------------------------------------------------------------------------------------- (1.5 points)   

1- a-/  Détermine les réels 𝒂 𝒆𝒕 𝒃 tels que ∀ 𝒙 ∈ ℝ − {−𝟐,− 𝟏} ;  
𝟔𝒙

𝒙𝟐+𝟑𝒙+𝟐
 = 

𝒂

𝒙+𝟐
 + 

𝒃

𝒙+𝟏
  0.5pt 

b-/  En déduire que  
𝟔𝒆𝒙

𝒆𝟐𝒙+𝟑𝒆𝒙+𝟐
 = 

𝟏𝟐𝒆−𝒙

𝟏+𝟐𝒆−𝒙
 − 

𝟔𝒆−𝒙

𝒆−𝒙+𝟏
     0.5pt  

2- Calcule l’aire du domaine du plan limité par la courbe (𝓒𝒇) l’axe des abscisses et les droites 

d’équations 𝒙 = −𝒍𝒏𝟐  𝒆𝒕  𝒙 = 𝟎       0.5pt   

 

 
 

𝑺𝒆𝒖𝒍 𝒍’𝒆𝒇𝒇𝒐𝒓𝒕 𝒇𝒂𝒊𝒕 𝒍𝒆𝒔 𝒇𝒐𝒓𝒕𝒔   


