Algebre linéaire

Algebre linéaire

OBJECTIFS :

Ce théme vise a :

Ce théme vise a :

 Mettre en évidence une méthode adaptée (Méthode du pivot de Gauss) pour résous un
systéme linéaire donné.

* Mettre en équation un probléme donné.

* Résous des systémes d’équations linéaires du premier degreé et a la manipulation des matrices.

Commentaires

La résolution des systemes de plusieurs équations a plusieurs inconnues est développée avec la
méthode du pivot de Gauss qui est a la base de nombreux algorithmes de résolution numérique
par ordinateur de ces systemes d’équations.

La résolution des systemes de deux équations et trois équations du premier degré est
partiellement connue dans les classes antérieures. En classe de terminale, on approfondira cette
notion pratique par des systémes de plusieurs équations a plusieurs inconnues.

Volume horaire : 10 heures

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE

 Vecteurs. » Somme de deux vecteurs :

- Associativité
« Base et dimension.

« Application linéaire.

- Elément neutre,
- Opposé
- Distributivité a gauche et a droite

* Matrices. g -
* Définir et reconnaftre une base et sa
. . dimension.
* Systemes linéaires. « Somme et multiplication de deux matrices.

* Résous un systeme linéaire par la méthode
du Pivot de Gauss.

Remarques et suggestions

On peut introduire lala parabole notion de résolution d’équations non linéaires par la méthode
de Newton qui est trés utile pour la recherche des points d’intersection entre deux courbes.

2
Exemple : Recherche de I’intersection de la parabole y = 1 — x? avec la courbe y = Inx. Ce

2
qui nous conduit a I’équation 1 — x? - Inx = 0 qu’aucune méthode mathématique ne peut
résous.
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Algebre linéaire

1) Opération dans R" (avecn >3 et n € N)

L’ensemble R™ est I’ensemble des familles de n nombres réels.
d=(a;; ay;..; a,) ou d € R", estun vecteur.

a- Addition :

Soientd et b deux vecteurs de R™ tels que :
a=(a;;ay;..;a,) et b= (by; by .s by)
G+ b=C(ay;ay;..;a)+b;by;;b)=C(ay+by;ay+by;..; a,+b,)

Exemple :
Soientd = (1; 2;4; —1) et b=(3;0;2; 6)
G+ b=(1+3;240;4+2,-1+6)=(4;2;6; 5)

NB : cette addition :
- Est Associative: (d+ b)+ ¢=d+(b+ &)
- Est Commutative: d+ b=b+ d
- Admetunopposé : —d = (—a, ; —ay;..; —a,)
- Admetunneutre:d = (0;0;...; 0)

b- Multiplication par un réel :

La multiplication par un réel est I’application qui au couple (4 ; @), associe le vecteur Ad ou A
€ R
d=(a;; az;..; a,) ©® Ad= (Aa;; Aay;..; 1a,)

2) Base canonique de R"

Considérons les vecteurs de R™ constitués de réels tous nuls sauf un seul qui est égal a 1.
Nous désignerons par e; celui de ces vecteurs ou 1 est le n**™€ réel non nul, c’est-a-dire la
n'*™e Position.

D’otona:

e/ = (1;0;0; 0;0..;0)
e;=(0;1;0; 0;0..;0)
e;=(0;0;1;0;0..;0)

e,=1(0;0;0;0;0..;1)

Théoreme :
Pour tout vecteur a de R™, il existe une famille (a; ; a, ; ...; a,) de nombres réels et une
seule telleque : @ = aye;; ayey;...; a,e,.
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Algebre linéaire

Définition :
On appelle base d’un espace vectorielle E, toute suite de vecteur de E :(IT; 550 I;) telle
que pour tout vecteur x de E , il existe une suite de nombres réels et une seule
(15 x2 ;... x,) Vérifiant larelation : ¥ = xye7; x,€; ; ...; X,€,.
3) Combinaison linéaire
a- Définition :
Soit (v ; 3 ; ...; U,) une famille de p vecteurs de Eet(A;; 4;;...; 4,), une suite de

nombres réels.
On appelle combinaison linéaire des vecteurs v; aveci € {1;2;...p} et de coefficient 4; , tout
vecteur v de laforme v = 4,07 + 4,05 + -+ + 4,7,

Exemple :
On considére dans R3 les vecteurs v;(1; 3; 4) ; 1,(2; 6; 7) et v3(0; 4; 6).

La combinaison linéaire de (vy; v, ; v3) de coefficients respectifs: 3; —4; —% est :
b = 39 — 4v; — V5.
=3(1;3;4)-4@2; 6; 7)—%(0; 4; 6).
=(3;9;12) +(-8; —24; —28)+(0; —2; =3).
=(3-8+0;9—-24—2;12—-28-3)
=(-5;-17; —=19) => & = (=5;-17; —19)
b- Famille libre :

Soit (v; ; 3 ; ...; U,) une famille de p vecteurs d’un espace vectoriel E .

Cette famille est dite libre si la seule combinaison nulle a ces coefficients nuls c’est-a-dire :
MU+ s+ + A0, =0 @A = Ay =1, =0.

On dit alors que les vecteurs v7 ; v ; ...; v, sont indépendants.

Toute famille de vecteurs qui n’est pas libre est dite liée.

c- Base d’un espace vectoriel E :

Pour qu’un systéme de vecteur soit une base, il faut et il suffit qu’il soit a la soit libre et
générateur.
Si une base de E comporte p vecteurs, on dit que est de dimension p.

Exemple :
- R3 est de dimension 3.

- R*est de dimension 4.
- RR™ est de dimension n.
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Algebre linéaire

d- Détermination d’une application linéaire par des vecteurs images d’une base :

SoitB = (&5; € ; ...; €,) une base de I’espace.
Pour tout systeme de p vecteurs de (v_l’; Vy ;e v_p’) de E, il existe une application linéaire
f:E—>F Etunseuletelque: f(e) =v; ; f(e3) =7y ....... ; fle) =7,

4) Systéme linéaires

a- Définition
On appelle systeme de n équations a p inconnues, tout systéme noté S pouvant se ramener

(a1;1X1 + al;zxz + -+ al;pxp = b1
i az.1Xq + Ay.2X2 + -+ Az.pXp = bZ

Sous la forme (S):

lamlxl + apxy + o+ Appx, = b,

Dans lequel a,;, et b, sont des reels ou des complexes donnés.

NB :
A1 Qg e Ay : b,
as. Az o Oop | b,
L écriture M = | ' ! |
: |
\ . I /
Ap1 Ap;2 Anp 1 bn

Est appelé matrice compléte a n lignes et p colonnes du systéeme S.

b- Résolution et opération élémentaires

- Résolution :
Pour résous un systéme de n équations a p inconnues, on utilise la méthode du PIVOT DE
GAUSS ou encore appelé méthode triangulaire.

- Opérations élémentaires

On note de hautenbas Ly ; Ly ; ... «e. ve oo .o s Ly, 1€ 1 équations ou lignes du systeme.
On définit sur ces lignes les opérations suivantes, dites élémentaires :
e Echange de deux lignes : L; < L;
e  Multiplication d'une ligne par unréel non nul : L; « pL;(p € R*)
e Addition a une ligne d'un multiple d'une autre ligne : L; < L; + AL;(A € R" et i # j)

On admet ainsi le théoréme suivant :
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Algebre linéaire

Théoréme :
Etant donneé un systéme linéaire de p lignes Ly; Ly; ..... Ly, on obtient un systeme
équivalent en effectuant une des opérations élémentaires suivantes :

° Li s Lj

e L; «uLi(n €R")

La méthode du pivot de Gauss consiste a exécuter, dans un ordre bien déterminé, des
opérations élémentaires sur les lignes d'un systéme, conduisant a un systéme triangulaire
(équivalent) plus facile a résous ; cette méthode est en fait un algorithme susceptible d'étre
exécuté par un ordinateur.
Exemple 1 :

2x + 12y +17Z = 53
Résous le systeme suivant : (S){x + 5y + 7Z = 22

2x + 22y +19Z = 35

On va ramener la résolution de (S) a celle d'un systéme de (3 — 1) équations a (3 — 1)
inconnues. Pour cela on forme un systéme équivalent a (S), en éliminant une inconnue dans
deux équations du systeme.

e Echangeons les lignes 1 notée L4, et 2 notée L.

Codage Systeme
X+5y+72=22
Li< L, (S;)12x+12y+17z =53

3X+22y+19z = 35.

e  Multiplions les deux membres de L, par — 2 et ajoutons I'équation obtenue a L.,
membre a membre, afin d'éliminer x dans la deuxiéme équation. Procédons de méme

avec Lj.
Codage Systeme
X+5y+7z2=22
L, < L,-2L,
(S,) 2y+3z2=9
L, « L, -3L,
7y—2z=-31.

e Appliquons a nouveau le procédé au systéeme de 2 équations a 2 inconnues en
éliminant y dans Ls,

Codage Systéme
X+5y+7z=22
L 3 9
L, «—=% S +-2=—
2 <5 (o)) y+oz=1
7y—-2z =-31.
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X+5y+7z=

L L, - 7L, ()

Nous obtenons un systeme triangulaire (S4). On vérifie que :

(S4) est équivalent a (S) ;

(S4) admet une solution et une seule : (2; —3; 5)

On en déduit que (S) admet une solution et une seule (2; —3; 5).

Exemple 2 :
Résous dans R* le systéme :

2%, —2X, +4X; + 6%, =4
X, — X, +7Xx, =—8
3X, —2X, +4X, +8x, =2
—X; — X, +5X; —6x, = 20.
\ Solution
1°" Etape :
On fait apparaitre 1 pour coefficient de x; dans la premiére ligne.
X, =X, +2X; +3X, =2

L +7x, =-8

L L)%
L2

3X, —2X, +4X;+8x, =2
- X, — X, +5X; —6X%, =20
2°™ Etape :

On élimine x; dans les lignes 2, 3 et 4.

X, — X, +2X; +3X, =2

b -L 0+ 0-2x,+4x, =-10
::3:::3;%1 0+ X, —2%X;,—X%x, =—4

o 0—2x, +7x, —3x, =22
3°™ Etape :

Algebre linéaire

22

Le pivot de rang 2, coefficient de x, dans la deuxieme équation, est nul, on échange L, et une

autre ligne de fagon a obtenir un pivot non nul.
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Algebre linéaire

X, — Xy, +2X; +3X, =2
X, —2X; — X, =—4
—2X, +4x, =-10
—2X, + X3 —3X, =22,

L, <L

Puis on élimine x, dans la ligne 4.
X, — X, +2X; +3X, =2
X, —2Xy — X, =—4
—2X, +4x, =-10
3x, —5x, =14.

L, « L, +2L,

4*™ Etape :
On fait apparaitre 1 pour coefficient de X3 dans la troisiéme ligne, puis on élimine X3 dans la

ligne 4.

X, — X, +2X; +3X, =2
L (_i X, —2X; — X, =—4
T2 Xy —2X, =5
3x, —5x, =14.
X, =X, +2X; +3X, =2
X, —2X; — X, =—4
L, < L, -3L, ? ) 3_2X“_5
3 4 =
X, =-1.

En résolvant L, puis L3, L, et Ly, on obtient X, = -1, X3 =3, X, = 1 et x; = 0.
Le systéme admet donc une solution unique (0;1; 3; -1)

Remarque :
Lorsqu'il est impossible d'obtenir un pivot non nul on dit que la méthode de Gauss "se bloque"

; c'est le cas dans I'exercice 2.

a) Systéme carré

En particulier, un systéme est dit carré sip = n.
Un systéme carré est dit triangulaire a diagonale unité si l'ona :
a;;j=0pouri > jetag;;=l,avecl <i<n 1<j<n
Par exemple, la forme générale d'un systéme de 3 équations a 3 inconnues, triangulaire a
diagonale unité est :
Xq + al;zxz + a1;3x3 = b1
X + a2;3x3 = bz
x3 = b3

La résolution d'un tel systeme est trés simple et, de plus on admet :
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Algebre linéaire

Propriété
Un systéme triangulaire a diagonale unité admet, quelque soit le second membre, une et une
seule solution.

5) Interprétation vectorielle de la méthode du pivot de Gauss

Soit S, un systéeme linéaire de n équations a p inconnues tel que :
(al;lxl + a1;2x2 + -+ al;pxp = b1
az;lxl + az;zxz + -+ az;pxp = bz

(5):
Lan;lxl +ay0x; + -+ aypx, = by

Dans I’espace vectoriel R™ muni de la base canonique B = (e;; e, ; ...; €,).
Considérons les vecteurs :

a; de coordonnées (@y,1; @z, -5 Any1)

@, de coordonnées (@yz; 2;...; @p2)

a, decoordonnées (ay,p; Gz ;... ; Anyp)

Etb de coordonnées (by ; by ; ....; by) tel que xja; + x,a; + -+ + x,a@, =b

Résous le systeme S, revient a chercher les combinaisons linéaires des vecteurs
ar; a;; ..; a, égales au vecteur b

a1 —

i 1
Supposons a,.; non nul et posons f; = al— e + €2

Tl
a1

On a une nouvelle base lorsqu’on remplace un vecteur de base par la combinaison linéaire
des autres.

B =(fi;e; & . &)

a32—>

Posons f, = az— e, +

Onauneautrebase B "= (f; f5; €3 ...; &)

Si I’un des coefficients a’;; est nul, on permute deux vecteurs de base avant de poursuivre les

opérations.

La méthode de Pivot de Gauss consiste donc a rechercher en effectuant des opérations

élémentaires sur la base initiale une base dans la quelle, pour touti € {1;2;...p}, le vecteur
.= (0 0;.vayy ;e ) ait des coordonnées toutes nulles sauf la n’*™ qui est égale a 1.
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] Algebre linéaire
Exercices

. En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, Résous dans R? les systémes suivants :

2x + 12y +17Z =53 2x+3y+5Z2=8 x+2y=3
a) {x+5y+7Z=22 i b) {x+4y+52=2 ;C){ y+2Z=3
2x + 22y +19Z =35 x+y—10Z =2 2x+5y+2Z=9

. En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, Résous dans R* le systéme suivant :
2x+y+2Z+t=5
x+2y+Z+2t=-5
2x+y+Z+2t=0
x+y+2Z+t=2

. En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, Résous dans R® les systémes suivants :
x+y—2Z+t—u=0
{2x—y+Z—t+u= 3
3x+2y—-Z+3t—-u=1

. Ecris dans R* le systéme admettant pour solution (1 ; 1; 1; 1) et de matrice compléte

11 1 1 |a
1 2 3 4 |b
1 4 9 16 |c
1 8 27 64|d

Détermine une application polyndme p de R de degré 3 telle que :
p(0)=0etquevVx € R, ona:p(x) —plx—1) =x2

. Détermine les coefficients a, b, ¢, d de la fonction.
f:R->R
x—-ax>+bx*+cx+d
Sachantque f(1) = —4 ; f(=1) = 4 ; f(2) = 1etque f admet un minimum pour 1.

Solutions

. En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, Résolvons dans R? les systémes suivants :
2x+ 12y +17Z =53 L
a) (5) {x+5y+7Z=22 Ly
2x+22y+19Z2=35 L3
La matrice compléte du systéme est :
2 12 17 : 53:
M=(1 5 7 |22

2 22 19 1351
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Algebre linéaire

x+5y+7Z =22
(51){

L, oL, 2x + 12y + 17Z = 53
2x + 22y +19Z = 35
L2<_L2—3L1 X+5y+7Z=22
L2<_L2—3L1 (Sz)y 2y+3229
7y — 27 = —31
x+5y+7Z =22
1 3 9
L, <L, (S3) y+s5Z=3
7y — 27 = —31
X+ Sy +72=22 X +5y+7Z =22
Ly «Ly—7L, (Sy) y+3Z=3 & y+iz=2
25 125 2 2
24T Z=5

En remplacant Z = 5 par sa valeur dans +§Z = % on obtienty = -3

De méme en remplacant Z = 5 et y = —3 par leur valeur dans x + 5y + 7Z = 22, on obtient
x=2
On en déduit que (S) admet une solution et une seule S = {(2; —3; 5)}.

2x+3y+5Z=8 L,
b) (S)jx+4y+52=2 L,
x+y—10Z=2 Ls

La matrice compléte du systéme est :

2 3 5:8:
M=(1 4 5 ,2,)
1 1 —-101 21

1 2 3 5Z =8
LZ(_LZ_ELl x+3y+

5 5
IR S Yt 3Z="2
3T R33N —ly_Br- 2
2 2
2x+3y+5Z=8 2x+3y+5Z=8
5 5 5 5
L3‘—L3+§L2 (S2) 2yt =72 A VT 32=72
—122 = -3 Z=c

En remplacant Z =§ par sa valeur dans ;y + %Z = —2,onobtient y = -1
De méme en remplacant Z = % et y = —1 par leur valeur dans 2x + 3y + 5Z =8 , on
obtient x = 5

On en déduit que (S) admet une solution et une seule S = {(5 ; —1; é)}
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Algebre linéaire

x+2y=3 Ly
¢) ${y+2Z2=3 L,
2x +5y+2Z =9 L
Posonst = Z dans L, avect € R,ona :

y = —2t + 3 puis en remplagant y = —2t + 3 par sa valeur dans Ly, ona: x = 4t — 3.
Le triplet (4t — 3; —2t + 3;t) estaussi solution du systéme tel que :

(4t—-3; —2t+3;t)= (4t; -2t; )+ (-3;3;0) &
(4t-3; -2t+3;t)=t(4; -2; 1)+ (-3;3;0)

Ainsi I’ensemble solution est la droite affine passant par le point de coordonnée (—3; 3; 0)
et de vecteur directeur v(4; -2 ; 1)

. En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, Résolvons dans R* les systémes suivants :

2x+y+2Z4+t=5
x+2y+Z+2t=-5
2x+y+Z+2t=0
x+y+2Z+t=2

2 121 Is1 Ly
. R 1 21 2 1-51 L;
La matrice compléte est M = 2 1 12,0, L:
12 2 1 2 Ly
LZ(—L1_2L2
Ly« Ly —Ls
Ly < Ly — 2L,
2 1 2 1 : 5: L:]
= [0 -3 0 =3 15 é,z
0 1 1 2 15173
0 2 2 111/l
L'y <L =LY
2 1 2 1! 5! 2,1
0 0 1 —-u 51 |3
. 0 0 2 =21 141 /1Ly
L”4(_EL'4
2 1 2 1 :5:
M= 0 -3 0 -3 15,
0 0 1 —11 51
0 0 1 —-11 71

Les deux derniéres lignes prouvent que (S) n’admet pas de solution S = @.
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Algebre linéaire
. En utilisant la méthode du Pivot de Gauss, Résolvons dans R> les systémes suivants :

x+y—2Z+t—u=0
{2x—y+Z—t+u=3
3x+2y—-Z+3t—-u=1
1 1-2 1 —11o!
La matrice compléte est M = < 2 -1 1 -1 1'3')
3 2 -1 3 —-11
Ly -=2L+1L,
Ly < —=3L; + L3

1 1 -2 1 —=1101
La matrice compléteestM’= [ 0 -3 5 —3 313l
0 -15 o0 21

1 1-2 1 -1 0!
La matrice compléteestM”= [ 0 —1 5 0 2 11!

0 -35 -3 3 13
LNZ(__LIZ

1 1-2 1 =11 0
(0 1 -5 0 —2I—1:>
0 -35 -3 3! 3!

LN3 «— 3L112 + LH3

1 1 -2 1 =11 01
(0 1 -5 O—2I—1I>

0 0 -1 -3 -3 o

er3(__1_er

10 3
1 1 -2 1 —-11 0
0 1 -5 0 —2:—1:
00 1 = 3—|0

Résolvons ainsi le systéeme

x+y—2Z+t—u=0
y—5Z+0t—2u=-1

3 3
Z + Et + Eu =0
Posonst =a et u=pf avec a et § desnombres réels.

Ainsi le systeme dévient :

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 10. Algébre linéaire. Page 801



Algebre linéaire

x+y—-2Z+a-=0
y—5Z4+0a—-2=-1
3 3
Z+Ea+ﬁﬁ—0

3 3
:>Z:——a——
10 IOB

y—S(—f—Oa—f—Oﬁ)+Oa—2,8=—1

=> y=—3;a+1;,8—1
x+y—2Z+a—-=0

=Sx=-y+2Z—-a+f
:>x=—(—%a+1;ﬁ—1)+2(—13—0a—13—0,8)—a+ﬁ

1 1
=Sx=——a—— 1
10 10'8+

Le quintuplet (x ; y ; Z ; t ; u)estsolutionde S.

3 1 3 3
x; v; Z; t,u)—(l—Ea——ﬁ,—1+Ea+5,8,—ﬁa—ﬁ,8, a; B)

=(1;-1;0; 0)+(—1—;—3—;—3—;1; 0)a+(—1—'1—'—3—'0; 1>ﬁ

10 2 10 10’2’ 10’
- 1 3 3 = 1 1 3
Poson5u=(——;——;——;1;0) etv=(——;—;——;0;1)
10 2 10 10’2 10

Calculons det(u ; ¥)

1 1
= 2\ 10 10| _ 1 3_ 1
det(u, 17)— 3 1 __%_E__E;to
2 2

D’ou iU et ¥ ne sont pas colinéaires par conséquent ils forment une base du plan.
L’ensemble des solutions du systéme proposé est le plan contenant le point A(1; —1; 0; 0; 0) et
de vecteurs de base (U ; 7).

. 1) Ecrivons dans R* le systéme admettant pour solution (1 ; 1; 1; 1) et de matrice compléte

11 1 1 |a
1 2 3 4 |b
1 4 9 16 |c
1 8 27 64|d
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11 1 1 |a 11 1 1 x a

1 2 3 4 |b o 1 2 3 4 yl_ b N
1 4 9 16 |c 1 4 9 16 Z c
1 8 27 64|d 1 8 27 64 t d

xt+ty+Z+t=a
x+2y+3Z+4t=5>b
x+4y+9Z+ 16t =c
x+8y+27Z+64t=d

Le quadruplet (1;1; 1; 1) estsolution de S.

vientdonc dedireque: a=4 ; b=10; ¢c=30 et d=100
x+y+Z+t=4

x+2y+3Z+4t=10

x+4y+9Z + 16t =30
x + 8y + 27Z + 64t = 100

Donc S s’écrit :

2) Déterminons une application polyndme p de R de degré 3 telle que :
p(0)=0etqueVx€ R, ona:p(x) —plx—1) =x2
Soit p(x) = ax3 + bx? + cx + d ce polynéme de degré 3ol a; b; c et d sont tous des
nombres réels donnés.
p(1)—p(0)=1®a+b+c=1 2)
pRQ)—p(1)=4=8a+4b+2c=5 3
p(3)—p(2) =9 27a+9b+3c=14 (4)

Des relations (1) ; (2) ; (3) ; (4) ,onle systeme S’ suivant :

(a==

= 3
j+b0+c—1 p=1

r: - o r: -
Y 8a+4b+2c =5 9 _12
27a + 9b + 3c = 14 U‘E
d=0

D’ou le polyndme de degré 3 cherché est p(x) = %x3 + %xz + %x

. Déterminons les coefficients a, b, ¢, d de la fonction.
fiR->R
x—ax3+bx*+cx+d

Sachantque f(1) = —4 ; f(=1) = 4 ; f(2) = 1etque f admet un minimum pour 1.
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f)= -4 ®a+b+c+d=—-4 (1)

f(-1)= -4 ®—-a+b—-c+d=4 (2)

f)=1 ©8a+4b+2c+d=1 (3)

f Admet un minimum pour 1 <> f'(1) = 0 avec f'(x) = 3ax?+2bx +c
f(1)=0 ©3a+2b+c=0 4)

Des relations (1) ; (2) ; (3) ; (4) ,onlesysteme S suivant :
a+b+c+d=-4

—a+b—-—c+d=4

8a+4b+2c+d=1
3a+2b+c=0

Ainsi la résolution de ce systeme donne pour solution S= {1 ; 1; —-5; —1}

L —————————————————————————————————————————————————————————————————————————————
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