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Comment utiliser ce livret

Les 4 niveaux d’'exercices Les encadreés du cours

Niveau 1- Bases *x M Définition : a savoir par coeur.

les automatismes indispensables. M Propriété / Théoréme : les outils.

M Méthode : la démarche pas a pas.

le niveau de 'examen national. M Exemple : un calcul entiérement rédigé.
M Piége : l'erreur classique a éviter.

pour viser la mention Trés bien. Astuce de concours yr: le petit plus qui fait
Niveau & - Concours * % % % gagner du temps.

problémes de concours (classes préparatoires,
écoles d’ingénieurs).

Le livret contient 66 exercices corrigés : la partie B est un parcours en 4 niveaux (exercices 1
a 30); la partie C est une banque de 36 exercices classés par theme (Lois de composition in-
terne, Groupes et sous-groupes, Morphismes et isomorphismes, Anneaux et corps, Matrices
et structures, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans la partie D.

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro
de page du corrigé est indiqué a droite de chaque énonce.
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La carte du chapitre

Diviseurs
Produit de zéro

Anneaux

Inverse et corps

Puis- @ Matrices

sances, ) In, exp,
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Trans-
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Puis-
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A la fin du chapitre, je sais...

O montrer qu'une loi est interne, une partie sta- [ utiliser le transport de structure ;
ble;

O reconnaitre un anneau, un anneau intégre ;
D lire une table, trouver neutre et symétriques; O trouver les inversibles et les diviseurs de zéro
O démontrer qu'un ensemble est un groupe ; de Z/nzZ;
O calculer les puissances x{™ dans un groupe; [ montrer qu’une partie est un sous-corps ;
O montrer qu’une partie est un sous-groupe ; O calculer un produit de matrices ;
O connaitre les sous-groupes de (Z,+) ; O inverser une matrice d'ordre 2 ou 3;
O reconnaitre un morphisme de groupes ; O calculer A" (récurrence, bindme).
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

@ Lois de composition interne

g Définition |
Soit E un ensemble non vide. Une loi de composition interne sur E est une application
ExE — E,(x,y) » x*y: atout couple (x,y) d'éléments de E, elle associe un élément x * y
qui est encore dans E. On note les lois , ®, ®, 0, -, +, x...
Une partie A de E est stable par * si |V(x,y) € A%, x*y eAl; larestriction de x a AxA est
alors une loi interne sur A, la loi induite (notée encore *).

A

Exemples : + et x sont internes sur N, Z, Q, R, C; la soustraction est interne sur Z, pas sur N
(2 -5 ¢ N); la division est interne sur R*, pas sur R ; - est interne sur l'ensemble F(E,E) des
applications de E dans E.

« U={z€eQ(, |z| = 1} est stable par x (|zz'| = |z| |Z'| = 1); l'ensemble iR des imaginaires purs
est stable par +, pas par x (i xi = -1).

* Les entiers impairs sont stables par x: (2R+1)(2R" +1) = 2(2RR" +kR+R')+1; paspar+: 1+1 = 2.

+ Les fonctions affines sont stables par - : si f(x) = ax + b et g(x) = cx + d, alors (f - g)(x) =
(ac) x + (ad + b).

B Méthode : montrer qu’une loi est interne sur un intervalle : factoriser

Onécritxxy-a(oul+x=*y, 1-x=*y..) comme un produit : son signe se lit directement.
Exemple: sur R, on pose\ X*xY=X+Yy+Xy \(notre filrouge jusqu’a la section 5). On remarque
que T+x*y=(1+x)(1+y). Donc]-1,+oo[ et R\ {-1} sont stables par * ; mais ]-o,-1[ ne
lest pas: (-2)*(-2) = 0.

Exemple: une table: E = {1,3,5,7} et x * y = reste de la division euclidienne de xy par 8

Quand E est fini, on présente une loi par sa table : a
Uintersection de la ligne de x et de la colonne de y, on lit x * y.
Ici, * est interne (xy est impair, son reste xy - 8q aussi) ; la
table est symeétrique par rapport a la diagonale : * est commu-
tative ; la ligne et la colonne de 1 recopient les en-tétes: 1 est
neutre ; la diagonale ne contient que des 1: x * x = 1. Enfin
(x*y)*z=xyz=xx*(y*z)[8], et deux éléements de E congrus
modulo 8 sont égaux : * est associative.

*

N oW =

N o W= =
U N = Wl W
W = N | Ou;
= W U NN
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Remarque. L'associativité ne se lit pas sur une table (n3 triplets a tester) : on la démontre,
ou l'on reconnait une structure connue. Ici, E est 'ensemble des classes inversibles de 7Z/87Z
(section 7), et x? = 1y a quatre solutions.

© Propriétés d'une loi

Soit = une loi interne sur E. Elle est commutative si xxy = y*x pour tous x, y € E ; associative
Si (x*y)*2z=x=(y=2)pourtous x,y,z € E (on écrit alors x  y * z). Un élément e € E est
neutre si x x e = e » X = X pour tout x € E.

Exemples : la soustraction n’est ni commutative ni associative: (1-2)-3=-421-(2-3)=2; la

loi a = b = a® sur N* non plus : (23)2 = 64 # 2(3) =512 ; . est associative, pas commutative : avec
f(x)=x+1etg(x)=2x, (f-g)(x)=2x+12(g-f)(x)=2x+2.

[ Théoréme (unicité du neutre)

Si une loi admet un élément neutre, celui-ci est unique.

Démonstration. Si e et e’ sont neutres: exe’ = e’ (e est neutre) et e x e’ = e (e’ est neutre), donc
e=e¢e'. O

B Deéfinition : symétrique, élément régulier

Soit = une loi interne sur E, de neutre e. Un élément x est symétrisable s'il existe x' € E tel
que \ X*X =X *X= e\ (x" est un symétrique de x ; en additif : l'opposeé -x ; en multiplicatif
: linverse x77).

Un élément a est régulier si, pourtous x,y € E: a*x=a*y = x=y et xxa=y*a = x =Y.

A

9 Théoréme
Soit * une loi associative sur E, de neutre e.
1. Si x est symétrisable, son symétrique est unique ; on le note x’, et (x')’ = x.

2. Si x et y sont symétrisables, x * y l'est aussi, et \ (x*xy) =y *x' \ (lordre s’inverse !).

3. Tout elément symétrisable est regulier.

Démonstration. 1. Si x’ et x” sont deux symétriques de x: x” = x"*e = X" *(x*x') = (X" *X)*x X' =
exx' = x' (lassociativité est essentielle) ; et x" * x = x * x’ = e dit que x est le symétrique de x’. 2.
(x*y)*(y *x)=x*x(y*y)*x =x*x"=e,etdeméme(y' *x’)*(x*y)=e. 3.Siaxx=ax*y,
alorsa’ «(axx)=a"*(axy), soit(a xa)*x=(a" *a)=*y,donc x =y; de méme a droite. O

Exemple: lefilrouge: x xy = x + y + xy sur R

Commutative (symétrique en x, y) et associative: T+(xxy)*z=(1+x*y)(1+2)=(1+x)(1+

Y (1+2)=1+x*(y*Zz). Neutre: x e =x < e(1+x)=0,vrai pour tout x si et seulement
X g s _ 1.,
e (ainsi 1’ = X

1- % - % = 0). Mais (-1) =y = -1 pour tout y : -1 (élément absorbant) n’a pas de symétrique,

sie=0. Symétriques: x*x' =0 < Xx'(1+x)=-x;six#-1, |x =-
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etil n'est pas régulier: (-1)* 0 =(-1) = 1.

B Attention, piége ! régulier ne veut pas dire symétrisable

SurR,, la loi x*y = /x2 + y2 est interne, commutative, associative ((x *y) * z = ,/xz +y2 472 =
x % (y * 2)), de neutre 0, et tout a est régulier: axx=axy = x> = y?> = x = y (car x,y 2 0).
Pourtant x * X' =0 < x = x' = 0: seul 0 est symétrisable. (De méme dans (N, +).)

4 Définition : distributivite
Soit = et ® deux lois internes sur E. La loi ® est distributive par rapport a * si, pour tous
X,y,Z€E:

xe(y*z)=(x®y)*(x®2z) et (y*2)ex=(y®x)*(z®x).

Exemples : x est distributive par rapport a +, mais pas l'inverse: 1+(2x3)=7 #(1+2)x(1+3) = 12.
Dans P(E), n et u sont distributives l'une par rapport a l'autre. Dans F(R,R),(f+g)-h=f-h+g-h,
mais avec h(x) = x> et f =g =id: h-(f +g)(x) = 4x? # 2x? : - n'est distributive par rapport a + qu'a
droite.

€© Groupes
g Oéfinition_

Un groupe est un ensemble G muni d’une loi interne * associative, qui admet un élément

neutre e, et pour laquelle tout éléement est symétrisable. Si, de plus, * est commutative, le
groupe est dit commutatif (ou abélien).

A

B Les groupes de référence

. Additifs : (Z,+), (@, +), (R, +), (C, +), (Z/nZ,+) (neutre 0, opposé de a: n - a).
- Multiplicatifs : (0", ), (R*, x), (R?, x), (C*, x), (U, x), (U, ,), 0l U, = {ei O<k<n- 1}.

- Bijections : 'ensemble S(E) des bijections de E sur E, muni de - ; matrices: sections 10
et 11.

Tous sont commutatifs, sauf S(E) (si E a au moins trois éléments) et le groupe GL (R) de
toutes les matrices inversibles.

Démonstration (pour S(E)). La composée de deux bijections f, g est une bijection (de réciproque
g - f"); - est associative, id, est neutre, et f! est le symétrique de f. a
Ne sont pas des groupes : (N, +) (1 n’a pas d’opposé) ; (Z, x) (2 n'a pas d’inverse) ; (R, x) (0 n’a pas
d’inverse) ; (Z,-) (non associative, et 0 n'est neutre qu’a droite).

Théoréme (régles de calcul dans un groupe)

Soit (G, *) un groupe de neutreeeta,b € G.
1. Tout élément est régulier; (a’)’ =a et (axb) =b" +a’.

Maths Olympiad o
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2. L'équation a * x = b a une unique solution, x = a’ = b ; 'équation x * a = b a pour unique
solution x =b *a’.

3. Si G est fini, chaque élément apparait exactement une fois dans chaque ligne et dans
chaque colonne de la table (carré latin).

Démonstration. 1: section2. 2. ax(a’'*b) = (axa’)xb =b;etsiaxx =b,alors x = a’*(a*x) = a’ xb.
3. Dans la ligne de a, les cases a*y sont distinctes (régularité) et tout by figure (colonne y = a’ *b)
; idem pour les colonnes. O

B Définition : puissances, multiples

Soit x € G. On pose x@ = ¢, x" = x(M « x (n € N) et xXtM = ()™ : X0 = X % x % e % x
(n facteurs). En notation multiplicative, on écrit x" ; en notation additive, nx = x + - + x
(multiples de x). Pourtousm,n e Z:

X () = xlmem) () ) () < )

et,sixxy=y=*x: (X*y)(")=x(”)*y(”).

Démonstration (idée). Pour m,n € N, récurrence sur n : x™ & x("1 = (x(M « x(M) « x = x(Mn+1) ;
puis exposants négatifs avec x = x' = e. Le dernier point demande de faire passer les y a droite
des x,donc x*y =y x X. O

Exemple : le fil rouge : (R \ {-1}, *) est un groupe commutatif

La loi x*y = x+y + xy est interne sur G = R\ {-1}, associative, commutative, de neutre 0 € G,

etx =-X eGcar1+x = - #0. Puissances: par récurrence, 1+ x"" = 1+ x( « x =

(1+x™M)(1+x), donc 1+x™M =(1+x)";avec1+x =(1+x)", pourtoutn € Z:

XM = (1+x)" -1 parexemple 1®=2-1=31 et 1W=2"-17=-1-17,

1

X
o - X- _ X i f, f3 f, fs f
fi(¥) = —, f5(0)==—, felx)=—=. 1 >\ J3 T R Te
T g X 7, IR AR
Par exemple (cases encadrées) : f3f1 £, f, f.
(o F)00= =00, (Fy-F))=1-2=500.  EMS Jo o fs i
BAr. sl %
G ={f,,..., f¢} est stable par -, et - n'y est pas com- f AR A
mutative. La table montre que f, = id est neutre, ol <167 S I 2 SN

que f,, f,. f3, fs Sont leur propre réciproque et que ligne f;, colonne f; : f; - f,

f;1 = f5 : (G,-) est un groupe (un sous-groupe de
S(E), section 4), et sa table est un carré latin.
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O Sous-groupes

Soit (G, *) un groupe et H c G. On dit que H est un sous-groupe de G si H est stable par » et
si H, muni de la loi induite, est un groupe.

Théoréme (caractérisation des sous-groupes)

Soit (G, *) un groupe de neutre e, et H c G. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) H est un sous-groupe de G; (ii)ee H,etpourtousx,ye H: x*yeHetx e H;

(i) |[Hz @ et Y(x,y)eH? xxy €H|
Le neutre de H est alors e, et le symétrique dans H de x € H est son symétrique x’ dans G.

Démonstration. (i)=(ii). Soite, le neutre de H: dans G, e, e, = e, = e, e, donc e, = e (régularité
dans G). Si x € H a pour symétrique x” dans H, alors x * x” = e = x * x’, donc x” = x’ : ainsi e € H,
x' € H, et H est stable. (ii)=(iii). e € H, donc H # @ ; si x,y € H, alors y’ € H, puis x *y' € H.
(iii)=(i). SoitaeH:e=a*a' €eH;pouryeH:y ' =exy e H;pourx,y € H: x«y=x=x(y') € H.
La loi induite est associative (elle I'est sur G), e € H est neutre et tout y € H a son symétrique y’
dans H. O

Méthode : montrer qu’un ensemble est un groupe : le plonger dans un groupe connu

On vérifie . Hc G; 2.e€ H; 3. x+xy' € Hpourtous x,y € H (en additif: x-y € H; en
multiplicatif : xy™' € H). On obtient gratuitement que (H, *) est un groupe.

Exemple : sous-groupes classiques

- {e}etG; Zc @ c R c C(sous-groupes additifs) ; R¥ est un sous-groupe de (R*,x) (1 >0,
et % > 0si x,y > 0), mais pas R* (1 ¢ R*).

« U est un sous-groupe de (C*,x): 1 € U, et =1si|z| =|2'| =1. U, est un sous-groupe

Z,
7

n n . s o
delU:1”=1,et(z—Z,) =zzfn=15|z”=z’”=1. D'oui la chaine (U, cUcC*|

« Le fil rouge : ]-1, +oo[ est un sous-groupe de (R \ {-1}, *) : il contient 0, et pour x,y > -1,
Texxy =(1+x)(1+y’)= 12X 50,

_m

+ N est stable dans (Z, +) et contient 0, mais ce n’est pas un sous-groupe : -1 & N.

Exemple : racines de l'unité: U, c U, sid | n,etU, nU, =U

mAn

-Sin=dketzd=1,alorsz"=(zd)k=1: Uy, cU,.Surla i L
figure, U, (triangle bleu) et U, (carré rouge) sont deux
sous-groupes de U,,. -1

« Lintersection de deux sous-groupes est un sous-
groupe (on vérifie (iii)). Ici,size U, nU, etd =mAn =
mu + nv (Bézout), alors z¢ = (z™)"(z")" = 1; comme

. _ . . _ _ U s i=e 3
U,cuU,nU,: U nU =U_ . AinsiU;nU, =U, ={1}. w /=€
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Théoréme (sous-groupes de (Z, +))

Pour tout n € N, nZ = {kRn, kR € Z} est un sous-groupe de (Z, +). Réciproquement, pour tout
sous-groupe H de (Z, +), il existe un unique n € N tel que [H = nZ|

Démonstration. 0 € nZ et kn - k'n = (R - k')n € nZ. Soit H un sous-groupe de (Z, +). Si H = {0},
alors H = 0Z. Sinon, H contient un x # 0, donc aussi -x : la partie Hn N* de N n’est pas vide ;
soit n son plus petit élément. Les multiples de n sont dans H (stable, et contenant les opposeés) :
nZ c H. Soit h € H; la division euclidienne donne h=nq+r,0<r<n,etr=h-qn € H. Sir 20,
alorsr e HnN* etr < n: absurde. Doncr = 0 et h € nZ. Unicité: sinZ = mZ (n,m € N), alors
n|metm|n,doncn=m. O

Remarque. aZ n bZ (multiples communs) est égala(av b)Z: 4Zn6Z = 12Z; aZ + bz =
{au + bv, u,v € Z} est un sous-groupe, égal a (a A b)Z (Bézout): 4Z + 6Z = 2Z. Mais 2Z u 3Z
n'est pas un sous-groupe : 2 - (-3) = 5 n'y est pas.

© Morphismes de groupes
g Définition

Soit (G, *) et (G', ®) deux groupes. Une application f : G - G’ est un morphisme de groupes
si

V(x,y) € G  |fxxy)=f(x)ef(y)]

Si (G, ®) = (G, *), on parle d’'endomorphisme de G.

L

9 Théoréeme

Soit f un morphisme du groupe (G, *), de neutre e, dans le groupe (G', ®), de neutre e'.

1. et | f(x')=(f(x)) | pourtout x € G; plus généralement f (x™) = f(x)" pour

2. Si H est un sous-groupe de G, son image f(H) = {f(x), x € H} est un sous-groupe de G’
(en particulier f(G)).

3. Si H’ est un sous-groupe de G', 'ensemble f~'(H) = {x € G, f(x) € H'} est un sous-groupe
de G.

Démonstration. 1. f(e)® f(e) = f(e*e) = f(e) = f(e) ® e’, donc f(e) = e’ (régularité dans G').
Puis f(x) ® f(x') = f(x * x") = f(e) = e’, et de méme f(x’) ® f(x) = e’ : par unicité du symeétrique,
f(x') = f(x)'. Les puissances : récurrence pour n € N, puis xXt™ = (x')". 2. e’ = f(e) € f(H); si
v, = f(x)), ¥, = f(x,) avec x;,x, e H: y, ® v, = f(x;) ® f(x}) = f(x, * x3) € f(H). 3. f(e)=€" € H";si
f(x), fly) € H', alors f(x xy’) = f(x) ® f(y) € H". O

Exemple : les morphismes de référence

« In: (R, x) = (R,+),carln(xy) =lnx +lny; exp: (R,+) = (R, x), car eV = e*eV.

« 0 ef: (R,+) - (U,x), car e+) = 190" . syrjectif, non injectif (2™ = e°). L'image du
sous-groupe ZT"Z de Rest U, : on retrouve que U, est un sous-groupe de U.
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« z- |z]:(C %) > (RY, %), car |zZ'| = |z| |Z'| ; z — Z" est un endomorphisme de (C*, x) (x
est commutative) ; kR = R est un morphisme de (Z, +) sur (Z/nZz, +).
« Le fil rouge : f(x) = 1 + x est un morphisme de (R \ {-1}, ) dans (R*, x), car f(x = y) =

T+xxy=(1+x)(1+Yy) = f(x)f(y); on retrouve que ]-1,+oo[= f~'(R*) est un sous-groupe
(point 3).

Attention, piege!

Un morphisme envoie le neutre sur le neutre : c’est un test rapide. f(x) = 2x n’est pas un
morphisme de (R*, x) dans lui-méme : f(1) = 2 # 1; c’est pourtant un endomorphisme de
(R, +). On calcule f(x » y) avec la loi de départ et f(x) ® f(y) avec la loi d'arrivée.

© !somorphismes et transport

[ m

Un isomorphisme de groupes est un morphisme bijectif ; deux groupes sont isomorphes s'il
existe un isomorphisme de l'un sur l'autre (un isomorphisme de G sur G est un automor-
phisme).

A

|
1. Si f est un isomorphisme de (G, *) sur (G', ®), alors ! est un isomorphisme de (G’, ®) sur

(G, *).

2. La composée de deux morphismes (resp. isomorphismes) est un morphisme (resp. un
isomorphisme).

Démonstration. 1. Siy, = f(x,) ety, = f(x,): f ' (y,8y,) = F(f(X,;%x,)) = X %%, = F(y,)* F(¥,)-
2.Sif :(G,*) - (G',8) etg : (G',®) —» (G",0) sont des morphismes : g(f(x = y)) = g(f(x) ® f(y)) =
g9(f(x) @ g(f(v))- O

Remarque. Deux groupes isomorphes ont « la méme table » aux noms prés, donc les mémes
propriétés. (R,+) et (R*,x) sont isomorphes (par exp), mais (R, +) et (R*,x) ne le sont pas :
x x X =1 a deux solutions dans R*, alors que x + x = 0 n’en a qu'une dans R.

B Théoréme (transport de structure)

Soit (F,®) un groupe, E un ensemble muni d’'une loi interne %, et f : E - F une bijection
telle que

Y(x,y) € B2, f(x*y)=f(x)® f(y).

Alors (E, *) est un groupe, et f est un isomorphisme de (E, %) sur (F,®). Le neutre de E est
f(ep), le symétrique de x est f'(f(x)') ; si (F, ®) est commutatif, (E, ») U'est aussi.

A

Démonstration. Associativité : f((x «y)  z) = (f(x) ® f(y)) ® f(2) = f(x) & (f(y) ® f(2)) = f(x * (y * 2)),
et f est injective. Neutre: sie = f'1(eF), alors f(x x e) = f(x) ® e, = f(x), donc x » e = x ; de méme
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e+ X = Xx. Symétriques: si x' = f(f(x)'), alors f(x » x') = f(x) ® f(x)' = e, = f(e), donc x x x = e;
de méme x’' x x = e. Commutativité: f(x »y) = f(x)® f(y) = f(y) ® f(x) = f(y * x). O

Méthode : montrer que (E, ) est un groupe par transport de structure

1. Vérifier que * est interne sur E (factoriser, section 1). 2. Trouver une bijection f de E
sur un groupe connu telle que f(x = y) = f(x) ® f(y). 3. Conclure ; neutre, symétriques et
puissances se calculent par f': x(™ = f1(£(x)™).

X+y
T+xy

Exemple: typeexamen: |/ =]-1,1[ et x*xy =

1. La loi est interne. Pour x,y € I, on a |xy| < 1, donc

1+xy>0,et

1-x)(1 - 1+x)(1 vyt y=n
P (1. U1 ) RPN (.7 (53 ) DR

1+xy 1+ Xy
y = o(t)

ainsi-1<xxy<1. (3.1)
2. Une bijection. Soit f(x) = % surl. Pourt > 0: (1,0) t
f(X):t — T+x=t-tx X=:__1’ réequi est (%,‘%)

+1
dans I (Jt-1] <t+1). Donc f est une bijection de I sur

R*, de réciproque (t) = I:—?I (courbe ci-contre).

3. Un morphisme. En divisant membre a membre les deux égalités du point 1:

T+xxy (1+x)(1+y)

L v (I (I

= ) f(y).

4, Conclusion. Par transport : |(1, *) est un groupe commutatif, isomorphe a (R%,x) , et ¢ =

f~! est un isomorphisme de (R?,x) sur (I,*). Le neutre est ¢(1) = 0 ; le symétrique de x
est Lp(ﬁ) = (p(%) = -x. Sur la courbe : 3 et son inverse I correspondent a J et a son
symétrique 2.

5. Puissances, équations. f (x(") = f(x)", donc

n n
(n) _ (1+X)n)=(1+x) -(1-x)" 1\® _ o7y2 26 13
X ‘p( 1-x (1+x)n+(1-x)" par exemple (2) 027 =58 = 1%
L'équation 1 « x = 1 a pour unique solution x = (l) * 1= (—1) L1216
3 2 3/ 72 3/ 727 5/6 5
6. Bonus. s — (e®) = £=1 est un isomorphisme de (R, +) sur (I, *) (composée); et InQ =

es+1
(0] (@j) (f et @ conservent les rationnels) est un sous-groupe de (I, *), image du sous-groupe

Q* de (R?, x).
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Q Awnneaux
g Définition

Soit A un ensemble muni de deux lois internes + et x. On dit que (A, +, x) est un anneau si 1.
(A, +) est un groupe commutatif (son neutre 0, ou 0, est le zéro) ; 2. x est associative ; 3. x

est distributive par rapport a + (a gauche et a droite).
L'anneau est commutatif si x l'est, et unitaire si x admet un neutre, noté 1ou 1, (Uunite).

A

B Théoréme (régles de calcul)

Soit (A, +,x) un anneau et a, b, c € A.

1.ax0=0xa=0(0estabsorbant); (-a)xb =ax(-b) = -(axb); (-a)x(-b) =axb;
a(b-c)=ab-ac.

2. Si Aestunitaire et si , alors pour toutn € N*:

n
(a+b)" = Z (Z)akb”'k et a"-b"=(a-b)(a""+a" b+ +b"T).
k=0

Démonstration. 1. ax0 =ax(0+0) =ax0+ax0; on simplifie dans le groupe (A,+): ax0 =0
; de méme 0 x a = 0. Puis ab + (-a)b = (a + (-a))b = 0 x b = 0, donc (-a)b = ~(ab), et de méme a
droite ; enfin (-a)(-b) = —(a(—b)) = ab. 2. Mémes démonstrations que dans R (récurrence, triangle
de Pascal) : elles nutilisent que les axiomes d’anneau et ab = ba. O

B Deéfinition : diviseurs de zéro, anneau intégre

Dans un anneau A, un élément a # 0 est un diviseur de zéro s'il existe b # 0 tel que ab = 0
ou ba = 0. Un anneau commutatif, unitaire (1 # 0) et sans diviseur de zéro est intégre :
\ab=0=>a=00ub=0\.

Dans un anneau intégre, sia # 0 et ab = ac, alors a(b - ¢) = 0, donc b = ¢ : tout élément non
nul est régulier pour x.

Exemple : anneaux de référence

« (Z,+,%),(Q,+ x), (R, +x), (C, +, x) sont commutatifs, unitaires et intégres ; (27, +, x) est com-
mutatif non unitaire (si 2u = 2, alorsu = 1 & 22).

§

. (F(R, R), +, x) est commutatif, unitaire (la fonction constante 1), non intégre : avec f(x) =
x+|x| etg(x)=x-|x|, f(x)g(x) = x*>-|x|? = 0 pour tout x, alors que f(1) = 2 et g(-1) = -2
(f est nulle sur R_, g sur R)).

. (MZ(R), + x) est unitaire, non commutatif et non intégre (section 9).

Théoréme (éléments inversibles)

Dans un anneau unitaire A, l'ensemble A* des éléments inversibles pour x est un groupe
pour x, et un élément inversible n’est jamais un diviseur de zéro.
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Démonstration. 1 € A*; si a,b € A%, alors ab est inversible d’inverse b 'a™", et a™' est inversible
(section 2): x est interne sur A%, associative, de neutre 1, et chacun a son inverse dans A*. Si a est
inversible et ab =0, alorsb=a"'ab=a" x0 = 0 (de méme si ba = 0). O

Théoréme (l'anneau Z/nz)

Soit n > 2. (Z/nZ, +,x) est un anneau commutatif unitaire, de zéro Oetd'unité 1. Pourae Z:

a estinversible < aan=1; sia#0: aestun diviseur dezéro < ann=1.

Démonstration. Les axiomes se transmettent de Z : par exemple E(E +E) =a(b+c)=ab+ac =

ab iEE. L'inversibilité découle de Bézout (chapitre 8): au = 1 [n] & 3vez au+nv=1S5i
az0etd=aAn>1,onécrita=da’,n=dn"avecl1<n <n:n #0etan"=a’'n=0[n]:aestun
diviseur de zéro. Siann =1, a est inversible, donc n’en est pas un. O

Exemple : dans Z/10Z

—_ — —_ — —_ —_ —_ — —_-=1 —_
*3x+4=1 < 3x=7 < x=7x7=9 (onmultiplie par3 = 7); contrble :
3x9+4=31=1[10].

- 2x = 4 a deux solutions, 2 et 7 (14 = &) : on ne peut pas « simplifier par 2 », qui n’est pas
régulier.

© Corps
g oéfinition_

Un corps est un anneau unitaire (K, +,x) tel que 1 # 0 et dans lequel tout élément non nul
est inversible : autrement dit, (K*, x) est un groupe, ot K* = K \ {0}. Si x est commutative, le
corps est dit commutatif.

Une partie L d'un corps K est un sous-corps si elle est stable par + et x et si, munie des lois
induites, c'est un corps ; il faut et il suffitque 1 €L, x-y el et xy' €L pourtous x € L,
y € L* (caractérisation des sous-groupes, appliquée a (L, +) et a (L*, x)).

A

Théoréme

Un corps n'a pas de diviseur de zéro: ab =0 = a =0 ou b = 0. Un corps commutatif est
donc un anneau integre.

Démonstration. Siab=0eta#0,alorsb=a"(ab)=a' x0 = 0. a

Exemples : (Q,+, x), (R, +, %), (C, +,x) sont des corps commutatifs ; @ est un sous-corps de R, et R
un sous-corps de C. (Z, +,x) est intégre, mais ce n'est pas un corps: 2 n'a pas d’inverse dans Z.

[ Théoréme (2 /pZz)

Soitn=2. (Z/nZ,+,%)estun corps < n est premier.
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Démonstration. Si n = p est premier eta # 0, alors p + a, doncaap = 1: par Bézout, au + pv = 1,
etau =1. Sinn'estpas premier,n=abavec1<ab<n:az0,bz0etab=n=0:7Z/nZades
diviseurs de zéro, ce n’est pas un corps. O

Exemple : la table de ((Z/72)*, )

T3 3753 - Chaque ligne contient 1 (en vert) : tout element
—-1

717 2 3 % 5 6 non nul est inversible ; 2 -4 3 —5 6 =6.
212 461 35 - Les puissances de 3 sont 3, 2, 6, 4, 5, 1: elles
313 6 251 4 décrivent tout (2/72)*.

414 1 5 2 6 3 =
-l = = = = = - Dans le corps Z/7Z, (x-2)(x - 4) = x2 -6x+8 =
> |2 JHMb ¢ 2 2 1; Z|7Z est inté 1=
sz 2355 x?>+x+1;commeZ/7Z estintégre: x*>+x+1 =

0 < xe{2,4}.

B Théoréme (Q(\/2))

0(2) = {a + b2, (a,b) € @2} est un sous-corps de (R, +, x), et U'écriture a + by/2 est unique.
Linverse de x = a + by/2 # 0 s'obtient avec la quantité conjuguée :

1 _G-b\/f_ a b \/5

a+by2 @2-2b2 a?-2b2 a2-2b2

Démonstration. Unicité: sia+by2 = a’ + b'\/[2 avec b # b’, alors J2 = g,'—_“l; € 0 : absurde (/2 est
irrationnel). Sous-corps: 1=1+0v2; (a+by2)-(c+dv2)=(a-c)+(b-dW2; (a+by2)c+dy2) =
(ac + 2bd) + (ad + bc)ﬁ. Six=a+b/2 2 0, alors a - by2 # 0 (sinon a = bﬁ, donc b = 0 par
irrationalité, puis a = 0), donc a? - 2b? = (a + by/2)(a - by/2) # 0, et x”" est donné par la formule : il
est dans @(\/5). O

Exemples: L o 3\/_ 5 3\/_ (3+ 2\/_ 3- 2\/_ = 1. Enrevanche, Z[\/_]_{a+b\/§ abe
5:3/2 25-18°
1

Z} est un anneau (méme calcul) mais pas un corps : 5" %\/5 ¢ Z[\/2], alors que 1 + J2 y est

inversible, d’'inverse -1 + \/5

Exemple : transport de structure pour les anneaux et les corps

Le théoréme de transport s’étend : si f est une bijection de E sur un anneau (un corps)
(F, +, =) telle que f(x * y) = f(x) + f(y) et f(x ® y) = f(x) x f(y), alors (E, *,®) est un anneau (un
corps), isomorphe a F. SurR, posons x*xy=x+y-letxey=xy-x-y+2.Avec f(x)=x-1
(bijection de R sur R) :

fxxy)=x+y-2=f(x)+fly), fxey)=xy-x-y+1=(x-1)y-1)=fX)f(y)

Donc (R, *,®) est un corps commutatif, de zéro f71(0) = 1 et d’unité f7'(1) = 2 ; linverse de
x # 1 pour ® est f (X%)= % (controle: x@ 2 = (x-1)- = +1=2).
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@ Matrices carrées d'ordre 2 et 3

Soit n € {2,3}. Une matrice carrée d’ordre n est un tableau A = (a,-j) de n lignes et n colonnes
de réels; a;; est le coefficient de la ligne i et de la colonne j. On note M_(R) leur ensemble :

- . G Q3
A= (aﬂ 012) EM(R), A=|a,, Gy a,5]|€ M(R).

o= G3; 03 03
Deux matrices sont égales si leurs coefficients sont égaux un a un. On pose A+B = (a; +by)
et M = (Aa;) (A € R) ; O est la matrice nulle, -A = (-a;), etla matrice unité /_ a des 1 sur la
diagonale et des 0 ailleurs. Le produit AB = (c,.j) se calcule « ligne i de A x colonne j de B »:

c _ia b |- a b\(a" b\ ([aa’+bc" ab’+bd
ij - iRRj | c d)\c¢ d'] \ca'+dc’ cb' +dd'|"

Exemple : un produit d’ordre 3, ligne par colonne

1 2 -1 2

2 0
o -1 11l=[1 1 , Cpy =(-1)x0+TxT+3x2=7,
1 1 2 5 3 2

2 01

Dans l'autre ordre, la premiére ligne de BAest (1 5 3): BA # AB.

Théoreme

Pour n € {2,3}, (M,(R), +,x) est un anneau unitaire (unité /), non commutatif et non intégre.
De plus, (AA)B = A(AB) = A(AB).

Démonstration. (M _(R),+) est un groupe commutatif (on additionne coefficient par coefficient,
dans (R, +)). Associativité : le coefficient (i,j) de (AB)C est

Z ( g aikbkl)clj = ; Z by = ; aik( Z bklclj)'

celui de A(BC). Distributivité : ¥, aik(bk}. + ij) =2, aikbkj + Lp QjCpy €L de méme a droite. Unitée
: Y Gy = G5, 0U 6,5 (1si kR =, 0 sinon) est le coefficient de I. Les contre-exemples suivants
montrent le reste. O

Exemple : non-commutativite, diviseurs de zéro

11 10 2 1 11
ca=(g tpe=(} 9)iae= (3 1)<ea=(} 3}

- 2 6 -12
.C=(2 4),D:(_1 2):alorsqueC#OetD#O;etpourtantDcz( )

3 6
n'est pas nulle.
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17 .. . . 7N ..
« N-= (g 0) vérifie N2 = 0 (matrice nilpotente); S = (? 0) vérifie S? = 1, et S # #1,.

Attention, piege!

Comme AB # BA en général: (A+B)? = A>+AB+BA+B? (et non A2 + 2AB + B2), (AB)? = ABAB (et
non A2B?); et comme l'anneau n’est pas intégre: A2=0 #» A= 0, AB=AC #» B =C. Seules
les matrices Al, commutent a coup sir avec toutes les autres.

@ Matrices inversibles, puissances

Une matrice A € M, (R) est inversible s'il existe B € M_(R) telle que AB = BA = |_; B est
unique (section 2), c’est linverse A™". 'ensemble des matrices inversibles est noté GL,(R).

|

(GLn(R), x) est un groupe (non commutatif): c’'est le groupe des inversibles de 'anneau M, _(R)
(section 7). En particulier (AB)™' = B7'A™T, (A‘1) = A, et une matrice inversible est réguliére
:AB=AC = B=_C.

B Théoréme (inverse d’ordre 2)

SoitA = (? 3) et det(A) = ad - bc (le déterminant de A). Alors

A estinversible < det(A) # 0, et dans ce cas Al = L d -b .
ad -bc\-c a

A

Démonstration. Soit A = (d _ab) : le calcul donne AA = AA = (ad - bc)1,. Si det(A) # 0, la matrice

de:(A)Z\ est l'inverse de A. Si det(A) = 0 et si A était inversible, alors A = A™'(AA) = A0 = 0, donc

a=b=c=d=0etA=0,quin’est pasinversible (OB = O # I,) : contradiction. O
. (%3 ~ 4 (1 -3 N 4x+3y=5 . . [x\_[5
Exemple : A = (‘I 1), det(A)=1, A" = (_1 4 ) Le systeme { e S ecrltA(y) = (2), donc

X) =A" (g) = (_31 ) On vérifie aussi par le calcul que det(AB) = det(A) det(B).

9 Méthode : inverser une matrice d’ordre 3 : résoudre AX = Y

On résout le systéme AX = Y, d'inconnue la colonne X (coefficients x, y, z), pour une colonne
Y (coefficients a, b, ¢) quelconque. Si 'on obtient une unique solution X = BY pour tout Y,
alors A est inversible et A™! = B (en effet A(BY) = Y pour tout Y donne AB = I,, et BAX = X
pour tout X donne BA = 1,). Si le systéme n’a pas toujours une unique solution, A n'est pas
inversible.
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Exemple : Uinverse d’'une matrice d’ordre 3 par un systéme

X+2y+z=a
y+z=Db =
X+2y+2z=C

z=c-a (L;-L,)
y=b-z=a+b-c
X=a-2y-z=-2b+c

1 2 1
A=l10 1 1]: AX=Y <=
1 2 2

0 -2 1
AT=[1 1 -1

-1 0 1
En revanche, pour la matrice ci-dessous, la ligne L; est lasomme L, + L, :

Pour tout Y, la solution est unique et l'on lit ses coefficients :

110
B=(0 1 1}: BX =Y avec (a,b,c) = (0,0,1) donnerait L, -L, - L, : 0="1;
1T 2 1

ce systéme n’a pas de solution, donc B n’est pas inversible.

Méthode : inverse et puissances grace a une relation polynomiale

SiA2=aA+BIavecB¢O,alorsA-%(A—al)=%(A—al)-A=l: Al=1

=E(A—al).
Exemple :
01 1 2 11 ] ] -1 1 1
A=|1 0 1|, A=|1 2 1|=A+2l, donc A‘1=§(A—I3)=§ 1 -1 1
110 11 2 1 1 -1

Théoréme (bindme de Newton pour les matrices)
n
Si|AB = BA|, alors pourtoutneN: (A+B)"= Z

MakBn-k  (avec A® = B? = |).
k=0 k

C'est la régle de calcul de la section 7 dans 'anneau M, (R). Elle est trés efficace avec I (qui com-
mute avec tout) et une matrice nilpotente N (NP = 0) : la somme s'arréte au rang p - 1.

Exemple : trois calculs de A"

. 2 1\ ., (2" n2""
Parrecurrence,pourT-(0 2). sIT -(0 n , alors

. 210 20 e 2\ (2T (n+1)2"
Tﬂ1=THT=( 0 2n+1 )=( 0 2n+1

. N 0 1\ .. A .
Par le binéme: T = 21, +N, ou N = (0 0) vérifie N2 = 0: T" =2"1,+n2""'N, méme résultat.
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01 2 0 0 1
« Une matrice nilpotente: M=(0 0 1| M>=|0 0 0| M®=0, donc
0 0O 0 0O
n(n+3
n nn-1., (1" 0:3) ) 2 1 -1 -1
(I3+M)"=l;+nM+ ——M*={0 1 n |, (3+M)"=l;-M+M*=|0 1 -1|,
0 0 1 0 0 1

car (Iy+ M)(l;-M+M?) = [, + M3 = .

- Avec la matrice J dont tous les coefficients valent 1 (ordre 3) : J? = 3/, donc J¥ = 3% pour
k 2 1. La matrice A de la méthode précédente s'écrit A = J - I;, et ) commute avec -/, :

n

AN = Z (Z)]h(_l3)n—k - (_1)nl3 + % ; (Z)3k(_—|)n—k1 _ (-1)”I3 . 2 —3(—1) J

k=0

(car¥h_, (Z)3k(—1)”'k = 2"). Contréle : n = 2 donne I, +J = A + 21, ; et la formule reste vraie
pourn=-T:-ly+2)=2(A-1,).

Q Structures de matrices

8 Méthode : étudier un ensemble de matrices E = {M(x)} ou F = {M(a, b)}

1. Calculer M(x)M(y) et le reconnaitre : M(x)M(y) = M(x +y), M(xy), ... (E est alors stable).
2. Construire la bijection x — M(x) (injective : on lit x sur un coefficient). 3. Conclure
par transport de structure (ou montrer que E est un sous-groupe de GL_(R)) ; inverses et
puissances se lisent sur les parameétres.

Exemple : type examen : un groupe isomorphe a (R, +)
1 x X
2
Pour x € R, soit M(x)=|0 1 x| et E={M(x), x € R}.
0 0 1
1. Le produit ligne par colonne donne

2 2
y X
+ + =
Xy 3

T y+x = 1 x+y S-
MOOM() =0 1 yrx |=[0 1 xiy]|, soit [MEM(y)=M(x+y)|:
0 0 1 0 O 1

E est stable par x.

2. ¢ : x » M(x) est une bijection de R sur E : surjective par définition de E, injective car x
est le coefficient (1,2) de M(x). Et p(x + y) = @(x)@(y).

3. Par transport (appliqué a @' : E - R), (E,x) est un groupe commutatif isomorphe a
(R, +) : son neutre est M(0) = I, M(x)™" = M(-x), et M(x)" = M(nx) pour n € Z ; par exemple
M(1)'® = M(10), dont la premiére ligne est (1 10 50). L'équation X?> = M(4) a une seule
solution dans E, X = M(2) (M(2x) = M(4) < x =2).

4.t — M(Int) est un isomorphisme de (R*, x) sur (E, x) (composée de ln et de ).
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Exemple : type examen : un corps isomorphe a C

-b -2b

Pour (a, b) € R?, soit M(a, b) = (a b asbh

) et F = {M(a, b), (a,b) € R?}.

1. M(a, b) = al, + bj avecJ = (_11 _12), et J? = (_11 _+21 _22_+21) = -1,

2. M(a, b)+M(c,d) = M(a+c,b+d) et M(a,b)M(c,d) = acl2+(ad+bc)]+bdj2 = M(ac-bd, ad+bc)
: F est stable par + et par x, et x est commutative sur F.

3. ¢ : a+ib » M(a,b) est une bijection de C sur F (si M(a,b) = M(c,d), le coefficient (2, 1)
donne b = d, puis a = c), et, puisque (a + ib)(c + id) = (ac - bd) +i(ad + bc) :

p(z+2')=(2)+ ('), 0(zz') = @(2) p(2').

Par transport, | (F, +, x) est un corps commutatif isomorphe a (C, +,x) |;J = (i) « est » le nom-
bre i. .
4. Inverse : M(a,b)™" = cp(%) = azlsz(a,—b) (cohérent avec detM(a, b) = a® - b? + 2b? =

a? + b?). Puissances: (1+i)* = -4 et (1+i)® =16, donc M(1,1)* = -41, et M(1,1)® = 161,. Plus
généralement, 8 » M(cos 6, sin 8) est un morphisme de (R, +) dans (F*, x), et M(cos 6, sin 6)" =
M(cos n®, sin n6) (Moivre).

© Les piéges classigues

x Faux v Vrai

« pour le neutre, il suffit que x * e = x » il faut aussi e x = x : pour la loi x xy = y, tout
élément est neutre a gauche, et aucun n’est
neutre

«(xxy)y =x"xy' » (xxy)y =y *x': (fy-f3)" = fi' = f5, mais

f5' - f3' = f, (section 3)
« un élément régulier est symétrisable » | dans (N, +), 2 est régulier sans opposeé ; sur R,

pour \/x2 +y2, seul 0 est symétrisable

« une partie stable qui contient e est un | il faut aussi les symétriques : N est stable dans

sous-groupe » (Z,+), mais -1 ¢ N

« la réunion de deux sous-groupes est un | 2Z u 37 contient 2 et 3, mais pas 2+3 = 5;

sous-groupe » lUintersection, elle, est un sous-groupe

« Z[nZ est toujours intégre » seulement si n est premier: 2 x5 = 0 dans
Z]10Z2

«1/(a+by2)=1/a+1/(byJ2) » on multiplie par la quantité conjuguée :

1/(a + bV/2) = (a - by/2)/(a? - 2b?)

«AB =0 = A=00uB=0»;«une|(32)(237) = 0: My(R) nest pas intégre, et
matrice non nulle est inversible » ces matrices non nulles ne sont pas inversibles
(det = 0)

« (AB)? = A2B? »; « (A+B)? = A+2AB+B? » | vrai seulement si AB = BA ; sinon (AB)? = ABAB
et (A+B)? = A’ + AB + BA + B?
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«A2=I2 =>A=tlz»;«A2=O=>A=O» (?(1))2=I2 et (88)2=o
« det(A + B) = detA + det B » det(21,) = 4 # 2; en revanche det(AB) = detA x
detB
b\ " _(1/a1/b PR i} )
«(24) '(1/?1/01)» A 'ad-bc(-dc b), siad-bc#0

Maths Olympiad

@ Les astuces des concours

¥ Astuce de concours : une partie finie stable est un sous-groupe

Si H est une partie finie, non vide et stable du groupe (G, *), alors H est un sous-groupe. En
effet, pour x € H, les puissances x("), x12), ... sont dans H, qui est fini : il existe p < g tels que
xP) = x@, donc x9P) = e (régularité). Ainsi e € H, et x' = x9P") € H. Exemples: U, (stable
par x) ; le groupe des six fonctions f, (sa table montre qu'il est stable).

Y Astuce de concours : si x x x = e pour tout X, le groupe est commutatif

On a alors x" = x pour tout x, donc x*y = (x*y) =y X =y+*x. Exemple: latable de
{1,3,5,7} modulo 8 (section 1). Plus généralement, si (x * y)? = x? x y{?) pour tous x, y, alors
X*xyxXxy=XxxXxy=y, etensimplifiant a gauche par x et a droite pary: y = x = x * y.

Y Astuce de concours : le noyau d'un morphisme

Si f : (G, *) = (G, ®) est un morphisme, son noyau Ker f = f~'({e’}) est un sous-groupe de G
(section 5, point 3), et ‘f injective < Kerf = {e}‘ car f(x) = f(y) & flxxy)=¢ <

x*y' € Kerf. Exemples : le noyau de 8 — e'® est 2nZ ; celui de z ~ |z| est U ; celui de
z— z" sur C* est U, : trois sous-groupes obtenus sans calcul.

Y Astuce de concours : deviner l'isomorphisme

Pour une loi « affine » x xy = axy + bx + by + ¢, on cherche atel que x *y-a = a(x-a)(y-a):

alors f(x) = a(x-a) verifie f(x*y) = f(X)f(y). Exemple: x*y = 2xy-2x-2y+3 = 2(x-1)(y-1)+1

surl =1]1,+o0o[; f(x) = 2(x-1) est une bijection de I sur R* et f(x*y) = 4(x-1)(y-1) = f(x)f(y)

. “1(qy = 3 o) 1

: (1, *) est un groupe, de neutre f (11) =Z,etx' =f (m) =1+ )"
+X

Autres réflexes : pour %, essayer —* (section 6) ; et si a loi est « déguisée », de la forme

Xy = g‘1(g(x)®g(y)) (avec une racine, un logarithme, une exponentielle...), lisomorphisme
chercheé est g lui-méme.

W Astuce de concours : un anneau intégre fini est un corps

Si A est un anneau commutatif, unitaire, intégre et fini, et si a # 0, l'application x — ax est
injective (ax = ay = a(x-y) = 0 = x = y), donc bijective (ensemble fini) : il existe u tel
que au = 1. On retrouve que Z/pZ est un corps pour p premier (il est intégre par le lemme
d’Euclide).
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% Astuce de concours : la relation A’ - (a + d)A + (ad - bc)l, = O (ordre 2)

d 13
sous la forme A" = u A +v, I, avec des suites récurrentes. Exemple:

PourA = (‘Z b) le calcul donne A? = (a+d)A-(ad-bc)l,. On en tire l'inverse, et les puissances

(3 -2). 2 a1 _ 0 1
A_(1 0). A*=3A-21,, A _2(312 A)-(_% %

s AN _ . n+1 _ _ g _ - _ —
et SiA" =u A+v L, 0 AT = u,?(3A 21,)+v,A, soitu,,, =3u, +v, etv, , =-2u,avecu, =0,
V, = 1. Une récurrence immeédiate donne alors

At =(2"-1)A+(2-2")1, pourtoutn e N (et méme pourn =-1).
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@ L'essentiel du chapitre en une page

r

Lois de composition interne

interne: x,y € E = x+xy € E ; Astable: idem
dans A

neutre: x e =e* x = x (unique)

symétrique: x * X' = x" * x = e (unique si *
associative)

(x*xy) =y =x"; (x') =x ; symétrisable =
régulier

régulier:ax*x=ax*y = x =y (eta droite)
distributivité : x® (y*z) = (x® y) * (x® z) (et a
droite)

Groupes

associative, neutre e, tout éléement symétrisable
axx=b & x=a xb ; table finie = carré latin
X(M) s x(n) = x(men) (x<m>)‘”’ = XM} 2 ()
(Z,+), (R*, ), (C*, %), (U, x), (U, %), (ZnZ, +),
(S(E), )

Sous-groupes

Hz® et x,yeH=x=*y' €eH

sous-groupes de (Z,+): lesnZ,n e N
v,clUccC ; U, nU =U_.

H fini, non vide et stable = sous-groupe

Morphismes
fix=y)=f(x)® fly) = fle)=e', f(x)=f(x)
f(H) et f71(H') sont des sous-groupes
Kerf =f"({e’}) ; finjective < Kerf ={e}
ln, exp, 8~ €°, 2z |z|,z - 2"
Isomorphismes et transport
isomorphisme = morphisme bijectif ; f~' aussi
f : E — (F,®) bijective, f(x x y) = f(x) ® f(y)

= (E, ») groupe, neutre f'(e;), x' = f(f(x)")
X - £1{£)

= Xy . = Ixx
X*y = T+xy f(X)— 1-x

x*y-a=alx-a)y-a): f(x)=alx-a)

Anneaux

(A, +) groupe commutatif, x associative et
distributive

ax0=0 ; (-a)b=-ab ; binome siab = ba
intégre:ab=0=a=00ub=0
les inversibles forment un groupe (A", x)

Z|nZ et corps

ainversible <= aan=1;sinon(a=z0)
diviseur de zéro

corps: (K*, x) groupe ; un corps est sans diviseur
de zéro

Z[nZ corps < n premier ; Q, R, C, @(\/5)
1 _a-bf2

a+b/2 @*-2b2 '

Matrices d’ordre 2 et 3

C;; = L, a;xby; (ligne x colonne)

intégre et fini = corps

(M, (R), +,x) : anneau unitaire, ni commutatif, ni
intégre
(A+B)?>=A2+AB+BA+B? ; AB=0avecA,B=#0

Inverses
-1
a by _ 1 d -b) .
(c d) _—ad—bc(—c a)smd—bc;:o

ordre 3: résoudre AX =Y ; (AB)' =B A"
A2=qA+Bl,Bz0 = A= %(A—al)
ordre 2: A% = (a + d)A - (ad - bc)l,
Puissances

par récurrence, ou bindme si AB = BA (par
exemple Al + N)

N3=0:(I+N)"= l+nN+(;)N2, (I+N) " =1-N+N?
J (que des 1, ordre 3): Jk = 3% (R 2 1)
Structures de matrices

M(X)M(y) = M(x +y): (E, ) = (R, +), M(x)"" = M(-x)
M(a, b) = al + bj, J> = -1 : (F, +,x) corps = (C, +, x)
M(a, b)™" = =-M(a, -b)

az+b?

Bon courage ! La régularité bat le talent.
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

Notations : I : matrice unité; k: classe de k dans ZInZ:;anb,avb: PGCD, PPCM; x(" = x % - x x (n termes)
; |G| : nombre d’éléments de G.

@ Niveau | + Bases

Exercice 1 Lois et parties stables * corrigé p. 43

1. Loi interne ? a) % surz,sur@; b)x?+y?sur[0,1],surN; c) In(eX +e’)surR,, sur R_.

2. {n e N : n=1][4]}: stable pour x ? pour + ? Fonctions impaires de R dans R: pour +? - ? x ?

3. SurR, xxy = In(e* + €¥): montrer que » est commutative, associative, que tout réel est régulier,
mais qu’il n’y a pas de neutre. Calculer x(".

Exercice 2 Une loi qui cache l'addition * corrigé p. 43

on munit Rdelaloi x*y= {x3+y3.

1. Montrer que (R, *) est un groupe commutatif (neutre ? symétrique de x ?). Calculer x"), puis
résoudre x *2 =3 et X * X * X = 3.

2. Montrer que x est distributive par rapport a *, mais pas * par rapport a x.

3. R, est-il un sous-groupe de (R, ») ? Et{J/n, n € Z} ?

Exercice 3 Deux tables de Cayley * corrigé p. 43

1. Sur R*: f1(x) = X, £,(x) = =X, fy(x) = 1, f,(x) = -1. Dresser la table de - sur G = {f,, f,, f;, f,}; en
déduire que (G, -) est un groupe commutatif ot chaque élément est son propre symétrique.

2. Soit R =(9 ). Dresser la table de (H, ), H = {I,R, R, R*} : groupe commutatif (inverses ?).

3. Montrer qu’aucune bijection ¢ : G — H ne vérifie ©(f - g) = ©(f)p(g) pour tous f,g € G.

Exercice 4 Sous-groupes : vrai ou faux? * corrigé p. 44

H est-il un sous-groupe du groupe G ?

1.a)H = {2"3", nmez}, G = (Q%,x); b)H: rationnels g avec p, g impairs, G = (Q*,x); ¢)
H={x:|x| 21}, G=(R"x).

2. a) {a +bJ2, a,be Z}, puis {a+b\/§, a,be N}, dans (R, +); b){f : f(1) =0}, puis{f : f(1) =1},
dans (F(R, R), +).

3.a)H={e™, re@},G=(U,x); b)H={z:Re(z) >0}, G = (C",x).
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Exercice 5 Un groupe non commutatif * corrigé p. 44
Sur G = R?, on pose (a,b)*(c,d)=(a+c, be+d).
1. Montrer que (G, *) est un groupe non commutatif (neutre ? symétrique de (a, b) ?).

2. Résoudre (1,0) * X = (2,3), puis X = (1, 0) = (2, 3). Calculer (1,1)™ pour n € N*.
3. Montrer que les éléments commutant avec (1,0) forment un sous-groupe isomorphe a (R, +).

Exercice 6 Morphisme ou pas? * corrigé p. 44

L'application est-elle un morphisme de groupes ? Si oui, est-elle injective ? surjective ?

1. a) x » 27%, de (R, +) dans (R?, x) ; image de Z? b) z » Re(z) + Im(2), de (C, +) dans (R, +).

2. z+ 22, de (C*, x) dans (C*, x) ; images de U et de R* ?

3. A — detA, de (GL,(R),x) dans (R*,x) ; en déduire que SL,(R) = {A : detA = 1} est un sous-
groupe.

Exercice 7 Anneaux, inversibles, diviseurs de zéro * corrigé p. 44

1. Montrer que Z?, muni de (a,b) + (c,d) = (a + ¢c,b + d) et (a,b) x (c,d) = (ac, bd), est un anneau
commutatif unitaire non intégre. Inversibles ?

2. Dans Z/15Z : a) donner les inversibles et leurs inverses ; b) montrer que les autres éléments
non nuls sont des diviseurs de zéro ; c) résoudre 7x + 2 = 11, puis 6x = 9.

Exercice 8 Premiers calculs matriciels * corrigé p.4S
. _(2-7Y\ g=(11 _(2-4 ([ 0)
= = = =(011)
Soient A (1 1),B (02),N (1_2)etC (1“

1. Calculer AB et BA. Vérifier que A% - 3A + 3/ = 0; en déduire que A est inversible et calculer A™.
2. Calculer N? ; en déduire l'inverse de I + N et (I + N)" pourn € N.

a
3. Résoudre le systéeme CX =Y, ou X = e) en déduire que C est inversible et .

@ Niveau 2 - Bac

Exercice 9 Type examen national (1) : un corps sur R* *% corrigé p. 4S
Pour X,y € R, on pose x®y =e"*!"Y (aqutrement dit, x ® y = x'"Y).

1. Montrer que ® est commutative, distributive par rapport a x, et que In(x ® y) = Inxlny. En

déduire que (R, x,®) est un corps commutatif (zéro ? unité ? symétrique pour ® de x # 1 ?).
2. Montrer que (]1, +oo[, ®) est un groupe isomorphe a (R, x). Je, +oo[ en est-il un sous-groupe ?
3. Résoudre dansR*: a)x®x®x=e®; b)x®x=2®8.

Exercice 10 Type examen national (2) : un groupe de matrices * corrigé p.4S

Soient ) = (2:1)et, pour x € R, M(x) = I +(x - 1)) = (323 3%); E ={M(x), x € R*}.

1. Calculer /2, puis montrer que M(x)M(y) = M(xy) pour tous réels x, y.

2. Montrer que x = M(x) est un isomorphisme de (R*, x) sur (E, x) ; en déduire que (E, x) est un
groupe commutatif (inverse de M(x) ? controler avec det M(x)).

3. Calculer M(2)'°. Résoudre dans E : X3 = M(-8), puis X2 = I.
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4. Montrer quet —» M (et) est un isomorphisme de (R, +) sur un sous-groupe de E.

Exercice 11 Type examen national (3) : un corps de matrices * corrigé p. 46

Soient K = (223) et, pour a,b € R, M(a,b) = al + bK ; F ={M(a,b), (a,b) € R?}.

1. Calculer K2, puis montrer que M(a, b)M(c, d) = M(ac - bd, ad + bc).

2. Montrer que ¢ : a +ib — M(a, b) est une bijection de C sur F qui vérifie p(z + z') = ©(2) + ('),
©(zz') = p(2)p(z’') ; en déduire que (F, +, x) est un corps commutatif. Inverse de M(a,b) # 0 ?

3. On pose Q = M(1,\/§). Calculer Q3 et 02026,
4. Résoudre dans F : X? = -1, puis X% = Q. X = -I a-t-elle d’autres solutions dans M,(R) ?

Exercice 12 Type examen national (4) : dans Z/17Z * % corrigé p. 46

-2 - — — —
1. Justifier que Z/17Z est un corps. Vérifier que 6 = 2, puis résoudre x> =2 et x> -2x-1=0.
—k —k
2. Calculer 3 (1 < kR < 16). Montrer que R — 3 est un morphisme surjectif de (Z,+) sur
—k —
(Z/172)",x) et que 3 =3 « k=m[16].

—R — = —2j
3. RésoEdre (poser x =3 ) : x* = -1, puis x> = 2. Montrer que les carrés de (Z/17Z)* sont les 3 ! ;
x? = 3 a-t-elle des solutions ?

Exercice 13 Type examen national (5) : une loi sur C %% corrigé p. 47
OnmunitCdelaloi zxw=z+w+izw, etl'on pose p(z)=1+iz.

1. Verifier que ©(z * w) = @(z)p(w) ; en déduire que * est commutative et associative, de neutre
0, et que i est absorbant.

2. Soit E = C\ {i}. Montrer que ¢ est un isomorphisme de (E, ) sur (C*, x), donc que (E, *) est un
groupe commutatif. Symétrique de z ?

3. Montrer que le cercleT: |z-i| =1 et la demi-droite A = {iy, y < 1} sont des sous-groupes.

4. Résoudre l'équation z « z » z = 2j et placer ses solutions.

Exercice 14 Type examen national (6) : les nombres duaux * » corrigé p.47
Sur R?: (a,b)+(c,d) = (a+c,b+d) et (a,b)e(c,d) = (ac, ad +bc). Soient N = (5 1) et y(a, b) = al +bN.

1. Montrer que A = {al +bN, a,b € R} est un sous-anneau commutatif de M,(R) et que g : RZ - A
est bijective, avec w(u +v) = w(u) + w(v), (u @ v) = w(u)y(v) ; en déduire que (R?, +, ®) est un
anneau commutatif unitaire. Intégre ?

2. Montrer que (a, b) est inversible si et seulement si a # 0 (inverse ?), et que (a, b)" = (a”, na"’ b)
pour n € N*. Calculer (2,3)°.

3. Résoudre: X® X =(4,12); X®X =(0,0); X®X =(-1,0).

Exercice 15 Matrices circulantes d’ordre 3 * % corrigé p. 47
q 001
Soient P = ((1) 0 g), M(a,b,c) = al + bP + cP? et E = {M(a, b, c), (a,b,c) € R?}.

1. Calculer P?, P et écrire M(a, b, ). Montrer que ({I, P, P?}, x) est un groupe isomorphe a (U, x).

2. Montrer que E est un sous-anneau commutatif de M,(R); calculer (I +P+ Pz) (I - P). Intégre ?

3. Calculer linverse de | + P en résolvant un systéme, et vérifier qu’il appartient a E. Ecrire (I + P)3
et (I + P)® sous la forme al + bP + cP?.
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Exercice 16 L'anneau Z[\/7] ** corrigé p. 43
SoitA = {a +bJ7, a,b e Z} : pour x = a + by/7, on pose a(x) = a - by/7 et N(x) = x a(x) = a? - 7b2.

1. On admet que /7 & Q. Montrer que A est un sous-anneau de R et que o(xy) = a(x)o(y),
N(xy) = N(x)N(y).

2. Montrer que x est inversible dans A si et seulement si N(x) = 1 (raisonner modulo 7).

3. Soit € = 8 + 3\/7. Montrer que € est inversible, calculer €2 ; en déduire que A a une infinité
d'inversibles. 3 ++/7 est-il inversible dans A ?

) Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Le groupe des symétries du carré * * * corrigé p. 438

Soient R = (97), S =(3 %) et D lensemble des matrices d’ordre 2 a coefficients dans {-1,0, 1}
ayant un seul coefficient non nul par ligne et par colonne.

1. Montrer que D = {I,R,R?,R*, S, RS, RS, R3S} (8 éléments) ; interpréter chaque X € D comme une
isométrie conservant le carré de sommets (x1,+1).
2. Vérifier que SR® = R™*S pour k € Z ; en déduire que (D, x) est un groupe non commutatif.

3. Déterminer les X € D tels que X?> = | et X # I. Montrer que {I,R,R? R}, {I,R%,S,R?S} et
{I,R?,RS, R3S} sont des sous-groupes de D.

Exercice 18 Sous-groupes de Z etde Z/nZ * ** corrigé p. 43

1. Soient a,b € N*. Montrer que aZ + bZ = {au + bv, u,v € Z} est un sous-groupe de Z égal a
(a A b)Z (on retrouve Bézout), et que aZn bZ = (a v b)Z.

2. Soientn =2, m: k — k, de (z,+) sur (Z|nZ,+), et H un sous-groupe de Z/nZ. Montrer que
m'(H) = dZ pour un diviseur d > 1 de n, que H = ri(dZ) et que (dZ) a % éléments. Combien
Z[nZ a-t-il de sous-groupes ? Donner ceux de Z/127Z.

3. Soit k € Z. Montrer que {mE, m e Z} = n((k A n)Z) ; en déduire que tout élément de Z/nZ est

multiple de k si et seulement si kA n = 1. Multiples de 8 dans Z/12Z ?

Exercice 19 L'anneau M,(Z) et le groupe SL,(Z) * ** corrigé p.49
M,(Z) désigne le sous-anneau de M,(R) formé des matrices a coefficients entiers.

1. Montrer que det(AB) = detAdet B, et que A € M,(Z) a un inverse dans M,(Z) si et seulement si
detA = +1. Inverser dans M,(2), si possible: (33),(4%). (%2).

2. En déduire que SL,(Z) = {A € M,(Z) : detA = 1} est un groupe pour x.

3. SoientS=(974),T=(}1)etU=ST. Calculer S%, T" (n € Z), U. Plus petits n > 1 tels que S" =1,
un=17?

4. Déterminer les matrices de SL,(Z) qui commutent avec T. Le groupe SL,(Z) est-il commutatif ?

Exercice 20 Equations du second degré dans M,(R) #* % corrigé p. 49
Pour X = (‘C’ 3), onnotet=a+d etd=ad-bc;on rappelle (et U'on vérifiera) que X% - tX + 6/ = 0.

1. Montrer que X est diviseur de zéro (X # 0, XY = 0 avec Y # 0) si et seulementsiX #0 et = 0.
2. Montrer que X2 =0 < t=56 =0, et décrire ces matrices.
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3. Montrer que les solutions de X2 = X sont 0, | et les matrices telles quet=1et 6 = 0.
4. Résoudre X2 = |. Comparer avec 'équation x> = 1 dans un corps.

Exercice 21 Anneaux de Boole * * x corrigé p.49
Un anneau unitaire (4, +, x) est dit de Boole si x> = x pour tout x € A.

1. Montrer que x + x = 0 (développer (x + x)?), puis que A est commutatif (développer (x + y)?).

2. Montrer que x(1 - x) = 0 ; en déduire que si A est intégre, alors A = {0,1}. Pour quels n > 2
'anneau Z/nZ est-il de Boole ?

3. Soit E un ensemble; on pose XeY = (XuY)\ (XnY). AlaidedeX ~ Xy (X : E = Z[2Z vaut
1 sur X, 0 ailleurs), montrer que (P(E), ®,n) est un anneau de Boole (on admet que F(E, Z/2Z)
est un anneau pour les lois point par point).

Exercice 22 Les éléments d’ordre 2 d’un groupe fini * * % corrigé p. S0
Soit (G, ) un groupe fini de neutre e ; on note x? = x * x.

1. On suppose |G| pair. En groupant chaque élément avec son symétrique, montrer qu'il existe
xzetelque x? =e.

2. Onsuppose x? = e pour tout x. Soient H # G un sous-groupe, a ¢ H, aH = {axh, h € H}. Montrer
que Hu aH est un sous-groupe a 2|H| éléments ; en déduire que |G| est une puissance de 2.

3. Vérifier que x2 = 1 pour les 8 inversibles x de Z/24Z. Existe-t-il un groupe a 6 éléments ol
x? = e pour tout x ?

Exercice 23 Sous-corps de R * * corrigé p. S0

Un sous-corps de R est un sous-anneau K de R tel que % € K si x € K*; exemple (cours) :

@(\/5) = {a +bJ/2, a,be @}. On admet que /2, /3, /6 ¢ Q.

1. Montrer que tout sous-corps de R contient @, et que s'il contient /2, il contient @(\/5)
2. Montrer que v/3 ¢ Q(v/2), puis que @(v2) n @(y/3) = @.

3. Soit L = {u+v 3, u,ve@(ﬁ)} = {a+b\/§+c 3+dy6, a,b,c,d e@}. Montrer que L est un
1

sous la forme
14/2+/3

sous-corps de R (vérifier que u? - 3v? = 0 si (u,v) # (0,0)), et écrire

a+b\/§+c 3+d\/€.

@ Niveau § - Concours

Exercice 24 Ordre d'un élément * % * % corrigé p. S0
Dans un groupe (G, -) de neutre e, 'ordre w(a) de a est le plus petit n € N* tel que a" =e.

1. Soit a d’ordre n. Montrer quea™ = e < n | m(m € 2), que {a*, k € 7} = {e,q,...,a" "}
(éléments distincts) et que w (a®) = L (k 2 0).

2. On suppose G commutatif, w(a) = m, w(b) =n et m A n = 1. Montrer que w(ab) = mn.

3. SoientA=({ 1) etB=(79). Montrer que w(A) = w(B) = 2, mais que AB n’est pas d’ordre fini.

4. Dans ((Z/312)*, ), calculer w (E), w (5), w (—1), puis trouver un élément d'ordre 30. Conclure.
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Exercice 25 Le théoréme de Lagrange * x % % corrigé p. S|
Soient (G, -) un groupe fini, H un sous-groupe et, pour x € G, xH = {xh, h € H}.

1. Montrer que |xH| = |H|, et que si xH nyH # @, alors xH = yH. En déduire que |H| divise |G|.
2. Montrer que w(a) | |G| et a!®! = e (exercice 24) ; en déduire le petit théoréme de Fermat.
3. Si |G| = p premier et a # e, montrer que k — a® est un isomorphisme de (Z/pZz, +) sur G.

12 _18 —
4, Calculer2 et2 dansZ/37Z;en déduire, sans autre calcul, 'ordre de 2.

Exercice 26 Les ordres finis dans SL,(Z) * % %% corrigé p. S|
Soit A € SL,(Z), A # I, de trace t : A? = tA - | (exercice 20). Soit uy = 0, u, = 1, U, = tu, - U, ,.

1. Montrer que A® = u,A-u, .l pour k € N*, puis que A" = | < (u,=0etu, ,=-1)

2. Si |t] 2 3, montrer que |u,,,| > |u,| (R € N) : A n’est pas d’ordre fini ; de méme si t = +2.

3. Etudiert €{-1,0,1}; en déduire que les ordres finis dans SL,(Z)sont 1,2,3,4,6 (exemples ?).

Exercice 27 Les sous-groupes de (R, +) * % * % corrigé p. S|
Soit H # {0} un sous-groupe de (R, +). On pose H" = Hn]0, +oo[ (non vide : pourquoi ?) et a = infH".
1. Si a > 0, montrer que a € H (sinon, trouver h,h’ € H tels que a < h’ < h < 2a), puis que H = aZ.

2. Si a = 0, montrer que tout intervalle ]x, y[ (x < y) rencontre H : H est dense dans R.
3. Montrer que Z ++/2 Z est dense, puis que tout ]x, y[c R* contient un 2™3" (m,n € 2).

Exercice 28 Le centre de M,(R) * * x corrigé p. S2
Pour A € M,(R), on note C(A) = {M € M,(R) : AM = MA} (commutant de A).

1. Montrer que C(A) est un sous-anneau de M,(R) contenant les x/ + yA (x,y € R).

2. Montrer que les matrices commutant avec toutes les autres sont les Al (tester E,, = (J¢) et
Ey = ((1) 8))'

3. Si A # Al, montrer que C(A) = {xI + yA, x,y € R}. C(K) (exercice 11) ? C(N) (exercice 14) ?

Exercice 29 Les éléments nilpotents d’'un anneau * % x % corrigé p. 52
Dans un anneau unitaire A, x est nilpotent s'il existe k € N* tel que x* = 0.

1. Si x® = 0, montrer que 1 - x et 1 + x sont inversibles, et, si y est nilpotent et xy = yx, que xy et
x +y sont nilpotents.

2. Dans M,(R), montrer que N nilpotente = N? = 0 (exercice 20), et que E,,, E,, (exercice 28) sont
nilpotentes, mais pas E,, + E, .

3. Montrer que x est nilpotent dans Z/nZ si et seulement si tout premier divisant n divise x.
Nilpotents de Z/72Z ? Inverse de 7 dans Z/72Z (utiliser 1) ?

Exercice 30 Corps finis : quatre oui, six non * x % % corrigé p. 52
Soit (K, +,x) un corps fini ; on note R+ x = x + - + x (kR termes, k € N*).

1. Montrer qu'il existe un plus petit p 2 2 telque p-1 =0, qu'il est premier, et que p-x = 0 (x € K).

2. Si p = 2, montrer que |K| est une puissance de 2 (exercice 22) ; sinon, que x+x =0 = x = 0 et
que |K| est impair. Existe-t-il un corps a 6 éléments?2 a 10 ?

3. Matrices a coefficients dans Z/2Z (notés 0, 1) : soient A = (? y ) et K, = {O,1,A, 1 + A}. Calculer
A2, A(l + A), dresser les tables de K, et montrer que c’est un corps commutatif. Montrer que
(K, \ {0}, x) = (Z/3Z, +), mais que (K,, +) # (Z]4Z, +).
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

@ Lois de composition interne

Un contre-exemple numérique suffit pour réfuter la commutativité ou l'associativité ; pour les
établir, il faut un calcul littéral. « Symétrique unique » et « symétrisable = régulier » supposent
l'associativite.

Exercice 31 Quatre lois, quatre profils * corrigé p.S3

On note R, = [0, +oo[ et l'on considére les quatre lois :
xxy = x+y+x2y? surR,  xey=|x-y| surR,,  zew=zw surC,  x®y=max(x,y) surR,.

1. Pour chacune, étudier la commutativité et I'associativité, et chercher un élément neutre (pour
@ : un neutre a droite, un neutre a gauche).

2. a) Montrer que x € R est symétrisable pour * si et seulement si x < 3%/2’ et que -1 admet deux
symétriques. b) En factorisant (y + x>y?)-(z + x*z?), montrer que 0 est le seul élément régulier
pour *,

3. Pour @ : montrer que tout élément est symétrisable, mais que 0 est le seul élément régulier.
Pour ® : déterminer les éléments symeétrisables et les éléements réguliers. Pour o : déterminer
les éléments réguliers.

4. Quelles propriétés du cours les questions 2 et 3 semblent-elles contredire ? Résumer ['étude
dans un tableau.

Exercice 32 Parties stables: oui ounon? * corrigé p. 53

1. Soitj = e?™3 et £ = {m? + mn +n?; (m,n) € Z?}. a) Vérifier que |m - nj|?> = m* + mn + n?, puis
montrer que E est stable pour la multiplication. b) Vérifier que 7 et 13 appartiennent a E, et
en déduire deux écritures de 91 sous la forme m? + mn + n> avec m, n € N. c) E est-il stable
pour l'addition ?

2. Dans l'ensemble des fonctions de R dans R, montrer que F = {f ; Vx € R, f(x+ 1) = f(x) + 1}
est stable pour -, mais pas pour +; vérifier que E et x — x + sin(2mx) sont dans F.
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Exercice 33 Lesloisx*y=ax+by+c xx% corrigé p. S4
Soit a, b, c trois réels. On munit R de la loi définie par x = y = ax + by + c.
1. Montrer que * est commutative si et seulement si a = b.

2. a) Montrer que (x*y)xz-x(y»z) = (a* - a) x+(b - b?) z+(a-b) c pour tous réels x, y, z. b) En
déduire que = est associative si et seulement sia®> = a, b> = b et (a-b)c = 0. c) Ecrire toutes
les lois associatives de cette forme (quatre familles).

3. Montrer que * admet un élément neutre si et seulement si a = b = 1, et préciser ce neutre. En
déduire les lois de cette forme qui font de R un groupe, et le symétrique de x.

4. Application. La loi x = y = 3x + 3y - 2 est-elle associative ? Calculer (0« 0)* 1 et 0« (0 *1).

Exercice 34 PGCD et PPCM comme lois * corrigé p. S4

Pour a, b € N*, on note a A b leur PGCD et a v b leur PPCM : ce sont deux lois internes sur N*. On
rappellequed |anb < (d|aetd|b)etqueavb|m < (a|metb| m).

1. Montrer que A et v sont commutatives et associatives, etqueana=ava=a.

2. a) Montrer que (N*, v) posséde un élément neutre, mais pas (N*, A). b) Déterminer les éléments
symétrisables de (N*,v). c) Montrer que 1 est le seul élément régulier de (N*,v), et que (N*, A)
n'a aucun eélément regulier.

3. a) Montrer que, pour tous réels x, y, z :
min (x, max(y, z)) = max( min(x, y), min(x, z)), max (x, min(y, z)) = min ( max(x, y), max(x, z)).

b) A l'aide des décompositions en facteurs premiers, en déduire que A est distributive par
rapport a v, et v par rapport a A. Vérifier pour a =12, b = 18, ¢ = 20. c) A est-elle distributive
par rapport a + ?

Exercice 35 Lesloisx *y =axy +b(x+y)+c ***x corrigé p.SS
Soit a € R*, b, c € R, et la loi commutative définie sur R par x « y = axy + bx + by + c.

1. Montrer que (X *y)*Z-Xx*(y *x2) = (b2 -b- ac) (x - z), et en déduire que * est associative si et
seulement si b? - b = ac.

2. On suppose b? - b = ac et 'on pose ((x) = ax + b. a) Montrer que ¢ est une bijection de R sur
R et que @(x * y) = ©(x) p(y) pour tous réels x, y. b) En déduire que * posséde un neutre e et
un élément absorbant w (x * w = w pour tout x), et que x est symétrisable si et seulement si
X # w. Donner e, w et le symétrique x’ de x. c) On pose x(" = x et x(™" = x(" « x. Montrer que
Xt = % pour tout n € N*.

3. Application: x *y = 2xy - 3x - 3y + 6. a) Vérifier que * est associative ; donner e, w et x’. b)
Résoudre x * x * X = 15. ¢) Montrer que [1,2] est stable pour * et que ]%,wo[, muni de *, est
un groupe.

Maths Olympiad 0



Chapitre 11+ Structures algébrigues 2° Bac Sciences Mathématiques

Exercice 36 Loi associative sur un ensemble fini * * x corrigé p. 56

Soit E un ensemble fini a N 2 1 éléments, muni d’une loi associative *. Pour x € E, on pose x' = x
et X1 = x® « x; on admet que x™ % x" = x™" pour tous m, n € N*,

1. Soit x € E. Montrer qu'il existe deux entiers p > 1 et g 2 1 tels que xP*9 = xP.

2. Montrer que x"**9 = x" pour tout entier n > p et tout k € N. En déduire que y = xP9 vérifie
y *y = y : tout ensemble fini muni d’une loi associative contient un élément idempotent.

3. Exemple : E = Z/12Z muni de x. Déterminer ses idempotents. Pour x = 2 et x = 3, calculer les
puissances de x, les plus petits p, g convenables et xP9.

4. On suppose de plus que E a un élément neutre e et que tous ses éléments sont réguliers. a)
Montrer que e est le seul idempotent de E. b) En déduire que (E, *) est un groupe.

5. Application : E = {T,f,...,ﬁ} c Z/11Z, muni de la multiplication. Montrer, sans calculer

d’inverse, que (E,x) est un groupe. Calculer les puissances successives de 2 et en déduire
Uinverse de 2.

€ Groupes et sous-groupes

Pour un groupe, on vérifie dans l'ordre : loi interne, associativité, neutre, symétriques. Pour une
partie H d’un groupe connu, on préfére la caractérisation: H # @ et x * y’ € H pour tous x, y € H.
Exercice 37 Groupe ou pas? * corrigé p. S6

Lensemble muni de la loi indiquée est-il un groupe ? Si oui, préciser le neutre, les symeétriques
et la commutativité ; sinon, dire ce qui est en défaut.

1. Lensemble I des entiers impairs, munide xey = x+y-1.
. Xy ]
2. 10, +oo[, munide x® y = Xey (on pourra calculer ;).

3. Z,munide x*y =x+(-1)“y.

a) Justifier que (-1)*"Y = (=1*Y pour tous x, y € Z, puis que * est associative.

b) Montrer que (Z, *) est un groupe ; donner le symétrique de x selon la parité de x. Est-il
commutatif ?

c) Résoudre dans Z les équations 3 * X = 10 et X = 3 = 10.

Exercice 38 Tables de groupes a quatre éléments * corrigé p. 57

On rappelle (cours) que, dans la table d’un groupe fini, chaque élément apparait exactement une
fois dans chaque ligne et dans chaque colonne. Soit G = {e, a, b, c} un groupe a quatre éléments
distincts, de neutre e.

1. On suppose a*a = b. a) Montrerquea*b =cetaxc=e. b)Enécrivantb = a? et c = a’,
dresser la table compléte de G. Ce groupe est-il commutatif ?

2. Onsupposea+a=b+b=cx*c=e. Montrer que a *b = c, puis dresser la table de G.

3. En déduire que tout groupe a quatre éléments a, aprés un éventuel changement de noms, l'une
des deux tables précédentes (dites cyclique et de Klein).
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4. a) Dans Z/10Z, on pose P = {E,Z,g,g}. Dresser la table de multiplication de P et montrer que

(P, x) est un groupe. Quel est son neutre ? Quel est le symétrique de 2 ? Quel est son type ?

b) Dans Z/20Z, on pose K = {1,9, 1 ‘I,E}. Dresser la table de multiplication de K, montrer que
(K, x) est un groupe et préciser son type.

Exercice 39 Sous-groupes de (C*,x) *% corrigé p.S7

1. Lesquelles des parties suivantes sont des sous-groupes de (C*, x) ? Décrire géométriquement
AetB.

A={zecC";z*eR:}, B={zeC;z*eR}, C={zeC;|zlcq},
D={a+ib; (a,b) € @*\{(0,0)}}, F={zeU;Imzz0}

2. Soit H et K deux sous-groupes d’un groupe (G, *). a) Montrer que Hn K est un sous-groupe de
G. b) Montrer que HUK est un sous-groupe de G si et seulement si H c K ou K c H. c) Vérifier
directement que U, u U, n’est pas un sous-groupe de C".

3. SoitU_ ={z€ C; 3n € N*, Z" = 1}, réunion de tous les U,. Montrer que U_ est un sous-groupe

de (U, x), distinct de U (on admet que m est irrationnel). Pourquoi cela ne contredit-il pas 2.b)
?

Exercice 40 Les isométries de la droite * % corrigé p. 58

Pour a € R, on définit sur R les applications t_(x) = x + a (translation) et g, (x) = a - x (symétrie de
centre 7), et l'on pose G ={t,; a € Rju{o,; a € R}

1. a) Montrer que, pour tous réels a, b : Ata 2ty =t L0, =040 .oa -t = ga_b, 'oqo o, fta-b-
b) Montrer que t,=t, ouo, =0, entraine a = b, et qu'une translation n'est jamais égale a une

symetrie.
2. a) En déduire que (G, -) est un groupe (sous-groupe du groupe des bijections de R) ; préciser
les réciproques de t_ et de o,. Est-il commutatif ? b) Déterminer les f € G tels que f - f = id.

3. Montrer que l'ensemble T des translations t_ est un sous-groupe de G isomorphe a (R, +), et
que H = {t,,, 0,,.,; R € Z} est un sous-groupe de G. L'ensemble {0, ; a € R}u {id} est-il un
sous-groupe de G ?

ar

4. Retour a l'exercice 37. Pour x € Z, on pose ®(x) = t, si x est pair et ®(x) = 0, si x est impair, de
sorte que d(x)(y) = x + (-1)*y pour tout réel y. a) Montrer que ® est une bijection de Z sur H
et que O(x * y) = D(x) - D(y), ol * est la loi de I'exercice 37 (question 4). b) En déduire, sans
nouveau calcul, que (Z, ) est un groupe non commutatif, isomorphe a (H, ).

Exercice 41 Le groupe des similitudes * » x corrigé p. S9
Poura e C"etb € C,onnote s, 'application de C dans C définie par sa’b(z) =az+b,etS =
{sa’b ;aeC, be C}.

1. a) Montrer que Sab *Scd = Sac, adb? puis que Sqp €St UNE bijection de C; préciser sa réciproque.

b) En déduire que (S, -) est un groupe. Est-il commutatif ? c) Montrer que s, = s, entraine
a=cetb=d.

2. Montrer que T = {51 b D€ C} (translations), H = {sao; ae F} et/ = {sab; la| = ‘I} sont des

sous-groupes de S. Lensemble {sab i lal=1,az# 1}u{id}, formé des rotations et de lidentite,
en est-ilun ?
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3. Pour feS,onposeC(f)={geS; g-f=f-g}(commutant de f). a) Montrer que C(f) est un
sous-groupe de S. b) Déterminer C(t) pourt = s, ., puis C(r) pour r = s; . c) En déduire que
l'identité est le seul élément de S qui commute avec tous les autres.

Exercice 42 Le groupe des périodes d’'une fonction * * * corrigé p. S9

Pour une fonction f : R —» R, on note Py = {TeR;Vx eR, f(x+T)=f(x)} 'ensemble de ses
périodes (0 compris).

1. Montrer que P, est un sous-groupe de (R, +).

2. Déterminer P; dans chacun des cas : a) f =cos; b)f=cos®; c) f(x) = x-E(x); d) f=1,
(f(x) = 1six e, f(x) = 0sinon).
3. Soit ((x) = cos % +COS % a) Montrer que, si T € Py alors cos"?T = Cos "?T = 1. b) En déduire

que P, = 4Zn10Z, puis déterminer Py

4. Soit w(x) = cos x +cos (\/f ) Montrer que P, = {0} : une somme de deux fonctions périodiques
n'est pas toujours périodique.

€ Morphismes et isomorphismes

Un morphisme envoie le neutre sur le neutre, un symétrique sur le symeétrique, un sous-groupe
sur un sous-groupe. Pour montrer qu’une loi « exotique » fait de E un groupe, on cherche une
bijection qui la transforme en une loi connue : c’est le transport de structure.

Exercice 43 Noyaux etimages * corrigé p. 60

Pour un morphisme f de (G, *) dans (G, ®), de neutres e et e’, on note N, = {xeG; f(x)=e}son
noyau ; on rappelle (cours) que N, est un sous-groupe de G, et que f est injectif si et seulement
si N = {e}. Pour x, y réels, on pose e**V = e e/,

1. Les applications suivantes sont-elles des morphismes de groupes ? Pour chaque morphisme,
déterminer le noyau et 'image, et dire s'il est injectif, surjectif, bijectif.

a) fi 1 (R#) = (€,x), tm e ) f, 1 (C4) = (C%), z> &%
) f;:(Z,4) = (R, %), k> (-1)%; d) f, 1 (€ x) > (C,x), z Z/z.
2. En déduire que 3 = {e(")"; t € R}, 2inZ, R* et 2Z sont des sous-groupes de groupes que l'on
précisera. Représenter 3 dans le plan complexe.
Exercice 44 Transport par la tangente * corrigé p. 60
Soit | = ]—g, %[. Pour x,y € I, on pose x *y = arctan(tan x +tany).

1. Justifier que * est une loi de composition interne sur I, et que tan est une bijection de I sur R
telle que tan(x = y) =tan x + tany pour tous x, y € I.

2. En déduire que (I, *) est un groupe commutatif ; préciser son neutre et le symétrique de x.
3. Calculer ¥« . On note x(" = x « x » -« x (n facteurs) : montrer que x" = arctan(n tan x).

4. Résoudre dans I 'équation x = X * x = %

5. Montrer que H = {arctan k ; k € Z} est un sous-groupe de (I, *), et que J = [0, g[ est stable pour
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* sans étre un sous-groupe.

Exercice 45 Une loisur]0,1[ ** corrigé p. 6l
Xy X
xy+(1-x)(1-y) 1-x
1. Montrer que * est une loi de composition interne sur I, que f est une bijection de [ sur ]0, +oo[
(préciser f~1) et que f(x * y) = f(x) f(y) pour tous x, y € I.

Soit 1 =10, 1[. Pour x,y €1, 0n pose X *y = et 'on consideére f(x) =

2. En déduire que (I,*) est un groupe commutatif. Déterminer son neutre et montrer que le
symeétrique de x est 1 - x.

n

3. On note x{M = x % x (n facteurs). Montrer que x = —, puis étudier lim x" selon

X"+ (1 -x) n—+co
les valeurs de x. Résoudre 'équation x * x x x = g

4. Montrer que Q n [ est un sous-groupe de (I, *).

Exercice 46 Morphismes définis sur Z et sur Z/nZ % corrigé p. 6l

1. Soit (G, *) un groupe de neutre e, et a € G. Montrer que @, : R a® est un morphisme de (7, +)
dans (G, *), et que c’est le seul morphisme @ tel que @(1) = a.

2. En déduire tous les morphismes de (Z, +) dans lui-méme, puis tous les isomorphismes de (Z, +)
sur lui-méme.

3. Soitn > 2 et w € C*. a) Montrer que la formule w (k) = wk définit une application de Z/nzZ
dans C* (indépendante du représentant k choisi) si et seulement si w” = 1. b) Montrer que
est alors un morphisme de (Z/nz, +) dans (C*, x). ¢) Montrer que tout morphisme de (Z/nz, +)
dans (C*, x) est de cette forme. Combieny en a-t-il ?

4. Soit w = e?*/" qvec 0 < k< n-1. a) Montrer que p,, estinjectif si et seulementsikAn =1. b)

En déduire que y,, est alors un isomorphisme de (Z/nZz,+) sur (U,, x). c) Combien existe-t-il
d'isomorphismes de (Z/12Z,+) sur (U,,, x) ? Les décrire.

Exercice 47 Laloi du sinus hyperbolique * * x corrigé p.62

On munit R de la loi x*y = x\/1 +y2+yy/1+ x2, etl'on pose, pourt € R: sht = et'ze_t et cht= %

1. Montrer que \/1 +sh®t = cht et que sh(s +t) = shscht+chssht pour tous réels s, t.

2. a) Montrer que sh est une bijection de R sur R, de réciproque ¢ : x - ln(x +/1 +x2). b)
Montrer que sh(s +t) = (sh s) = (sht), puis que @(x * y) = @(x) + @(y).

3. En déduire que (R, *) est un groupe commutatif isomorphe a (R, +) ; préciser son neutre et le
symétrique de x.

4. a) Calculer 11 et vérifier que ¢ (%) =[n2. b) On note x{™ = x « - x (n facteurs). Montrer que

(n) . . .
x(" = sh (n p(x)) et calculer (%) . €) Résoudre 'équation x * x = 1.

5. Montrer que x = Xx ++1 + x2 est un isomorphisme de (R, *) sur (Rj,x).
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Exercice 48 Isomorphes ou non? corrigé p.62

Soit f un isomorphisme d’un groupe (G, *) sur un groupe (G, ®), de neutres e et e’. Pour n € N* et

X € G, on note x{™ = x x--« x (n facteurs), et de méme dans G’ (dans un groupe noté additivement,
(M = nx)

x\" = nx).

1. Montrer que : a) G est commutatif si et seulement si G’ l'est; b) f réalise une bijection de
A, ={xeG; x"=e}surA ={yeG'; y =e'}; c)sitout élément de G est un « carré » (pour
tout y € G, il existe x € G tel que y = x * x), il en est de méme dans G'.

2. En déduire que les groupes suivants ne sont pas isomorphes :
a) (U,x) et (R,+); b)(C,x)et(R*,x); ¢)(Z+)et(Q,+);
d) (Q,+) et (@7, x), alors que (R, +) et (R?, x) sont isomorphes ;
e) (Z,+) et le groupe (Z, *) de I'exercice 37, 00 x * y = x + (-1)*y.

3. On note G,, l'ensemble des éléments inversibles de (Z/20Z,x). a) Montrer que (G,,, x) est

un groupe commutatif a 8 éléments, et résoudre dans G, l'équation x2 = 1 (exercice 38). b)
Montrer que (Z/8Z,+) et (U, x) sont isomorphes, mais qu’aucun des deux n'est isomorphe a

(Gzor x).

@ Awvneaux et corps

Anneaux de nombres, de fonctions ou de classes : axiomes, inversibles, diviseurs de zéro, sous-
corps.

Exercice 49 Les entiers de Gauss * corrigé p. 63
On note Z[i]={a +ib, (a,b) € 7%} et, pour z € C, N(z) = | z|%.

1. Montrer que Z[i] est un sous-anneau de (C, +, x), commutatif, unitaire et intégre.

2. Veérifier que N(a +ib) = a® + b?> € N et que N(zz') = N(z) N(z') pour tous z, z' € Z[i].

3. Montrer que z € Z[i] estinversible dans Z[i] si et seulement si N(z) = 1. En déduire les éléments
inversibles de Z[i]. Uanneau Z[i] est-il un corps ?

Exercice 50 Changer la multiplication de 27 * corrigé p. 63

On sait (cours) que (27, +,x) est un anneau commutatif non unitaire. Pour a, b € 27, on pose

G®b=?.

1. Montrer que @ est une loi interne sur 2Z, commutative, associative, distributive par rapport a
+, avec un élément neutre a préciser: (27, +,0) est un anneau commutatif unitaire.

2. Montrerque f : a ~ % est une bijection de 2Z sur Z telle que f(a+b) = f(a) + f(b) et f(ae b) =
f(a)f(b). En déduire que 'anneau (27, +, ®) est intégre et déterminer ses éléments inversibles.
Est-ce un corps ?

3. Résoudredans2Z: a)6ox=12; b)4ox=10; c)xox=18; d)xoxex =-16.

4. Montrer qu’'aucune bijection h : 2Z — Z ne vérifie h(a+b) = h(a) + h(b) et h(ab) = h(a)h(b) pour
tous a, b : les anneaux (27, +, x) et (Z, +, x) ne sont pas isomorphes (les groupes (27, +) et (Z, +),
eux, le sont).
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Exercice 51 L'anneau des nombres décimaux * % corrigé p. 64

On note D = {%, ae”Z ne N} 'ensemble des nombres décimaux.
1. Montrer que D est un sous-anneau de (Q, +, x). Est-il intégre ?
2. Soit x = g un rationnel écrit sous forme irréductible (p € Z, g € N*). Montrer que x € D si et

Z 3

seulement si g est de la forme 295F (a, B € N). Les rationnels S

et % sont-ils décimaux ?

3. Montrer que les éléments inversibles de l'anneau D sont les nombres #2958, avec a, B € Z.
Donner l'inverse dans D de 0,8 et de 0,016. D est-il un corps ?

Exercice 52 L'anneau des fonctions continues * % corrigé p. 64

On note C l'anneau (commutatif, unitaire) des fonctions continues de R dans R ; son zéro est la
fonction nulle 6, son unité la constante 1.

1. Inversibles. Montrer que f € C est inversible dans C si et seulement si f ne s'annule pas, et
gu’une telle fonction garde un signe constant.

2. Diviseurs de zéro. a) On pose f(x) = max(0, 1 - |x|) et g(x) = max(0, 1 - |x - 2|). Tracer l'allure
de f et g, puis vérifier que fg = 8. b) Soit f € C, f # 6, nulle sur un intervalle ]a, b[ (a < b).
Construire g € C, g # 6, telle que fg = 6. c) Réciproquement, soit f, g € C telles que fg = 6 et
g # 6. Montrer que f est nulle sur un intervalle ouvert non vide. Les fonctions x - x% -1 et
sin sont-elles des diviseurs de zéro ?

Exercice 53 Les entiers de Gauss modulo p * * * corrigé p. 64

Soit p premier. On admet que l'ensemble K, des a+bi (a, b € Z/pZ), muni des lois de C calculées
modulo p (par exemple (a + bi)(c + di) = (ac - bd) + (ad + bc)i), est un anneau commutatif unitaire
a p? éléments. On pose zZ = a - bi et N(z) = a® + b?.

1. Verifier que zz = N(z) et que N(zz') = N(2)N(Z').

2. Montrer que K, est un corps si et seulement si 'équation x> = -1 n’a pas de solution dans
Z|pZ.

3. Casp = 3. Montrer que K, est un corps a 9 éléments et calculer l'inverse de 1+i. Calculer (1 +)?,
(1+i)* et (1+1)®; montrer que les huit éléments non nuls de K, sont les (1 + i, 0<sk<7.

4. Cas p = 5. Calculer (2 +i)(2 - i). Déterminer les z € K, tels que N(z) = 0, puis le nombre
d'inversibles de K.

Exercice 54 Le corps Q(v/2) *%* corrigé p.6S
On pose a = /2 et Q(a) = {a + ba + ca?, (a,b,c) € @%}.
1. Soit (a, b, c) € Z3 tel que a® + 2b3 + 4¢3 = 6abc. Montrer que a est pair et que (b, , %) vérifie la

méme relation. En déduire que a = b = ¢ = 0 (prendre une solution non nulle avec |a| +|b]| +|c|
minimal).

2. Verifier que, pour tous rationnels a, b, c :

(a+ba+ca?)[(a® - 2bc) + (2¢% - ab) a + (b? - ac) a?] = a® + 2b® + 4¢3 - 6abc.

3. En déduire que, sia+ ba +ca’? =0 aveca, b,c € Q, alorsa = b = ¢ = 0, puis que @(a) est un
sous-corps de (R, +, x).
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4. Ecrire sous la forme a + ba + ca? les inverses de a, de 1 +a et de a - 1.

Q Matrices et structures

Calculs, inverses, puissances, structures de matrices. | : matrice unité ; O : matrice nulle.

Exercice 55 Echauffement matriciel * corrigé p. 66
_(2-1 (12 2 )
OnposeA=(27), B=(33%) etD (8(1)01 :

1. Calculer 2A - 3B, AB et BA. Que constate-t-on ?

2. Calculer B2. En déduire B" pour n € N, puis que B est inversible et donner B™".

3. Montrer que, pour tout réel x, la matrice A - x/ est inversible. En déduire A™".

4. Calculer D?, puis D" pour n € N. Calculer (I-D)(/+D): qu’en déduit-on pour l'anneau (M5(R), +, x)

E

Exercice 56 Inverser une matrice * corrigé p. 66
1. Montrer queA = (g g)est inversible et calculer A™'. En déduire la solution du systéme 5x+3y = &,
3x+2y=1.
. 111 . N i
2. Soit P = (] 2 2) En résolvant le systeme x+y+z=a,x+2y+3z=b, x +3y + 6z = ¢, d'inconnues
X, ¥, Z, montrer que P est inversible et calculer P".

0 201 o . o 0
3. SoitQ = (1 1 ;) Calculer Q2 - 4Q. En déduire que Q est inversible et donner Q.
Exercice 57 Lanneau des matrices triangulaires * x corrigé p.67

Pour (a,b,c) € R3, on pose M(a,b,c) = (3 2) et T = {M(a,b,c), (a,b,c) € R*}. On munit R? des lois
composante par composante, (u,v) - (u’,v’) = (uu’,vv’) : c'est un anneau commutatif unitaire.

1. Montrer que M(a,b,c)M(a’,b’,c’) = M(aa’, ab’ + bc’, cc’), puis que T est un sous-anneau de
M,(R). Est-il commutatif ? intégre ? (Calculer les produits de M(1,0, 0) et M(0, 1,0).)

2. Montrer que M(a, b, c) est inversible si et seulement si ac # 0, et que son inverse appartient
alorsa T. En déduire que T* = {M(aq, b, ¢) : ac # 0} est un sous-groupe de (GLZ(IR), x).

3. Soitp : T - R?, M(a,b,c) = (a,c). a) Montrer que ¢ est surjective et compatible avec les
additions et les multiplications. Est-elle injective ? b) Montrer que U={M €T : M) = (1, 1)}
est un sous-groupe de T* isomorphe a (R, +).

4. Soit A = M(a,b,c) avec a # c. Montrer que A" = M(a”, b%, c”) pour tout n € N. Ecrire
M(3,2,1)", et vérifier que la formule obtenue reste vraie pour n = -1.

Exercice 58 Le groupe de Heisenberg (type examen) * x corrigé p.67
Pour (a, b, c) € R3, on pose T(a, b, c) = (é g Ez) etH={T(a,b,¢), (a,b,c) € R%}.

1. Montrer que T(a,b,c)T(a’,b’,c’) = T(a+a’, b+b’, c+c’ +ab’), puis que (H, x) est un groupe,
avec T(a,b,c)™" = T(-a, -b, ab - c). Est-il commutatif ?

2. Pour X = T(a,b,c) etY = T(a’,b’,c’), calculer XYX~'Y~'. A quelle condition X et Y commutent-
elles?
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3. Déterminer 'ensemble Z des éléments de H qui commutent avec tous les éléments de H. Mon-
trer que ¢ » T(0, 0, c) est un isomorphisme de (R, +) sur (Z, x).

4. Sur R3, on pose (a,b,c) x(a’,b’,c’) = (a+a’, b+b’, c+c' +ab’). Montrer, sans nouveau calcul,
que (R3, *) est un groupe non commutatif ; préciser son neutre et le symétrique de (1, 2, 3).

Exercice 59 Un corps sans la matrice unité (type examen) * x corrigé p.68

100 0-10
On pose P = (%8) etQ = ((1) 0 8) Pour (a,b) € R?, on pose M(a,b) = aP + bQ, et l'on note

E = {M(a,b), (a,b) € R?}.

1. Calculer P?, PQ, QP et Q°. En déduire que M(a, b)M(c,d) = M(ac - bd, ad + bc), puis que E est
stable par + et par x.

2. Soityp : C » E,a+ib — M(a,b). Montrer que ¢ est bijective, que @p(z + z') = p(z) + p(z') et
que ©(zz') = p(2)(z'). En déduire que (E, +, x) est un corps commutatif isomorphe a (C, +, x) ;
préciser son zéro et son unité.

3. a) Soit K la matrice d’ordre 3 dont le seul coefficient non nul est celui de la ligne 3 et de la
colonne 3, égal a 1. Calculer M(a, b)K ; en déduire qu’aucun élément de E n’est inversible dans
M,(R). b) Montrer pourtant que M(1, 1) est inversible dans le corps E et calculer son inverse.
Expliquer ce paradoxe apparent.

4. Résoudre dans E : a) X? = M(0,2); b) X3 = P; montrer que 'ensemble des solutions de b) est
un groupe pour x, isomorphe a (U,, x). c) Calculer M(\/§,1)6.

Exercice 60 Les nombres hyperboliques * * * corrigé p.63

Pour (a,b) € R?, on pose S(a,b) = (25) et S = {S(a,b), (a,b) € R?}. On munit R? des lois de
'exercice 57.

1. Montrer que S(a,b)S(a’,b’) = S(aa’ + bb’, ab’ + ba’). En déduire que (S, +,x) est un anneau
commutatif unitaire.

2. Calculer S(1,1)S(1,-1). Lanneau S est-il intégre ? Montrer que S(a, b) est inversible si et seule-
ment si a® # b>.

3. Montrer que @ : S(a,b) = (a+b, a- b) est une bijection de S sur R2, compatible avec les
additions et les multiplications (isomorphisme d’anneaux).

4. Soit G = {S(a,b) : a®>-b* =1, a>0}. Pourt € R, on pose c(t) = et;e_t, s(t) = et'ze_t et H(t) =

S(c(t), s(t)). a) Verifier que H(t) € G, puis que H(t)H(t') = H(t + t') (on pourra utiliser ). b)
Montrer que t = H(t) est une bijection de R sur G (poser t = In(a +b)). En déduire que (G, x) est
un groupe isomorphe a (R, +).

@ Défis de concours

Six problémes de concours, a traiter dans l'ordre ; les exercices 63 et 64 s’enchainent.
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Exercice 61 Quand un groupe est-il commutatif ? * % x x corrigé p. 69

(G,-) est un groupe de neutre e ; on note xy le composé de x et y, et x”' le symétrique de x. On a
vu dans le cours que, si (xy)? = x2y? pour tous x, y € G, alors G est commutatif.

1. Soit kR € N*. On suppose que (xy)" = x"y" pour tous x, y € G et pourn € {R, R+ 1, R +2}. a)
Montrer que xy* = y®x et xy**' = y**x pour tous x, y € G. b) En déduire que G est commutatif.

2. On suppose que f : x = x> est un automorphisme de G (morphisme bijectif de G sur G). a)
Montrer que (yx)?> = x2y? pour tous x, y € G. b) En écrivant (yx)* de deux facons, montrer
que y3x? = x%y3, puis que tout élément de G commute avec tout carré. c) Conclure que G est
commutatif.

3. Contre-exemple. On admet que E = (Z/3Z)3, muni de la loi (a,b,c)*(a’,b’,c') = (a+a’, b+b’, c+
¢’ +ab’) (celle de l'exercice 58, modulo 3), est un groupe de neutre e = (0,0, 0). a) Montrer que
E (qui a 27 éléments) n'est pas commutatif, que x" = (na, nb, nc + @ab) pour x = (a, b, c) et

n € N*, et que x> = e. b) En déduire que (x * y)" = x" = y" pour tous x, y € E dés que n = 0 ou

1 [3]. Que montre cet exemple a propos des questions 1et2?

Exercice 62 Les inversibles de /257 *xx corrigé p. 69

Soit k 2 3. On note G, le groupe des éléments inversibles de l'anneau Z/2%7 ; on rappelle que
X € G, < xestimpair: G, a 2" élements.

1. Montrer par récurrence que, pour toutj € N, 52 = 1+ 2f*2mj, avec m; entier impair.

2. Soit d € N*, écrit d = 2°r avec s € N et r impair, et u = 52°. a) Montrer que 59 - 1 = (u -
1)(1+u+-+u""), ol le second facteur est impair. b) En déduire que 59 = 1[2*] <= 2*2 | d.

3. Montrer que les classes 5’0 <j < 2f2 -1, sont deux a deux distinctes et que 5 = 1 [4]. En
déduire que G, = {:gl, 0<js2k2- 1}_

4. Montrer que I'équation x2 = 1 a exactement quatre solutions dans Z/2kZ : +1 et +1 + 2k-1,

Exercice 63 Les quaternions, un corps non commutatif * % x % corrigé p. 70

On admet que les matrices d’ordre 2 a coefficients complexes forment un anneau M,(C), ou l'on

calcule comme dans M,(R), et que det(MM’) = detMdetM’. Pour (z,w) € €2, on pose q(z,w) =
-w _ 2

(Z¥)etH={q(z,w), (z,w) e C*}.

1. Montrer que q(z,w)q(z',w’) = q (zz’ -ww', wz' +Ew’), puis que (H, +, x) est un anneau unitaire.

2. On pose i = q(i,0), j = g(0,1) et k = g(0,-i). Calculer i?, j?, k?, ij, ji et ijk. Lanneau H est-il
commutatif ?

3. On pose N(q(z,w)) = |z|? + |w|%. Calculer g(z,w)q(z,-w) et en déduire que tout élément non
nul de H est inversible dans H: H est un corps non commutatif.

4, Verifier que N(q) = detq et en déduire N(gqq’) = N(q)N(q’). En posant z = a+ib, w = ¢ +id,
z = a +ib,w =c +id’, écrire (a® + b? + c® +d?)(a? + b’> + ¢ + d'?) comme une somme de
quatre carrés (identité d’Euler). Ecrire ainsi 105 = 7 x 15 comme somme de quatre carrés.

5. Calculer g(z, w)?. En déduire que l'équation x> = -/ a une infinité de solutions dans H. Pourquoi
est-ce impossible dans un corps commutatif ?
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Exercice 64 Le théoréme des quatre carrés *  x % corrigé p. 7

On note > 'ensemble des entiers naturels de la forme x12 +x§ +x§ +xf, avec x,, ..., X, € Z. On admet

lidentité (Zf’=1 x,-z)(zf*=1 y,z) = T2+ T2+ T2+ T2 (celle de 'exercice 63 appliquée a (y,,-V,,-¥5,-¥,)),
ou

Ty = XY+ XY, * X3Y3 + XV Ty = Xo¥q = XqVy + X3, = X, Y3

T3 = XY = X0Y3+ XYy = XV Ty = XY = XYy, + X,Y53 = X3,

1. Montrer que X est une partie stable de (N, x). En déduire que, pour montrer que = = N, il suffit
de prouver que tout nombre premier impair appartient a 3.

2
déduire qu'il existe x, y € {0,...,%} telsque p | x> +y% + 1, puis un entiermtelque 1< m<p
et mp €.

3. Soit m, le plus petit entier m 2 1 tel que mp € 3; on écrit myp = X3 + X3 + X3 + X2 et on suppose
m, 2 2. a) Si m, est pair, montrer qu’on peut numéroter les x; de sorte que x, + X, et X5 + X,
. . . m0 . . . o e . _
soient pairs, puis que —*p € . Conclure. b) Si m, est impair, on choisit des entiers y; = x; [m,]
tels que |y;| < mg1 Montrer que y12_ + Y5 +y3+yZ =mym, avec 1< m, <m,. c)Montrer queT,,
T,, T;, T, sont divisibles par m,, puis que m,p € 3. Conclure.

4. En déduire le théoréme de Lagrange : tout entier naturel est somme de quatre carrés. Ecrire
23 comme somme de quatre carrés, et montrer (modulo 8) que 23 n’est pas somme de trois
carres.

Exercice 65 Les automorphismes de Q, R et C * x x % corrigé p. 7

Si K et L sont des sous-corps de C, un morphisme de corps de K dans L est une application f :

K — L telle que f(x +y) = f(x) + f(y), f(xy) = f(x)f(y) pour tous x, y € K, et f(1) = 1.

1. Soit f un morphisme de corps de K dans L. Montrer que f(-x) = -f(x) et que, si x # 0, f(x‘1) =
f(x)™'; en déduire que f est injective.

2. Tout sous-corps de C contient @ (comme a l'exercice 23). Montrer que f(r) = r pour tout r € Q.
Morphismes de corps de @ dans Q ?

3. Le cas de R. Soit f un morphisme de corps de R dans R. a) Montrer que f(x) > 0 pour tout
x 2 0, puis que f est croissante. b) En encadrant x par des rationnels, montrer que f(x) = x
pour tout x € R.

4. Le cas de C. Soit f un morphisme de corps de C dans C tel que f(R) c R. Montrer que f(i) = i,
puis que f =id ou f : z — z. Ces deux applications conviennent-elles ?

5. Le cas de @(v/2). On rappelle que QW2) = {a +by/2, a,b e @} et @(+/3) sont des sous-corps de

R, ol Uécriture a + by/2 (resp. a + by/3) est unique. a) Déterminer les morphismes de corps
de Q(v2) dans lui-méme. b) Montrer qu’il n’existe aucun morphisme de corps de Q(v/2) dans
@(\/5) : ces deux corps ne sont pas isomorphes.
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Exercice 66 Le groupe GL,(Z/pZ) ** % corrigé p.72

Soit p premier et K = Z/pZ. On admet que les matrices d’ordre 2 a coefficients dans K forment un
anneau M,(K) ol l'on calcule comme dans M,(R) (exercice 30), avec det(‘C’ 3) = ad-bc et det(AB) =
detAdetB. On note GL,(K) 'ensemble des inversibles de M,(K) et SL,(K) = {A : detA = 1}.

1. Montrer que A € M,(K) est inversible si et seulement si detA # 0. En déduire que det est
un morphisme surjectif du groupe (GLZ(K), x) sur (K*, x), et que SL,(K) est un sous-groupe de
GL,(K).

2

2. On suppose que la premiére colonne (a,c) de A est non nulle. Montrer que detA = 0 si et
seulement s'il existe A € K tel que (b,d) = (Ag,Ac). En déduire que GL,(K) a (p?-1)(p? - p)
éléments.

3. PourA € K*, on pose D, = (4 9)etS, ={A : detA = A}. Montrer que A ~ D,A est une bijection de
SL,(K) sur S,, puis que SL,(K) a p(p2 - ‘I) éléments. Application numérique pour p =2, 3 et 5.

4. Cas p = 2. Ecrire les six éléments de GL,(Z/2Z). Montrer que ce groupe n’est pas commutatif
et donner, pour chacun de ses éléements X, le plus petit entier n > 1 tel que X" = I.
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

1.

a)0ox1 =%$Z: nonsurZ;ouisurQ b)1%1=2¢][0,1]: non;ouisurN. c)Six,y =0,
e+e¥22,doncx*y2In2>0:o0uisurR,;mais0O+0=1In2¢R_:non.

2. (4a +1)(4b+ 1) = 4(4ab +a + b) + 1 : stable pour x; 1+1 =2 # 1[4]: pas pour +. Si f, g sont

impaires, (f + g)(-x) = -(f + g)(x) et f(g(-x)) = f( - g(x)) = -f(g(x)) : stable pour + et -. Mais
X = X x X = x> n'est pas impaire : pas pour x.

3. Commutativité : évidente. (xxy)*z=1ln(eYV +e?) =In(e*+eY+e?) =x*(y*2). Six*y =X *Z,

alors e* +e¥ = e* + €%, donc y = z: tout réel est régulier. Un neutre € vérifierait e* + ef = e*, soit

e = 0 : impossible. Par récurrence, xX™ = In (ne*) =[x + Inn]|.

® Corrigé de l'exercice 2

1

. : x = x3 est une bijection de R sur R et ¢(x * y) = x> + y> = (x) + p(y). Par transport de
structure, (R, *) est un groupe commutatif, isomorphe a (R, +) : neutre ¢~ '(0) = @, symetrique

de x: @' (-x3) =[=x] Puis @(x) = nx®, d'ot |xM =xyn| x+2=3 = x*+8=27 <

Xx=v19|; x+x*x=3 & 3x3=27 & |x=9|

2. A(x *y) = {JA3x3 +A3y3 = (AX) * (Ay), et de méme a droite : x est distributive par rapport a *.

Mais 1+ (1x1)= ¥2# (1% 1) x(1%1) = V4.

3. R, est stable et contient 0, mais le symétrique de 1 est-1 & R_: non. nx(-ym)={n-m

et 0= y0: oui (cC'est 1 (2)).

® Corrigé de l'exercice 3

1

AN |1 R R R
f1 f1 fz f3 f4 / I R RZ R3
L1fh L i § R| R R R |
fs0f f i £ R R* R® | R
folfs 35 f, h RR|RP I R R
. Parexemple f, - f5(x) = -% =f(x)etfy-f,(x) = _11/X = -x = f,(x) (table de gauche). G est stable,

- est associative (composition), f, est neutre et f - f = f, pour tout f : groupe, chaque élément
étant son propre symétrique ; la table est symétrique : il est commutatif.
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2. R?=-I,R®=-R,R* = I,donc R'R/ = R™, exposants modulo 4 (table de droite). Stable, associatif,
neutre | : groupe commutatif, avec I”' = I, R = RS, (Rz)_1 = R, (R3)_1 =R.

3. Si @ existait : @(f;) = @(f, - f;) = @(f,)?, d'od @(f,) = I'; puis @(f)* = ©(f - f) = | pour tout
f. Comme @ est surjective, tout X € H vérifierait X? = | ; or R?> = -I. Contradiction : dans G, &
éléments ont un carré neutre, dans H seulement 2 (I, R?).

® Corrigé de U'exercice 4

1.a)1=2°30e Het2"3m (2”'3’"')_1 =20 3m-m" e H: oui. b)1= % € H et 5(5—) = Z—Z: avec pq’,
gp’ impairs: oui. ¢)2 € H, mais 1 ¢ H : non.

2. a)OeHet(a+b\/5) (c+d\/—) +(b-d)\2: oui. Aveca,b € N: 1 € H, mais -1 ¢ H
(a+by2 20): non. b) La fonction nulle verlﬁe f(1)=0, et (f-g)(1)=0: oui. La fonction nulle
(neutre) ne vérifie pas f(1) = 1: non.

3.a)1=e’eHet e""’(e""s)_1 =e™rs) r-seQ:oui. b)1+ieH, mais(1+i)2=2i¢H: non.

® Corrigé de l'exercice 5

1 ((@,b)(c,d)) (£, g) = (a+c + f, (bec +d)e’ + g) et (a,b) = ((c,d) = (f,9)) = (a,b) » (c + f, de’ +g)
valent tous deux (a+c+ f, be®*/ +def +g) : » est associative. Neutre (0,0): (a,b)  (0,0) =
(a,b) =(0,0) = (a, b). (a,b) *(c,d) =(0,0) < c=-a,d=-be’? et(-a,-be?) *(a,b)=(0,-b+Db)
: symeétrique . Enfin (1,0) = (0,1) = (1,1) #(0, 1) = (1,0) = (1, ) : non commutatif.

2. X = (c,d): (1,0)% X = (1+¢,d), d'o X =(1,3)|; X« (1,0) = (c + 1, de), d'ou x=(1,%). Puis
(1,1)™ = (n,u,)avecu, =1etu . =eu +1(car(nu )*(1,1) = (n+1,u e+1):u, =1+e++e",
. n_{,, e'=1

soit|(1,1)™ -(n, — )

3. (a,b) *(1,0) = (a + 1,be) et (1,0) = (a,b) = (a+1,b): égaux < b =0. C = {(a,0), a € R}
contient (0,0) et (a,0) = (c,0)" = (a-c,0) € C: sous-groupe ; a ~ (a,0) est bijective de R sur C
et (a,0) * (c,0) = (a +c,0) : isomorphisme de (R, +) sur (C, *).

® Corrigé de U'exercice 6

1. a) 270 = 27X2Y . morphisme ; x = 27 est une bijection (strictement décroissante, continue)
de R sur R? : isomorphisme. Image de Z : {2%, k € Z}. b) Morphisme (somme de deux applica-
tions additives), surjectif (x € R est l'image de x), noninjectif: Re(z)+Im(z) =0 < z e (1-i)R.

2. (zz')? = 7°Z'? : morphisme ; surjectif (tout complexe non nul a une racine carrée), non injectif
(-1 =1%). %= (e ’9/2)2 : limage de U est | U]; limage de R* est| R’ |(x? > 0 ety = (/y)?).

3. det(AB)
(det( ]

= detAdet B (calcul, voir 'exercice 19) : morphisme, surjectlf(det( ) x), non injectif
) = 1). SL,(R) est l'image réciproque du sous-groupe {1}: c’est un sous-groupe (cours).

® Corrigé de l'exercice 7

1. Les axiomes se vérifient composante par composante, car (Z, +,x) est un anneau commutatif
: (Z2,+) est un groupe commutatif, x est associative, commutative, distributive, d’unité (1, 1).
Mais (1,0) = (0,1) = (0,0) : non intégre. (a,b) est inversible < ac = bd = 1 possible <
[(a,b) € {(=1,21)}.
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— —1 —1 = —- 1
1,2 =84 =47 =13,11 =11,14 =1
— ) .

2. a) Rinversible & RA15=1:1 ,
121,196 =1[15]). b)3x5=6x5=9x5=12x5=10x3 =
6x=9 < 15|6x-9 < 5|2x-3 < x=4[5]:|xe

® Corrigé de U'exercice 8

1. AB = (29) # BA = (39). A? = (33)etA?-3A+3l = 0. Donc A3l - A) = (3/ - A)A =

A = %(3I—A)= 5(_11 })|(c’est bien (% ]), detA = 3).

:O,donc(I+N)(I-N):(I—N)(I+N):I-N2:I:‘(I+N)'1:I—N:(jg)‘.Iethommutent

et N¥ = 0 pour k22 : bindme, | (I + N)" = [ +nN = (120 40 )|

.X+y=0a,y+z=B,X+Z=y;ensommant, X +y+z = "“TB”’, d’ou x = “'§+V,y= "“f'y,z: "’“2’3”’
: solution unique X = C'Y. Alors CC'Y = Y pour tout Y et C'CX = X pour tout X : CC’' = C'C = |,

B

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

1. e"XY 5 0 et 'expression est symétrique : ® est interne et commutative ; In(x®y) = Inx lny, et
x ® (yz) = e"Xny+n2) - (x @ y)(x ® z). Ainsi ln est une bijection de R* sur R qui transforme x en
+et®en x: (R¥, x) est un groupe commutatif ; ® est associative (In ((x ®Yy)e® z) =lnxlnylnz=
In(x ® (y ® 2)), In injective) ; x® e = x;six # 1, Inx # 0 et x® '/ 1" = e. (R, x,®) est un corps
commutatif (isomorphe a (R, +, x) par In), de zéro , d’'unité[e], et le symétrique de x # 1 pour
® est|e!/nx],

2. Six,y>1,Inxlny>0: x®y > 1. In est une bijection de ]1, +oo[ sur R} avec In(xey) = lnxxlny
: par transport, (]1, +oo[,®) est un groupe isomorphe a (R?,x) (neutre e). le,+oo[ est stable
(Inx ny > 1) mais ne contient pas le neutre e : non.

3.a)(lnx)’=8 & Inx=2 < . b)(Inx)2=ln2n8=3(In2)? < lnx=%+/3ln2 <

X € {2‘/5, 2“/5} L

® Corrigé de l'exercice 10

1. 0% = (43 3:1) = Jy donc MOOM(Y) = 1+ ((x = 1)+ (y = 1) + (x = 1)(y = 1)) = I + (xy = 1)] = M(xy).
2. f 1 x » M(x) est surjective de R* sur E, injective (M(x) = M(y) = (x-y)) =0 = x = y) et
f(xy) = f(x)f(y); E est stable (xy # 0). Par transport, (E, x) est un groupe commutatif isomorphe

a (R*, x) : neutre M(1) = I,|M(x)™" = M(%) . Controle : detM(x) = (2x-1)(2-x)-(1-x)(2x-2) = x

et (222Xx X0) = M(%) /e

3. M(2)"0 = M(2'0) = | M(1024) = (2347 1323) | Pour X = M(x) : X3 = M(x3) = M(-8) X=-2:
X=M(=2)=(23)]; X*=M(x*)=M(1) & x=#1:(Xe{l, M(-1)=(332)}|
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4. g(t) = M(e') vérifie g(s + t) = M(e%e’) = g(s)g(t) et est injective : c’'est un isomorphisme de
(R, +) sur son image {M(x), x > 0}, qui est un sous-groupe de E (image d'un groupe par un
morphisme).

® Corrigé de l'exercice 11

1. K? = (43712119 = -1, donc M(a, b)M(c, d) = acl + (ad + bc)K + bdK? = M(ac - bd, ad + bc).

2. M(a,b) = (‘“bzb a‘_52bb) détermine b, puis a : @ est injective, et surjective par définition de F.
w(z+2')=(z)+@(z') est clair et, comme (a + ib)(c + id) = (ac - bd) + i(ad + bc), la question 1
donne @(zz') = p(z)p(z'). Par transport, (F, +, x) est un corps commutatif isomorphe a C (zéro 0,

» ) ) 1 ,

unité 1), et M(a, b)™" = ¢ (a"z+’b2) =553 M(a, -b) |; en effet det M(a, b) = a® - 4b? + 5b? = a? + b?
1 (a-2b 5b \_ M(a,-b)

et oo (@20 25,) = a2+b?

3.0 = @(1+i3) et1+i/3 = 262 (14i/3) = gei" = -8: (0% =-81] 2026 = 3x675+1:
02026 _ (03)675 Q= (-8)°750 soit’02°26 = 92025 ‘
b X=02):X2=-1 & Z22=-1 & [X=:K| X2=0 &= 22=2"7 = z=1/2"°=

1(@#@): X =M ﬁ \/5)

2' 2

. Dans M,(R), qui n’est pas un corps, X* = -/ a une infinité de

solutions : (f}t ‘Ot), t# 0; pourt=1,cestune matrice qui n’est pas dans F (on aurait b = 1 et
-5b = -1).

B Corrigé de l'exercice 12

=) —_ —_
1. 17 est premier : Z/17Z est un corps (cours). 36 = 2+2x17: 6 = 2. Donc x* = 2 <
-1

(x-6)(x+6)=0 < |xe {5,1_1} (pas de diviseur de zéro). x2-2x-1=0 > (x-1)? =

2 & x-1=16 < xe{7,1_].

—k
2. Les classes 3 sont:
k‘12 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

—k
3‘3910135151116148 7 4 12 2 6 1

—k+ —IR —

3233 morphisme; les 16 éléments de (Z/17Z)* apparaissent: surjectif. Sik-m = 16q+r
—k- - —_r — kR  —

(0sr<16),3 " 3r, et le tableau montre que 3r =1 seulementpourr=0:3 = 3m < 16|

k- m.
M — . — 8 -4k =8 .
3.x=3 (x=0neconvientpas). -1=3 :3 =3 << 4k=8[16] < k=2][4],dou
S — — =14
xe{9,15,8,2} (k =2,610,14). 2 =3 :5rR=14[16] < k= 14x13 = 6 [16] (car

—R\2 2k .
2 /). Enfin (3 ) =3 : les carrés sont les

5x13 =65z 1), dol|x=3 =15|((-2)° = -32

_ — 1 2 _
puissances paires {1,2,4,8,9,13,15,16},et3=3 =3 ! exigerait 2j = 1[16] : x? = 3 n’a pas de
solution.
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® Corrigé de l'exercice 13

1.

e2)pw) = 1+iz+iw-zw = 1+i(z+w+izw) = @(z * w). @ est une bijection de C sur C

(07" (u) = i(1 - u)) ; donc @(z = w) = (w * z) et ((z + w) » u) = P(2)PW)P(u) = O(z * (W  u))
donnent commutativité et associativite ; z*x0=z; @(i)=0,donc @(z*i)=0=@(i): z*i = .

p(z)=0 < z=i: @ estune bijectionde E surC*;siz,w € E, p(z+w)=@(z)p(w) ¢ 0:Eest
stable. Par transport, (E, *) est un groupe commutatif isomorphe a (C*, x). @(z') = donne
7= 2|
1+1z

p(2) = ( i), donc |@(z)| = [z-i| : T = 7' (U). Et @(iy) =1~y Y1 2i

A= ( ) Images réciproques de sous-groupes de C* par r
un so orphlsme ce sont des sous-groupes de (E, ). i
0(2) = 9Q2i) = -1 = o(2) € {-1,e™3,eT} = 7-

i(1-(2): ;

2 2" 2 2

E{Zi Bl —£+L}.

Comme |@(z)] = 1, ces points sont sur I: ce sont les sommets
d’un triangle équilatéral inscrit dans I (centre i, rayon 1).

® Corrigé de l'exercice 14

1.

N%2 =0; 1 €A, A est stable par différence, et (al + bN)(cl + dN) = acl + (ad + bc)N € A, expression
symeétrique : A est un sous-anneau commutatif. w(a, b) = ( )determlne (a,b): w est bijective
s w(u +v) = w(u) + w(v) et, par le calcul précédent, w(u ® v) = w(u)w(v). Par transport, (R?, +, ®)
est un anneau commutatif unitaire (unité (1, 0)), non intégre : (0,1) ® (0, 1) = (0, 0).

(a,b)e(c,d) =(1,0)impose ac = 1, donc a # 0. Réciproquement,sia # 0: (a, b)@(— ——) (1,0),
inverse (%,—%) . Récurrence: (a",na"'b) e (a,b) = (a™, a"b + na"b). ‘ (2,3)° = (32,240) ‘

3. X =(a,b): X®X = (a?,2ab). (4,12):[X = £(2,3)| (0,0):|X =(0,b), b € R|(une infinité). (-1,0)

: @ = -1, aucune solution.

® Corrigé de l'exercice 15

1. P envoie e, — e, — e, e, (colonnes): P? = (gé ) , et M(a, b, c) = (§

Maths Olympiad

) oo
pli+imod3 . 1) p p2} est stable, de neutre I, avec P = P?; c’est un groupe, et Pk i jF (j = e2™/3,
k =0,1,2) est un isomorphisme sur U, (exposants modulo 3 des deux cotés).

| € E, E est stable par différence et, avec P? = I, P* = P : M(a, b, c)M(a’, b’,c’) = M(a”, b",c"), ol
a”" = aa’ +bc'+cb’,b” = ab’+ba’+cc’,c” = ac’+bb’ +ca’ (expressions symétriques) : sous-anneau
commutatif. (/ + P+ P?)(I - P) = | - P> = 0 avec deux facteurs non nuls : non intégre.

I+P=( 1?);)”2:O"X+Y=I3,y+2=ydonnentx= “*By,y- ZasBsy

— %7 T2

(1+P)" = (]1 i '11)= %(I—P+P2) € E. Bindme (I et P commutent) : | (I + P)® = 21 + 3P + 3P2 |;

(I+P)® = ¥, CRP" et, en groupant k modulo 3: (1+20+1)/+(6+15)P+(15+6)P ]22/+21P+21P2
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® Corrigé de U'exercice 16

1.

1 € A, Aeststable par différence et (a+by/7)(c+dv/7) = (ac+7bd)+(ad +bc)\/7 € A: sous-anneau.
Comme /7 & Q, Uécriture a + b\/7 est unique (b # b’ donnerait /7 = Z,‘—fl;): o est bien définie, et
a(xy) = (ac + 7bd) - (ad + bc W7 = a(x)a(y). Puis N(xy) = xy a(x)a(y) = N(x)N(y).

Si xy = 1 dans A, N(x)N(y) = N(1) = 1 dans Z: N(x) = +1. Or @ - 7b* = -1 donnerait a® = 6 [7],
alors que les carrés modulo 7 sont 0,1,4,2 : donc N(x) = 1. Réciproquement, si N(x) = 1,
x0(x)=1aveca(x)eA: x" = a(x).

N(g) = 64-63=1:¢"=8-3J7.|e2=127+48/7|(1272 -7 x 482 =1 /). Les €" (n € N) sont
inversibles et deux a deux distincts (¢ > 1) : infinité d'inversibles. N(3 + \/7) =2#1:3+7

n’est pas inversible dans A (son inverse dans R, 3'2—‘/7, n'est pas dans A).

€ Corrigés du niveau 3

® Corrigé de l'exercice 17

1.

Les coefficients non nuls (x1) sont sur la diagonale ou sur l'autre R2S
diagonale 2x2x2 =8 matrices. OrR? =-I,R*= (% }),RS =(9}), o R
R?S = (3 9), R’S = (4 1) : les huit matrices annoncées sont o
distinctes et dans D. Isométries : R, R?, R® : rotations de centre o 7* °
O d'angles &, m, -X; 5, R%S : symétries d’axes (0x), (Oy) ; RS, R*S e s
: symétries d'axes y = x, y = -x. Chacune permute les sommets
(+1 £1).
= (% 7) = R’S = R'S; par récurrence SR*! = R*SR = R™*'S (et pour k < 0, on utilise

R* = I). Donc (RS)(RbS") = R%*PSE*N e D (S? = 1) : D est stable ; | € D, (R%' = R“9 et
(R%S)? = RIR™9S? = I. D c GL,(R) est donc un sous-groupe, non commutatif : SR = R>S # RS.
(RS)? = 1, (R2)” = 1,R? = (R®)” = -I: XG{RZ,S, RS,R%S,R3S}|. {I, R, R?, R®} est stable (RR® = RI*P)
avec (R%™" = R*?. Dans {I,R? S,R?S}: R2-S = R%S,S-R®S = R2 = R, RS- R? = S...; dans
{I,R?,RS,R35}: RS-R3S =R7? = R2 R?-RS = R3s RS- R%? =R7'S = R3S... Ces parties sont stables
et chaque élément y est son propre inverse : ce sont des sous-groupes.

® Corrigeé de l'exercice 18

1.

0 €aZ+bZet(au+bv)-(au' +bv’)=a(u-u’)+b(v-v'): sous-groupe de Z, donc égal a dz,
d € N (cours), avec d > 1 (a # 0 en fait partie). a,b € dZ:d | anb;anb divise tout au + bv,
doncd : , etd € aZ+ bz s'écritanb = au + bv (Bézout). aZ n bZ est un sous-groupe
mZ avec m > 1 (ab en fait partie) ; m est un multiple commun, et tout multiple commun est
dans mZ: m est le plus petit multiple commun positif, .

m~'(H) est un sous-groupe de Z (image réciproque, cours) contenant nZ = i’ ({6}): m(H) = dZ
avecd 2 1etn € dz, soitd | n. métant surjective, H = ("' (H)) = m(dZ). Sik = dq et q = Eswr
(0src< %), alors k = ns +dretk = dr: m(dz) = {6,5,...,@}, de cardinal 3 (0 < dr < n).
Réciproquement, chaque diviseur d donne le sous-groupe m(dZ) (image d’un sous-groupe), et
des d distincts donnent des cardinaux distincts : autant de sous-groupes que de diviseurs
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positifs de n. Pour Z/12Z (d = 1,2,3,4,6,12) : Z/12Z, [6,5,...,%], {6,5,5,5}, {6,2,5}, {o, 6},

{o}- o
3. {mR} = n(kZ). Soitd = kRAn: RZ c dZ donne n(kRZ) c m(dZ) ; Bézout, d = ku + nv, donne d = uRk,
donc m(dZ) c m(kZ). Ce sous-groupe a k/r:_n éléments: il vaut Z/nZ si et seulement sikAn = 1.

8A12 =4 : multiples de 8: {0,4,8}.

® Corrigé de U'exercice 19
1. Avec A = (95), B = (9 5): det(AB) = (aa’ + bc’)(cb’ + dd’) - (ab’ + bd")(ca’ + dc’) = ad(a'd" -
b'c’) - bc(a'd” - b'c’) = detAdetB. Si AB = | avec B € M,(Z), alors detAdetB = 1 dans Z:

detA = 1. Réciproquement, A" = —— (4 L) = (L P) € My(2). D'oui (3 3)1 =57

(déterminant 0) non inversible, | (3 %)1 =200
2. 1 €SL,(Z) c GL,(R) ; si A,B € SL,(Z), B™' € M,(2) (1.) et det(AB™") = 1 : sous-groupe de GL,(R),
donc groupe.
3.|S2=-1]; 7™ = T"T donne T" = (37)pourneN, et T =(T") avec T = (§ 7):|T" = (31)},

nez U=(97) U2=(77) U=~ DoncS" = | dabord pour[n = 4| (S* = -S), et U" = |

d’abord pour[n = 6] (U* = -U, U° = -U?).

4. M = (95): MT = (99:8), TM = (@cb:d); égalité < c=0eta=d, etdetM = a> = 1:

c c+d c
\M =xT" neZ \ S n'est pas de cette forme : ST # TS, SL,(Z) n’est pas commutatif.

® Corrigé de l'exercice 20

2 _ a?+bc b(a+d) _ a’+ad b(a+d) \ . y2 _ _ _ - _
X = (c(a+d) d2+bc) etix = (C(G+d) ad+d? ) P X=X = (be-ad)i = -6l /.

1. Soit X = (4 £): XX =61. Si 6 #0,X estinversible et XY =0 = Y =0. Si§ =0etX =0, alors
X #0etXX=0:X estun diviseur de zéro.

2.Sit=6=0,X>=tX-61=0.SiX?=0, X nest pas inversible (sinon X = X"'X? = 0), donc § = 0,
puistX =X?=0:t=0(siX =0,t=0aussi). Cesontles|(225), a®+bc =0} parexemple (], }).

3. 0 et | conviennent, ainsi que les X telles que t = 1, 6 = 0 (X?> = X). Réciproquement, X> = X
donne (1-t)X=-6/:sitz1,X=AlavecA?=A, d'ou X €{0,1};sit=1,6=0.

4. X2 =1donnetX =(1+68). Sitz0:X=A,A>=1,X=¢%I.Sit=0:6 = -1, et réciproquement
X?*=0-X+1. Solutions : |/ et les (2 2), a®+ bc = 1|, une infinité (ex. ({ 5 )). Dans un corps,
(x-1)(x +1) =0 force x = £1; dans M,(R), (X - I)(X +1) = 0 n'impose pas qu’un facteur soit nul.

® Corrigé de U'exercice 21

1ox+x=(x+x)2=x>+x2+x%+x2 = (x+x)+(x +x), dou (régularité dans (A, +)) : -X = X.
Puis x +y = (x + y)? = x + Xy + yx + y donne xy = -yx = yx : commutatif.

2. x(1-x)=x-x>=0. SiAestintégre: x = 0 ou x = 1, donc A = {0,1}. Si Z/nZ est de Boole,
1+1=0,doncn |2;etz/27 ={0,1} convient:[n=2].

3. Xy(€)=1 & eeXeteeY < xe),(e)=1;e€XeY « eestdansunseul des
deux ensembles < x,(e)+x,(e) =1 (car 1+1 = 0). Ainsi Xy, = XXy €t Xyay = Xx * Xy- X = Xy
est une bijection de P(E) sur F(E,Z/2Z) (réciproque : f ~ {e : f(e) = 1}) qui transforme e, n en
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+, x : par transport, (P(E), ®,n) est un anneau commutatif, de zéro @, d'unité E, et XnX = X :
anneau de Boole.

M Corrigé de l'exercice 22

1. On répartit G en paires {x, x'} avec x # x’ et en singletons {x} avec x = x/, c’est-a-dire x° = e.
Les paires contiennent un nombre pair d’éléments : le nombre de x tels que x? = e a la parité
de |G|, il est pair ; il vaut au moins 1 (e), donc au moins 2.

2. Chaque élément est son propre symétrique, doli x *y = (x *xy) ' =y % x| = y» x: G est
commutatif. K = Hu aH contiente; h+h’ e H,hx(axh’)=ax(h*h')eaH,(a*h)x(axh") =
a’+h+h € H: K est stable, et x™" = x: sous-groupe. HnaH = @ (a * h = h' donnerait
a=h+h"e€H)eth~ a=h estinjective: |K| = 2|H|. En partant de {e} et en doublant tant
que le sous-groupe obtenu n’est pas G (fini), on obtient| |G| = 2F|.

3. Lesinversiblessont1,5,7,11,13,17,19, 23, et 25, 49, 121, 169, 289, 361, 529 sont tous = 1 [24].
Un groupe a 6 éléments vérifiant x> = e pour tout x aurait (2.) un cardinal puissance de 2 : non.

® Corrigé de l'exercice 23

1. 1 € K, et K est stable par somme et opposé: Z c K ; puis2 =pg' e K: Q@ cK. SiV2 €K,

a+b\/feroura,be@:®(\/§)cK. ’

2. Si/3=a+bJ/2(a,b e Q),alors3 =a?+2b%+2aby2. Siab#0,/2 € Q;sib=0,3€Q;si
a=0,6=y2/3=2be:absurde. Si x =a+by2 =c+dy3avecd =0, alors /3 = e e@(\/f)
(corps) : absurde ; donc d = 0 et x € Q. D'oui @(\/5) n @(\/5) = Q.

3.1 € L, L est stable par différence et (u + vy/3)(u’ + v'y/3) = (uu’ +3wv') + (uv’ + vu')3 e L:
sous-anneau. Si v # 0 et u? = 3v2, alors +/3 = 4e @(\/5) : absurde ; siv =0, u # 0. Donc pour
X=U+V 3¢O,v:u2—3vze®(\/§)*et%: -3 eL: sous-corps. Avecu =1+2,v=1:

_ 1 _23_ (1.1 1
v-2\/§et1+ﬁ+ﬁ- 22 2+4‘/5+0‘/— 4‘/6'

€& Corrigés du niveau 4

® Corrigé de U'exercice 24

I.m=nq+r,0sr<n:am=(a")"a" =a’,eta" = eavecO < r < nimpose r = 0 (minimalité) :

a" =e < n | m. Ainsia® = a (rrestedeR): {a*}={e,..,a" "}, eta =d avecO<i<j<n
donneraitd™ =e, 0<j-i<n. Soientd:n/\k,n:dn’,k:dk’,n’/\k’=1:(ak)m=e = n|

km < n'|kR'm < n’'| m(Gauss): w(ak)=n7\k.

2. (ab)™ = (@™)"(b")" = e: ab est d'ordre fini r, et r | mn. (ab)" = e donne a’
a” =(b")" =e:m | rn,doncm | r (Gauss); de mémen | r,etmn | r(man
o= ]

3. A2=B?=1,A,B#l:ordres2. AB=(7 [ )et(AB)" = (-1)"(} 7) # I pour n = 1: ordre infini. Sans
commutativité, le produit de deux éléments d’ordre fini peut étre d’ordre infini : 'hypothése
de 2 est indispensable.

b, puis
1). Donc
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4,

32=1et2#1:|w()=5|(5premier). 53 =125=4x31+1:|w(5)=3];|w(-1)=2| Par
_ — — - — —29
w(‘IO) = 15, puis w(—10) = w(21) = . Par 1, 1,21,...,21 sont 30 eléments distincts

—5
2 =
2. :

: ce sont tous les eléments de (Z/312)", et kR~ 21 estun isomorphisme de (Z/30Z7, +) sur
((z[312)", %).

® Corrigé de l'exercice 25

Tho

h — xh est une bijection de H sur xH (régularité) : |xH| = |H|. Si xh, = yh,, alors x = yh,h;" et
xh = y(h,h;'h) € yH: xH c yH, et de méme yH c xH. Les xH recouvrent G (x € xH) et sont deux
a deux disjoints ou égaux : G est réunion disjointe de k parties a |H| éléments, | |G| = R|H] |

G étant fini, a’ = @ pour certains i < j, d’'oti @' = e : a est d’ordre fini n, et {e, q, ...,a"'} est un
sous-groupe a n éléments (exercice 24). Lagrange : n | |G|, donc a!®! = e. Si p est premier et

p t a, a appartient au groupe (Z/pZ)* a p - 1 éléments: a”" - 1, soit|aP™' = 1 [p]|.
.

w(a) | petw(a) #1: w(a)=p. Sik=k [p],a* =a® : lapplication est bien définie ; c’est un
morphisme (a®*™ = afa™), injectif (a® = a™ <= p | k-m), entre deux ensembles a p éléments
: isomorphisme.

. 25=-52%=-10,2"2 =100 =[26], 2"® = 26 x (-10) = -260 = -7 x 37 - 1 =[-1][37]. Lordre de 2

18— _
divise 36 = 22 x 32 ; 5'il était < 36, il diviserait % =18 ou 3’3—6 =12,et2 ou2 vaudrait1. Donc

w(2) =36

® Corrigé de l'exercice 26

Tho

A" =uA-uyl; AR = u A2 -u, A= u(tA-1)-u, A= U A-ul. A" =1 & u A=(T+u, ). Si
u, # 0,A = Al; a coefficients entiers et de déterminant A% =1, A = #| : exclu. Donc u, =0, puis
u,_, =-1;laréciproque est claire.

lu,| > lugl;silugl > |u,_,1,alors |ug,, | 2 [t]u,| - |u,_4| >3|u,|-|u,| 2 |u,l|. Doncu, # 0 pour
nz1:A"#| ordreinfini. Sit=2,u,="k;sit=-2u,= (-1)*"k (récurrences immédiates) :
encore u, # 0.

t=0:(u,)=0,10,-1,0,..:u, =0,u; =-1, ordre. t= 15 07, 1,0 w ¢ 0y =0, B, =
ordre[3]. t=1:0,1,1,0,-1,-1,0,... : u; = 0 mais u, = 1 (A = -I), u, = 0, u, = -1: ordre 6/
Avec I (ordre 1) et -I (ordre 2), les ordres finis sont exactement; exemples (exercice
19):S(t=0),U?(t=-1),U(t=1).

® Corrigé de l'exercice 27

H # {0} contient un h # 0, et h ou -h est dans H".

1.

Siae H: ilexiste h € H aveca < h < 2a, puish’ € H" aveca < h’ < h;alorsh-h" € H et
h-h"<2a-a=a: absurde. Doncae HetaZ c H. Pour x e Hetk = E(ﬁ),r:x—kae Hn[O,a[

; r >0 contredirait la définitionde a: r= 0, x = ka. [H = aZ|

Soientx <yeth € H* telque h < y-x. Aveck = E(%)+1 :(R-1)h < x <Rh,doncx < Rh < x+h <y,
et Rh € H.

H = Z +/2Z est un sous-groupe (exercice 4). Si H = az, alors 1 = pa, V2 = ga, d’oli /2 = % €0
: absurde. Donc a = 0 et H est dense. Si :2—‘;’ = % (p,q € N*), alors 39 = 2P (impair = pair) :
absurde. De méme, ZIn2 + ZIn 3 n'est pas de la forme aZ : il est dense, et ]ln x, In y[ contient
unmln2+nln3,soit x <2M3" <y. (Ex. : 271932 21,0136 € ]1;1,02[.)
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® Corrigé de l'exercice 28

1.1 € C(A); si M,N € C(A): AM - N) = (M- N)A et AMN = MAN = MNA : sous-anneau. Et
A(xI + yA) = XA + yA? = (x| + yA)A.

2. M=(P%):ME, =(3P), E;,M = (5§)donnentr=0,p=s;ME, =(23) E,;M=(p9)donnent
g = 0. Donc M = pl ; réciproquement Al commute avec tout : le centre est|R - /|

3. AvecA = (‘C’ 3), AM = MA s’écrit: br =cq, b(p-s)=q(a-d), c(p-s)=r(a-d). CommeA #Al:si
b #0,0nposey = %,x=p—ya;alorsr=ycets=p—y(a—d)=x+yd,soitM=xI+yA;sic¢0,
demémeavecy=<;sib=c=0etazd,alorsq=r=0,ety= g,x = p-ya conviennent. Avec
1. ’C(A) = {xI + yA} ‘ Ainsi C(K) = F, le corps de l'exercice 11, et C(N) = A, 'anneau des nombres
duaux de U'exercice 14.

B Corrigé de l'exercice 29

T (1=x)(1+x+axBT) = (T s xBN)(T=x) = 1-xF = 1:[(1-x)" =T+ x++xF7|; -x est
nilpotent, donc 1 + x est inversible, d'inverse S(-1Yx/. Si y™ = 0 et xy = yx : (xy)* = x*y* = 0,
et dans (x + y)*™" = 3, Chom-1 X yF*™=17 (bindme, licite car xy = yx), chaque terme aj = k ou
kR+m-1-j2m:ilestnul

2. N® = 0: N n'est pas inversible, § = 0 et N? = tN (exercice 20), d’od N¥ = t*"'N;siN =2 0,t =0
et N? = 0. E2, = E2, = 0, mais (E,, + E21)2 = | : ses puissances valent | ou E,, + E,,, jamais 0. Ici
EipEyr = (08) # EyqEqy = (59) 2 Uhypothése xy = yx de 1. est indispensable.

3. Sin | xf etsi p premier divise n, alors p | x*, donc p | x. Réciproquement, sin = [[p; et
.. a; . ..
tous les p; divisent x, avec a = maxa;, les p;' (premiers entre eux) divisent x%, donc n | x°.

J— . J S — | J—
72 = 23x3?: nilpotents|0,6,12,...,66 | (12 éléments). 7= 1+6,6 =216=0:7 =1-6+36=|31
(217 =3x72+1).

® Corrigé de l'exercice 30

1. K étant fini, k-1 =m-1 pour certains kR < m, d’'ot (m-R)-1=0;soit p le plus petit tel entier
(p>2car1#0).Sip=abavec1<a,b<p,alors(a-1)b-1)=(ab)-1=0,et, K n'ayant pas de
diviseur de zéro,a-1=0o0u b-1 = 0: contredit la minimalité. p est premier,etp-x = (p-1)x = 0.

2. Sip=2:x+x =0 pour tout x, donc dans le groupe (K, +) chaque élément est son propre
symétrique : |K| = 2% (exercice 22,2.). Sip#2:2-120(2<p), doncx+x=(2-1)x=0= x=0
; dans (K, +), seul 0 est son propre symétrique, et |K| est impair (exercice 22, 1.). 6 et 10 sont
pairs sans étre des puissances de 2 : aucun corps a 6 ou 10 éléments.

3.A2=(1,0)=(18) =1 +AL AU +A) = A+ A2 = 1+ A+ A=[1],(1+ A2 = | + A2 = A.

+ | o I A [+A x |0 1 A 1+A
0 0 I A I+A oo o o 0
I I 0O I+A A I o 1 A I+A
A A I+A O I A |0 A I1+A |
I+A | 1+A A I 0 1+A |0 1+A | A

K, est stable ; (K,, +) est un groupe commutatif (X +X = 0) ; x est associative, distributive (calcul
matriciel), commutative (table), d’'unité I, et A~' = | + A : corps commutatif a 4 éléments. A% = | :
k — AR est un isomorphisme de (Z/3Z, +) sur (K, \ {0}, x). Un isomorphisme f de (Z/4Z, +) sur
(K,, +) donnerait f(2) = f(1) + f(1) = O = £(0) : absurde.
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e V' d () ()
€ Corrigés : lois internes

® Corrigé de l'exercice 31

1. Loi *. L'expression est symétrique en x, y : * estcommutative. 1x1 =3, (1+1)*(-1) = 3-1+9 = 11,
alors que 1x(-1) = 1 et 1%(1%(-1)) = 1%1 = 3: » n'est pas associative. x+0 = x: |0 est neutre |
Loi ®. |x-y| = |y - x| : commutative. Be1)e1=2e1=1¢et 3e(1®1)=380=3:non
associative. Pour x>0, x® 0 = |x| = x : 0 est neutre.
Loie.ie1=iet1oei=-i:noncommutative. (1Tel)ei=1ei=-ietlo(loi)=10(-i)=i:
non associative. ze 1 =21 =z: 1 est neutre a droite. Si e était neutre a gauche, ew = w pour
tout w: w=1donnee=1,puisw=idonne -i =i, absurde. Pas de neutre.

Loi 8. max(x, y) = max(y, x), et max ( max(x, y), z) = max(x, max(y, z)) est le plus grand des trois
nombres : commutative et associative. Pour x = 0, max(x, 0) = x : 0 est neutre.

2. a) La loi est commutative : x est symétrisable <= il existe y tel que x’y?+y +x=0.Six =0
: y = 0 convient. Si x # 0 : équation du second degré en y, de discriminant A = 1 - 4x3, qui a

une solution & X*<1 < x< 3%/2 D'oll |x symétrisable < x < 3%/2 l
-1 5 -1-v5 ..
Pourx=-1:y2+y-1=0, |y= ;\/_ouy= 2‘/— : deux symetriques.

b) (v +x?y?)-(z+x?*2%)=(y-2)[1+x*(y+2)]. Six=0,x*y =x+z =y =2z:0est régulier. Si
x#0,0nprendy=0etz=-=: x*O=x=x*(—x1—2)avec0;t—x1—2 : X n'est pas régulier.
3. @: x® x = 0: chaque x est son propre symétrique. 0 ® y = y, donc 0 est régulier ; si x > 0:
x®0=x=xo(2x) avec 0 # 2x : x n'est pas regulier.
® : max(x,x’) = 0 impose x = x" = 0 : seul 0 est symétrisable. De méme, si x > 0 : max(x,0) =
x = max(x, x) : seul 0 est regulier.

o:sizz0:zow=zow =>zw=zZw =2 w=w,etwoez=woz=>wz=wz=>w=w.0
n'est pas régulier (0o 1=001). ’Les éléments réguliers sont ceux de C*.

4. Pour une loi associative, le symétrique est unique et tout élément symétrisable est régulier.
Ici -1 a deux symétriques pour *, et 1 est symétrisable sans étre régulier pour ® (de méme -1
pour *) : aucune contradiction, car ni * ni ® ne sont associatives.

loi | commutative associative neutre symétrisables réguliers
* oui non 0 x<43 {0}
® oui non 0 tous {0}
) non non aucun (1 a droite)  sans objet c*
® oui oui 0 {0} {0}

B Corrigé de U'exercice 32

V3

2

V3

2

2
net|m-n1|2=(m+§) +3n2 =m?+mn +n?

'—_l 9
1. a)j= ol 4

,doncm - nj =(m+§)-l
Soit N = [m - nj|? et N' = |[m’ - n'j|? deux éléments de E. Alors NN’ = |(m - nj)(m’ - n’j)|2 et,
commej? =-1-j: (m-nj)(m’-n’j) = mm’-(mn’+nm’)j+nn’j> = M-Pj avecM = mm’'-nn’ € Z
etP=mn +nm’' +nn’ € Z. Donc NN’ = M?> + MP + P?> € E : E est stable pour x.
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2.

b) 7=22+2x1+12=12+1x2+2%et 13 = 32+3 x 1+ 12 La formule de a) donne, avec
(m,n) = (2,1 et(m,n)=3,1):M=6-1=5P=2+3+1=6, |91=52+5x6+6>
avec (m,n) = (1,2)et(m’,n')=(3,1):M=3-2=1,P=1+6+2=9, [91=12+1x9+9?
(25+30+36=1+9+81=91 ).

) 1=12+1x0+0%€E, maisT+1=2¢E: &(m?+mn+n?)=(2m+n)?+3n? = 8 impose
n? < 2,soitn € {-1,0,1}; n = 0 donne 4m? = 8 et n = #+1 donne (2m + 1)?> = 5 : impossible
dans Z. E n'est pas stable pour +.

Sif,g€F:(fg)(x+1)=f(g(x)+1) = f(g(x))+1: f-g € F. En revanche (f +g)(x+1) = (f +g)(x)+2

avec f =g =id, f+g =2id & F. Enfin E(x + 1) = E(x) + 1 et sin (2m(x + 1)) = sin(2mx), d’ou les

deux exemples.

’

® Corrigé de l'exercice 33

o
2.

xxy-yxx=(a-b)(x-y):ilestnul pourtous x,y si et seulementsi .

a)(x+y)*z=a(ax+by+c)+bz+c=a’x+aby+bz+ac+c et x*(y*z)=ax+blay+bz+c)+c=
ax + aby + b*z + bc + c. La différence vaut (a® - a) x + (b - b?) z + (a - b)c (y a disparu).

b) Si les trois conditions sont vraies, la difféerence est nulle. Réciproquement, si elle est nulle
pourtous x,z: x =z =0donne (a-b)c=0,puisx=1,z=0donnea’=a,etx=0,z=1donne
b? = b.

c)a,be{0,1}: IX*y=x+y+c‘(a=b=1,cquelconque); (a=b=0);
(a=1,b=0,doncc=0); (a=0,b=1,c=0).

Si e est neutre: e*y =y pourtoutys'écrit(b-1)y+ae+c=0,doub=1;de mémex=*e=x
donne a = 1, puis e = -c. Réciproquement,sia=b=1: x*(-c)=x-c+c=x=(-c) » x. Neutre
te=-c

Un groupe exige associativité et neutre, donca =b = 1: x*y = x+y+c. Cette loi est associative
(question 2) et de neutre -c; enfin x+x’ +c = -c < x' =-x-2c. Les lois cherchées sont les
X*xYy=X+y+(C,avec x’ = -x - 2c¢ : groupes commutatifs.

a = 3 et a # a: non associative. Contrdle: 00 = -2, (0% 0)*1=-6+3 -2 = -5, alors que
0x1=1et0x(0%x1)=0%1=1.

® Corrigé de l'exercice 34

1.

La commutativité est claire. Pourd e N*: d |aan(bAac) < (d|a,d|b,d]|c) & d|
(anb)Ac. Deux entiers naturels non nuls ayant les mémes diviseurs se divisent mutuellement,
donc sont égaux : A est associative. De méme, av (bvc) et (avb)vc ontles mémes multiples
(les multiples communs de a, b, ¢), donc sont égaux. Enfinana=av a = a (idempotence).

a)av1=a: 1estneutre pourv. Si e était neutre pour A, on auraiten (e+ 1) = e+ 1, donc
e+1|eavece+1>e>1:impossible.

b)ava =1imposea | 1: seul1estsymétrisable (et 1" =1).
c)1vx=x:1estrégulier. Sia>22:av1=a=avaavec1 # a. PourA: pourtouta,

anl1=1=an(a+1)(deux entiers consécutifs sont premiers entre eux), avec 1 # a+ 1 : aucun
élément n’est régulier.

a) Les égalités sont symétriques en y, z : supposons y < z. Alors max(y,z) = z et min(x, y) <
min(x, z), donc les deux membres de la premiére valent min(x,z). De méme min(y,z) = y et
max(x, y) < max(x, z) : les deux membres de la seconde valent max(x, y).
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b) Ecrivons a = ﬂP?i, b= ]'IP,['S[, C = ﬂp}/i (mémes nombres premiers, exposants > 0). On sait
min(a;,B;) max(a;,B;)

queaAnb=T]p; etavb=T]p; . D’aprés a) :

min(a;,max(B;,y;)) max(min(a;,B;),min(a;,y;))
a/\(bvc):ﬂp,- :ﬂp, :’(a/\b)v(a/\c)‘,

et de méme ’ av(bnanc)=(avb)a(avc) ‘ (les lois étant commutatives, la distributivité a droite

en découle).
Vérification: 12A(18v20)=12A180=12 et (12A18)v(12A20)=6Vv4 =12 v; 12v(18A20) =
12v2=12 et (12v18)A(12v20)=36A60=12 v.

c)3A(1+2)=3,mais(3A1)+(3A2)=2: non.
® Corrigé de l'exercice 35
1. On développe::
(x*y)*z=a(x*y)z+b(x *y)+bz+c=a’xyz+ab(xy +yz+zx)+b*(x +y)+acz+ bz +bc +c.

La loi étant commutative, x = (y * z) = (z* y) = x s'obtient en échangeant x et z. Seuls les termes
non symeétriques en x, z subsistent dans la différence :

(Xx*y)xz-x*(y*2z)=b*(x-2z)+ac(z-x)+b(z-x)=|(b?-b-ac)(x-z)|

Si b? - b = ac, la loi est associative ; réciproquement, x = 1, z = 0 donne b?> - b - ac = 0.

2. a) o est affine de coefficient a # 0 : bijection de réciproque t — %. Et, avec b>-ac=b:
©(x)p(y) = a’xy + abx + aby + b?> = a(axy + bx + by + ¢) + b ~ac = a(x * y) + b = @(x * y).

b) Comme @ est bijective, x * y = cp‘1(cp(x)cp(y)). Posons e = (1) = % 1 p(x x e) = p(x), donc

X *e = x. Posons w = ¢ '(0) = —%: P(x*w)=0,donc x*w = w. Enfin x* x' = e <
@(x)p(x') = 1: possible si et seulement si (x) # 0, c'est-a-dire x # w, et alors @(x’) = ﬁ :

1-b b o1 1
" YTar f 'a(ax+b b) (x# W)
b)"-b
c) Parrécurrence, ¢ (x"*V) = @ (") p(x) = p(x)™", d'0li i (x) = (ax+b)" et x( = (ax + a) .
3| 3x -4
3.a)a=2,b=-3,c=6:b*-b=12=ac. p(x)=2x-3, [e=2], w=3}x =%(2X1_3+3)= x4

3
(X#E).
b) x *x+x =15 < (x)® = (15) =27 < 2x-3 =3 < |x=3| 3%3 =6,
6*3=36-18-9+6=15").
) x€[1,2] & o(x)e[-1,1], et[-1,1] est stable pour x : donc [1,2] est stable pour *. De
méme x > % = @(x)>0:)= ]%’+oo[ est stable, contient e = 2, et si x € J, p(x’) = ﬁ > 0,

donc x’ € ). La loi étant associative, (J, *) est un groupe commutatif.
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Tho

Les N + 1 éléments x',...,x"*" de E, qui n'a que N éléments, ne sont pas deux a deux distincts
(tiroirs) : ilexiste Tsp<r<sN+1telsquexP=x".0Onposeg=r-p=1.

Pourn > p: x™9 = x"P x xP*9 = x"P « xP = x" ; pour n = p, c'est 'hypothése. Donc x"*9 = x"
pour tout n 2 p, puis, par récurrence sur R, x™ k1 = x(n+ka)q _ yn+kq _ yn (car n + kq 2 p).

Avecn=pgzpetk=p: yxy=x%9=xPa*Pd = xPd =y,

X° =X e 12 | x(x - 1). On teste x = 0,...,11 : | les idempotents sont0, 1, 4, 9| (16

81=9[12]).
Pour 2 : Z,§_,Z,...: X*=x%, p=q=2et xX*=16=4; pour3: 3,9,3,..: x>=x", p=1,
g=2 et =9

1
e

2,
x2=9.
a)Siyxy=y,alorsy*xy=y=*eet,y étant régulier, y = e.

b) Soit x € E. D’apres 2, xP9 est idempotent, donc xP9 = e. Si pg = 1, X = e est son propre
symétrique ; sinon x * xP971 = xP9°1 &« x = xP9 = e : x est symétrisable, de symétrique x9". La
loi étant associative, avec un neutre, (E, *) est un groupe. (La finitude est indispensable : dans
(N*, ), tout élément est régulier, mais 2 n’a pas de symétrique.)

Sia,beE:11est premier et ne divise ni ani b, donc ne divise pasab: abekE. La multiplication
est associative, de neutre 1 € E. Siab =ac, alors 11 | a(b-c)avec11Aa=1,donc11 | b-c
(Gauss): b = c. Tout élément est régulier et E est fini: d’aprés 4, (E, x) est un groupe. Puissances
de 2:

— —1 = —
=1 et |2 =2 =6/(2x6=12=1 V).

€ Corrigés : groupes

® Corrigé de l'exercice 37

Tho

Lasomme de deux impairs moins 1 estimpaire: la loi estinterne. (xey)ez = x+y+z-2 = xo(y®z)
etxey=yex. xel=x:neutrelel; xo(2-x)=1avec2-ximpair. Groupe commutatif,
e=1,x"=2-x.

x®y>0et 1 1. La loi est commutative, et associative car S S
Xey X y (xey)ez x y z

— 1 Unneutre e vérifierait 1+ 1 = 1 soit 1 = 0 impossible. Pas de neutre, pas un

X@(y@z) X e X e

groupe.

a) (-1)*y = ty a la parité de y, donc x + (-1)*y a la parité de x + y. Alors
(X *y)xz=x+ (1YY + () z = x4 ()Y + ((1)Y2 = X+ (1) (y + (1Y 2) = X % (y * 2).

b) 0y =yetx*0=x: neutre 0. Si x est pair: x x(-x) = 0 = (-x) * x. Si x est impair :
X*X=x-Xx=0. Groupe, avec x’ = -x si x est pair, x' = x si x est impair. Non commutatif :
1*2=-1Tet2x1=3.

€)3%xX=10 < X=3%10=3%10=|-7]| et X3 =10 <= X=10*3’=10*3=,
Controle: 3% (-7)=3+7=10, 13%x3=13-3=10 ~.
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1. a) La ligne de a contientaxe=aeta*a=b;a=b eta=xcvalent doncc et e dans un certain
ordre. Siaxb =e,alorsaxc =c =ex*c, eta = e parregularité : absurde. Donca*b = c et

axc=e.

b)c=axb=a’>eta*=ax+c=e: tous les produits se calculent par a’ » @ = a'*, 'exposant
étant pris modulo 4 (table cyclique ci-dessous). Le groupe est commutatif.

2.axbza(sinonb=e),axbzb(sinona=e),axbze(sinonaxb=axaetb=a):axb=c.
Le méme raisonnement donneb+a=c,a*c=cxa=>b,bxc=c=*b=a. Cegroupe est aussi

commutatif.

*

0N o 9O ™
0O T 9Q |

N N T 9|9

Q ®m Nn T C

S Q9 ®© o0

table cyclique

*

table de Klein

0 o 9O ™

0o T 9 |
S o o 9|9
QO m N T
n 9O C n|n

3. S'il existe x # etel que x * x # e, alors x * x # x (sinon x =e): en nommanta=x,b=x*xetc
le quatriéeme élément, on est dans le cas 1. Sinon, tous les carrés valent e : c'est le cas 2.

4. a) On calcule les produits modulo 10 (par exemple 26=12-= 5, 44 =16= E) :

| o &I N x
ol N ool &I N
Nl & ol of &1

0| ol & N Ol

B ool N o ol

La table montre que P est stable ; la multiplication de

Z|10Z est associative ; la ligne de 6 reproduit l'en-téte :
le neutre est 6 (et non 1 ¢ P!). Chaque ligne contient 6 :

tout élément est symétrisable : | le symétrique de 2 est 8,

celui de & est 4. (P,x) est un groupe, de type cyclique :
7 = = _ _ —
2 =4z26(aveca=2,b=4,c=8).

b) Modulo 20 : 92 = 81, 112 = 121 et 192 = 361 sont congrus a 1; 9x11=99 =19, 9x19 =
171=11, 11x19=209= 9.

x |1 9 11 19
11 9 11 19
919 1 19 M
1011 19 1 9
9,019 11 9 1

® Corrigé de l'exercice 39

1. On écrit z = re’®, d'ou z* = r*e

K est stable (table), la multiplication est associative, 1 € K
est neutre, et chaque élément est son propre symétrique
(x2 = 1): (K, x) est un groupe de type Klein. On retrouvera K
a l'exercice 48 : ce sont exactement les solutions de x2 = 1
dans Z/20Z.

cZ*eR < 40=0[2n] & 6:=0 [g] : A=R*UIiR", réunion des deux axes privés de O.

. ol A
1eAet,siz,weA, (zw") = £ € R : sous-groupe.

cZ*eR & 40:=0[n] < 06:=0 [%] : B est la réunion des quatre droites y = 0, x = 0,
y =X,y = -X, privées de 0. Méme calcul : sous-groupe.

- 1ecCet|zw| = % € Q : sous-groupe.

« D est I'ensemble des complexes non nuls a parties réelle et imaginaire rationnelles: 1 € D

_ (a+ib)(c-id) _ ac+bd . : bc-ad

et,siz=a+ib,w=c+id €D, alorsﬁ- = + € D : sous-groupe.
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c2+d2 c2+d2 c2+d2



Chapitre 11+ Structures algébrigues 2° Bac Sciences Mathématiques

cjieFet-1eF, maisix(-1)=-i ¢ F; de plus l'inverse -i de i n'est pas dans F : F n'est pas
un sous-groupe.

2. a)ee HnK,etsix,y e HnK,alors x * y’ est dans H et dans K.

b) SiH c K, HUK = K est un sous-groupe (de méme si K c H). Réciproquement, supposons
He¢ KetK ¢ H: soithe H\Ketke K\ H.SiHuK était un sous-groupe, h xRk € Hu K. Or
h «k € Hdonneraitk=h"+(h*R) € H,et h+k € K donnerait h = (h xR) » k" € K : absurde.

Q)ieU, e eU,etu=ie™3 =6 y*=e4m3 %1 etub=em=-121,doncue U, uU,.
3.1eU_,etU, cU(siz"=1,]|z|" =1, donc |z| =1). Si z" = 1etw™ =1, alors (zw'1)nm =

("™ (w™)™" = 1: sous-groupe. Sie' € U_, il existe n > 1 avec e" = 1, donc n = 2km, k € Z*, et

m= 2”—k € Q: absurde. Donc U_ # U. Pas de contradiction avec 2.b): U, et U, sont tous deux

contenus dans Uy

® Corrigé de l'exercice 40

1. a) Pour tout réel x : t -t (x)=x+b+a, t -0,(x)=

(b-x)+a=o0,,(x), o,-t,(x) =a-(x+b)=0,,(x), SN N

0,-0,(X)=a-(b-x)=x+(a-b)=t, (X). X a o e ox
” . 2 2 \
b) Llimage de 0 donne a = b dans les deux premiers X, =0,-0,(X)=x+(a-b)

cas. Sit, = g, lesimages de 0 et de 1 donnenta = b
et1+a=>b-1:absurde.

2. a) D’apres 1.a), G est stable par composition ; il contient id = ty; tyet =t ot =t, et 0,00, =t,

-1 -1 _ Al _ g
t;'=t,| et|o, =0,| Ainsi G est un sous-groupe du groupe des bijections de R, donc un

groupe. Non commutatif: t, - 0, = 0, alors que g, - t, = 0_, # g, (d'aprés 1.b).

b)t,-t,=t,,=t, & a=0,eto,-0,=id pourtouta: cesontid et toutes les symétries 0.
3.T:ideTett,-t;' =t _, € T: sous-groupe. L'application a — t, vérifiet,, =t -t, ;elle est

surjective sur T et injective (1.b) : isomorphisme de (R, +) sur (T, -).

H:t, € H et tp  tom = Lkemy Lok ° Tamer = Okemysrr Oarst * Lom
; les réciproques t_,, et 0,, , sont dans H : sous-groupe de G.

=0 Ogke1 * Oome1 = Lo(-m)

2(R-m)+1?
Enfin g, - 0, = t;, qui n'est ni l'identité ni une symétrie : {0 }u{id} n'est pas stable, ce n’est pas
un sous-groupe.

4. a) Si x est pair, ®(x)(y) = t (y) = x + y ; s'il est impair, ®(x)(y) = 0,(y) = x - y : dans les deux cas
®(x)(y) = x+(-1)*y. Les entiers pairs sont envoyés sur les t,, et les impairs sur les g, : ® est
surjective sur H, et injective d’aprés 1.b). Pour u € R, comme x * y a la parité de x + y (exercice
37):

D(x) - Dy)(u) = x + (1) (y + (-1)u) = x+ (1)y + (-1)Yu = (x = y) + (-1)u = D(x * y)(u).

b) ® est une bijection de (Z, *) sur le groupe (H,-) qui transforme % en - : par transport de
structure, (Z, *) est un groupe et ® un isomorphisme. Il n'est pas commutatif, car H ne l'est
pas:t,-0,=0;#0,"°t, =o_1,cequicorrespondé2*1 =3et1*2=-1.
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Tho

a) s, ,(S.4(2)) = alcz +d) + b = acz + (ad + b), avec ac # 0. Alors s, -s1 b =5, ,, = id et

_ _ . .o . = _
b Sap =Sy bb = id : Sap €St bijective et Sgb =51 bl

'a a a’' a

Sa

a’

b) S est une partie du groupe des bijections de C, contient id = s, ;, est stable par composition
et par réciproque : c’est un sous-groupe, donc un groupe. Non commutatif: s, -s,, =s,, #

Sq,1°520 7 521

c) Les images de 0 et de 1 donnentb=d eta+b =c+d.

-1

On utilise la caractérisation f-g~". Sip =s;1b, =5,5°S1 =S1ptr €T3 S40°Sqi0=5Say€H; s

lal = |a’| =1,5,, S, ) =Sa ,_a AVEC |ai| = 1. Les trois parties contiennent id : ce sont des
r ’ al! ul

sous-groupes. En revanche, s_, , et s_,, sont des demi-tours, maiss_,,-s_,, = S, , est une

translation distincte de l'identité : 'ensemble n’est pas stable, ce n’est pas un sous-groupe.

a)id e C(f).Sig,heC(f):(g-h)-f=g-f-h=f-(g-h), eten composanth-f = f-h agauche
et a droite par h™', on obtient f - h™' = h™" - f. C(f) est un sous-groupe.

b) Pourg=s.,:g-t=s__ ett-g=s_,,,;daprés1c),ilssont égaux < c=1: [C(t)=T|

g:r=s;q etr-g=s, ;,:€gaux < d=id < d=0:|C(r)=H,
c) Un élément qui commute avec tous les autres est dans C(t)n C(r) = TnH = {s, ;} = {id}, et id
commute avec tout.

® Corrigé de l'exercice 42

1.

2.a)SiTeP, :cosT =cos(0+T)=cos0=1,doncT € 2nZ. Réciproquement, 2 € P

0€P.SIT,T ePypourtout x: f(x+T-T)=f((x-T)+T)=f(x-T)=f((x-T)+T) = f(x)
: T-T €Py. P estun sous-groupe de (R, +).

s et le

sous-groupe P_ _ contient tous les multiples de 2m: |P_ = 2nZ|

1+C0s 2Xx

b) cos? x = .

décritR): |P

: TeEP,, < VX, cos(2x +2T) =cos2x <= 2T € P =2nZ (caru = 2x
=nZ)|

cos?

c) f(x) = x-Ex) €[0,1. SIiT e P;: f(T) = f(0) = 0, donc T = E(T) € Z. Réciproquement,
E(x + R) = E(x) + k pour k € Z, donc f(x + R) = f(x) : Pe=2Z|

d)SiTeQ:x+TeQ < xeQdoncf(x+T)=f(x).SiTegQ: f(0+T)=0#f(0)=1:

P1®=@.

a) ©(T) = (0 +T) = ©(0) = 2. Comme cos"?T <1et cos"—5T < 1, la somme ne vaut 2 que si les
deux cosinus valent 1.

b)cosZl =1 < Il e2nZ < Te4zZetdemémecosT =1 < Te10Z: P, c 4Zn10Z.
Réciproquement, 4 est une période de x ~ cos % et 10 une période de x ~ cos % ; d’apres
1, tout élément de 47 n 10Z est période des deux termes, donc de . Ainsi P, =4Zn10Z.

SiT=4k=10m(k, m € Z),alors 2k = 5m : 5 divise 2k et 5A2 = 1,donc 5 | k(Gauss) et T € 20Z.
Réciproquement 20 =4x5=10x2: P, =20Z|

. SiTeP,:y(T)=y(0)=2,donc (comme en 3.a) cosT = cos(\/fT) =1:T=2kmet 2T =2mn

aveck,me Z.SiT#0,alorsk#0ety2 = % € 0 : absurde. Donc P, = {0}
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© Corrigés : morphismes

® Corrigé de l'exercice 43

1.

a) f,(t+t') = et = £ (t)f (t') : morphisme. |f,(t)| = €', donc f,(t)=1 = t=0: N = {0},
injectif. Image : 2. Non surjectif: -1 ¢ 3 (si e*)t = -1, alors €' = 1, t = 0, et f,(0) = 1). Donc
f, est un isomorphisme de (R, +) sur (%, x).

b) Pourz = x+iy etw = x' +iy’ : €W = X eU*Y) = eXelV X'V’ = eZe" . morphisme. |€7]| = e*
eteY estunargument: e =1 < (x=0ety e 2n2), Nf2 = 2inZ, non injectif. Tout w € C*
s'écrit re’® = "0 ; surjectif.

c) (-1)*! = (-1)%(-1) : morphisme, Ny =2Z,image {-1,1}: ni injectif, ni surjectif.

d) Siz=re®, Z- e 2 et % = £.Z: morphisme. e2? -1 < 6:=0[n]: N; = R*, non

injectif. Limage est contenue dans U et e/® = iy (e""’/Z) : image U, non surjectif sur C*.

Limage d'un groupe par un morphisme est un sous-
groupe : ¥ = f,(R) est un sous-groupe de (C*,x). Les
noyaux sont des sous-groupes : 2inZ = Nf2 est un sous-
groupe de (C,+), R* = ka un sous-groupe de (C¥, x), et
27 = N]c3 un sous-groupe de (Z, +).

f1(1)

Le point f.(t) a pour module e et pour argument t : I '
est une spirale logarithmique, qui tourne indéfiniment | 11 = f140)
autour de O quand t — -oo et ne coupe le cercle unité S 2
qu’au point 1 (Nf1 = {0}).

® Corrigé de l'exercice 44

o

Pour x,y € I, tanx +tany € R et arctan prend ses valeurs dans I : la loi est interne. tan est
continue et strictement croissante sur I, de limites -o et +co0 aux bornes : c’est une bijection
de I sur R, de réciproque arctan. Enfin tan(x * y) = tan ( arctan(tan x + tan y)) =tanx +tany.

tan est une bijection de (I, ) sur le groupe commutatif (R, +) telle que tan(x *y) =tanx +tany:
par transport de structure, (1, *) est un groupe commutatif et tan est un isomorphisme. Neutre

:tane =0, [e=0]; symétrique: tanx’ = -tan x = tan(-x), [x’ = -x|.

m m =
T« =arctan2| Par récurrence, tan (x") = ntan x, donc x") = arctan(n tan x).

1
x*x*x=% < 3tanx =1 < |x =arctan—

3t
H est 'image du sous-groupe Z de (R, +) par l'isomorphisme arctan : c’est un sous-groupe. Si
X,y €J,tanx+tany 20, donc x xy € J : J est stable ; mais le symétrique -Z de % € J n'est pas

/&
dans J : ce n'est pas un sous-groupe.
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1.

Pour x,y € 1: xy >0et(1-x)(1-y)>0,donc le denominateur est strictement supérieur au
numérateur, lui-méme strictement positif: 0<x*y<1.

f est continue, f'(x) = —.

>0, lim)f = 0etlim_f = +oo: bijection de I sur ]0,+oo[. Et

(1-x)?2
_ 1 - T X PR _ __(=x0-y) .
fx)=t &= x=t(1-x) & x-= = |f (1) il Comme1-xxy 0T
X*y Xy
f(x*y)= = Fx) f(y).

T-x=y (1-x(0-y)

Par transport de structure (vers le groupe commutatif (Rf, x)), (1, *) est un groupe commutatif

et f est un isomorphisme. Neutre: f(e) =1, |e= % . Symétrique : f(x') = ﬁ = X = f(1-x),
r_ 1 _ ~ . _ _ X(1-x) _ 1
X' =1-x| (contréle: x *(1-x) = Sl ).
2 (n)y - n _ _x" R () I Y P _ X" _ 1
Par récurrence, f(x) = f(x) o ot x f ((H)n) Ty - Te g avec
q-= 1%( > 0.
lim xXW=1six>2(0<q<1); Jsix=3; 0six<l(qg>1).

n—+oo

Enfin xx xxx =3 < f(x)3=f(§)=8 = f(x)=2 < |[x=

wIiN

@’ est un sous-groupe de (Rj,x) ; son image par l'isomorphisme f~' est un sous-groupe de

(I, %). Or cette image est @nl: sit € @}, = € @nl;six € @nl, x = f(f(x)) avec f(x) = X € ;.

® Corrigé de U'exercice 46

1.

D’aprés les régles de calcul sur les puissances (cours), a®*! = a* x a' pour k, [ € Z: , est un

morphisme, et @,(1) = a. Si @ est un morphisme tel que (1) = a: ¢(0) = e, puis par récurrence
@(k+1) = @(k) * (1) = a"" pour k2 0, et p(-k) = p(R) =a™*: @ = @,

Dans (Z, +), la « puissance » a* s'écrit ka : les morphismes sont les|k - mk |, m € Z. Si k = mk
est bijectif, 1 a un antécédent: mk =1, donc m = +1. Les isomorphismes sont id et -id.

a)Siw"=1etl=k+qgn,alors w' = w*(w")? = w*: la valeur ne dépend pas du représentant.

Réciproquement, 0 = n impose w° = w", soit w" = 1.
b) w, (EJ) =y, (k + l) = wh! = whw,

¢) Soit @ un morphisme et w = t,u(T). Pourk 21,k =1+-+1,donc tp(E) = wk (et w(ﬁ) =1 =w?).
Commen=0,w" =1: @ = y, avec w € U,. Deux w distincts donnent des morphismes
distincts (y,, (T) = w) : ily a exactement n morphismes.

a)y,(m)=1 e " =1 « n|km.Sikan=1,n|km=n| m (Gauss), doncm = 0
: noyau trivial, w  injectif. Sid =kAn=22,m= g vérifie kRm = gn, doncy,, (ﬁ) =1avecm#0
(0 < m < n): non injectif.

b) w,, prend ses valeurs dans U, (car (w™" = 1) ; injectif entre deux ensembles a n éléments,
il est bijectif : isomorphisme sur U, .

) kef0,..,11}etkA12=1:ke{1,5,7,11}: 4 isomorphismes, m > e/F™"/®,
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tot)2_(ot_ot)2 _
1. ch?t - sh’t = (etve )A(Q ) AeZet = 1, etcht > 0, donc \/1 +sh’t = \/chzt = cht. Ensuite
shscht+chssht=1[(e°-e)(e'+e™)+(e°+e)(e' - e)] = 1 [2e5 - 2e™"] = sh(s + 1).

2. a)sh est dérivable, sh’ = ch > 0, et ses limites en oo sont oo : bijection de R sur R. Pour x € R,
avecu=e'>0:sht=x & u?-2xu-1=0 < u=x+/x2+1(lautre racine, x - /x2 + 1,
est négative). Comme v1+x2> |x|, x+J/1+x2>0et t=In (x +1+ x2) = ().

b) D’aprés 1: (shs) x (sht) = shscht+shtchs = sh(s +t). Avecs = @(x),t = @(y): x*y =
sh ((x) + @(y)), donc | @(x * y) = @(x) + p(y) |

3. p estune bijection de (R, *) sur le groupe commutatif (R, +) qui transforme * en +: par transport

de structure, (R, ) est un groupe commutatif, isomorphe a (R, +) par ©. Neutre sh0 = @ ;
symétrique sh (- o(x)) = (sh est impaire ; controle : x * (-x) = 0).

4. a)1%1=2/2. %+,/’I+%=%+%=2,doncq)(%)=ln2.

b) Par récurrence, @ (x() = ng(x), d'ot x™ = sh (ngp(x)) et

2" -27"
2

(%)(n) =sh(nln2) =

(contr6le pourn=2 : 2=2.

W
EN (6]
1]
~lw
*
W

/).

IXex=3 < 2(p(x)=(p(§)=ln(§+§)=[n3 = p(x)=n3 = x=sh(ln\/§)= 5.

x

Sle:2.Y3.2 _4
. Controle: 2 3 ﬁ'3/‘

“|%

5. x+v1+x2 =e?X : composée de l'isomorphisme @ de (R, *) sur (R, +) et de lisomorphisme exp
de (R, +) sur (R?, x), c'est un isomorphisme.

® Corrigé de l'exercice 48
1. a) Si G est commutatif et y, = f(x,), ¥, = f(X,): ¥y, @y, = f(x; * X,) = f(x, *x;) =y, ®y,. On
applique ce résultat a l'isomorphisme £~ pour la réciproque.

b) Par récurrence, f (x™) = f(x)™ ; et f étant injective avec f(e) = €', x" =e < f(x")=
e < f(x)" =¢e'. Donc f(A,) cA;, et de méme f7'(A') c A, : f réalise une bijection de A
sur A’ . En particulier, si l'un est fini, ils ont le méme nombre d’éléments.

c)Siy' €G’,onécrit f'(y') = x*x;alors y' = f(x) ® f(x).

2. On cherche a chaque fois un invariant qui différe.
a) Dans (U,x),A, = U, a 4 éléments; dans (R,+), 4x=0 < x=0:A, ={0}.
b) Dans C*,A, = U, a4 éléments; dans R*, A, ={-1,1}ena 2.

c) Dans (Q,+), tout élément est un « carré » : y = £+ £. Dans (Z,+), 1 = x + x est impossible.
Un isomorphisme de Z sur Q aurait une réciproque, isomorphisme de @ sur Z, contredisant
1.0).

d) Méme invariant : dans (@j,x), 2 n'est pas le carré d'un rationnel (2 ¢ Q), alors que tout
élément de (@, +) est un « carré ». (Dans R, ln est un isomorphisme : ce qui manque dans
Q, ce sont les racines carrées.)

e) (z,+) est commutatif, (Z, *) ne lest pas (1*2=-1,2 1 =3): 1.a) conclut.
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8 éléments. Les inversibles d’'un anneau forment un groupe pour x (cours), commutatif ici. Car-
rés modulo 20 :

32=72=132=172=9 et  12=92:=11%=19%=1[20],

donc [x2=1 < xeK-= {1,5,?,@} (4 solutions, le groupe de Klein de U'exercice 38).

b) D'aprés l'exercice 46 (avec n = 8, k = 1), m ~ e™"/* est un isomorphisme de (Z/8Z, +) sur
(Ug, x). Dans U, 2:=1 & z=1#1: A, a2 éléements (dans Z/8Z : 2x = 0 & xe¢ {6,2}),
contre 4 dans G,,. D'aprés 1.b), ni Z/8Z ni U, ne sont isomorphes a G, : avoir le méme nombre
d’éléments et étre commutatifs ne suffit pas.

© Corrigés : anneaux et corps

® Corrigé de l'exercice 49

1.

1€ Z[i];siz=a+ibetz =a'+ib’ sontdans Z[i], alors z+z',-zet zz' = (aa’-bb’)+i(ab’+a’b) aussi.
Les lois de C induisent donc sur Z[i] une structure d’anneau (sous-anneau de C), commutatif
et unitaire comme C; etsi zz' = 0, alors z = 0 ou z’' = 0 (c’est vrai dans C) : Z[i] est un anneau
commutatif unitaire intégre.

N(a +ib) = a®> + b?> € N, et N(zz') = |z2'|? = |z|?|Z'|? = N(2)N(Z').

Si zz' =1 avec Z' € Z[i], alors N(z)N(z') = 1 dans N, donc N(z) = 1. Réciproquement, si N(z) = 1,
alors zz = 1 avec z = a-ib € Z[i]: z est inversible. Or a®> + b> = 1 avec a, b entiers impose
(a,b) € {(x1,0),(0,21)}: ’les inversibles de Z[i] sont 1, -1, i, —i‘ (U,). Z[i] n’est pas un corps
: N(2) = 4 # 1, donc 2 n’est pas inversible.

® Corrigé de l'exercice 50

1.

Sia=2kRetb=2l,alorsaeb =2kl € 2Z : |a loi est interne. Elle est commutative, associative

((aeb)oc = "Tbc =ao(boc)) et distributive (ae(b+c) = % =aeb+aoec). Enfinaee = apour

touta <= % = 1: le neutre est € 27. Comme (27, +) est un groupe commutatif, (27, +, o)
est un anneau commutatif unitaire, d’unité 2.

f est bijective (réciproque n » 2n), f(a + b) = f(a) + f(b) et f(ao® b) = "Tb = f(a)f(b) : c'est un
isomorphisme d’anneaux de (27, +,@) sur (Z, +,x). Siae b = 0, alors f(a)f(b) = 0, donc f(a) =0
ou f(b) = 0, c'est-a-direa=0ou b = 0: 'anneau est intégre. De méme aeb =2 < f(a)f(b) =
f(2) = 1: les inversibles sont les a tels que f(a) = %1, soit . Ce n’est pas un corps (4
n'est pas inversible).

a)3x=12 < [x=4| b)2x=10 < x=5¢ 2Z: pasde solution. c)x?> =36 < [x=16]

3

- X 3__ = -
d)xexex=7-=-16 < x’=-64 < [x =-4].
Supposons qu’une telle h existe, et soit u = h™'(1) € 2Z. Pour tout a € 2Z : h(ua) = h(u)h(a) =

h(a), donc ua = a (h est injective) ; aveca =2: u = 1 ¢ 27, contradiction. Les anneaux (2Z, +, x)
et (Z, +, x) ne sont pas isomorphes : le second a une unité, le premier non. Pourtant f, addi-
tive et bijective, est un isomorphisme de groupes de (27, +) sur (Z, +) : seule la multiplication
distingue ces anneaux, et la question 2 montre qu’il suffit de la « corriger ».
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® Corrigé de l'exercice 51

- a __b . _ al0M+b10" _ -a
1L 1=eD Six=-Lety=-2o: xey=200 xy - G0 et-x= =L sontdans D: D est
un sous-anneau de 0, intégre car Q l'est.
. m-acm- .
2. (&) Sig = 295 et m = max(a, B), alors x = % e D. (=)Si % = 1on' alorsg | p10" ;

commegAp=1,lethéoréme de Gauss donne g | 10" = 2"5", d’oui q = 295°P.
L -0,175€ D (40 =23x5); ~=0,25 € D (il faut d’abord simplifier!) ; % est irréductible

5
t3]12:|—=¢D|
et3 | 1265

'12

3. Six = +295P (a, B € Z), x et 1 = +27957B ont des formes irréductibles dont les dénominateurs
sont de la forme 2Y5° : ils sont dans D, et x est inversible. Réciproquement, si x = +q (irré-

ductible, p, g € N*) est inversible, alors g = 295F et, ; = 1; étant aussi dans D et irréductible,

p=2Y5%: x =$2v"95%F Donc |inversibles de D = {+2°5P, (a,B) € Zz} |

0,8 =27 x5 a pour inverse 2 = ; 0,016 = >~ a pour inverse 222 = 62,5 | D n'est pas un
corps: 1 ¢ D.

® Corrigé de l'exercice 52

1. Si fg = 1, alors f(x)g(x) = 1, donc f ne s'annule pas. Réciproquement, si f ne s'annule pas,

% eCetfx % = 1. Une telle f garde un signe constant : sinon elle s'annulerait (théoréme des

valeurs intermédiaires).

2. a) f est un « chapeau » de sommet (0, 1), nul hors de

1-1,1[; g est le méme chapeau translaté, de sommet fA /?
(2,1), nul hors de 11,3[. Si x & ]-1,1[, f(x) = 0 ; sinon al
|x-2]>1etg(x)=0. Doncavecf:t 6,g=6
: C n'est pas intégre.

b) Avec ¢ = % etr= bz;", la fonction g(x) = max(O r-|x- c|) est continue, > 0 sur ]a, b[ et nulle
ailleurs. Pour tout x : si x €]a, b, f(x) = 0; sinon g(x) = 0. Donc fg =6 avecg # 6 : f est un
diviseur de zéro.

c) Soit x, tel que g(x,) # 0. Par continuité, g ne s'annule pas sur un intervalle ]x, - n, x, + n[
(n > 0), ou f est donc nulle. Bilan :

f # 0 est un diviseur de zéro < f est nulle sur un intervalle ouvert non vide.‘

Les fonctions x - x% - 1 et sin ne s'annulent qu’en des points isolés : ce ne sont pas des
diviseurs de zéro (sans étre inversibles!).

® Corrigé de l'exercice 53
1. zz = (a+bi)(a- bi) = (a + b?)+(-ab+ba)i = N(z). Avec z' = c+di: N(zz') = (ac-bd)?+(ad + bc)* =
(a® + b?)(c? + d?) = N(z)N(z'), les doubles produits 2abcd s'éliminant.

2. Supposons que x? = -1 n'ait pas de solution, et soit z = a + bi # 0. Si l'on avait N(z) = 0, alors
. 2 ..
b#0(sinona’=0,a=0etz=0),et(ab") =-b?b2 = -1: contradiction. Donc N(z) # 0 et
zxN(z)'z=1: K, est un corps. Réciproquement, si x5 =-1,alors (x, +i)(x,-i) = x3 +1 =0 avec
Xotiz0: K, nest pas un corps.
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3. Dans Z/3Z, les carrés sont 0 et 1; -1 = 2 n'en est pas un : K, est un corps a 9 éléments.

N(1+i)=2et27" =2,donc(1+i)" =2(1-i) = ((1+i)(2+i)=1+3i =1 /). Puis (1+i)2 = | 2i ],
(1+i)* = (2> =[2](= -1) et (1 +i)® =[1] Les puissances successives sont

1, 1+i, 20, 1+2i, 2, 2+2i, i, 2+i (k=0,..,7):
huit éléments non nuls distincts, donc tous les éléments non nuls de K.

4. (2+i)2-1i) = 4+1=[0]dans Z/5Z : K, n’est pas intégre. Comme -1 =22: N(2) = 0
(a-2b)a+2b)=0 < a=2boua-=3b,dolz=0etles 8 éléments2b +bi,3b+bi(bz0):
9 éléments de norme nulle. Or z est inversible < N(z) # 0 (si zz' = 1, N(z)N(z') = 1 ; sinon,
z'=N(z)"2): K;a25-9= inversibles.

Remarque. D'aprés les exercices 20 et 61 du chapitre 8, pour p premier impair, K, estun corps
si et seulement si p = 3 [4].

M Corrigeé de U'exercice 54

1. a® = 6abc - 2b> - 4¢3 est pair, donc a est pair : a = 2a’. Alors 8a’3 + 2b3 + 4¢3 = 12a’bc, soit
b*+2c3+4a’3 = 6bca’: (b, C, %) est solution. S'il existait une solution non nulle, on en choisirait
une avec S = |a| + |b] + |c| minimal ; en appliquant trois fois ce résultat, a, b, ¢ sont pairs et

(%, g, %) est une solution non nulle de somme % < S: contradiction. Donca=b =c = 0.

2. On développe avec a® = 2 et a* = 2a. Terme constant: a(a® - 2bc)+2b (b? - ac)+2c(2c? - ab) =

a® +2b% + 4¢3 - 6abc. Coefficient de o : a(2c? - ab) + b(a® - 2bc) + 2¢ (b? - ac) = 0. Coefficient
de a?: a(b?- ac) + b(2¢? - ab) + ¢ (a? - 2bc) = 0.

3. Sia, b, c ne sont pas tous nuls, on les multiplie par un dénominateur commun : on obtient des
entiers A, B, C non tous nuls avec A3 + 2B3 + 4C3 - 6ABC # 0 (question 1), donc A+ Ba +Ca® # 0

d’apres 2. Ainsi ’ a+ba+ca’=0=>a=b=c=0 ‘: l'écriture d’'un élément de Q(a) est unique.

Q(a) contient 1, est stable par différence et, avec a® = 2, a* = 2a, par produit :
(a+ba+ca?)(a +b'a+c'a?)=(aa’ +2bc’ +2cb’)+ (ab’ + ba' +2cc’)a + (ac’ + bb" + ca’) o?.

Six =a+ba+ca’ #0,alors D = a® +2b> + 4¢3 - 6abc # 0 (méme argument) et, d’aprés 2,

x" = 1[(a?-2bc) +(2¢* - ab) a + (b? - ac) a?] € Q(a) : Q(a) est un sous-corps de R.

1
D

4oaxa’=2: a' =|za’?| Pour(ab,c)=(1,1,0),D=3: (1+a)’ =

(1-a+a?)| (en

a® = 3). Pour(-1,1,0),D = 1: (a-1)" = (car

W=

1
2
effet (1+a)(1-a+a?) = 1+
(@-N(1+a+a?)=a®-1=1).
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© Corrigés : matrices et structures

B Corrigé de l'exercice 55

2 9 1 -1
commutatif.

1 2-2 . . . . .
2. B? =(0 1 ):. Donc B" =1 si n est pair et B” = B si n est impair. Comme B x B = I, B est

inversible et .

2
3. det(A-xI)=(2-x)3-x)+1=x>-5x+7= (x - %) + % > 0: A - xI est inversible pour tout réel

1. 2A-3B = (1 _8), AB = (2 > ), BA = (_41 _53) : AB # BA, le produit matriciel n’est pas

-0- _ a_[1(3 1 soa(3 N\.q .
X. Pourx=0:detA=7etA' = 7(_1 5 (controle.A_1 5 =71 V).

4. D? = |, donc D" = I si n est pair et D" = D si n est impair. Comme | et D commutent, (I-D)(I+D) =
|- D? =0, alors que

-2

0|20 et I+D 20 :
2

S
1
o O O
o O O
1
o oN
o N O
o ON

l'anneau (M,(R), +, x) n’est pas intégre (et X* = I y a d’autres solutions que #I).

® Corrigé de l'exercice 56

1.5x2-3x3=1#20:A" = 2 -3 | Lesystémes’écritAX = 4,donc X = A 4 ]
-3 5 y 1 y 1

(x,¥)=(5,-7)| 25-21=4,15-14=1 7).

2. En soustrayant les équations deuxa deux:y+2z=b-aety+3z=c-b, dou
z=a-2b+c, y =-3a+5b-2c, x=3a-3b+c.

Pour tout second membre, il y a une unique solution, donnée par une matrice P’ : P est in-

3 -3 1
versibleetP'=p' =|[-3 5 -2||
1 -2 1
5 0 4
3.Q%= |4 1 4|, doncQ*-4Q = -3l AinsiQx1(41-Q) = 3(4/-Q)xQ=1: Q" = 1(4/-Q) =
4 0 5
2 0 -1
1
—[-1 3 1
311 0 2
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® Corrigé de l'exercice 57

b\[a" b’ " ab’ +bc’ . iees
1. a a o= aa d +, ¢ . Donc T contient I = M(1,0, 1), est stable par difference et par
0 c/\0 c 0 cc

produit : c'est un sous-anneau de M,(R). Avec E = M(1,0,0) et N = M(0,1,0): EN = N mais
NE = O. Ainsi T n'est pas commutatif, et il a des diviseurs de zéro : il n'est pas intégre.

2. detM(a, b, c) = ac. Si ac = 0, M(a, b, c) n'est pas inversible ; si ac # 0, elle l'est et

M5, = (6 )<L -2 L)

T* contient I, est stable par produit (aa’cc’ # 0) et par passage a l'inverse : c’est un sous-groupe
de GL,(R).

3.a) (M + M) = @(M) + p(M’), @(MM’) = (aa’,cc’) = p(M) - (M), et (u,v) = @(M(u,0,v)) : ¢ est
surjective. Elle n’est pas injective : ¢(N) = (0, 0) = ©(0).
b) U = {M(1,b,1), be R} c T*, et w : b » M(1,b,1) est une bijection de R sur U telle que
w(b)yw(b’) =M(1,b +b’,1) = w(b + b’). Cest un morphisme de (R, +) dans (T*, x), d'image U : U
est un sous-groupe, isomorphe a (R, +).

4. Récurrence. Pourn =0: A% = | = M(1,0,1) v. Si la formule est vraie au rang n, A™" = A"A =

n_.n cla"-c" n+1_.n+1
M(an+1’ a'b+b 2=, c””),eta"+ ( ):a @l
a-c a-c a-c

Ainsi ’M(3,2,1)” =M(@3", 3" -1, 1)‘. Pour n = -1, on obtient M(%,-%J), qui est bien linverse
de M(3,2,1) d’'apres 2 .

® Corrigé de l'exercice 58

1 a+a c+ab +c
1. T(a,b,c)T(a’,b’,c’)=|0 1 b"+b =T(a+a’,b+b’,c+c +ab’) € H. Le produit est
0 O 1

associatif, I = T(0,0,0) € H et, d’aprés 1, T(a,b,c)T(-a,-b,ab - ¢) = 7(0,0,0) = T(-a,-b,ab -
¢)T(a,b,c): (H,x) est un groupe, avec|T(a,b,c)™" = T(-a,-b,ab - c)|. Il n'est pas commutatif :
T(1,0,0)7(0,1,0)=T(1,1,1) et T(0,1,0)T(1,0,0) = T(1,1,0).

2. XY =T(s,t,u)etYX =T(s,t,u’),avecs=a+a’,t=b+b’,u=c+c +ab’,u" =c+c’ +a’b. Comme
XY =(YX)" = T(-s,-t, st-u’):

XYX 'Y =T(s,t,u)T(-s,-t,st-u’) = T(0,0,u - u’) = ’ T(0,0,ab’ - a’'b) ‘

Donc XY = YX < XYX'V' =] < [ab =a'b]

3. X =T(a,b,c) commute avec tout T(a’, b’, c’) si et seulementsiab’-a’'b = 0 pourtousa’, b’ ; avec
(a’,b") =(0,1) puis(1,0): a = b = 0. Réciproquement T(0, 0, ¢) convient : ’Z ={T7(0,0,c), c € R}|
Lapplication g : ¢ ~ T(0, 0, c) vérifie g(c)g(c’) = g(c + ¢’) : c’est un morphisme injectif de (R, +
dans (H, x), d'image Z. Donc Z est un sous-groupe et g est un isomorphisme de (R, +) sur (Z, x).

4 ® :(a,b,c) » T(a,b,c)est une bijection de R> sur H telle que ®(u * v) = d(u)d(v) (question 1).
Par transport de structure, (R3, «) est un groupe, isomorphe a (H, x), donc non commutatif. Son

neutre est ®7'(I) = (0, 0,0) | et le symétrique de (1,2,3) est ®'(T(-1,-2,2 - 3)) =|(-1,-2,-1)
((1,2,3)*(-1,-2,-1)=(0,0,3-1-2) v).
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® Corrigé de l'exercice 59

10
1. Le calculdonne P>=P, PQ=QP=Q et Q°= ( 0

oo

) = -P. Par distributivité :

M(a, b)M(c, d) = acP? + adPQ + bcQP + bdQ? = (ac - bd)P + (ad + bc)Q = M(ac - bd, ad + bc).
Avec M(a, b) + M(c,d) = M(a +c,b +d): E eststable par + et par x.

2. M(a,b) = (g _az §) : ses coefficients (1,1) et (2,1) redonnent a et b, donc @ est injective ; elle
est surjectfve par définition de E. Puis @(z + 2') = (2) + p(z') et, d’apres 1, p(zz') = M(aa’ -
bb’, ab’ + ba’) = @(z)p(z'). Par transport de structure (avec la bijection @), (E,+, x) est un
corps commutatif isomorphe a (C, +, x), de zéro (0) = O et d'unité (1) =

3. a) La troisiéme colonne de M(aq, b) est nulle, donc|M(a, b)K = O |. Si M(a, b) était inversible dans

M,(R), on aurait K = M(a, b)"'M(a, b)K = O : absurde. Aucun élément de E n’est inversible dans
M;(R); en particulier | ¢ E.

NP ) 1 1
b) (1 +i)" = =L, donc M(1,1)" = M(E,—E) (contréle : M(1, 1)M(5,-5) M(1,0) = P). Pas

de contradiction : étre inversible dépend de l'anneau. Dans E, 'unité est P et 'on demande
XY = P ; dans M;(R), on demande XY = I, ce qui est impossible.

4. On poseX o(z et l’on résout dans C (¢ est un isomorphisme). a) 22 =2i = (1+i)? < z=

1+
1

b) 22 =1 &= zeUy={1,j°j=-3+i

N[5

V3 1B\ -
X e {P M(——, 7) M(_E'_T)} = (p(lU3).
Comme ¢ induit un isomorphisme de (C*, x) sur le groupe (E \ {0}, x) (de neutre P), l'image du
sous-groupe U, est un sous-groupe isomorphe a (U, x).

g 6 .
€) V3 +i=2e"°, donc (V3 +i) =64e™ = -64 et | M(4/3,1)° = M(-64,0) = -64P| (et non ~6411)

® Corrigé de l'exercice 60

aa’ +bb" ab’ + ba’

"+ab’ bb'+aa
par différence et par produit : c'est un sous-anneau de M,(R), commutatif car la formule est
symetrique.

2. 5(1,1)5(1,-1) =[0]: S n'est pas intégre. detS(a,b) = a® - b. Si a® # b?, linverse de S(a, b) est
! ( a _b) = S( 4 o ) € S;sia? = b? S(a, b) n'est pas inversible.

1. S(a, b)S(a’,b’) = ( ) S(aa’ + bb’, ab’ + ba’). S contient | = S(1, 0), est stable

a2-b2 \-p q a2-p2! q2-p2

3. w a pour réciproque (u,v) — S(“;", %) ; elle est additive et

w(S(a,b)S(a’,b")) = (aa’ + bb’ + ab’ + ba', aa’ + bb’ - ab’ - ba') = ((a + b)(a’ + b’), (a-b)(a' - b)),
c'est-a-dire y(S(a, b)S(a’, b)) = w(S(a, b)) - w(S(a’, b")).

4. a) c(t)’> - s(t)> = Tetc(t) > 0: H(t) € G. De plus y(H(t) = (e, e), donc w(H(H)H(t')) =
(et &™) = (H(t + t')) et, w étant injective, )= H(t +t') ‘

b) H est injective (H(t) = H(t') = e! = e!'). Elle est surjective : si S(a,b) € G, alors a =+/1+ b2 >
|b|, donca+b > 0;avect = In(a+b), et = a+b = a-b, dou c(t) = a et s(t) = b. Ainsi H est
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une bijection de R sur G qui vérifie H(t +t") = H(t)H(t') : par transport de structure, (G, x) est un
groupe (c’est un sous-groupe de GL,(R), de neutre H(0) = I, avec H(t)" = H(-t)), isomorphe a
(R, +) par H.

Remarque. G est l'analogue « hyperbolique » du groupe des rotations : ¢ et s (cosinus et
sinus hyperboliques) remplacent cos et sin, et 'hyperbole a? - b?> = 1 remplace le cercle.

€ Corrigés : défis de concours

® Corrigé de l'exercice 61

1.

a)Avecn = ketn=k+1: xfyfxy = (xy)f(xy) = (xy)f*? = xFTyk1 = xRk xyky. En simplifiant &

gauche par x® et a droite par y (tout élément d’un groupe est régulier) : |y*x = xy® | Le méme
R+1

calculavecn=k+1etn=k+2donne y*'x = xy
b) D'une part xy*" = (xy)y® ; d'autre part, d'aprés a), xy*" = y**'x = y (y*x) = y (xy*) = (yx)y".
Donc (xy)y* = (yx)yk et, en simplifiant a droite par y* : [xy = yx].

a) f est un morphisme : (xy)> = x3y3, c'est-a-dire x yxyxy = x xxyy y. En simplifiant a gauche
par x et a droite par y : yxyx = xxyy, soit|(yx)? = x?y? |.

b) D’une part (yx)® = f(yx) = y3x3 ; d’autre part (yx)* = (yx)’(yx) = x’y?yx = x’y>x. Donc
y3x3 = x2y3x et, en simplifiant a droite par x : | y>x? = x2y3 | Comme f est surjective, tout z € G
s'écritz=y3: zx? = x’z pour tous x, z € G.

c) En échangeant les roles dans a) : xyxy = (xy)? = y?x%. Comme y? commute avec x (question
b) : y2x* = (y?x)x = xy®x = xyyx. Ainsi xyxy = xyyx et, en simplifiant & gauche par xy :

, G est commutatif.

a) (1,0,0)%(0,1,0) = (1,1,0+0+1x1) = (1,1, 1), mais (0, 1,0)*(1,0,0) = (1,1,0+0+0x0) = (1, 1,0)
: E n'est pas commutatif. Formule de x" par récurrence : pour n = 1, la formule donne x. Si
elle est vraie au rang n,

X””=x”*x:((n+1)a, (n+1)b, nc+mab+c+nab) et AN, (0n

2 2

2
Pour n =3: x3 =(3a, 3b, 3c +3ab) =|(0,0,0) = e|dans Z/3Z.

b)Sin=3g(q=21): x" = (x3)q = e pour tout x, donc (x *y)" = e = x" xy". Sin =3q+1:
x" = (x3)7 % x = x, donc (x*y)" = x*y = x" xy". L'égalité (x+y)" = x" xy" est donc vraie pour une
infinité d’entiers n (en particulier pour les deux entiers consécutifs 3 et 4), et pourtant E n’est
pas commutatif : dans la question 1, on ne peut pas se contenter de deux entiers consécutifs.
De méme, x - x> est ici un morphisme (constant, égal a e) qui n'est pas bijectif : dans la
question 2, 'hypotheése de bijectivité est indispensable.

® Corrigé de l'exercice 62

Tho

Pourj=0:5=1+22x1,avecm, =1impair. Si 57 21+ 2f*2mj avec m; impair, alors

. ) 2 . . . .
577 = (1+27m.) =1+ 23m, + 22" m? = 1423 (m, + 2" m}),

etm;  =m+ 21'*1m,~2 est impair (impair plus pair).
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2. a)5% = (525)r =u,etu"-1=(u-1)(1+u+-+u""). Le second facteur est une somme de r
entiers impairs, avec r impair : il est impair.

b) D'aprés 1, u - 1 = 2°*2m_ avec m_ impair ; donc 59 - 1 = 252 x (impair). Ainsi 2f | 59 -1 <

Rss+2 & s2k-2 & |22 |d|

3.Si0<i<j<2"2-1et5 =5 [2%] alors 2 | 5" (57 - 1), donc 2% | 57 - 1 (5' est impair) et
22 | j - i d'aprés 2, alors que 0 < j - i < 2% : impossible. De plus 5 = 1 [4], donc & = 1 [4]
et -5 =3 [4]: une classe 5 ne peut pas étre égale a une classe 5’ (on aurait 1 = 3 [4]). Les
2 x 2F2 = k1 classes tgj sont donc distinctes, et inversibles (représentants impairs) ; comme

G, a 2" éléments: |G, = {:gl, 0sjs2k2- 1} .

) - o o = _] 2 —2j - k-2 o k-3 o o
4. Si x =1,xest|nver5|ble(x-x=’I):)k<=15 etx?=5 =1 & 2*? |2 <k=>2 |j & je
{0,2%3}. D'aprés 1 (avec; = k - 3), 52 ? =1+ 2%"m avec m impair, donc 52 = 1 + 281 [2F] (car

2F-1(m - 1) est divisible par 2%). Les solutions sont les quatre classes distinctes | 1, +1 + 2k-1

(alors que x2 = 1 n'a que deux solutions dans un corps Z/pz).

B Corrigé de l'exercice 63

) zZ' -ww' -zw -wz' —_ T
1. Le produit vaut( . =, — __). AvecZ =zz' -ww' et W =wz' +zw' : Z = zz2 - ww’
wz' +zw' -ww' +ZZ2
et -W = -wz' - zw’ : C'est bien |g(Z,W)| € H. Comme I = g(1,0) € H et g(z,w) - q(z’,w’) =
q(z-z',w-w’), H est un sous-anneau de M,(C) : un anneau unitaire.

2. Avec la formule de 1: i2 = q(i?,0) = -1, j2 = q(-1,0) = -1, k* = q( - (-i)(-i), 0) = q(i?,0) = -1 ;

ij =q(0, i x1) = q(0,-i) = [k}, ji = q(0, 1xi)=[-k], ijk = k? = [=I]. Comme k # O, ij # ji : H n'est
pas commutatif.

3. q(z,w)q(z,-w) = q(zz+ww, wz-zw) = q(|z|? + |w|?,0) = NI, et de méme q(z,-w)q(z,w) =

q(zz+ww, -wz+zw) = NI. Si g(z,w) # O, alors N > 0 et g(z,w)™" = q(%,-%) € H. Tout élément
non nul est inversible et x n'est pas commutative : H est un corps non commutatif.

4. detq(z,w) = zz+ww = N(g), donc N(gq’) = det(qq’) = detg detq’ = N(q)N(g’). Avec les notations
de l'énoncé, N(q) = a® + b*> + c? + d?, et le calcul de Z et W (question 1) donne

Z =(aa’ -bb’'-cc'-dd’)+i(ab’+ba’-cd’ +dc’), W = (ac’+ca’+bd’'-db’)+i(ad’ +da’ +cb’-bc’),
d’ou lidentité d’Euler : (a? + b2 + ¢ + d?)(a? + b2 + 2 +d"?) =

(aa’ -bb’ -cc’ -dd’)? +(ab’ +ba’ -cd’ +dc’)? +(ac’ +ca’ +bd’ -db’')?> + (ad’ +da’ +cb’ - bc’)?.

Avec (a, b, c,d) = (2,1,1,1) et (a’, b, c’,d") = (3,2,1,1): |105=7x15=22+72+ 42 + 62| (4+49+
16+36 = 105 v).

5. q(z,w)? = q(22- |w|?, (z+Z)w). Donc q(z,w)? = -I <= Zz°-|w|?> = -1 et 2Re(z)w = 0. Si
Re(z) # 0, alors w = 0 et z2 = -1, donc z = #i : contradiction. Ainsi z = i (B € R) et la condition
devient B2 + |w|? = 1: les g(icosH,sinB), 8 € R, forment une infinité de solutions (parmi
lesquelles ti, j, k).

Dans un corps commutatif, si x2 = -1, alors x* = -1 <= (X - x,)(Xx +X,) =0 < x=#x,:au

plus deux solutions. Dans H, (x - X,)(X + X;) = x? - xg +(Xxx, - X,X) : cette factorisation utilise la

commutativité (elle tombe en défaut pour x =i, x, = j).
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® Corrigé de l'exercice 64

1. Sim =¥ x’ etn = ¥ y?, lidentité donne mn = ¥ T/ avec T. € Z: 5 est stable par x. Comme 0,
1=1%et2=1%+12 sont dans 3, et que tout entier n > 2 est un produit de nombres premiers,
il suffit que tout nombre premier impair soit dans 2 pour avoir & = N.

2.a)Si0sx<x < p et x?> = x2[pl,alorsp | (x' -x)(x'+x),avec0 < x' -x<petO<x +x<p-1:
par le lemme d’ Eucllde c'est impossible. Les restes des x? sont donc distincts ; de méme pour
les -1-y2, car-1-y2 =-1-y2 < y2=y?2
b) Les deux familles ont chacune &= elements de restes deux a deux distincts; ily a p+1 entiers
en tout et seulement p restes p055|bles : un x% et un -1 - y? ont le méme reste (principe des

2

tiroirs), etp | x2 +y2+1. Onécrit x> +y? +12+02=mpeSavecm=1etmp < 2(%) +1<p?
d'oti1<sm=<p.

3. Onamysm«<p.

a) Zx,-2 = m,p est pair, donc le nombre de x; impairs est pair (0, 2 ou 4) : on peut numéroter

u-v)2 _ w2,

. -~ . - . . 2
les x; pour que x,, X, soient de méme parite, ainsi que x;, x,. Comme (”*") +( > >

m X+ X\ (X, =X \2 [Xa+X,\2 [X,-X,\?
—0p=(1 2) +(1 2) +(3 4) +(3 4) €3
2 2 2 2 2

avec 1 < % <m, : cela contredit la minimalité de m,. m, est donc impair.

m01 mo

b) Chaque classe modulo m, a un représentant dans [ ] Alors Zy, = Zx,-z =myp =

27
0 [m,], donc Zy; =m,m, avec m, 2 0, et Zy,- < 4(7) < mo, d'oum, <m,. Sim, =0, tous

- . 2 5 9 .
les y; sont nuls, m, divise tous les x;, donc mg | myp et m, | p, avec 1 < m, < p : impossible.
Ainsi[1sm, <mg|

c) Modulo m, on remplace y; par x;: T, = Zx,-z =0, T, = X,X, =X, X, +X3X, - X, X3 = 0, et de méme
T,=T,=0[m,]. lidentité donne (m,p)(mym,) = ¥ T,z, donc

TV (T2 /T2 /T \2
o5 48] 2
my my my, my

avec 1< m, <m,: nouvelle contradiction. Doncm,=1: |[peX|

4 D'aprés1et3,3 = N: tout entier naturel est somme de quatre carrés. |23 = 3% + 32 + 22 + 12|,
Un carré est congru a 0, 1 ou 4 modulo 8 ((2m)? = 4m? et (2m + 1) = 1). Une somme de trois
tels restes vaut, modulo 8 : 0, 1, 2, 3 (avec des 0 et des 1), 4, 5, 6 (avec un 4), 0, 1 (avec deux
4), 4 (avec trois 4) : jamais 7. Comme 23 = 7 [8], 23 n’est pas somme de trois carreés.

® Corrigé de l'exercice 65

1. f(0) = £(0 + 0) = 2f(0), donc £(0) = 0, puis f(x) + f(-x) = £(0) = 0. Si x # 0: f(x)f (x") = f(1) =1,
donc f(x) # 0 et f(x”") = f(x)™. Si f(x) = f(y), alors f(x - y) = 0, donc x -y = 0 : f est injective.

2. Par récurrence, f(n) = f(n-1)+ f(1) = n pour n € N; puis f(-n) = -f(n) = -n ; enfin, pour r = %
(p € Z,q €N): f(r) = f(p)f(q)" = 2 = r. Le seul morphisme de corps de @ dans Q est donc

q
Uidentite.

Maths Olympiad °



Chapitre 11+ Structures algébrigues 2° Bac Sciences Mathématiques

3.a)Six20: f(x)= f(ﬁz) = f(\/i)2 >0.Sixsy: f(y)-f(x)= f(y-x)20: f est croissante.

b) Soit x € Retn € N*; on posern=@

Par croissance, et puisque f fixe les rationnels: r, < f(x) < s, . Donc |f(x)-x| ss -r, = % pour
tout n, et f(x) = x: le seul morphisme de corps de R dans R est id,.

ets, =r, + % : ce sont des rationnels et r,sX<s,.

4. Larestriction de f a R est un morphisme de corps de R dans R, donc f(x) = x pour x réel. Puis
f(i)? = £ (i?) = f(-1) = -1, donc f(i) = #i, et f(a+ib) = f(a)+ f(b)f(i) = azib: |f=idou f : z - Z|
Les deux conviennent: z+z =z+2',2z =zz et 1=1.

5. a) Soit f un morphisme de @(\/5) dans lui-méme. Il fixe @ (question 2), donc f(a + b\/f) =
a+bf(\/§),avecf(\/§)2 = f(2) = 2: f(V2) = +/2. Donc f =idou f =0 : a+by2 » a-by2.

Réciproquement o est bien définie (unicité de l'écriture), additive, o(1) = 1, et
o((a +by/2)(c + dﬁ)) = o(ac +2bd + (ad + bc)ﬁ) = ac +2bd - (ad + bch2 = (a - bv2)(c - dv/2).

Ily a donc exactement deux morphismes, id et g, tous deux bijectifs (o - 0 = id) : ce sont les
automorphismes de Q(1/2).

b)Si f : @(\/5) N @(ﬁ) était un morphisme, u + v/3 = f(\/f) (u, v € Q) vérifierait u? + 3v2 +
2uwvy/3 = f(2) = 2, donc (unicité de Uécriture) uv =0 et u? +3v2 = 2. Siv=0,u2=2;siu =0,
(3v)? = 6: impossible dans @, car /2 et /6 sont irrationnels. Il n’existe aucun morphisme, donc
aucun isomorphisme : ces corps ne sont pas isomorphes (alors que a + by2 — a+by3 est un
isomorphisme des groupes additifs).

® Corrigé de l'exercice 66

1. Pour A = (a b), ona A(d _b) = (d _b)A = (detA)l. SidetA # 0, A est donc inversible,
c d -C a -c a

d’'inverse (detA)™’ (_dc _ab). Si A est inversible, detAdetA™" = det/ = 1, donc detA # 0. Ainsi

det envoie GL,(K) dans K* et vérifie det(AB) = detAdetB : c’est un morphisme, surjectif car
A

det(0 1

un sous-groupe de GL,(K).

= A pour tout A € K*. SL,(K) est l'image réciproque du sous-groupe {1} de K* : c’est

2. Si(b,d) = (Aa,Ac), alors detA = aAc - Aac = 0. Réciproquement, supposons ad = bc. Sia # 0,

onposeA=ba':b=Aaetd =a'bc=Ac. Sia=0,alorsc#0etbc=0,doncb=0(K estun
corps);avecA=dc': (b,d) = (0,Ac) = (A, Ac).
Comptons: A est inversible si et seulement si sa premiére colonne est non nulle (sinon detA =
0) et sa seconde colonne n’est pas l'un des A(a, c). Ces derniers sont exactement p couples
distincts (si A(q, ¢) = p(a, ), une coordonnée non nulle donne A = ). D’oti p? - 1 choix pour la
premiére colonne, puis p? - p pour la seconde :

|6L,(6)] = (p? - 1) (p2 - p)}

3. Si detA = 1, alors det(D,A) = A : l'application envoie SL,(K) dans S,. Elle est injective (D,
est inversible), et surjective : si detB = A, A = D;'B vérifie detA = A'A = 1 et D,A = B. Les
p-1ensembles S,, deux a deux disjoints, ont donc tous |SL2(K)| éléments, et leur réunion est
GL,(K):

2

(p-1)[sL(K)| = (p*=1)p(p-1), | |SL(K)] =p(p®-1)|
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Pourp=2:6et6; pourp=3:48et24; pourp=>5:480et120.

4. Dans Z[27Z,detA# 0 < detA = 1. Les six eléments sont

0 1 11 10 0 1 11
R A A U A AR

0 1 . 11 .
AA; = (1 1) = B, mais AjA, = (1 0) = B, : le groupe n'est pas commutatif. On calcule

A2 =p2=p2 =, puis B2 =B, et B> = B,B, =, B2 = B,, B = I. Le plus petit n vaut donc |1 pour
l,|2]pourA,, A, A, et pour B,, B, (comme pour le groupe des six fonctions du cours).
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. 3
Mow bilan sur le chapitre

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire
1a8 /8
9216 /8
/7
24430 /7
Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Lois de composition interne 31a36 /6
Théme B - Groupes et sous-groupes 37a42 /6
Théme C - Morphismes et isomorphismes 43 a 48 /6
Théme D - Anneaux et corps 49 a 54 /6
Théme E - Matrices et structures 55 a 60 /6
Théme F - Défis de concours 61a 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : = Espaces vectoriels
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