Divisibilité et congruence

Ouverture

Dans ce chapitre, la premiére partie du cours reprend
les notions de divisibilité et de division euclidienne
des entiers naturels, que les éléves connaissent
depuis I'école primaire, pour les étendre aux entiers
relatifs en donnant des définitions précises et en
démontrant les propriétés qui en découlent.

Les entiers et leurs propriétés de divisibilité
sont déja étudiés dans le livre VIl des Eléments
d’Euclide (€ siécle avant notre ére). On peut
noter que la technique de la division euclidienne
n‘apparait pas explicitement dans les Eléments ;
I'algorithme que nous connaissons sous ce nom
se rapproche cependant de I'algorithme des dif-
férences, exposé dans I'ouvrage. On ne peut pas
dater avec précision son apparition, mais cette
technique est présente de maniere certaine a
partir du xve siécle, dans les écrits d’Al Kashi vers
1430 et dans I'Arithmétique de Trévise (1478).
Une deuxiéme partie introduit une notion
nouvelle pour les éléeves de terminale S: celle
d’arithmétique modulaire. Le principe d'éga-
lité de deux entiers est remplacé par celui de
congruence. Deux entiers sont congrus modulo n
lorsqu’ils ont le méme reste dans la division eucli-
dienne par n. Ainsi sur I'horloge « 24 heures »,
I'heure indiquée sera identique 24 heures plus
tard et il en sera de méme toutes les 24 heures.
Les congruences ont été formalisées par Carl
Friedrich Gauss dans Disquisitiones Arithmeticae,
en 1801, généralisant une idée d'Adrien-Marie
Legendre (1752-1833).

De nombreuses applications utilisent la notion de
congruence : la démonstration des critéres de divi-
sibilité, les codes correcteurs d’erreurs tels que le
dernier chiffre d’'un numéro ISBN, la clé d'un numéro
INSEE, la clé d’un numéro de carte bancaire...

Afin de motiver les éléves et suivant les consignes
du programme, le choix a été fait d'aborder
certaines de ces applications dans les activités
préparatoires afin de montrer le réle essentiel de
la notion de restes égaux.

Questions d’approfondissement :

Il est 17 heures 15 minutes sur I’horloge.

a. Quelle heure sera-t-il dans 20122015 heures ?
b. Quelle heure sera-t-il dans 20122015 minutes ?

Réponse aux questions

a. On souhaite trouver le reste de la division
euclidienne de 20122015 par 24 et pour cela on
raisonne « modulo 24 » :

2 012=20[24],d'ou2012" = 20" [24]. On étudie
les restes modulo 24 des puissances successives
de 20" :

200 =1[24];20'=20[24];20%2 =16 [24];

203 = 8[24];20% =16 [24].

On conjecture que la suite des restes est pério-
dique de période 2 a partir de n = 2.

On montre par récurrence que pour tout entier k
non nul, 202K = 16[24]. On en déduit que pour
tout entier k non nul, 20%+1=8[24]. Le reste
modulo 24 de 207, donc de 2012", dépend par
conséquent de la parité de n.

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 :
si n est pair, alors 20" =16 [24] ; si n est impair,
alors 20" =8[24]. Comme 2015 est impair,
20122015 = 8[24]. Le reste recherché est 8.
Or17h15+8 h=25h 15. Il sera donc 01 h 15.
b. 1 jour = 24 heures = 1 440 minutes.

On souhaite trouver le reste de la division euclidienne
de 2 0122915 par 1 440 et pour cela « on raisonne
modulo 1440 ». Ainsi 2012 = 572 [1440], d'ou
2 012" = 572" [1440].

On utilise un tableur pour examiner les restes
modulo 1 440 des puissances successives de 572 :

n Reste de 572" Reste de 1 216 x 572"
0 1 1216
1 572 32
2 304 1024
3 1088 1088
4 256 256
5 992 992
6 64 64
7 608 608
8 736 736
9 512 512
10 544 544
11 128 128
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n Reste de 572" Reste de 1 216 x 572"
12 1216 1216
13 32 32
14 1024 1024
15 1088 1088

On conjecture que la suite des restes est pério-
dique de période 12 a partir de n = 3. Ceci nous
conduit a étudier les restes modulo 1440 des
entiers de la forme 57212k+p,

On montre d’abord par récurrence que pour tout
entier naturel k non nul : 57212k = 1216 [1440].
On en déduit que pour tout entier naturel k non
nul et pour tout entier p compris entre 0 et 11:
57212k+p = 57212k572P 4

57212k+p = 1216 x 572P [1440].

En utilisant la 3¢ colonne du tableau, on obtient
donc:

57212 = 1216 [1440] ; 57212k+1 = 32 [1440] et
57212k+2 = 1024 [1440]. Ainsi, pour tout entier p
compris entre 3 et 11 : 57212k+p = 572p [1440].
Ainsi le reste modulo 1440 de 572", donc de
2 012", dépend du reste modulo 12 de n.

On a2015=11[12], donc 2 0122015 = 128[1440].
Le reste cherché est donc 128.

Or 128 minutes = 2 heures 8 minutes.
17h15+2h08=19 h 23. Il sera donc 19 h 23.

Vérifier ses acquis
n 1. aeQ;beN;cecQ;decR;ecR;feZ.
2. a. Faux; b. Vrai; c. Vrai; d. Faux.

F1 a. 0ui (134 - 3% = (13-3)(13 + 3)(132 + 32)).
b. Non (2 divise 436 et ne divise pas 56 879).
c. 1,2,3,4,5,6,10, 12, 15, 20, 30, 60.

B a. Vrai;

ﬂ a. Vrai : n=6k = n = 3(2k).

b. Faux : 15 est divisible par 3 mais pas par 6.

€. Vrai: 5 et 6 sont premiers entre eux.

(Il n"est pas évident qu’un éleve de TS sache justi-
fier cette réponse en début d’année.)

d. Faux: 12 est divisible par 6 et 4 mais pas par 24.
e. Vrai:a=3ketb=3k"=a+b=3k+k).

b. Vrai ; c. Faux.

E 371=31x11+30et0=<30<31.
Le dividende est 371, le diviseur 31, le quotient
11 et le reste 30.

B a. 45=2x22+1et0=<1<2;
b.47=3x15+2et0<2<3;

C. 497=23x21+14et0<14<23;
d.756=97x7+77et0<77<97;
e. 750=27x27+21et0=<21<27.

43 71 29
a=—; b=—,; c=—.
n 57 14

44
ﬂa.3—5:1+2; b.—3—5:—2+ﬂ;
23 23 23 23
c.£:3+i; d.E:19+l.
13 13 4 4

El a. n=2k = n2 = (2k2 = 2(2k?)

Dong, si n est pair, alors n? est pair.

b. n=2k+1= n? = 2k +1)2 = 2(2k? + 2k) + 1.
Dong, si n est impair, alors n? est impair.

. Soit un entier naturel n tel que n? est pair.

On raisonne par |'absurde: si n était impair
d’aprés b., n? serait impair, ce qui est contraire a
I’hypothése. Donc n est pair.

d. Soit n un entier naturel tel que n? est impair.
On raisonne, de méme, par l'absurde : si n était
pair alors n? serait pair d'aprés a., ce qui est
contraire a I’'hypothése. Donc n est impair.

e. On envisage les deux cas :

* n est pair et s'écrit n = 2k et alors

n(n + 1) = 2k(2k + 1) est pair ;

* n est impair et s'écrit n =2k + 1 et alors
n(n+1)=Q2k+ 1)k + 2) =22k + 1)(k + 1) est pair.

m a. 32+23=55;94+49=143 et

57 + 75 =132 sont des multiples de 11.

b. Soit n = ab et n’ = ba dans le systéme décimal.
Onan+n"=10a+b+10b+a=11(a +b), donc
n +n’ est un multiple de 11.

[l a. soit n = aaa dans le systéme décimal.
n=100a+ 10a+a=111a=37 x3 xa, doncn
est un multiple de 37.

b. Soit n’ = aaaaaa dans le systéme décimal.
n"=1000n+n=1001n. Or d'apres a. n est un
multiple de 37, donc n’ est aussi un multiple de 37.

© éditions Belin, 2012.



Activités d’introduction

b a. La courbe 6, d'équation 2x + 4y =5 est
une droite.

b. Elle ne semble pas contenir de point a coor-
données entiéres.

c. S'il existait un point a coordonnées entiéres,
2 devrait diviser 2(x + 2y) et donc devrait diviser
5, ce qui est faux. Il n'existe donc pas de point a
coordonnées entieres sur cette droite.

b a. La courbe €, d'équationxy=100u y = 10
X
est une hyperbole.
b. Il semble que la branche de 6, située dans le
quart de plan (x > 0 et y > 0) contient quatre
points a coordonnées entieres.
c. On constate que x et y sont deux diviseurs posi-
tifs associés de 10, c’est-a-dire (x ; y)=(1; 10) ou
(x;y)=(10; Toulx;y)=(2;5oulx;y)=(5;2).
d. La courbe étant symétrique par rapport a
I'origine, on en déduit quatre autres points a coor-
données entiéres situés sur I'autre branche de la
courbe: (-1;-10);(-10;-1); (-2 ;-5) et (-5;-2).

bxz—y2=7@(X—y)(x+y)= 7.
S'il existe (x ; y), couple d’entiers naturels tel que
x2—y2 =17 alors x -y et x + y sont deux diviseurs
positifs associés de 7 telsquex —y < x +y.D'ou :
x—-y=1 x=4 .
= . On vérifie que ce couple
xX+y=17 y=3
convient et par symétrie de la courbe par rapport
a l'origine et I'axe des ordonnées, on déduit trois
autres points: (-4 ;-3); (-4 ;3);(4;-3).

b a. @, est le cercle de centre l'origine et de
rayon V7.

b. La courbe 6, ne semble pas contenir de point
a coordonnées entiéres.

€. x2+y2=7,dou0<x2<7et0<y2<7.

On remarque que x et y étant entiers, on a :
0<x2<7et0<y2<7.0rles seuls entiers dont
les carrés vérifient ces conditions sont : -1, 1, -2 et 2.
Puisque 1+1=7et1+4 7 et4+4 =7, il n'existe
pas de couple d'entiers tel que x2 +y2 =7. Donc 6,
ne contient aucun point a coordonnées entiéres.

b a. Le 29 janvier 2011 était un samedi.
Dans un tableur, on utilise la formule :
" = JOURSEM(DATE(2011 ; 1; 29) ; 1)"

b. 28 jours se sont écoulés entre le 1¢F janvier
2011 et le 29 janvier 2011.

Dans un tableur, on utilise la formule :

" =DATE(2011 ; 1 ; 29)-DATE(2011; 1; 1)"

c. Entre le 18" janvier 2011 et chaque samedi du
mois, il s'est écoulé 7 jours, puis 14 jours, puis
21, puis 28 jours. On remarque que 7,14, 21 et
28 sont des multiples de 7.

d. Les nombres de jours écoulés entre le 1¢" jan-
vier 2011 et chaque dimanche du mois sont : 1,
8, 15, 22, 29, entiers naturels de la forme 1 + 7k.
De méme, les nombres de jours écoulés entre le
1€r janvier et chaque lundi sont: 2, 9, 16, 23, 30,
entiers de la forme 2 + 7k ; entre le 1¢" janvier
et chaque mardi il s'est écoulé: 3, 10, 17, 24,
31 jours (entiers de la forme 3 + 7k) ; et entre le
1€r janvier et chaque mercredi il s'est écoulé : 4,
11, 18, 25 jours (entiers de la forme 4 + 7k)...

En conclusion, tout semble dépendre du reste de
la division euclidienne par 7 du nombre de jours
écoulés.

D a. Entre le 1€ janvier 2011 et le 21 mars
2011, il s’est écoulé 31 + 28 + 20 = 79 jours.
b.etc.79=7x11+2et0<2<7.lcig=11et
r=2.

d. Il s’est écoulé 11 semaines pleines et 2 jours,
donc le 21 mars 2011 était un lundi.

bN:6><31 +4 x 30+ 28 + 24 = 358.
Or358=7x51+1et0=<1<7.Doncle
25 décembre 2011 était un dimanche.

bN:365+366+358:1 089.
Or1089=7x155+4¢et0<4<7.Doncle
25 décembre 2013 est un mercredi.

Objectif : Introduire des propriétés de N puis
définir la partie entiére d'un réel.

b a. 0 est le plus petit élément de N.

N n’a pas de plus grand élément: quel que
soit I'entier naturel n, il existe un entier naturel
n"=n+1tel quen” >n.

b. A={0;1;2; 3}, on en déduit que A est non
vide, qu’il a un plus grand élément 3, et qu'il est
majoré par exemple par 3.

c. 1=12;15[ n'a ni de plus petit élément ni de
plus grand élément.

d. En revanche
J=1nN={3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14} a un
plus petit élément 3 et un plus grand élément 14.
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Le but de ces questions est d’introduire les pro-
priétés fondamentales suivantes de N :

Toute partie non vide de N admet un plus petit
élément.

Toute partie non vide de N et majorée admet un
plus grand élément.

b Il semble que pour tout réel x, il existe un seul
entierntelquensx<n+1.

b a. M ={neN|n =< x} est une partie non vide
de N (elle contient 0), elle est majorée par x, on en
déduit qu’elle contient un plus grand élément noté q.
b.geM,doncg<x maisqg+1eNetg+1¢ M,
doncx<g+1.Donc,gs=x<g+1.

c. Soientdeuxentiersqgetqg’telsqueg<x <qg+1
etqg’ < x <q +1 0onen déduit:
-1<qg-qg'<1,dolqg-q =0, soitqg=q’. Donc
pour tout réel positif ou nul x il existe un seul
entier naturel g telqueg<x<g+1.

Soit x un nombre négatif. S'il est entier rela-
tif, le résultat est évident. Sinon, en considérant
-x, nombre positif non entier, d'apres la pre-
miere partie, il existe un unique entier q tel que
g<-x<qg+1. 1l en résulte q-1<x<-q et
en posant ¢'=-g -1 on déduit ¢’ = x< q’+ 1.
On montre comme pour le cas « x > 0 » |'unicité
deq’.

D a. E(-3)=-3; E(-3,5)=-4; E(-2,3)=-3;
E(-0,5)=-1;E(0,5)=0; E(1,5) =1.

b. Attention sur Tl : PartEnt # Ent et sur Casio :
Intg # Int

b a. Les entiers naturels g et r sont le quotient
et le reste de la division euclidienne de I'entier
naturel a par I’entier naturel non nul b si et seule-
mentsia=bg+ret0O<r<bh.

b. On en déduit : 0 < a- bg < b, soit

bg < a<bl(g+1), soit, puisque b > 0:

gs % < qg+1; g estdoncla partie entiere de %.
C.

Lire a et b (b non nul)
Afficher « g =» ; E(a/b)
Afficher « r = » ; a-bE(a/b)

d.g=8etr=3.

ba. 37+2+0+1+8+3)+(9+8+7+1+
5+3+4)=100.

b.Pour C; 3(7+2+0+1+7+3)+(9+8+7+
1+5+3+4)=97.

Pour C;, 3(7+2+0+1+8+3)+(9+8+7+7
+5+3+4)=106.

Dans les deux cas les codes ne sont pas corrects.
C.3(7+2+0+1+3+3)+(9+8+7+1+5+
8 +4)=290.

Il semble que I'erreur n'ait pas été détectée, c’est
normal car 3(8 — 3) + 3 -8 =20 est un multiple
de 10.

Da. 32+1+4+0+1+6)+(3+5+2+1+
4+7+x)=42+22 +x =64 +x. x est un entier
tel que 0 < x <9 et 64 + x est un multiple de 10,
donc x = 6.

b. Il suffit de modifier les chiffres afin d'ajouter a
cette somme un multiple de 10.

Par exemple C5 =3 251261 041746,

Cs=3 251741 041266 et

C;=3 251216 041746 ont la méme clé que
C,=3 251241 041766.

€. N=10d+u avec O0su<9. a3 vérifie la
condition N + a3 = 10d + u + a3 est un multiple
de 10, d'ou a;3=10-u.

D a. Un seul chiffre est erroné : a; est remplacé

par by. On distingue deux cas :

* Si k est impair, cela revient a ajouter d = b, —ay
6 6

a N'=3x Zazl- + Zazm. L'erreur n’est pas
i=1 i=0

détectée si et seulement si cette différence est un

multiple de 10.

Or0=<a, <9et0=< b, <9 impliquent que

-9 < b, - a, <9, etle seul multiple de 10 compris

entre -9 et 9 est 0, ce qui correspond a a; = by.

Donc une telle erreur est toujours détectée.

* Sik est pair, cela revient a ajouter d = 3(b, — a;)

aN.Or-9<b —-a <9=-27<3(b, —a) <27

et le seul multiple de 10 et 3 compris entre —27 et

27 est 0, d’ou a; = by. Donc une telle erreur est

toujours détectée.

b. Intervertir deux chiffres consécutifs revient

par exemple & remplacer dans N’, 3a; +aj,q

par a, + 3a,,¢, ce qui revient a ajouter d=a; +

3ap,1 — (Bag + ag,q) = 2(ag,1 —ag). On en déduit

que l'erreur n'est pas détectée si seulement si

ag1—ag=50u-5.

b3(2+2+3+0+1+6)+(3+5+x+7+4+
7+7)=75+x,doux=5.
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PP =N - E/97) = 12, d'oi
=97 -r=97-12=85.

b a. N=2840492 x 10%+ 019 081, d'ou
A=2840492 etB=019 081.

b. 106 =97 x 10309 + 27.

A=97x29283 +41dour;=41;

B=97x196 +69 d'our, =69.

€. N'=27ry+r;=27x41+69=1176.

1176 =97 x 12 + 12, on retrouve le reste r=12
de la question 1.

d.a=97q;+rjet0<nr<97;
b=97q,+r,et0<r, <97.

On en déduit que :

a+b=97(qq +q,) +rq +r, et doncsi
ry+ry=97Q + Ravec 0 <R <97 alors :
a+b=97(q;+q,+Q)+R et 0<R<97; donc
dans la division euclidienne par97,a + betry +r,
ont le méme reste.

ab =97(97q,q, + riqy +ryqq) + rqry etsi

rir; =97Q"+ R avec 0 < R’ <97, alors :

ab =97(97q.q, +riq; +r,q; + Q) + R et

0 <R <97 ; doncab et ryr, ont le méme reste.
Par suite, 10%a a le méme reste que 27r, et

N =108 + b a le méme reste que 27r; + .

D a. Soit Ny =2840422019081.

A=2840422etB=019081;

ry=68etr,=69.

N =27x68+69=1905=97x%x19+62dou

r=62etK=97-62=35.

b. Soit N, =2 48 0492 019 081.

A=2480492etB=019 081 ;

ri=8etr,=69.
=27%x8+69=285=97%x2+91 dou r=91

et K=97-91=06.

c. Il semble que si un seul chiffre est faux I'erreur

est décelable car cela revient a ajouter a N,

ax 10" avec 0 < a < 10, ce qui modifie le reste

puisque a x 10" n'est pas divisible par 97.

De méme, si on intervertit deux chiffres consécu-

tifs distincts, cela revient a ajouter un entier du

type a10” + b10"1 - p10"7 —a10n*+1 =

10"(@+ 10b — b — 10a)= 10"(9b — 9a) =9 x 10"(b — a)

ou b — a est un entier non nul compris entre -9 et

9. Ce nombre n’étant pas divisible par 97 (ce qui

sera démonté rigoureusement dans les chapitres

suivants), le reste est donc modifié et I'erreur est

ainsi décelée.

d. Si une erreur revient a ajouter un multiple de

97, cette erreur ne sera pas décelée.

Par exemple N + 97 a la méme clé que N.

ba E:n=4;3n+5=17;r=17; code=R
U:n=20;3n+5=65;r=13; code=N
C:n=2;3n+5=11;r=11; code=1L
L:n=11;3n+5=38;r=12; code=M
1:n=8;3n+5=29;r=3; code=D
D:n=3;3n+5=14;r=14; code=0
E:n=4;3n+5=17;r=17; code=R
EUCLIDE est codé par RNLMDOR.

b.

lettre | A B C D E F G H |
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
n’ 5 8 |11 [14 (17|20 23| 0 3
code F | L{O|R|U|X|A|D
lettre | J K LI M| N|O P| Q| R
n 9 |10 |11 1213 |14 |15 |16 | 17
n’ 6 9 (12 15|18 |21 |24 | 1 4
code G J M P S Y B E
lettre | S T Uul|v | |w V4

n 18 119|120 |21 22| 23|24 |25

n’ 7 1013|116 |19 (22 |25]| 2
code H KIN|Q|T|W|Z]|C

Pour le remplir

1 A Voir explication TP
TICE 3 page 24

2 | =CODE(A1)-65

3 =MOD(3*A2 + 5 ; 26)

4 = CAR(A3 + 65)

D’aprés le tableau ci-dessus, le nom codé par
XFNHH est GAUSS.

a.
R:n=17;13n+4=225;n"=17; code=R
A:n=0;13n+4=4;n"=4,; code=E
G:n=6;13n+4=82;n"=4,; code=E
E:n=4;13n+4=56;n"=4; code=E
Donc RAGE est codé par REEE.
P:n=15;13n+4=199;n'=17; code=R
E: code=E
A: code=E
U:n=20;13n+4=264;n"=4; code =E.

Donc PEAU est aussi codé par REEE
b. On remarque que deux mots distincts sont
codés de la méme facon.
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c. Ce chiffrement code des lettres distinctes par
une méme lettre et n'est donc pas considéré
comme un bon chiffrement.

b On trouvera des réponses dans le chapitre
suivant. Remarque : les « bonnes clés » sont,
dans cette activité, les clés codant deux lettres
distinctes par deux lettres distinctes.

Travaux pratiques

TP 1 Deux algorithmes
Le premier algorithme affiche tous les diviseurs
de A.
Le second affiche le quotient et le reste de la divi-
sion euclidienne de A par B.
Amélioration : pour le premier on peut utiliser les
diviseurs associés, en faisant attention lorsque A
est un carré d'entier car la condition devient
I<VA.

Lire A (entier non nul)
Pour | allant de 1 a VA faire
Si partie fractionnaire de % est 0 alors
Afficher |
Si A # 12 alors
Afficher %
FinSi
FinSi
FinPour

Pour le second on peut utiliser les fonctions QUO-
TIENT et MOD.

TP 2 Problémes
de numération

b est un entier naturel supérieur ou égal a 2 et a
est un entier naturel non nul.

a.i. Comme lim b" =+, alors pour tout
réel A, il existe N tel que sin= N alors b" > A. En
particulier il existe k; tel que bk > a.

ii. M = {k eN|bk > a} est une partie de N non
vide (elle contient k), elle admet donc un plus
petit élément qui peut s'écrire n + 1:
n+1eM,doua< b™, maisne M, doub"< a.
Donc b" < a < b1,

iii.Dans cette question on veut montrer que

0<a,<b.

Par division euclidienne de a par b" : il existe deux
1 — n

entiers naturels a,, et r, tels que a = a,b" + r,, avec

0<r,<h"

a=b", d'oua,>0etab”<a<b™ dol

a,<b.Donc:0<a,<b.

iv.Sin=0,onaalorsa=ax109+0, d'otiag=a

etry=0.

Si n > 0, alors par division euclidienne de r,, par

bn-1:

rp=ap bV +r,_yavec0=<r,_,<b", dou

0=<a,_,<b (a,_q peut étre nul, ce qui n'est pas

le cas pour a,,).

Sin > 1, on recommence avecr,_; et on construit

une suite finie d'entiers (a,, a,_1, ..., @, ..., ag)

avec :

0<a,<betpour0<i<n,0<a <bet

riy1=ajb’+r;et0<r < bl (en particulier ry = 0).

On obtient alors :

a=apb"+a, b7+ ... +a;b +ag

b. Soita=apb" +a,_1b" "+ ... +a,b1 +a tel

que pour touti, a;e Net0 <a;<beta,#0.

i. a=bla,b" 1 +a, b"2+....+a;)+aget

0 =<a, <b, donc ag est le reste de la division de

a par b.

ii. Le quotient est

Gog=a,b" " +a, 1b" 2+ ....+a, etqy <a.
ili.gp=bla,p"2+a, b"3+...+a,) +a, et
0s<a <b.

aq est donc le reste de la division de g par b.

Le quotient est g, =a,b" 2 +a,_1b"3 + .... +a,
etqg, <qgg<a.

iv. Ainsi on construit une suite strictement décrois-
sante a, =q,,_1<g,_, <..<q,<qy<a telle que,
pour i allant de 1 a n—1, a; est le reste de la divi-
siondeq;  parbeta,=q,.

C. i. aj est le reste de la division euclidienne de a
parb:a=hqy+aget0=<a,<b.

a, est le reste de la division de gy par b :
qo=bg,+a;et0<a <b.

Pour i de 1 a n—1, a; est le reste de la division
euclidienne de q;_4 par b et g; le quotient.

a,_q est le reste de la division de q,,_, par b et a,
est le quotient de cette division, c’est-a-dire q,,_4.
Puisque 0=<a; <b, on en déduit que les a;
prennent les valeurs: 0, 1, 2, 3, ..., b—1, cela
donne b « chiffres ».
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ii. Algorithme de changement de base de la base
10 alabaseB:

Lire N, B
A=0etE=0
Tant Que N # 0 faire

R=N—Ent[ﬂ]*3
B

A=A+R=*10E
E=E+1
N:H

B

FinTantque
Afficher A

iii.On trouve 78 =5 764 801.
2.a.i.1341=103+3%x102+4x 10 + 1.

ii. 103 <N < 104

b. i. En base deux, deux chiffres sont utilisés (0 et 1).
iiLA=111..1111=1+2+22+ ... +2n1=
1-2n

=2"n-1.
1-2
C. i.
+ 01
0|01
11110

AinsiA+B=11000

AinsiAxB=10001 111

ii. Vérification enbasedix: A=1+22+23=13;
B=1+2+23=11.
A+B=23+24=24¢et11+13=24.
AxB=1+2+22+23+27=143 et

11 x13=143.

TP 1 Critéres de divisibilité

Obijectif : utiliser les congruences pour démon-
trer les critéres de divisibilité.

b a. 10-1=9, donc 9 divise 10 - 1,

donc 10 = 1[9].

On en déduit, pour tout entier naturel n,

10" = 17 [9] s0it 10" = 1[9]

b. On en déduit, pour tout entier naturel k com-
pris entre 1 et n: a1 ok = a [9], et en sommant
ces congruences :

a,10"+a, 1071+ .. +a,102+ a10" + a,

=a,+a, q+...+a+a[9l

soita=a,+a, q+...+a+a,[9]

c. Or 9 divise a si et seulement si a=0[9].
Puisque a = a, +a,_, ++a, + a, [9], 9 divise a si et
seulement si 9 divise a, +a,_;+...+a, + a,.

On a démontré le critére de divisibilité par 9 : un

entier naturel est divisible par 9 si et seulement si
la somme de ses chiffres est divisible par 9.
d.10-3x3=1, dou 10 =1[3], d’oll pour tout
entier naturel k, 10k = 1[3] et on raisonne ensuite
comme dans b. et c. On obtient donc le critere de
divisibilité par 3 : un entier naturel est divisible
par 3 si et seulement si la somme de ses chiffres
est divisible par 3.

Application :

N =201527 120 112 011 925 est divisible par 3
car la somme de ses chiffres est égale a 42 qui est
divisible par 3.

Da.

a=a10"+a, 10"+, +a,102+ a10" + a,
=10(@@,10" 1+ a,_10"2 +.. . +a) + 4,

=10q + u, avec

g=a,10""+a, 1072+ . +a,10"+a,

etu=a,.
10=0[2]=>10g=0[2]=10g+u=u(2];
10=0[5]=10g=0[5]=10g+u=ul5];

on en déduit que a=u[2]eta=ul5]

b. On en déduit les criteres connus :

a est divisible par 2 (ou 5) si et seulement si son
chiffre des unités u est divisible par 2 (ou 5).
ba. 10-(-1)=11, donc 11 divise 10— (-1),
donc 10 = (-1)[11].

On en déduit, pour tout entier naturel k,

10k = (1)K [11]

b. On en déduit, pour tout entier naturel k com-
pris entre 1 et n : 3,10k = a,(-1)k [11], donc

si k =2p alors

! 02p = azp(—1)2P [11]soit 3! 02%r = ap [11]
sik=2p+ 1 alors

ayp10%PHT = 3y, (-1)2PH1[11]

soit ap41! 02p+1 = ~@p41 [11].

En sommant ces congruences on obtient :
ay+a10"+a,102 + 25103 +...+a,_ 10"+ 410"
=ag-a+a,—ay+...+1)""a,_ + (1), [11]
soita=(ay+a,+a,..)—(@+ay+ag+..)[11]

© éditions Belin, 2012.



c. On en déduit qu’un entier a est divisible par 11
si et seulement si la somme alternée des chiffres
a-a+ay—ag+..+1)"a_ +(-1)a,

est divisible par 11.

ba.

N 0 1 2 3 4 5
10"mod7 1 3 2 =1 -3 -2
N 6 7 8 9 10 11
10"mod7 1 3 2 -1 -3 -2

b. On constate que les restes sont périodiques de
période 6.

c. On adonc

100 =1[7];10"=3[7];

102 = 32[7]s0it 102 = 2 [7];

103 = 3x2[7] soit 103 = —1[7];

104 =-3[7];105 = -2[7];

106 = 3x(-2) [7] soit 108 = 1[7]

Puisque 10° = 1[7], pour tout entier naturel g,
(106)3 = 19 [7] s0it 1059 = 1[7] d’ou pour r entier
compris entre 0 et 5: 10%9x10" =107 [7], soit
1009+r = 10" [7].

Ainsi :

106k = 1[7];106k+1 = 3[7];106k+2 = 2[7];

106k+3 = _1[7];106k+4 = —_3[7]; 106k+5 = 2 [7].
d. On en déduit que a = aga,a,a:a,3;3,a,8, est
congru modulo 7 au nombre

N =(ay +3a,+2a,) - (a5 + 3a, +2a5) + (a5 + 38, + 2ag)
et donc a est divisible par 7 si et seulement si N
est divisible par 7.

Pour a=798342752, N=(2+3x5+2x7)-
2+3%x4+2x3)+(8+3x9+2x7)=60 n'est
pas divisible par 7, donc a n’est pas divisible par 7.
Pour a =688 243 157, N = 49 est divisible par 7,
donc a est divisible par 7.

e. On peut énoncer un critére de divisibilité par
7 :a = a,a,_;..a33,@3, est divisible par 7 si et seu-
lement si N =(ag+3aq + 2a,) — (a3 + 3a, + 2as)
+ (ag + ...) est divisible par 7.

Exemple d’algorithme :

Lire N
A=0:E=0
L1={1, 3, 2}

N .
TantQue Ent| — | # O faire
[1 OEJ

Pour / allant de 1 a 3 faire
N
_ ' 1)E % 2
A=A+(-1) Ent[pardec(mw]*m}

+L{)
FinPour
E=E+3

FinTantQue
Simod(A,7) = 0 alors

Afficher « N » est divisible par 7
Sinon
Afficher « N » n’est pas divisible par 7

FinSi

100 =1[13];10"=-3[13];

102 = (-3)2[13]s0it 102 = -4 [13];

103 = (-3)(-4) [13] soit 103 = —1[13];

104 =3[13];10°=4[13];

106 = (-3)x4 [13]s0it 106 = 1[13] ;

De plus, pour tous les entiers naturels g et r
1089+ =107 [13].

On en déduit que a = aga,a5a53,3;3,a;3, est
congru modulo 13 au nombre

N =(ay —3a, - 4a,) — (a3 — 3a, — 4ac) + (3 — 3a; — 4ag)
et donc a est divisible par 13 si et seulement si N
est divisible par 13

TP 2  Restes modulo p

e

b=-3 p =20
n ol1 1213 ]a]5]6]7 |8
u, 302 |7 [12]17]22]27]32]37
;fsotjulop 1702 |7 [12017]2 |7 |12]17
a=5 b=-3 p=7
n 0|1 1213 [4 |5 |67 |8
u, 32 |7 [12]17]22]27]32]37
;ﬁztjulop 412 0o |5 (3|1 |6 |4 |2
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On conjecture que la suite des restes est pério-
dique de période 4 dans le 1¢f cas et de période
7 dans le 2" cas.

a. Les nombres ug, uy, ..., u, forment une
famille de cardinal p + 1. Or il y a p restes diffé-
rents possibles dans une division par p.

D’apreés le principe des tiroirs, il existe au moins
deux entiers parmi ug, uy, ..., up qui ont le méme
reste dans la division euclidienne par p.

b. Par hypothese Up, et UposT ont le méme reste

dans la division euclidienne par p, il en découle
que U, .7 = Uy, est un multiple de p.

Or Un0+T - Uno = (a(no +T)+b) - (ano +b) =aT.

Donc aT est un multiple de p.

€. On pose aT =qp avecq € N.

Pour tout entier k de N, ona:

Ur,=alT +k)+ b =(ak +b)+aT = u, +qgp.

Ainsi la différence ur, —u, est divisible par p,
cela signifie que up,, et u, ont le méme reste
dans la division euclidienne par p.

La suite des restes est donc T-périodique.

TP 3 Coder et décoder
avec un chiffrement affine
Do

A

2 = CODE(A1)-65

3 =MOD(17*A2 + 5 ; 26)

4 = CAR(A3 + 65)

Ce qui donne :
P (0} | N C A R E
15 14 8 13 2 0 17 4
0 9 11 18 13 5 8 21
A J L S N F | \%

b. Message codé en majuscules :
NVZQAFIKFKIDLRHVRHVSJHZAIJHYJSZNVZQA
FIKLSQHLQUSRHVSJHZLSYVSQJSZ

D a. i. Entrer en B2 « = MOD(B$1*$A2 ; 26) ».
On peut se contenter de la table de multiplication
par 17 modulo 26 :

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8

17x| 0 |17 | 8 |25 16| 7 | 24| 15| 6

X 9 |10 (11|12 13|14 |15 |16 | 17

17x |23 | 14| 5 2213 | 4 21|12 3

X 18119120 | 21 | 22|23 |24 | 25

17x 120 | 11| 2 |19 10| 1 18| 9

ii. Il existe un seul entier naturel compris entre 0
et 25 tel que 17u = 1[26], c'est u = 23. On a donc :
23 x17 =1[26].

iii.

y=17x+5[26] = 17x = y — 5[26]

= 23(17x) = 23(y — 5) [26]

= x =23y —23x5[26]

= x =23y +15[26].

Réciproquement

x =23y +15[26] = 23y = x — 15[26]

= 17(23y) =17(x — 15) [26]

= y=17x+5[26].

Donc y =17x +5[26] < x = 23y +15[26].

iv. La fonction de décodage associea y € E,

x € E tel que x = 23y +15[26].

Avec le tableur :

L'~ CODE(L)-65
t— MOD(23*t + 15)
(T=" CAR(u +65) =L

b. Le philosophe est CONDORCET.

Dans le codage du manuel il manque la lettre H a
la fin du neuvieme bloc. Cette erreur a été recti-
fiée dans la citation.

La citation est: « REJETER LA THEORIE COMME
INUTILE POUR NE S’APPLIQUER QU'AUX CHOSES
USUELLES C’EST PROPOSER DE RETRANCHER LES
RACINES D'UN ARBRE SOUS PRETEXTE QU’ELLES
NE PORTENT POINT DE FRUITS »

(les espaces et les apostrophes ont été rajoutés)

a. E est codée par W se traduit par
4a+b=22[26].
A est codée par U se traduit par Oa+ b = 20[26].

On doit donc chercher a et b tels que
da+ b =22[26]
b=20[26]
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X 0 1 2 3 4 5 6 7 8

4x 0 4 8 |12 |16 |20 |24 | 2 6

X 9 |10 | 11|12 |13 |14 |15 |16 | 17

4 |10 | 14|18 22| 0 4 8 |12 | 16

X 18119 120 | 21 |22 |23 |24 | 25

4x | 20| 24| 2 6 |10 | 14 | 18 | 22

Il existe deux entiers naturels compris entre 0 et
25 tels que 4x =2[26]: u=7 et u=20 mais il y
en a un seul qui donne « une bonne clé », c'est-a-
dire qui code deux lettres distinctes par deux
lettres distinctes : c'estu=7,d'oua =7etb = 20.
c. La fonction de codage probable est

y =7x+20[26].

Exercices

Maitriser le cours

EB Expressions synonymes de « b divise a » :
a est un multiple de b ; a est divisible par b ;
b est un diviseur de a.

EJ Par hypothése, il existe des entiers relatifs k et
k’ tels que a = bk et b = ck’. D'ou a = c(k’k) et kk’
étant un entier relatif, a est donc multiple de c.

EJ par hypothese, il existe des entiers relatifs k et
k' tels que b =ak et c=ak’. D’'ou

bu + cv =aku + ak'v = a(ku + k'v) et ku + k'v
étant un entier relatif, a divise donc bu + cv.

] Effectuer la division euclidienne de I'entier
relatif a par I'entier naturel non nul b, c’est déter-
miner des entiers q et r tels que a=bqg +r et
0s<r<hb.

[ soient a e Z et b e N*. Soient des entiers g, ,
q’ et r vérifianta=bq +r=bq’r +r et
O<r<betO<r <b.Onaalors:
blg-q)=r-ret-b<r-r<hb. On en déduit
r'—r=0 (car 0 est le seul multiple de b compris
strictement entre —b et b), puis b(g-q’)=0 et
g-q =0 (carb=0).

B Dire que a est congru a b modulo n c’est dire
que a et b ont le méme reste dans la division eucli-
dienne par n, ou que a — b est un multiple de n.

ﬂ Voir cours page 20.
E1 voir cours page 20.

ﬂ a. Faux (contre-exemple : 2 divise -2 et -2
divise 2)

b. Faux (contre-exemple : 2 divise 6 et 6 ne divise
pas 2)

c. Vrai (b = ak implique bc = a(kc))

d. Faux (contre-exemple : 6 divise 4 x 3 mais 6 ne
divise ni 4 ni 3).

e. Vrai (b = ak implique a + b = a(1 + k)).

f. Vrai (@ + b =kaimplique b =a(k’ - 1))

g. Vrai (propriété 3)

h. Faux (contre-exemple : 6 divise 5 + 7 mais 6 ne
divise ni 5 ni 7).

i. Faux (contre-exemple : 6 et 4 divisent 12 mais
6 X 4 ne divise pas 12).

j- Vrai (b = ak implique b2 = a2(k2)).

[[J a. Faux (17 > 15)

b. Vrai.

c. Faux (<17 < 0)

d. Vrai (287 =18 x (-16) + 1et 0 < 1 < 18)

e. Faux (contre-exemple pour n =3 : 9 n’est pas le
reste de la division euclidienne de 11n3 + 9 par 3 ;
11n3 + 9 =n(11n2) + 9 et la condition

0=<9<n n'est pas vérifiée pour tout entier
naturel n non nul)

f. Faux (@=bg+r et 0 <r<b implique
a+b=bl@+1)+r et 0<r<b; donc le quo-
tient est augmenté de 1 et le reste est inchangé)
g. Vrai.

h. Faux (le reste doit étre positif)

i. Faux (contre-exemple: 14=3x4+2 et
14+ 1=3x5+0,donc 2 est le reste de la division
euclidienne de 14 par 3 mais le reste de la division
euclidienne de 14 + 1 par3 est0 et non 2 + 1)

j- Faux (contre-exemple: 0 <5< 6, donc 5 est
bien le reste de la division euclidienne de a par 6
mais la condition 0 <5 < b n'est pas vérifiée pour
b=4).

[ cet algorithme donne le quotient g et le reste
r de la division euclidienne d'un entier relatif a
par un entier naturel non nul b.

m a. Faux (il peut étre aussi congru a 0 modulo 5).
b. Faux (contre-exemple: 17 est congru a 12
modulo 5 mais 12 n’est pas le reste de la division
euclidienne de 17 par 5).

¢. Vrai.
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d. Faux (244 - 205 = 39, donc la 2¢ congruence
est vraie mais la 1'¢ est fausse car 257 — 10 = 247
n'est pas un multiple de 9).

e. Vrai.

f. Vrai(19=11[18]d'ou19"=1[18], soit 197 — 1
est divisible par 18).

g. Faux (4=1[3]et2=-1[3],dou

4" =1 [3] et 2" = (-1)" [3] et par somme

A4 20 =1+ (-1)"[3] or 1+(-1)"=0[3] si et
seulement si n est impair).

h. Vrai (@a=3 [7] et b =5 [7] impliquent
3a=9([7] soit 3a=2[7] et 8 =5[7], d'ou par
somme 3a +8b =2+ 5 [7] soit 3a + 8b =0 [7]).
i. Faux (contre-exemple: 2x10=2x12[4],
mais 10 n’est pas congru a 12 modulo 4).

j- Vrai (a=b[6] alors a—b=6k (ke Z), d'ou
a—b=3(2k)eta=>b[3]).

k. Vrai (2a = 2b [2n] signifie 2a — 2b = 2nk (k € Z),
d’ou en simplifiant par 2 non nul, a — b = nk, soit
a=bln]).

Appliquer les capacités attendues

[ a. Les multiples n de 17 sont de la forme
n =17k (k € Z). Pour k entier relatif,

2 000 < 17k < 3 000 équivauta 118 <k <176

Il'y a donc 176 — 118 + 1 =59 multiples de 17
compris entre 2000 et 300.

b. De méme, pour k entier relatif,

-1 000 < 41k < 2 000 équivaut a —24 < k < 48.
Il'y a donc 48 — (-24) + 1 =73 multiples de 41
compris entre —1 000 et 2 000.

[H a. 11 divise n + 5 si et seulement si il existe
un entier relatif k tel que n+5=11k, soit
n=-5+11k ou si et seulement si il existe un
entier relatif k” tel quen =6+ 11k’.

b. Les diviseurs de 11 sont-1, 1, -11 et 11.

n +5 divise 11 si et seulement sin+5=-1 ou
n+5=1oun+5=11oun+5=-11,s0itn=-6
oun=-4oun=6oun=-16.

m Les diviseurs de 10 sont: -1, 1, -2, 2, -5, 5,
—10 et 10. Ainsi 2n + 3 divise 10 si et seulement
si: 2n+3=-1 ou 2n+3=1 ou 2n+3=-2
ou 2n+3=2 ou 2n+3=-5 ou 2n+3=5 ou
2n+3=-10 ou 2n+3=10, soit 2n=-4 ou
2n=-2 ou 2n=-5 ou 2n=-1 ou 2n=-8 ou
2n=2o0u2n=-130u2n=7,soitn=-2oun=-1
oun=-4oun=1.

[71 soient n et n’ des entiers pairs, il existe alors
des entiers k et k” tels que n = 2k et n” = 2k’, d’ou
n+n =2k+k).

Soient n et n’ des entiers impairs, il existe alors des
entiers k et k" tels que n=2k +1 et n"=2k" +1,
d'ou n+n"=2(k+k’+1). La somme de deux
entiers de méme parité est donc paire.

m Soient n et n” deux entiers impairs consécutifs,
il existe donc un entier relatif k tel que n =2k + 1
et n"=2k+3, dol n+n =4k+4=4(k+1).
Donc, la somme n + n’ est un multiple de 4.

m Si 2n - 5 divise n + 3 alors 2n — 5 divise
2(n+3)-(2n-5)=11,d'ou2n-5=-1ou
2n-5=10u2n-5=-110u2n-5=11, soit
n=-3oun=2oun=3o0oun=38.
Réciproquement : si n=-3 alors 2n-5=-11 et
n+3=0;sin=2alors2n-5=-1etn+3=5;
sin=3alors2n-5=1etn+3=4;sin=28alors
2n-5=11etn+ 3 =11.Dans tous les cas 2n -5
divise n + 3. Il y a donc 4 solutions : -3, 2, 3 et 8.

m Si n — 3 divise 2n + 12 alors n — 3 divise

2n+ 12 - 2(n — 3) = 18 et réciproquement si n — 3
divise 18 alors n — 3 divise 2(n —3) + 18 =2n + 12.
Donc n — 3 divise 2n + 12 si et seulement si n — 3
divise 18. Les diviseurs de 18 étant -18, -9, -6, -3,
-2,-1,1,2,3,6,9, 18, les solutions sont donc :
-15,-6,-3,0,1,2,4,5,6,9, 12, 21.

m Si 3n + 7 divise 5n + 15, alors 3n + 7 divise
3(5n +15) - 5(3n +7) =10. Les diviseurs de 10
étant -10, -5, -2, -1, 1, 2, 5, 10 on en déduit :
3n+7=-10 ou 3n+7=-5 ou 3n+7=-2
ou3n+7=-1ou3n+7=1o0u3n+7=2 ou
3n+7=50u3n+7=10, soitn=-4 oun=-3
oun=-2oun=1.

Réciproquement: si n=-4 alors 3n+7=-5
et 5n+15=-5 et -5 divise -5; si n=-3 alors
3n+7=-2et5n+15=0et -2 divise 0; sin=-2
alors3n+7=1et5n+15=5et 1divise5;sin=1
alors3n+7 =10 et 5n + 15 = 20 et 10 divise 20.
Il'y a donc quatre solutions : -4, -3, -2 et 1.

FX] Si a divise 150 + 2 et 10n + 7, alors a divise
3(10n +7) - 2(15n + 2) = 17.

m Dans cet exercice on veut montrer que 1 et 3
sont les seuls diviseurs possibles de 5n + 29 et
2n+11.

Soit d un diviseur positif de 5n + 29 et 2n + 11,
alors d divise 2(5n +29) -5(2n + 11) =3, donc
d=1 ou d=3. Les seuls diviseurs positifs pos-
sibles sont 1 et 3.

On peut chercher quels sont les entiers naturels n
pour lesquels 3 divise 5n + 29 et 2n + 11:

Si 3 divise 5n+29 et 2n+ 11 alors 3 divise
5n+29-22n+11)=n+7, soit n=-7+3k,
soitn =2+ 3k’.
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Réciproquement si n=2+ 3k’ (ke N), alors 3
divise 5(2 + 3k’) + 29 et 2(2 + 3k") + 11.

3 divise 5n+29 et 2n+ 11 si et seulement si
n=2+3Kk.

Donc si n=2+3k” alors 5n+29 et 2n+11
admettent comme seuls diviseurs positifs com-
muns 1 et 3 ; sinon 5n + 29 et 2n + 11 ont 1 pour
seul diviseur positif commun.

FH b. Sin-2divisenZ—5n+ 11 alors n — 2 divise
n2-5n+11-(n-2)(n-3)=5, dout n-2=-5
oun-2=-Toun-2=1oun-2=5,soitn=-3
oun=1oun=3 ou n=7. Réciproquement si
n=1 alors n-2=-1 et -1 divise n2-5n+11;
sin=3alors n-2=1 et 1 divise n2-5n+11;
sin=7 alorsn-2=5etn2-5n+11=25¢et 5
divise 25. Les solutions sont donc: 1, 3 et 7.

71 « Pour n=0, 52"+3=4. La propriété est
donc vraie pour n =0.

* On montre que si la propriété est vraie a un
rang n alors elle est vraie au rang n + 1.

52(n+1) 4 3 = 521 x 52 4 3 = (521 4 3)52 - 3 x 52
+3=(52n + 3)52 — 3 x 24. Or 4 divise 52" + 3 par
hypothese de récurrence et 4 divise 24, d'ou 4
divise (52" + 3)52 — 3 x 24. La propriété est donc
vraie au rang n + 1. Par récurrence, elle est vraie
pour tout n € N.

B b. 197120 =(19-12)(1971 + 1972 x 12 +
e+ 19 % 1202 4+ 120-1) dou 197 - 12" = 7k

(k entier naturel).

c. Pour n=1, 19" -12"=7. La propriété est
donc vraie pourn=1.

On démontre que si la propriété est vraie a un
rang n non nul, alors elle est vraie au rang n + 1.
1901 — 121 =190 x 19 - 12" x 12 = 197(19 - 12)
+19"%x12-12"x12=19"x7+12(19"-12"). Or
7 divise 197 — 12" par hypothése de récurrence,
donc 7 divise 19" x 7 +12(19" - 12"). La pro-
priété est donc vraie au rang n+ 1. On conclut
d’apres le principe de récurrence.

FI] Pour n=0, 520 —23n =1 - 1 = 0. La propriété
est donc vraie.

On montre que si la propriété est vraie au rang n
alors elle est vraie au rang n + 1.

52(n+1) _ 23(n+1) =520y 25_23ny 8=

(52n — 23M) x 25 4 231 x 25 — 230 x 8 = 25(52" — 23n)
+23n x 17. Or 17 divise 52" — 231, donc 17 divise
17 x 230 + 25(52n — 23n), La propriété est donc
vraie a I'ordre n + 1. On conclut d’aprés le prin-
cipe de récurrence.

El) Pour n=0, 5n3 + n = 0. La propriété est donc
vraie.

On montre que si la propriété est vraie au rang n
alors elle est vraie au rang n + 1.
5n+13+(+1)=5n3+3n2+3n+1)+n+1
=(5n3+n)+15n(n + 1) + 6.

Or 6 divise 5n3 + n, par hypothése de récurrence,
et 15n(n +1)=6(5k) car n(n+1)=2k. On en
déduit alors que 6 divisant les 3 termes divise la
somme. La propriété est donc vraie au rang n + 1.
On conclut d'apres le principe de récurrence.

Bl x2=y2+13ex2-y2=13 & (x-y)x+y) = 13.
Soit (x ; y) un couple d’entiers relatifs solution, on
en déduit que (x — y) et (x + y) sont deux diviseurs
associés de 13. D'ou :

{x—y=—1 ou {x—y=—13 ou {x—y:‘l ou

xX+y=-13 xX+y=-1 xX+y=13
x—y=13' soit :
x+y=1

(x;y)=(7;-6)ou(x;y)=(-7;6)ou
x;y)=(7:6)oux;y)=(7;-6).

On vérifie que ces couples sont solutions.
Il'y a donc quatre couples solutions.

EH 4x2=y2 + 15 4x2 -y2 =15

o (2x-y)(2x+y) =15.
Soit (x ; ¥) un couple d’entiers naturels solution,
on en déduit que 2x —y et 2x + y sont des divi-
seurs associés de 15. On remarque que x et y
étant entiers naturels, 2x + y est un entier naturel
de méme que 2x — y, puisque (2x — y)(2x +y) = 15
etenfinque2x -y < 2x+y.Donc2x-yet2x+y
sont deux diviseurs associés positifs de 15 tels
que 2x —y < 2x +y. On déduit :
{2x—y:1 ou{Zx—y:3'
2x+y=15 2x+y=5
soit(x;y)=(4;7) oulx;y)=(2;1).
On vérifie que ces deux couples sont solutions.

EZ 3xy-y2 =25 y(3x — y) = 25.

Soit (x; y) un couple d’entiers relatifs solution,
on en déduit que y et 3x —y sont des diviseurs
associés de 25, d'ou :

=-1 =-25
ou ou
3x—y=-25 3x—-y=-1

y=1 ou y=25 ou
3x—-y=1

y=- ou y=53
3x—-y=-5 3x—-y=5

Aucun de ces systémes n'a de solution entiére.
L'équation n’a donc pas de solution entiére.
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m 36 + x2 est le carré d'un entier si et seulement
s'il existe un entier naturel y tel que 36 + x2 = y2.
Le probléme revient a trouver des couples (x ; y)
d’entiers naturels tels que y2 — x2 = 36,

soit (y—x)(y +x) =36. En raisonnant comme
dans l'exercice 33 et en remarquant que la
somme et la différence de deux entiers sont de
méme parité, on obtient que :

{y—x:z ou{y_XZGSoit:

y+x=18 y+x=6

(x;y)=(8;10)ou (x;y)=(0; 6).

Il'y a donc deux solutions 0 et 8.

EZl On raisonne par l'absurde : s'il existait un
couple d’entiers relatifs tel que 3x+ 24y =14,
3 divisant 3x + 24y devrait diviser 14, ce qui est
faux. L'équation n'a donc pas de solution dans Z.

EE b. Pourn = -4
2n2—n—8_(n+4)(2n—9)+ 28
n+4 n+4 n+4
28
n+4’

=2n-9+

n-8 . . .
Donc —4 est un entier si et seulement si
n+

8 .
est un entier.
n+4

est un entier si et seulement

€. Pourn = -4, 28
n+4

sin + 4 divise 28, soitn +4=-28 oun+4=-140u
n+4=-7oun+4=-4oun+4=-2oun+4=-1
oun+4=1oun+4=2oun+4=4oun+4=7
ou n+4=14 ou n+4=28. Les solutions sont:
-32,-18,-11,-8,—6;-5,-3,-2,0, 3, 10 et 24.

Il 121=23x5+6et0<6<23.
D'ot =121 = 23 x (-5)-6 soit —121 = 23 x (~6) + 23-6.
Donc-121=23 x (-5) + 17 et 0 <17 < 23.

%] par hypothese :
a=225xq+136et0=<136<225.

a. On en déduit :

a=75x3qg)+75+61, doua=753qg+1)+61
et0=<61<75.

b. a=45x(5q) + 45 x 3 + 1, soit
a=45(55q+3)+1et0<1<45.

Cc. a=9x(259) +9x 15+ 1, soit
a=9(25g+15)+1et0<1<09.

m a:13q+9@ a=>61
a=15q+1 g=4
a+b=324 b=289

=3
a=2b+57 a=235
Et235=89x 2 +57 et 0 <57 < 89.

{a—b:779 @{a=852

a=11b+49 |b=73"

7l a=11g+8et0<8<11.
b=11¢"+3et0<3<11.
a.Onaalorsa+b=11(g+q)+11=
1Mg+q +1)+0;

a + b est donc divisible par 11.
b.aZ2=(11g+8)2=11(11g%2 + 16g + 5) + 9 et
0 <9< 11, le reste est donc 9.

[T} 85=bg+3et0<3<h.
bg=82etb>3.D'oub=41etqg=20ub=282
etg=1.

m a=bx100+13et0<13<beta <900.
Donc 100b + 13 < 900, soit 100b < 887, soith < 9.
Or b > 13. Une telle division n’existe pas.

7] 2843=12%x236+11et0<11<12.
. .2843  12x236+11

D’ou = 6

[F] -3749=8x(-469) +3et0<3<8.D'ou

3749 _ 8x(-469)+3
4 4

n:2><2361t+%1n.

T =2(-469)r + %Tn La

L 3n
mesure principale est donc R

E IN+17=0R2n+3)x4+(n+5)et
0<n+5<2n+3n>2.

Doncsin > 2, dans la division euclidienne de 9n + 17
par 2n + 3, le quotient est 4 et le reste est n + 5.
Sin=0alors 177=3x5+2
Sin=1alors26=5x5+1
Sin=2alors35=7x5+0.

32 11y a trois cas possibles : soit n = 3k, soit

n =3k + 1, soit n = 3k + 2 (k entier naturel).

Sin =3k, alorsn(n +5)(n+7) =

3k(3k + 5)(3k + 7) = 3K.
Sin=3k+1,alorsn(n+5)n+7)=

3k + 1)(3k + 6)(3k + 8) = 3K".
Sin=3k+2,alorsn(n+5)n+7)=

3k +2)(3k + 7)(3k + 9) = 3K”.

Dans tous les cas, n(n + 5)(n + 7) est un multiple
de 3.

5SS y a quatre cas possibles : soit n = 4k,
soitn=4k + 1, soitn=4k + 2, soitn =4k + 3
(k entier naturel).

Sin=4k alorsn(n +5)(n+7) =

4k(4k + 5)(4k + 7) = 4K.
Sin=4k+1alorsn(n+5)n+7)=

(4k + 1)(4k + 6)(4k + 8) = 4K’.

Sin=4k +2 alorsn(n+5)n+7) =

(4k + 2)(4k + 7)(4k +9) =4K” + 4 x 31 + 2.
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Sin=4k + 3 alorsn(n +5)(n+7) =

(4k + 3)(4k + 8)(4k + 10) = 8K™.

Dans tous les cas n(n + 5)(n + 7) est un multiple
de 2. Par contre n(n + 5)(n + 7) est un multiple de
4 si et seulement si le reste de la division de n par
4 n'est pas égal a 2.

m a. Les restes possibles de la division eucli-
dienne de n par 5 sont: 0 ou 1 ou 2 ou 3 ou
4, cela signifie que n=5k ou n=5k+1 ou
n=5k+2oun=5k+3o0un=5k+4.

b. On fait une étude exhaustive :

e Si n=5k alors n2-—3n+6=5(5k2-5k+1)+1,
doncr=1;sin="5k+1alors n2-3n+6=(5k+1)2
-3(5k+1)+6=5K+1-3+6=5K+4,doncr=4;
* sin="5k+2alorsn?-3n+6=(5k + 2)?
-3(5k+2)+6=5K"+4-6+6=5K+4,
doncr=4;

esi n=5k+3 alors n?2-3n+6=(5k+3)2
-3(5k+3)+6=5K"+9-9+6=5K"+1)+1,
doncr=1;

e sin=>5k+4 alors n2-3n + 6 = (5k + 4)?
-305k+4)+6=5K"+16-12+6=5(K" + 2),
doncr=0.

Donc n2 —3n + 6 est divisible par 5 si et seule-
ment si n = 5k + 4.

[{] on fait une étude suivant les congruences

modulo 5 de n.

Sin=0[5]alors n2 = 02[5], soitn2=0[5] ;

Si n = 1[5]alors n? = 12[5], soit n2 =1[5] ;

Si n = 2[5]alors n? = 22 [5], soit n2 = 4[5], soit

n=-1[5];

Si n=3[5]alors n2 = 32[5], soit n2 = 9[5], soit
=-1 [5] ;

Si n=4[5]alors n2 = 42[5], soit n2 = 16 [5], soit

n=1[5].

Donc n? =0[5] ou n? =-1[5] ou n? = 1[5]. Donc

n2=5g ou n2=5q+1 (g entier naturel) ou

n? =5q -1 (g entier naturel non nul).

[ on montre que pour tout entier n,

n?=0[4]oun?=1[4]. Donc si un entier x est

somme de deux carrés, on a nécessairement :

x=0+0[4]loux=1+1[4loux=1+0[4].

x étant de plus impair, on a x = 1[4], soit x est de

la forme x = 1 + 4k (k entier relatif).

Eﬁ Dans cet exercice on cherche a déterminer b
telqueb=a[7]et-3<b=<3.
a.13=13-2x7[7],dolla=-1[7]et-3<-1<3
etb=-1.
b.19=19-3x7[7],dolla=-2[7]et-3<-2<3
etb=-2.

€. 64=9%x7+1,dou64=17]et-3<1<3 et
b=1.

d.88=13x7-3, d'ou 8=-3[7]-3<-3<3
etb=-3.

e. 6=-6+7[7],doub=1.

f. 4=-4+7[7],d’oub=3.

[H a. 16 =2[14], d'ou 1631 = 231[14], d'oui
1631-231=0[14].
b.13=2[11], d'ou 1320 = 220[11];

=-2[11], d'ou 920 = (-2)20[11] ;
En retranchant les congruences membre a membre,
on obtient : 1320 — 920 = 220 _ (—2)20[11],
d'ot 1320 -220 = 0 [11].

[l a=3[5]= a? = 32[5] = a? = -1[5], d'ou

7a%2 =-7[5](c1);
b=4[5]= b2 =42[5]= b2=1[5], d’ou

42 = 4[5] (c2) ;

De (c1) et (c2) on déduit : 7a2 + 4b2 = -7 + 4 [5], soit
7a% +4b%2 =2[5]et0<2 <5, d'ol le rester=2.

[G] a. 2012 = 2[5] = 20122011 = 220115

22 =-1[5] = (222 = (-1)?[5] = 24 = 1[5].

Or 2011 = 4 x 502 + 3, d'ou 22011 = (24)502 23,
2% = 1[5] = (24502 = 1592 [5] = (24)502 x 23 = 23 [5]
s0it22011 = 3[5], donc20122011 = 3[5]et 0 <3 <5
b.2012=7 %287+ 3, donc 2012=3[7], d'ou
20122011 = 32011(7], Or 33 = -1[7] = 36 = 1[7]
et2011=6x335+1, dou 32011 =(36)335 x 3,
On en déduit 32011 = 1335 x 3[7] et 20122011 = 3[7].
D’ou le reste r = 3.

] a. 72=49, d'oti 72 = -1[5].

b. De a. on déduit (72)2 = (-1)? [5] soit 74 = 1[5]
c. De b. on déduit, pour tout entier naturel k :
(74 = 1k [5] soit 74 =1[5].

d. De c. on déduit successivement

7% % 7 = 7[5] soit 7%+1 = 2[5]

7% % 72 = —1[5] soit 74+2 = 4 [5]

74k+2 % 7 = —7 [5] soit 74k+3 = -2 [5] soit 74k+3 = 3[5]
e. On noter le reste de la division euclidienne de
7" par 5. D'apres d. :

sin=4k alorsr=1;sin=4k+ 1 alors r=2; si
n=4k + 2 alorsr=4etsin=4k+ 3 alorsr=3.

[I) a. Dans la division euclidienne par 5 les
restes possibles sont: 0 ou 1 ou 2 ou 3 ou 4.
Donc pour tout entier x :
x=0[5]oux=1[5]oux=2[5]oux=3[5]ou
x=415] ce qui équivautax=0[5]oux=1[5]
oux=2[5]oux=-2[5] oux=-1[5]
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b. et c.

xmod5 -2 -1 0 1 2
x?mod5 4 1 0 1 4
x*mod5 1 1 0 1 1

d. On note r le reste de la division euclidienne de
x4 par5.Six=0[5] alors r=0, sinonr=1.

i a.
nmod5 -2 -1 0 1 2
n?mod5 -1 1 0 1 -1
-3nmod5 1 -2 0 2 -1
n?2-3n+6mod5 | 1 0 1 -1 -1

b. Avec les mémes notations que pour |'exercice
précédent :
sin=0[5]alorsr=1;sin=1[5]alorsr=4;
sin=2[5]alorsr=4;sin=3[5]alorsr=1;
sin=4([5]alorsr=0.

A a.
xmod7 ol 1]2]3|4a|5]s
4xmod7 ol 4|1]5|2]|6]3

b. Par disjonction des cas, on déduit de a. que
4x = 6[7] si et seulement si x = 5[7]. Les solutions

sont donc les entiers x de la forme x=5+ 7k
(k entier relatif).

1. a.7x=3[11]1=8x7x=8x3 [11]

= 56x=24[11];
or56=1[111= 56x = x[11]et 24 = 2[11], donc
7x=3[11]= x=2[11].
Réciproquement si x =2[11] alors 7x =14[11],
soit 7x =3[11]. Donc7x =3[11] & x = 2[11].
Les solutions sont donc les entiers x de la forme
x =2 + 11k (k entier relatif).
(On peut aussi raisonner comme dans I'exercice 72).
b.7x=3[10]=3x7x=9[10] = x =9[10] ;
Réciproquement :
x=9[10]= 7x =7 x9[10] = 7x = 3[10].
Donc 7x =3[10] & x =9[10]. Les solutions sont
les entiers de la forme 9 + 10k (k entier relatif).
C.

xmod10 0/1/2|3|4|5|6|7|8|9

5xmod10 0/5/0[(5|0|5|0|5|0|5

On constate que pour tout entier x, 5x est congru
a 0 ou 5 modulo 10, donc il n’existe pas d’entier
x tel que 5x = 3[10].

d. D’apres|'étude exhaustive précédente 5x = 0 [10]
si et seulement si x est pair.
2. a.5x+25=56[7] < 5x+4=0[7]

& 5x=-417]

&< 5x =3[7].
Or5x =3[7]1=3(5x) =9[7] = x = 2[7].
Réciproquement x=2 [7] = 5x =10 [7] = 5x =3 [7].
Donc5x =3[7] < x=2[7].
Les solutions sont les entiers de la forme 2 + 7k
(k entier relatif).
b.8x-23=5x-45[17] @ 8 -6=5x+6[17];
< 3x=12[17].
Or3x=12[171=6(3x)=72[17]= x =4 [17].
Réciproquement : si x =4 [17] = 3x =12[17];
donc3x=12[17] © x = 4[17].
Les solutions sont les entiers de la forme 4 + 17k
(k entier relatif).

[H a. 5=0[5]=5y2 =0 [5]=>3x2 + 5y2 = 3x2 [5].
Or si (x ; y) est solution de 3x2 + 5y2 = 16 [5], alors
3x2 = 16 [5] soit 3x2 = 1[5].

b.
xmod5 0 1 2 3 4
x2mod5 0 1 4 4 1
3x2 mod5 0 3 2 2 3

On constate que 3x2 n'est pas congru a 1
modulo 5, donc la congruence 3x2 = 1[5] n'a pas
de solution et donc I'équation 3x2 + 5y2 = 16 n'a
pas de solution.

76|
+10|1(2)3 x|0|1|2]3
0|0|1]|2]3 0/0|{0|0]0O0
2] )0 fol1]2]3
2121301 210202
3/13(0(|1]2 310321
77
+10[(1(2(3]|4 x|0|1[2]|3]4
0|01 |2]|3]|4 0/0|{0(0]|O0]|O
111121340 11011234
212131401 2/0(2(4]1]3
3/3(4|0(1]2 3/0(3(1]4]2
4141011 ]2]|3 4,104 13|21

Chapitre 1 m Divisibilité et congruence m 15
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m a. nimpair signifie quen =2k + 1 (ke N),
doncn2=4k? + 4k +1=4k(k+1)+1 et

k(k + 1) = 2s est pair donc n2 — 1 = 8s est pair aussi.
b. Sin =2k, n? = 4k?2

€. Si n est pair, n2 est pair. Si n est impair, n2 est
impair donc par contraposée, si n? est pair, n est pair.

[f a. 0=n2-Sn+56=n(n-5)+56 <

n(S — n) = 56.
b.S-(S-n)=ndoncn(S-n)=(S-n)S-(S-n)).
c. netS - n sont des diviseurs associés de 56.
56=1x56=2x28=4x%x14=7 x 8 donc

Se {57,30, 18, 15}

m a. Sil'entier a est une solution de (E),

a(a@? + a + b) = —, alors a divise c.

b. Sia estsolution, a divise 3, donca € {-3,-1, 1, 3}.
Aucune des valeurs ne convient, donc I'équation
n‘a pas de solution.

c. Toute solution entiere divise 4. Seule la valeur
4 convient.

m a. 56=1x56=2x28=4x14=7x38.

b. Si b divise a, alors b divise a — 2b =56 donc
n+7¢e{1,2,7, 8,14, 28, 56} donc

ne {0,1,7, 21, 49}.

Réciproquement, ces nombres conviennent.

7 a. 2n + 16 = 2k(2n - 5) donc

2n - 5 divise 2n + 16 — (2n — 5) = 21, donc
2n-5¢ {-21,-7,-3,-1,1, 3,7, 21} donc
ne {-8,-1,1,2,3,4,6, 13}

b. Toutes ces valeurs conviennent.

FEl (n+2)3=n3+6n2+12n+8=n2(n+6)+
12n + 8.

12n + 8 est le reste dans la division de (n + 2)3
par n?2 si 0<12n+6<n? donc si n=0 et
n2-12n-8<0alorsn < 12.

EZl x2 = 1 [2] donc x2 impair donc x est impair.
Onax=2p+1.Siy=2q+1, alors
x2—-2y2=4p?2 +4p +1-8¢2-8q-2=

4?2 + p-2g%2-2q)-1

doncx?2-2y2 =1 4(p2 + p-2g%2-2q) =2
= 2(p2 + p-2g%-2q) = 1, ce qui est impossible
donc y est pair.

Si d divise x et y, alors d divise 1.

(3x +4y)2 - 2(2x +3y)2=x2-2y2 = 1.
32-2x22 =1donc (3; 2) est solution.

A la calculatrice, on construit deux suites pour
trouver (3 363, 2 378) couple solution.

FH1. n2+5n+4=(n+ 1)(n +4), et
n2+3n+2=mn+ 10n+2)

2.3n2+15n+19=3(2+5n+4)+7
=3(n+1)n+4)+7

donc si n + 1 divise 3n2 + 15n + 19, alors n + 1

divise7doncn+ 1=1etn=0oun+1=7etn=6

3.Sin=0, 2 ne divise pas 19. Si n=6, 56 ne

divise pas 217, donc n? + 3n + 2 ne divise pas

3n2 4+ 15n + 19.

[ a=5q+3.
g=5q +ravecr<4donca=25q" +5r+3.
r=5r+3<23<257r¢ {3, 8,13, 18, 23}

Eﬂ a. a=bg+r,0<r<bdonc

b2 <a<b(g+1)donch <q+1donc

r < b < q. Dans la division de a par g, le quotient
est b et le reste est r.

b. Sia < b2, bg <a<b?doncqg <b.

Sir < q, le quotient est b et le reste est r.
Sig<r<b,a= (b + 1)g + r-q, lequotient est
b+ 1etleresteestr—aq.

[l a=bg+r0<r<bdonca+28=bq+r+28=
(b+7)g+r=bg+r+7qdonc7q=28etq=4.

m a=bg+r0<sr<bdonc-a=b(-q)-r
=b(-q-1)+b-r,avec0<b-r<b, donc
0os<r<b.

2a=b(2q) + 2r,si0<2r<bet
2a=b(2g+ 1)+ 2r-bsi2r=b.

na=b(ng) + nretnr=bqg’ +r
na=bng+q)+r.

m Le 14 juillet 2012 est un samedi. 223 ans se
sont écoulés dont 54 bissextiles (1800 et 1900 ne
le sont pas.) Soit n le nombres de jours écoulés : on
a365=1[7]doncn=223+54[7]doncn=-3[7]
Le 14 juillet 1789 était un mardi.

Bl on pose 1991 : année 0 et samedi : jour 0.
On appelle u,, le numéro du jour du 5 octobre
de lI'année n. Les années bissextiles sont donc
congrues a 1 modulo 4. Ainsi, u; =2sin=0[4],
Up1 =Up,+2[7], sinon, u,,q =u,+1[7].

On cherche n tel que u, =0 [7]. Avec un tableur
ou un programme, on trouve n € {5, 11, 22, 28,
33, 39, 50, 56, 61, 67} soit 1996, 2002, 2013,
2019, 2024, 2030, 2041, 2047, 2052 et 2058.

m Raisonner comme dans |’exercice 91, en pre-
nant n pour différence d'age.

EH a. Soitn est pair, soit il estimpair etn + 1 est
pair. Le produit n(n + 1) est donc toujours pair.
b. c. Sin=rlpletr<p,n+k=r+klp], alors
n+p-r=0[p].

L'un des p nombres consécutifs est divisible par p,
donc leur produit est divisible par p.
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m On cherche a, b, c, tels que

142 =a53 +b52 + c5+d =

(@52 + b5 +¢)5 +d = ((a5 + b)5 + ¢)5 + d.
Or142=28x5+2doncd=2,et28=5x5+3
doncc=3,b=0eta=1.

EH a =b[n] équivaut a n divise a - b équivaut a
a=b+nk.Si0<b<n,b estlereste. Si b=n,
b n’est pas le reste.

n=p-1[pldoncn=-1[pldoncn?=1[plet 1 <p.

3 a. sia=0[n], alors par produit, a x b = 0[n].
b.4x9=36=6x6donc4x9=0 [6].
c. Faux : voir b.

m a. Tous les couples dont I'un des membres
est 0, ainsi que (2, 3), (3, 2), (4, 3), (3, 4).
b. (1, 1) et (5,5).

m a. Seuls les couples dont I'un des membres
est nul.

b. (1, 1), (2,4), 3, 5), (4, 2), (5,3), (6,6).

EX] 1 000=27 x 37+ 1 donc 103 = 1 [37] et par
puissance, 1031 = 1 [37].
1010= 1091, 1020 = 1078+2 et 100 = 26 [37].

[l a.7=2,G=2,b=1,3=1,bG+F=4%1
donc c’est faux.

b. Si a = bqg + r, par compatibilité avec les opéra-
tions,a=bqg+r,[9] eta=a [9]...

c. Non. Contre-exemple : sia=479777,a=4
et 937 x 515+ 218 =482 773 #a.

030 1. voir TP Tice 1 page 23.
2.a.55=15625doncS=19=18+1et
56=1[9].

b. 2012 =5 [9]et2012 = 2 [6]donc A = 20126k+2
A=52(56)k[9], doncA=7[9];A=79],
B=C[9],C=D[9]doncD =7 [9]

3. A < (1042012,

Chaque chiffre de A est inférieur a 9 donc

B < 72432.

4. Le premier chiffre de B est inférieur ou égal a
7, les autres a 9 donc C < 43.

5.D <12 (siC=39)

6. D'apres 2.b., D=9 +7 etD < 12doncD=7.

[[H a. 55=-1(7], 56=01[7], 57 =1 [7], donc
u,=@N"+11[71

u, =0 [7] & n impair.

b. Pour tout n, 55" =5 [10], 56" =6 [10],
u,=0[71=57"=9[10] & 7" =9 [10].
Or74=1[10]donc 7" =9 [10] & n = 4k + 2.

[ a. uy =64,u,=314,u3=1564,u, =7 814.
Si n est pair, u,, est terminé par 14, sinon par 64.

b.u,.1=u,+2[4]doncu,,=u,, 4 +2I4],
U, =Up, [4].

Uy =ug (4] et uyp g =uq [4].

c. Par récurrence, 2uy =28 = 52+ 3etsi

2u,, =52 + 3 alors

2Up, =5Qu,) — 12=5M142 4 1512 =5M3 1 3,
Pour k = 2, 5K = 25 [10] donc 2u,, = 28 [100].

d. 2u, =100m + 28, u, = 50m + 14 donc
Up,=2m +2 [4].

Uy, =2 [4] donc m = 2s et uy, = 100s + 14.

Uypp1 =0 [4] doncm =25 + 1 et uy, = 100s + 64.
e. ddivise u, donc d divise 14 et 64. Les diviseurs
positifs de 14 sont 1, 2, 7, 14 et ceux de 64 sont
des puissances de 2 doncd=1oud = 2.

CZ Par produit, siu, =0 [9], u,2 =0 [9] alors
Up1=01[9].Sia=0/[9], u,=0[9] pour tout n.
Sia=-1[9],u;=01[9], u,=0[9] pour tout n.
Sia=6[9], u;=61[9], u,=6[9] pour tout n.
Sia=319], uy=31[9], u, =3 [9] pour tout n.
Sia=2[9],u;=6[9],u,=6[9] pourtoutn = 1.
Sia=11[9],uy;=2[9], u,=6[9] pour toutn = 2.
Sia=4[9],u;=219],u,=6[9] pourtoutn = 2.
Sia=5[9],uy; =31[9], u,=3[9] pourtoutn=1.
Sia=71[9],uq=2[9],u,=6[9] pour toutn = 2.
MH A 1.12+324+52=35=36—-1=9x4—1
donc 12+32+52=22 — 1 [22].

2.

r 0 1 2 3 4 5 6 7

R 0 1 4 1 0 1 4 1

Les congruences modulo 8 des sommes de trois
carrés sont 0, 1, 2, 4, 5, 6 mais pas 7.

B. 1. 2"-1=1[2], et x pair < x2 pair (ex 78)
donc les nombres impairs sont en nombre impair
(soit 1, soit 3).

2.a. x2+y2+22=4q92+4r2 +4s2+4s+ 1=
42 +r2+s2+4s)+ 1

b. Sin=3,alors2"-1= -1 [4]donc2" -1 =3 [4]
et3 =1

3. a. Voir ex 93.a.

b.x2+y2+22=4(q2+q) +4(r2+1r) +4(s2 +5)
+3=3[8]

c. Sin = 3, alors 8 divise 2" donc si

x2+y2 4 72=2n-1[2n], alors

x2+y2 +22=k2"+2" -1 donc
x2+y?+22=78]

Or 3 # 7 donc la seule solution est fournie par 1.

m a. Voirex98:3x5=1[7].
b. Si x =6 [7], par produit, 3x = 18 [7] donc
3x=4[7].
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Si3x=4([7]alors5x3x=20[7];0or5x3=1[7]
donc 5 x 3 x x = x [7] et par transitivité, x =6 [7].

1. 7-3%x2=1;1+3x22=13;
1+3x23=25;1+3x24=72,

Donc (1 ; 1) et (2 ; 4) sont solutions.

2. a.m=5donc3 x2M=0[32],donc7" =1 [32].
b. 74 =1[32], 74+ =7 [32], 7%+2 =17 [32],
74k+3 =23 [32], donc 7" =1 [32] & n = 4k.

3. 70 =24k [5] et 24 =1 [5] alors 7" = 1 [5].

4. Or 5 ne divise pas 3 x 2™ quelque soit m,
doncsim =5, il n'y a pas de solution.

5. (1;1)et(2; 4) sont les seuls couples solutions.

[ 1. s={-1/2;4/3} qui ne sont pas entiéres
2. a. 6 =-1 [7] donc par somme,
P=-n?2-5n-417].

b. Si 2a =5 [7], alors -n2 —5n — a2 =—(n + a)? et
P=(a2-4)-(n+a)? 7]

c. 2x6=5[7].

d.P=—(n+6)2+4][7]

e. On peut prendrec=2ouc=5pourc2=4[7].
f. P=(2-n-6)2+n+6)[7] et

P=0[7] ©n=-4[7] oun=-1[7] (voir ex 98)
g.Avec c=5, P=(5-n-6)(5+n+6)[7] et
P=0[71 ®n=-4[7] oun=-1[7]. Les solutions
sont les mémes.

3. On calcule 6n2 - 5n — 4 modulo 7 pourn =r [7]
etre {0, 1,2 3,45 6} P=0[7]<r=3 ou
r==6.

f[E) 1. 6x+7y+8z=y[2] et 57 = 1 [2] donc
y=1][2].
2.6x+72p+1)+8z=—p-z+1[3]et57=0]3]
doncp +z=1[3]et1<3.

3. z=3g + 1-p et en remplagant dans (E),

6x +6p+24qg =42doncx +p + 4q =7.
sig=2,x+p+4qg =8doncqg < 2.

4. q=1x+p=3donc(0,7,1),(1,5,2),(2,3,3)
et (3, 1, 4) sont solutions.
sig=0,x+p=7etz=1-pp=10up=0donc
(6, 3,0),(7,1,1).

i on considere I'équation (E) : 6x2 —5y2 =7
dont les inconnues x et y sont des entiers relatifs.
1. 6=1[5] et 7 =2 [5] donc x2 =2 [5].
2.a=r[5],r<4.

r 0 1 2 3 4

r2 0 1 4 4 1

3. Aucun carré n'est congru a 2 modulo 5. Il n'y
a donc pas de solution.

ffF a. 13=1[3] et 23 <-13], donc

3u+ 13v+ 23w=v-w ]3]

b.3u=-13B3k +r-23Bk" +r) =

3(-13k - 23k’ - 12).

C. Pourr=0,2<k<2et-2<k <2, seul
(0; 0; 0) convient comme solution.

Pourr=1, -3s<k<2et-3< k<2, les solu-
tions possibles sont (-2 ;4 ; -2) et (1;-2; 1).
Pourr=2, -3sks<2et-3<k' <2, les solu-
tions possibles sont (2 ;-4 ; -2) et (-1;2; -1).

[EF1 Soit n un entier naturel et A, = 320 - 21

1. Ay=0,A,=7,A,=77,A3=721, quedivisent 7.
2. a. Ay, =320001) _2n+1 =9 %320 _ 2 x 2N =
9x (A, +2M) -2 x2".

b.A, 1=9%xA,+2"9-2)=9%xA,+7x2".

7 divise A et 7. Si 7 divise A,,, 7 divise A
2. a. En développant, on obtient
(@-b)@"+a"2p + ... +ab"2 + p1)=an — pn.
b.A,=9"-27=(9-2).Q,=7Q, etQ, € N.

3. 9=2[7] donc par élévation a la puissance,
9n=2"[7]etA,=0[7].

b. 7 divise A, pour tout n.

n+1+

m Posonsn=k+1etk=0, et

Ak:3 x 52k+1 4 23k+1

A =15 x 25k + 2 x 8k donc
A=15x8k+2x8K[17] donc A =0 [17] et
17 divise A.

[ Tableau modulo 11 :

n|0|1|2|3|4|5|6|7 8|9/ 10

3113|1916 |7|-1-3|9|-6(-7]|1

A|/5/9|10/4|6|1|-3|-4,-9/0]5

Sin =10k +r,alors3" =330 [11]donc3" = 3" [11]
et 11 divise 2 x 3" + 3 si et seulement sin = 10k + 9.

BA sin=r[7, N=r3-3r+5(7]

r 0 1 2 3 4 5 6
r2 0 1 4 2 2 4 1
r 0 1 1 -1 1 -1 -1
N 5 3 0 2 1 3 0
a.N=0[7]en=2[7l]oun=61[7]
b.N=1[7]<n=4][7].

@ 1. A=ab @-b)a + b).
Si 3 divise a ou b, alors 3 divise A.
Sinon, a =3k + 1 ou 3k + 2 et b aussi.
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Sia=3k+1etb=3k+1,alors 3 divise a — b.
Sia=3k+1etb=3k+2,alors 3 divise a + b.
Méme chose pour les deux autres cas.

2. a.Sia=0[3] alors a2 =0 [3].
Sia=1[3]alorsa2=1[3]
Sia=2([3]alorsaZ=1[3]
b.Sia=0[3]oub=0([3], alors A=0 [3].
Sinon a2 - b2 =0[3] doncA=0 [3].

[ifd a. n = 100c + 10d + u donc n=2d + u [4]
etn=0[4] & 2d +u=0 [4]

b.n=-7c+10d +u [107]

Sin=01[107], 10d =7c - u [107] donc

100d? = (7c - u)2 [107] et

7d? + (7c - u)2 =0 [107].

0 uy=0 uy =0, uy = 27, u3 =54.

Uppq +2u,=(Bn+2)2 -2+ (-2)"+1 4+
23n—-1)2 -4 — (-2)n+1,

Uppq + 2u,=27n2 doncup,q = —2u, +27n2,
27 divise ug et si 27 divise u,,, 27 divise u, .
Par récurrence, pour tout n, 27 divise u,,.

fA=ax113+bx112+cx11+a=bx73
+bx72+ax7+cdonc1325a+ 10c=271b.
b=5a[10] donc b=5a+ 10k, avec a<6 et
b<6donca=1etb=50ua=b=0etc=0
doncN=0,oua=1etb=5et1375=271b qui
n‘a pas de solution dans N.

[FI] N=xx62+3x6+y=36x+y+18=9%k donc
9diviseyety<6doncy=0etN=18 (2x+ 1).
100 < 36x+18 <200donc3=x<5et

N e {132, 168, 198}

[Pl 1. 72=1%x72=2%x36=3%x24=4x18=6
x12=8x9
2.a.P=p2-6p+9-72=(p-3)2-72.
b.p2-6p-63=¢2==(p-3)2-¢2=72

S pP-3-9)p-3+q)=72ox=p-qg-3et
y=p+q-3;xy=72=xy=72,et2p=x+y+6;
2g=y—X.

X +y doit étre pair donc x et y ont méme parité,
et x <y donc (x, y) € {(2, 36), (4, 18), (6, 12)} et
(p, q) e {(22,17), (14, 7), (12, 3)}.

k ol1]2|3|4|5]6
5kmod 7 115416231

56k =1 [7]etsin =6k +r, alors r <5, 5" =57 [7].
56n 450 1 2=0[7] ©5"=4[7] ©n=6k+2.

123)

k 0 1 2 3 4

2kmod 5 1 2 4 3 1

24k =1[5]etsin=4k+r, alorsr <3, 2"=2r[5].
917541 =1 [4] donc 2 917541 = 2 [5].

B sin=r(6], N=r(r+ 1)(2r + 1) [6].
N=0][6], pour0<r=<6, doncN=0I[6].

k ol1]2|3|4|5]|6
2kmod 9 1124|187 |5/|1

26k=1[9]etsin=9k +r, alorsr <8, 2"=2"[9].
a. 2"=1[9] & n=6k.

b. 11 =2 [9] donc 2¥ 11Y = 2X%Y [9] donc

2% =1[9] © x +y = 6k.

P13 a. 6 =-1[7] donc 67 = (-1)" [7].

k 1 2 3 4 5 6
4kmod 7 4 2 1 4 2 1
5kmod 7 5 4 6 2 3 1

b.56k=1[7]etsin=6k+r,r<5,5"=5"[7].
43k =1 [7letsin=3k'+r,r<2,4"=4"[7].
Or7=4+2+1=4+4-1=2+6-1.

Si n est pair, r est pairet n=6k+2=3k"+2 ou
n==6k+4=3k+1.

Si n est impair, r estimpair et il n'y a pas de solution.
De plus 105 <6k+2 <6k+4< 125

103 < 6k < 121 donc 18 < k < 20.

ne {110,112, 116, 118, 122, 124}

PIAN=ax103+bx102+cx10+a=1001a
+100b + 10c.
N=2b+3c[7].N=0[7] & 2b+3c=0[7]
b<9,c=<09.

Une étude de tous les cas montre que

(b, 0 e {(2,1),(4,2),(6,3),(8,4),(1,4), (2, 8)
(9,1),(,6),(7,7),(4,9), (9, 8)}.

Oronsaitque N=11a+ b + 10c [99].

En étudiant tous les cas, seuls 1 981 et 8 218
conviennent.

[FX] a. 5% =1[13]etsin=4k +r, r< 3, alors
50 =5 [13].

b.1981=5[13]et 1981 =1 [4] donc
19811981 =51[13].

c. 31=5[13]et18=5[13] donc

N =541 4 54n=1113] donc N=5+53[13] et
N=0[13].
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[FX] 1. 8=7+1donc 23 = 1 [7] et par puissance
on a 23n =1 [7]. Ainsi, par produit, 23n1 =2 [7],
et 2302 =4 [7].

2. 23k=1[7]etsin=3k+r,r=<2,alors2n = 2" [7].
3. a. Ap =3[7].

b. A, =231+ 23.2n%2 4 23p, donc
Ap=2+4+1 [7] et enfin A, =0 [7].

C. Ap =23n+2 4 23.(2n+1)+1 + 23p’ donc
Ap=4+2+1 [7] etA,=0 [7].
4.a=23+26+29=Ajeth=24+28+212=A;
b est divisible par 7, a ne l'est pas.

EEl] Dans cet exercice le message a décoder en
question 2. est NSKE OHOE FSPE.

1. NANO JOE MCHXE

2. VOUS ETES BONS

3. a. Si 3n + 2 =m [26], alors par somme,
3n=m-2[26].

b.3x9=1[26].

c. Par produit, 27n =n [26] donc

27n=9(m - 2) [26].

d. Sin=9(m - 2)[26], alors 3n=27(m - 2) [26],
et 3n + 2 =m [26] donc g(m) =9m - 18.

EEZl Dans cet exercice, en question 2.a. on veut
montrer que 3n, = 3p, — 6p4. En question 2.c. le
message a décoder est MPYORQZL.

1. NO — (13,14) — (5, 24) > FY

MB — (12,1) — (15, 5) — PF

RE — (17,4) — (19, 16) - TQ

2. a. 11p4 - 5p, = 11(3n; + 5n,) - 5(6n4 + 11n,)
=3n,.

3p, — 6pq =-6(3n4 + 5n,) + 3(6n, + 11n,) = 3n,.
b. Voir exercice 130.

MP YO RQ ZL — TR ES BI EN

[EF] 1. 0 <r=<96donc1 =<K =97 < 100.

A = 100N + K, par définition de A.

2. N=r[97] donc N=-K[97] et N + K =0 [97].
3.a.N=ay,.10"2 + ... +4a,,.10™ + ... + a, et
N'=a5.1012 + .. +a’,.10™ + ... +a,.

N-N =(a,,-a,)10mavec-9 <a,,-a', <9
b. On étudie toutes les valeurs de a et celles de m.
c. La clé de contrble ne convient plus et I'erreur
est alors détectée.

4. N=a,.1012+ . +a.10™1 + b 10M + ... +a,
etN =a,5.10"12 + .. +b.10™1 +a2.10M + ... +ag
N-N=9@a-b)10Mmavec-9<a-b<9

En étudiant tous les cas, 97 ne divise pas 9r.10M
donc I'erreur est détectée.

[EE] B =300034040100000615123**
Ce nombre de 22 chiffres est trop grand pour les
calculatrices. On peut donc le partager en 2.

20 m Chapitre 1 m Divisibilité et congruence

A =3000340401, C=615123 et B=A.10"" + C.

A=33[97], B=46[97], 102 =3 [97], donc
1011 =10.35 [97], par conséquent 101! = 5 [97]
et B=33 x5+ 46 [97]. Ainsi B= 17 [97] donc
K = 80.

m n 2315314 ...a1ao_

al/1|/3/8|7/2(4|9/6(3|/0(9(4|7|9|4

m|2/6|7|5(4/8[9|3|6[0|9/8|5(9|8

M(n) =ay +m(a4) + ... + m(ay5) = 8 [10] donc ce
n’est pas un numéro de carte.

Si x < 4, m(x) = 2x est pair et si x < 5, m(x) est la
somme de deux chiffres dont le premier impair et
le deuxieme pair donc m(x) impair et pour tout y
de {0,..., 9}, il existe un unique x de {0,..., 9} tel
que m(x) =y.

Si un seul chiffre est erroné, la différence sera
comprise entre 1 et 9, M(n) ne peut-étre congrue
a 0 modulo 10 donc I'erreur est détectée.

[ a. soit n le nombre de 1. n(4)=5 donc
m=1.

b. Si n(A) pair, m = 0 et si n(A) est impair, m = 1.
c. Changer un 1 en 0 revient a changer la parité
de n(A) donc changer m.

Lerreur n'est pas détectée si on fait un nombre
pair d’erreurs.

Préparer le BAG

Exercices guidés BRAC

1. aaN=Q2+4+5)+73+1+4)=
11+56=67=6x10+7.

b.N=(9+3+5)+7(2+4+1)=17 +49 =66
=6x 10+ 6. La clé est 6.
CN=(1+x+7)+71+2+7)=8+x+7
0. N=8+x[10] donc N=4[10] équivaut a
x=6[10] donc x =6.
dN=(1+4+7)+7B3+x+5)=12+7x+56 =
68 + 7x. N =8 + 7x [10] donc N = 2 [10] équivaut
a 7x=4[10]. Par une étude de tous les cas, on
trouve x = 2.

2. a. Ny =(xq + X3+ X5) + 7(Xy + X4 + Xg),

Ny = (xq + X3 + x5) + 7(x, + X3 + Xg), donc

Ni— Ny =7(x4 - X3).

© éditions Belin, 2012.



b. Par une étude de tous les cas, sia =0,
7a=b[10] avec b # 0.

¢. Orlaclén’estpaschangéedoncN; — N, =0[10]
doncx, —x3=0[10].

Si x4 # x3 la clé de N, ne conviendra pas.

3. Lerreur n'est pas détectée dans le cas ou
N;=N,[10] donc si x3+7x,=x,+7x3[10],
d’ou 6x, = 6x3 [10].

Si x; =1 et x3 =6, alors 6x, = 6x3 [10] et I'erreur
n’est pas détectée.

1. 5xg—Yo+3=5-8+3=0donc M, e A,
et si Mye A, 5%, —Ypi1 +3=5%,-y,+3=0
donc M, € A.

¥, =5x,, + 3 =0 donc en remplacant,

Xpyq = 84X, + 2.

2. Parrécurrence, xg € Netsix, e N,4x, +2 e N
donc x,,,1 € N.

3.a. 5x0=01(3]; 5x1=2[3]; 5x2=1]3],
donc 5x = 0 [3] si et seulement si x =0 [3].

b. y, = 5x, [3] donc x, est divisible par 3 si et
seulement si y,, est divisible par 3.

c. Si d divise y,, et x,, alors d divise 3 donc d =1
oud=3.

X, n'est pas divisible par 3, doncd = 1.

4. a. Par récurrence, avec x,, 1 = 4x,, + 2 :

%(40><5—2)=1=x0etsixn=%(4”><5—2),
alorsxn+1:4%(4”><5—2)+2:

%(4”” x5-8)+2 =% (4n+1 x 5 - 2). La propriété

est vraie pour n = 0 et elle est héréditaire : elle est
donc vraie pour toutn € N.

b. D'aprés 2., 4" x5 -2 =3x, et x, € N.

c. On peut raisonner avec les congruences
modulo 3 : 4 = 1 [3] donc par puissance, 4" = 1 3]
et 5 =2 [3], donc par produit 5 x 4" = 2 [3], donc
3 divise 4" x 5 - 2.

On peut aussi procéder par récurrence.

QCM - Vrai ou faux BAC

[ a. vrai. 11=4[7]et43=1[7] et

42011 = 4 [7].

b. Faux. Les carrés sont congrus a 0 ou 1 modulo 3
doncx? +y2 =0 [3] équivautax? =0 [3]ety2 =0 [3].
. Faux. 2 0098002 = 1 [16]. En effet

2 0098002 = 98002 [16] et 81 =16 x 5 + 1 donc
92=1[16].

On ne peut répondre a cette question dans ce
chapitre ; elle sera traitée dans le chapitre 2.

m a. Vrai. Les carrés sont congrusa 0, 1, 2 et 4
modulo 7. Aucune des sommes ne fait 0 (modulo 7)
sauf 0 +0.

b. Faux. 9+ 3 +3 =15 et 3 n'est pas congru a 1
modulo 5.

c. Faux. N=7 + 10a + 100b + 1 000a =
7 +100b + 1 001a.

Or100=1([7]et1001=0([7]doncN=a 7]
d. Faux. 23n+1 n’est pas divisible par 5.
e. Vrai.5=-2 [7]donc 56+ + 23n+1 = _2 1 2 [7].

7] a. C. Seul x =5 [6] est solution.
b.B.44=4[17] et 2005 =4 x 551 + 1.

c. C.3x-1=5y.

d. C. par propriété des congruences.

e. C. apres étude de tous les cas A et B sont faux :
a=2pourA, a=7 pourB.

Exercice BRAC

[ 1. a.2009=11x182+7.
b.210=1024=11%x93+1donc2'0=1[11].

€. 2009 =200 x 10 + 9 donc 22009 = 29 [11] et
29=6[11].

22009 12 009 =2[11] et 2 < 11 donc le reste est 2.
2.A,=2"+p.

d, divise A, etA, 4, etdivisedoncA,, 4 - A,=2"
donc d,, divise 2.

3. A,=p [2] donc A, et p ont la méme parité.
4. d, divise A, donc si p est impair, A, est impair
et d,, aussi. Si d,, est pair, A, et p sont pairs donc
d, et p ont la méme parité.

d,, divise 2" donc d, = 1 ou d,, = 2k.

p =2 019 est impair donc d =1 et c’est leur seul
diviseur commun.

[ 1. 43=11[7]doncsin=3q +r, alors

4N = 439+ = 47 (43)9 donc 4" = 47 [7].
Sin=3qleresteest 1,sin=3qg+ 1 lereste est 4,
sin=3q + 2 le reste est 2.

2. a.851=121x7 +4 donc 851 =4 [7].

b. A=437442n 4 40 [7].

Sin=3qg, 4"=1[7] et A=3[7] donc le reste est
3.
Sin=3q+1,4"=4[7],420=2[7],43"=1[7] et
A =0 [7] donc le reste est 0.
Sin=3q+2,4"=2[7],420=417],43n=1[7] et
A =0 [7] donc le reste est O,
3.B=2x14+1x2+3x1+2x2+4+1][7]
doncB=2[7];2 < 7donclereste de B par 7 est 2.
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@ 1. De tels nombres semblent étre des mul-
tiples de 11, mais pas tous.
2.a.n?2+11-(n-11)(n+11)=132.

b.Si n+11 divise n2+ 11, alors n+11 divise
132=11%x12 donc n+11e {11; 12; 22; 33;
44 ;66 ; 132}, soitne {0; 1;11;22;33;55;
121}. Réciproquement, ces nombres conviennent.

Pour aller plus loin

m Il existe dix chiffres donc parmi 11 entiers
distincts, deux au moins ont le méme chiffre des
unités.

32 1. up 1 =1+10+102+ ... + 10k =

14101 +10+102 + ... + 10k 1) = 10uy + 1.
2.a.1111111=13x8547

b. Les multiples de 10 sont terminés par 0 donc
10 n'est pas un div’ 1.

c. Les entiers dont aucun multiple n’est terminé
par 1 ne sont pas des div’'1. Les nombres pairs, les
multiples de 5 par exemple.

3. a. Dans la division par n, il y a n — 1 restes non
nuls. Orsi 1 < k < n, on an restes. Si aucun des r;
est nul, il existe deux entiers p et g tels que rp="rg
b. u,=rln]l donc par opération, si r,=r,
T =g [n] c'est-a-dire lom = rq+m[n] pour tout m.
Ilon’y aura donc aucun reste nul et n n'est pas un
div'1.

m 1. a1 = a.a" donc par produit, Iy =arlbl.
2. a. Dans la division par b, il y a b restes. Si
n = b, au moins deux restes sont égaux.

b. Si Ip="Tq alors o1 =a rp[b] etrg=a rq[b]
doncr,,q=r,

p+ g+1*
C. Iy = Imas Tmak = I'mak+s €t pour tout n de N,
I'n = I'nts:
3. aMma+s = (@M)9.as donc Fmg+s = rpd.rg. Sl
existe m tel que r,,, = 1, alors Img+s = Is-
[ 1. soit N I'ensemble des entiers k > 0 tels

que ak = 1[n].

N est non vide puisqu’il contient m, donc s existe.
2.a. m=sq+r donc a%9t" = (a5)9.a" donc
a™m = a'[n] donc a’ = 1[n].

Or0 < r <sets estle plus petit non nul doncr=0.
b.n-1=-1[nl donc (n-1)2=1[n]

3.a. Si a=7qg+r, alors a=r[7]. Il suffit de
montrer que pour tout a compris entre 1 et 6,
ab=17[7].

22 m Chapitre 1 m Divisibilité et congruence

b. A Iaide d’un tableur :

n/a 1 2 3 4 5 6 A,
1 1 2 3 4 5 6 21
2 1 4 2 2 4 1 14
3 1 1 6 1 6 6 21
4 1 2 4 4 2 1 14
5 1 4 5 2 3 6 21
6 1 1 1 1 1 1 6
s 1 3 6 3 6 2

3.Sin=6q+r a"=a"[7]. (voir exercice 158)
D'aprés le tableau, A, est divisible par 7 sauf
pour les multiples de 6.

[ En utilisant le tableau de I'exercice 159, on
voit que 3 et 5 sont racines primitives modulo 7
et que 2 et 3 sont racines primitives modulo 5.
17 =1 pour n donc 1 n’est jamais racine primitive
modulo p.

(0-1)2=1[p] donc p—1 est racine primitive
modulopsip-1=2, soitp=3.

1. a.b.N=12=8+4=23+22+0+0.
c. Les nombres écrits avec 4 chiffres en base
2 sont inférieurs 3 24. llyena 16, de 0 a 15.

2. Soit N = abcd2

10 0 1 2 3 4 5
2 0 1 10 11 100 101
10 5 6 7 8 9 10

2 101 110 11 1000 | 1001 | 1010

10 11 12 13 14 15

2 1011 {1100 | 1101 | 1110 | 1111

Les nombres de E; ont une écriture binaire de 4
chiffres dont le premier est 1.

Pour ceux de E, le deuxieme est 1, pour ceux de
E3, le troisieme est 1 et pour ceux de E,4, le qua-
trieme est 1. S'il est dans E;, son ieme chiffre est
1, sinon il vaut 0 donc N = mym,m3m, en base 2.
3. a. Si B ne ment pas, M=1 100110, a=0,
b=0,c=0donck=0.

b. B mentala questionQ5.M=1100010,a=1,
b=0,c=1etk=5.

c. M=0001100donca=1,b=0,c=0etk=1,
B a menti a la question Q1. donc en base 2,
N=1001=09.
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[P N=ax103+bx102+cx10+a=1001a
+100b + 10c.
N=2b+3c[7].N=0[7] © 2b+3c=0[7]
b=<9,c=<9.

Une étude de tous les cas montre que

(b, ) e {(2,1), (4, 2), (6, 3),(8,4), (1, 4), (2, 8)
(9, 1), (5,6),(7,7),(4,9), (9, 8).}

Oron saitque N=11a+ b + 10c [99].

En étudiant tous les cas, seuls 1 981 et 8 218
conviennent.

[TF a. ads = (a¥)sdonca” - 1=ad - 1=(a%-1)
(@95 + @952 + ... + 1). Ainsi (a9 — 1) divise
a"-1.(P)

b.a%=a%-1+1 donc a=1[a? - 1]. Par puis-
sance, a% = 15[a? - 1] donc a" = 1[a9 - 1].

m Par le calcul, et en utilisant n = 0[n], on
obtient ax = c[b] et by = cla].

3x + 6y =3(x + 2y) = 7 et 3 ne divise pas 7.
3x+6y=15 < x+2y =5 donc le couple (3, 1)
est solution.

[[H soitE={1,23,4,5,6}

a.

1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 2 4 6 1 3 5
3 3 6 2 5 1 4
4 4 1 5 2 6 3
5 5 3 1 6 4 2
6 6 5 4 3 2 1

b. Dans chaque ligne et chaque colonne figurent
tous les éléments de E.

c. 1x1=1[7],2x4=1[7],3x5=1[7],
6x6=1[7], donc6 ! =-1[7]
ax2ax3axdaxbaxba=1x2x3x4x5x
6 [7] donc -a® =-1 [7] donc a® =1 [7].

166 n'y a que n entiers impairs entre 1 et 2n.
Tous ces entiers s'écrivent m =a.2k avec a impair,
a < 2n etk = 0. Au moins deux entiers ont le méme
adoncil existemetm’telsquem =a.2ketm’ = a.2k,
k < k' donc m’ = m.2K*, ainsi m divise n7’.

[ A(n) =2 x 72041 4 3n+2,
A(0)=2x7+32=23.

A(n + 1) =98 x 72n+1 1 3 % 3n+2

A(n + 1) =6 x 72k+1 4 3 x 3k+2 [23] donc

A(n + 1) =3 A(n) [23] donc si 23 divise A(n), 23
divise A(n + 1).

Par récurrence, pour tout n, 23 divise A(n).

[E] pour p=4, N=A=1379=7x197 donc
13 797, 137 977 et 137 991 sont divisibles par 7.
10=3[7],102=21[7], 103=-1[7], 104=-3[7],
et 105=-2[7],deplus7=0[7]et9=2[7].
Pourp=5,A=-3a-b+2c+3d+e[7] donc
A=3(d-a)+2c+(e-b)[7]
avec a, b, ¢, d, e éléments de {0, 1, 2, 3}.
Sid=a,c=2,e=3,b=00na17 913et 179 137.
Sie=b,c=2,d=1,a=00na73913et739 137.
Sic=1,d=3,a=2,e=2,b=00na 97 139 et
971 397.
Pour p = 6, on a déja traité le cas ou il y a deux 7
etdeux 1 ou3ou9, deux 1 et deux9, et trois 7. Il
reste 5 cas : trois 1, trois 3, trois 9, deux 1 et deux
3, et deux 3 et deux 9.
A=-2a-3b-c+2d+3e+f=2(d-a)+
3(e-b)+f-c[7].
Sie=b,d=3,a=1,f=3,c=00na 197 393.
Sie=b,d=3,a=0,f=2,c=1o0ona 711319,
731 339 et 791 399.
Sif=c,d=2,a=0,e=2,b=10ona713993.
m On pose A = n3+1.

nm-1
Simn — 1 divise n3 + 1, alors mn — 1 divise
m3n3+m3=(m3+1)+(m3n3 - 1). Commemn — 1
divise (mn)3 — 1, cela implique que mn — 1 divise
m3 + 1. Le probléme est donc symétrique en m et
n et il suffit d’étudier les deuxcasm =netm > n.
e Sin=malorsn3+1=( + 1)(n?2-n + 1) donc

m+1 n?-n+1 1
=——=——=n+—-:
n2-1 n-1 n-1
A n’est entier quesin =2 ;
e Sind+1=1[n]alorsmn — 1=-1[n]; si A est

entier et A =a[n] alors n3 + 1 = A(mn — 1) donc
1=-aln]eta=-1[n] donc A=kn-1.
Sin=1,m-1divise2ssim-1=1oum-1=2.
Les couples (1, 2) et (1, 3) conviennent.
Soitn > 1.

Sim>n > 1, mn > n? donc

kn—1<n+ L

Ainsi (k — 1)n<1+%<2donck:1.
n_
Or (nm-1)(n — 1) =n3+ 1 donc

2
m:n +1=n+1 +L donc n=2, m=5 ou

n=3,m=5.
Finalement, on a neuf solutions : (2,2), (2,1), (3,1),
(1,2), (1,3), (2,5), (3,5), (5,2), (5,3).
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Communiquer a I'écrit ou a I'oral

Dans cet exercice il manque un chiffre dans le mes-
sage codé : il s'agit de
259453285995406259494535905859

Message a décoder :

LES NOMBRES SONT PLEINS DE MYSTERES

Accompagnement
personnalise

@ A. 1. a divise b signifie qu’il existe un
entier k tel que b = ak.

2. a divise b signifie qu'il existe un entier relatif
tel que b = ka.

7 .
3. Faux car 3 n’est pas un entier.

4. Pas d’équivalence car la réciproque est fausse.
5. Faux, 12 est multiple de 4 et de 6 mais pas de
24.

6. Si a=b[c], et 0<b <c alors b est le reste
dans la division euclidienne de a par c.
7.a=21x23+22 donc 22 est le reste dans la
division de a par 23.
8.27=15[12]donc9=5[4],27 =12+ 15donc
9=4+5.

9. Réciproque fausse. 10 =6 [4], mais 5= 3 [4]
est faux.

10. Faux:4x9=0[6]lmais4=0[6]ou9 =0 [6]
est faux.

B. 1. Cette méthode n’aboutira a rien.

2. L'étude de tous les cas ne convient pas car
I’ensemble a étudier est infini.

3. Pour résoudre x2 + 9y2 = 100, si (x, y) est
solution, alors y2 < 11 donc il n’y a qu‘un
nombre fini de cas a étudier.

4. On peut factoriser et trouver les diviseurs de
20 ou bien raisonner modulo 3.

@ 1. Voir TP TICE1 page 23.

2. Si a =r[b], a est le reste dans la division par b
équivauta 0 <r <b.

a. 25=21+4, 52 =4 [7], donc par produit,
53=4x5[7].0r20=21-1donc53=-1[7], et
par puissance, 56 =1 [7], donc 56k = 1 [7].

b. Sin=6k+r,r <25, alors 5" = 56k = 56k 5r —
5n = 56k 57 [7] et 56k = 1 [7], donc 56K.5" = 57 [7].

24 m Chapitre 1 m Divisibilité et congruence

€. 2014 =335x6+ 4 donc 52014 =54 [7], et
54 =2 [7] avec 2 < 7 donc le reste est 2.

r|o|1|2|3|4|5|6|7|8]9]10
r|0o|[1[4|9]|5[3|3[5]9|4]|1
Alo|l1|5|4(3[9]9]3]4]5]1
Alol 1|11 |11 ]=1]=a]=1]1]1

Pour tout x, x5 est congru a 0, 1 ou =1 modulo
11 donc x> — 4 est congru & -4, -3 ou -5 soit a 7,
6 ou 8. Or aucun carré n'est congru a 6, 7, ou 8
modulo 11. L'équation n'a donc pas de solution
dans N.

4.
r -3 -2 -1 0 1 2 3
r2 2 4 1 0 1 4 2

La seule somme de deux carrés nulle modulo 7
est0+0=0.

Exemple :

(2k + 1)2 = 4k? + 4k + 1 = 4k(k + 1). Si k est pair,
k(k + 1) est pair.

Si k est impair, k + 1 est pair. k(k + 1) = 2p donc
n2=8p+1.

@ La cryptographie

Blaise de Vigeneére (1523-1596) est un diplomate,
écrivain et traducteur qui, en poste a Rome, se
passionna pour la cryptographie et étudia les
idées d’'Alberti. Son nom resta car c’est lui qui
inventa le « carré de Vigeneére ».

Le chiffre de Vigenére est un chiffrement poly-
alphabétique : une lettre peut étre codée par
plusieurs lettres différentes.

Principe du chiffre de Vigenere

— On écrit le texte a coder.

— On écrit en dessous le mot-clé en le répétant
autant que nécessaire.

— A chaque lettre & coder on associe son rang n
et le rang c de la lettre de la clé, la lettre codée a
pour rang le reste de n + ¢ dans la division eucli-
dienne par 26.

Le carré de Vigenére

Pour faciliter le codage et le décodage sans trop
de calculs, Vigenére imagina le tableau connu
sous le nom du « carré de Vigeneére » (il contient
I'alphabet en clair suivi de 26 alphabets codés,
chacun étant déduit du précédent par décalage
d’une lettre).
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Début du carré de Vigeneére :

Clair |[A|B|C|D|E|F|G|H|I|J|K]|L
Clé 0|1|12|3|4|5|6|7[8|9](10]11
A|lO|A|B|C|D|E|F|G|H|I |J|K]|L
B|1|{B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M
C|2|C/D|E|F|G|H|I]|J|K|L|M|N
DI3|D/E|F|G|H|I|J]|K|LM|N|O
E|4|E|F|G|H|I|J|K|LIM|N|O|P
FIS|F|G|H|I|J|K|L|M|N|O|P|Q
G|6(G/H|I]|J|K|LIM|N/O|P|Q|R
H|7|H|I1|J|K|[LIM{[N|O|P|Q|R|S
1181 |J|K|LIM[N|IO|P|Q|R|S|T
JI9|J|K|L|IM{[N|O|P|Q|R|S|T|U
K10 K| L{M|{N|O|P|Q|R|S|T|U|V
LIM{LIM|N|O|P|Q|R|S|T|U|V|W
Exemple

Clair AL B E R|T |

n 1M1 4 117 119 8

Clé c|lo|d|e|c|o|d

C 2 |14\ 3 4 12 114 3

(n + c)mod26 2 12514 |8 197 |1
Code c|z E | T|H L

Pour la lettre B de ALBERTI: n=1 et c =3 (cor-
respondant a la lettre D), d'ou n + ¢ =4, donc le
code associé est E (qui se trouve dans le carré de
Vigenére a l'intersection de la colonne de B et de
la ligne de D).

Pour la lettre T de ALBERTI : n =19 etc= 14, d'ou
n+c=33et33=7[26], le code est H.

Pour décoder, au lieu d'ajouter ¢ on retranche ¢
(le destinataire connait la clé). En utilisant le carré
de Vigeneére, pour décoder le E trouvé ci-dessus,
on repére sur la ligne 3 (correspondant au D de
la clé) la place de E, et on lit la lettre en haut de
la colonne, soit B.

Longtemps ce code fut indéchiffrable. Evidem-
ment plus la clé est longue (une poésie, ou une
citation d'un livre), plus il est difficile a déchiff-
frer. Il fut finalement cassé vers 1850.

Les cryptographes comprirent qu'il était néces-
saire de changer tres souvent de clé et d'utiliser
une clé qui n’a aucun sens et si possible générée
de maniére aléatoire, ce qui fut réalisé avec la
machine ENIGMA (1920).
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