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Comment utiliser ce livret

Les 4 niveaux d’exercices Les encadrés du cours

Niveau 1- Bases % M Définition : a savoir par coeur.

les automatismes indispensables. M Propriété / Théoréme : les outils.

Niveau 2 - Bac * % M Méthode : la démarche pas a pas.

le niveau de 'examen national. M Exemple : un calcul entiérement rédigé.
Niveau 3 - Approfondissement * % % M Piege : 'erreur classique a éviter.

pour viser la mention Trés bien. Astuce de concours yr: le petit plus qui fait
Niveau 4 - Concours * % % % gagner du temps.

problémes de concours (classes préparatoires,

écoles d’ingénieurs).

Le livret contient 66 exercices corrigés : la partie B est un parcours en 4 niveaux (exercices
1a30); la partie C est une banque de 36 exercices classés par théme (Division euclidienne,
Congruences et restes, PGCD et théoréme de Bézout, Gauss et nombres premiers, Equations
diophantiennes, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans la partie D.

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro
de page du corrigé est indiqué a droite de chaque énoncé.
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La carte du chapitre

Décom-
Fermat R position

Crible,
ax + by critére

Sys- = a
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de con- ’ premiers
gruences S
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tique dans Z PPCM ezou

Algo-
o rithme
Diviseurs & d’Euclide

Division ‘
eucli-
dienne .
Dis Grandes
puis-
sances

jonction
de cas
Tableaux
de Critéres,
restes base b

A la fin du chapitre, je sais...

O utiliser les combinaisons linéaires bu +cv ; O trouver des coefficients de Bézout ;

O effectuer une division euclidienne ; O appliquer le théoréme de Gauss, calculer un
O raisonner par disjonction de cas; PPCM ;

O calculer avec les congruences ; O décomposer en facteurs premiers, compter
O dresser et lire un tableau de restes ; les diviseurs ;

O trouver le reste d’une grande puissance ; O utiliser le petit théoreme de Fermat ;

O utiliser les critéres, la base b ; O résoudre ax + by = c dans Z°;

O calculer un PGCD par l'algorithme d’Euclide; [ résoudre un systéeme de congruences.
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

° Divisibilité dans 7
g Définition

Soit a et b deux entiers relatifs. On dit que a divise b, et l'on note a | b, s'il existe k € Z tel
que b = kRa ; on dit aussi que a est un diviseur de b, ou que b est un multiple de a. On note

D(b) 'ensemble des diviseurs de b, et aZ = {ka, k € Z} 'ensemble des multiples de a. Sinon,
on notea ¢ b.

Exemples: -6 | 42 ; D(12) = {#1,+2,£3,+4,+6,+12}; tout entier divise 0, mais 0 ne divise que 0 ;
1 et -1 divisent tout entier. Un entier est pair s'il est multiple de 2, impair sinon.

|
Soit a, b, ¢, d des entiers relatifs et n € N.

1. ala; sia|betb]|c, alorsa| c(transitivitée); a|b < -a|b < a|-b < |a| |
|b].

2. Combinaisons linéaires : sia | beta | ¢, alors|a | bu+cv|pourtousu,v € Z (en

particuliera | b+ceta| b-oc).
3.Sia|betb=#0,alors |a| < |b|: un entier non nul n'a qu'un nombre fini de diviseurs.
4. Sia|betb|a,alors|a| =|b]|, c'est-a-dire b = a.

5. Sia|betc|dalorsac | bd; en particuliera|b = ac|bc et a|b = a"|b".

Démonstration. 1. a=1xa;sib =kaetc=Fk'b,alorsc = (kR'R)aavec R’k € Z;enfinb=ka <
b =(-kR)(-a) & -b=(-R)a. 2. Sib="kaetc=~Ra,alorsbu+cv=_(ku+Rv)aavecku+R'veZzZ. 3.
Sib=kaetb#0,alorsk #0,donc |kR| 21et|b| =]|R||a|] 2]al. 4. Sib=0,alorsb | aimposea=0
;sinona # 0 et le point 3 donne |a| < |b| et |b] < |a|. 5. b=kaetd =R cdonnent bd = (kRR")ac;
puis on prend c = d, et l'on raisonne par récurrence sur n. O

Méthode : montrer que a divise une expression, trouver les n tels que A(n) | B(n)

- Ecrire l'expression sous la forme ka avec k entier, ou utiliser une récurrence.

- Sid|Aetd | B, alors d divise toute combinaison uA +vB : on choisit u et v (entiers) pour
éliminer n.
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Chapitre 8- Arithmétigue dans 7 2° Bac Sciences Mathématiques

Exemple : trois raisonnements types

- Lesentiersntelsquen+2 | 3n+11. Commen+2 | 3(n+2),sin+2|3n+11,alorsn+2
divise (3n+11)-3(n+2) = 5. Réciproquement,sin+2 | 5,alorsn+2 | 5+3(n+2)=3n+11.
Doncn +2 € D(5) = {-5,-1,1,5}, soit ne{-7,-3,-1,3}.

- L'équation x2 - y? = 15 dans N2, Elle s'écrit (x - y)(x +y) = 15 avec x +y 2 0, donc x +y > 0,
puisx-y>0etx-ysx+y: (x-y,x+y)e{(1,15),(3,5)}, d’'ou (x,y) = (8,7) ou (4, 1), qui
conviennent.

- Par récurrence: 7 | 32" + 22 pour tout n € N. Soit u, =32""1+2"2: y =3+4=7, et

Uy =9%32M 14 2x2M2 =9y -7 x2M2,

Si 7 | u,, alors 7 divise la combinaison 9u, -7 x2"2 = u_ . : la propriété est héréditaire.
(Preuve plus rapide en section 3.)

Q Division euclidienne

B Théoréme (division euclidienne)

Soit a € Z et b € N*. Il existe un unique couple (q,r) € Z x N tel que

‘a=bq+r et Osr<b‘.

g est le quotient et r le reste de la division euclidienne de a par b. Ona g = E(%), et
bla & r=0.

§

Démonstration. Existence. lensemble A = {a - bk, kR € Z} n N est une partie non vide de N : pour
k =-|a|, a-bk =a+b|a| 2a+]|a| 0. Elle admet donc un plus petit élémentr =a-bg,etr=0.Si
l'on avait r 2 b, alors r - b = a - b(q + 1) serait un élément de A strictement plus petit que r : c’est
absurde, donc 0 <r < b.

Unicitée. Sia=bg+r =bq +r avecO<r<bet0<r <b,alorsb|g-q'| =|r -r| <b, donc
lg-q'l <1:q=q' (entiers), puisr =r'. Enfin,0<sa-bg<b < q<{<q+1 < q:E(%). 0

Remarque. Pour b € Z* négatif, on divise par |b] : il existe un unique (g, r) telquea=bqg+r
et0<r<|b|. Lereste est toujours positif : 2026 =13 x 155+ 11, mais -47 =6 x(-8)+1 (et
non 6 x (-7) - 5) ; on retrouve -8 = E(—%).

B Méthode : raisonner par disjonction de cas

La division par b montre que tout entier s'écrit de Uune des formes bk, bk +1, ..., bk + (b - 1)
(k € Z). Pour prouver une propriété pour tout n, on traite chacun de ces b cas (la section 3
le fait plus vite avec les congruences).

Exemple : tout entier est de la forme 2k (pair) ou 2k + 1 (impair) ; deux entiers consécutifs
n‘ont pas la méme parité, donc n(n + 1) est toujours pair.

Maths Olympiad o
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Le carré d’un impair

Si n est impair, alors|8 | n? -1/

Démonstration. n = 2k + 1, donc n? - 1 = 4k* + 4k = 4R(k + 1), et R(k + 1) est pair : kR(k + 1) = 2m,
d'ot n?>-1=8m. O

Exemple : deux problémes de division

6 divise P = n(n+1)(2n+1) pourtout n € Z. n(n+1) est pair,donc 2 | P. Pour 3: sin = 3R,
3|n;sin=3kR+1,2n+1=3(2k+1);sin=3kR+2,n+1=3(k+1): danstouslescas3 | P,
soit P = 3m. Alors 2 divise P-2m = m, donc 6 | P. (Ainsi w =12+2%24+..+n? est
bien un entier.)

« Un entier naturel n a le méme quotient g dans ses divisions par 23 et par 25, avec les
restes 17 et 3. Alorsn = 23q+17 = 25q+3,donc 2q = 14,9 = 7 et n = 178. Réciproquement,
178 =23 x7 +17 avec 0 £ 17 < 23,et 178 =25x7 +3 avec 0 < 3 < 25 : ce sont bien les
divisions euclidiennes.

© Congruences modulo n

Soit n € N*. Deux entiers a et b sont congrus modulonsin | a-b; on note . Ainsi
az=b[n] & 3IReZ a=>b+kn.

|
Soitn € N* et a, b, c, d des entiers.

1. a=b[n] < aetbontle méme reste dans la division euclidienne par n. Sir est
le reste de q, alors a = r [n], et r est l'unique entier de {0,1,...,n-1}congruaa; a =
0[n] < n|a.

2. Relation d’équivalence: a=a[n]; sia=b[n],alorsb=al[n]; sia=b[n]etb=c][n],
alors a = c [n].

3. Compatibilité: sia=b [n] et c=d [n], alors

a+c=b+d[n], a-c=b-d[n], ac=bd[n], af=bk[n] (ReN).

K

Démonstration. 1. Ecrivonsa = nqg+retb =nqg’+r avec0<r,r' <n. Alorsa-b =n(qg-q’)+(r-r’). Si
r =r',alorsn | a-b. Réciproquement, sin | a-b, alors n divise la combinaison (a-b)-n(g-q’) = r-r’,
avec |r-r'| <n: d'apreés la section 1(point3),r-r' = 0. 2. Découle de 1(« avoir le méme reste »).
3.(a+c)-(b+d)=(a-b)+(c-d) et ac-bd = a(c-d)+d(a-b)sont des combinaisons linéaires de
a-betde c-d, donc des multiples de n ; enfin, par récurrence sur k: a®*' = a®xa = b*xb = b*1 [n].
O

Méthode : calculer modulo n

Dans une somme, un produit ou une puissance, on peut remplacer chaque nombre par un
nombre qui lui est congru : son reste, ou un représentant plus commode comme -1, -2... Si

Maths Olympiad e



Chapitre 8- Arithmétigue dans 7 2° Bac Sciences Mathématiques

P est un polynome a coefficients entiers et a = b [n], alors P(a) = P(b) [n].
Exemple: 32™1+2M2 =3x9M+4x2" =3x2"+4x2" =7x2" =0[7],car9 = 2[7]: on retrouve,
en une ligne, le résultat de la section 1.

Méthode : le tableau de restes

‘

Pour étudier une expression en x modulo n, il suffit de connaitre le reste de x : on remplit
un tableau avec les n restes possibles 0,1,...,n - 1 (ou 0,+1,+2,..., plus rapide grace a la
symétrie (-x)? = x2).

Exemple : les carrés modulo 7

01 2 3 4 5 6
2z 01421241

(modulo 7)

Un carré est donc congru a0, 1, 2 ou 4 mod-
ulo 7, jamais a 3,5 ou 6.

x
m

+x?=2[71 & x=3o0ux=4[7](en
vert).

x
m

« L'équation x? = 7y + 5 n'a pas de solution
dans Z2.
Conséquence: 7 | x> +y*> <= (7 | xet7 | y). En effet, la somme de deux éléments de
{0,1,2,4} n'est congrue a 0 modulo 7 que pour 0 +0 (1+86,2+5, 4+ 3 sont exclus, car 3, 5,
6 ne sont pas des carrés modulo 7). Donc x? = y? = 0, soit x = y = 0 [7] (colonne rouge). La
réciproque est claire.

Attention, piege!

On ne divise pas une congruence: 2 x 3 = 2 x 8 [10], et pourtant 3 # 8 [10]. La simplification
par R est permise lorsque k et n sont premiers entre eux (théoréme de Gauss, section 7).

@ Applications des congruences

41 Numeération en base b

|
Soit b = 2 un entier. Tout entier N € N* s’écrit de fagon unique sous la forme
N=abt+a, bF'++ab+a, g €{01,.,b-1}, a,#0;

(b)

onnote N =a,a,_,..a,a, :cesont les chiffres de N en base b.

N

Démonstration (récurrence forte sur N). Si N < b, on écrit N = a,,. Si N 2 b, la division euclidienne

donne N = bg +a,avec0<a,<bet1s<q<N;parhypothése de récurrence, g = a,...qa, (b), donc

(b) (

N PR
N=bg+a,=a,..a,a, . Unicité:siN=a,..q, ),alorsN=b(akbk‘1+---+a1)+aoavec0500<b

— (b . . .
:q,estleresteeta,...q, ) le quotient de N par b, uniques ; on conclut par récurrence. O

Maths Olympiad o
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Exemple : divisions successives : les restes, lus de bas en haut, sont les chiffres

— (5
+ 2026 =5x405+1, 405=5x81+0, 81 =5x16+1, 16 =5x3+1, 3 =5x0+3: 2026=3‘I10'I()

(controle: 3 x 625+ 125+ 25+ 1 =2026).

— |
e Enbase2: 2026 =1024+512+256+128 +64 +32+8+2 = 11111101010( ).

— (4
« Dans lautre sens : 3021()=3x43+0x42+2x4+1 =201.

4.2 Criteres de divisibilite

Théoréme (en base 10, N = a, ...a,a,)

+10=1[9]: N=a,+a,+-+a,[9], donc aussi modulo 3 (somme des chiffres).

10=-1[11]: N=ay-a,+a, -+ (—1)’*ak [11] (somme alternée, en partant des unités).

4]100et8]1000: N=a,a,[4] et N=a,a,a,[8] (deux, trois derniers chiffres).

* 1001 =7x11x13, donc 1000 = -1 [7]: si N = B, + 10008, + 1000?B, + - (tranches de trois
chiffres), alors N = B, - B, + B, - -+ [7] (et de méme modulo 11 et 13).

« Si N =10m + u (u chiffre des unités): 7| N < 7| m-2u.

Démonstration. Par compatibilité, 10' =17 = 1[9], 10’ = (-1)' [11] et 1000’ = (-1)' [7] ; on remplace
dans N = ¥ a,10". Puis N = 100a,...a, + a,a, avec 4 | 100 (idem avec 8 | 1000). Enfin N =
10(m - 2u)+21u et m-2u =21m - 2N : si 7 divise 'un des nombres N, m - 2u, il divise l'autre. O

Exemple: N = 917538264

Somme des chiffres: 45, donc 9 | N. Somme alternée: 4-6+2-8+3-5+7-1+9 =5, donc
N=5[11]. 64 =4x16et264 =8x33:4 | Net8 | N. Tranches: 264-538+917 = 643 = 7x91+6,
donc N =6 [7].

4.3 Chiffre des unités, restes de grandes puissances

Méthode : reste de a” modulo n

On cherche un petit exposant k tel que a® = 1 (ou -1) [n]; on divise m par k: sim = kq + s,
alors @™ = (a’*)q a® = a° [n]. Le chiffre des unités de N € N est son reste modulo 10 ; ses
deux derniers chiffres forment son reste modulo 100.

Exemple : trois calculs

« 3% =81=1[10] et 2026 = 4 x 506 + 2 : 32026 = (34)°"°

de 32026 gst 9,

- 7%=2401=1[100]: 72%26 = (7%

x 32 29[10]: le chiffre des unités
)506 x 49 = 49 [100] : 72926 se termine par 49.

1013

» 52=25=-1[13]: 52026 =(52) "7 = (-1)19%3 = -1 = 12[13] : le reste est 12.

Maths Olympiad @
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Exemple : pour quelsne Na-t-on7 | 2" +3"?

23=8=1[7]et3%=27=-1][7], donc

n=[6] 0 1 23 4 5 35 = 1[7]: les restes de 2" et de 3"
2= [71 |12 4 1|2 4 se répétent avec la période 6. On écrit
3"=[7] 1 3 2 6 4 5 n=6q+seton lit le tableau :

M+3"z= 2 5 6 0 6 2

712"+3" < n=316]|

© P4CD et algorithme d'Euclide
g Définition

Soit a et b deux entiers non tous deux nuls. Lensemble D(a) n D(b) des diviseurs communs
contient 1 et il est fini (ses éléments divisent celui des deux entiers qui n’est pas nul) : son
plus grand élément est le plus grand commun diviseur de a et b, noté PGCD(aq, b) ou .
Onaanbz1, anb=bnaa=|a|n|b|, an0=|a|(a#0), et,sibz0: b|a < anb-=|b|.

Lemme d’Euclide (la clé de tout le chapitre)

Sia=bg+raveca,b, q, r entiers, alors a, b ont les mémes diviseurs communs que b, r ; en

particulier .

Démonstration. Sid |aetd | b,alorsd |a-bg=r;sid|betd|r,alorsd|bg+r=a. O

B Théoréme (algorithme d’Euclide)

Soit a, b dans N*. On pose r,=a,r, =b, puis, tant que r, # 0, on note r,, le reste de la
division der,_, parr,. Il existe un rang N tel quer, #0etr,,, =0, et

A

anb=ry| (ledernier reste non nul).

De plus, les diviseurs communs de a et b sont exactement les diviseurs de a A b.

A

Démonstration. Tant qu'ils sont définis, les restes vérifient 0 < r, . < r, : une suite strictement
décroissante d’entiers naturels ne peut pas avoir plus de b + 1 termes, donc on atteint un reste
nul, ry,, = 0. D'aprés le lemme, appliqué a chaque division r,_, = r,q, +r,,,, les couples (r,,r,),
(rs1,), ...y (ry, 0) ONt tous les mémes diviseurs communs : ce sont les diviseurs de r,, (puisque tout
entier divise 0). Le plus grand d’entre eux est r,. O

Théoréme (homogénéité)

Pour tous a, b non tous deux nuls et tout k € Z* : ‘(ka) A (Rb) = |R| (an D) ‘
En particulier,sid=anb,a=da etb=db’,alorsa’Ab =1.

Démonstration. Les signes n’interviennent pas ; on suppose a,b,kR > 0 (si a ou b est nul, c’est
immédiat). En multipliant par k chaque division de lalgorithme : kr,_, = (kr;)q; + kr;,, avec 0 <
kr;,, < Rkr;, ce sont exactement les divisions euclidiennes de l'algorithme pour (ka, kb) ; son dernier
reste non nul est donc kry, = R(aAb). Enfind =(da’)A(db")=d(a’ Ab"),donca Ab" =1. O

Maths Olympiad a



Chapitre 8- Arithmétigue dans 7 2° Bac Sciences Mathématiques

Exemple : 1547 A 560 : l'algorithme présenté en tableau

Chaque ligne est une division euclidienne :

dividende diviseur reste quotient 1547 = 560 x 2 + 427. 560 = 427 x 1 + 133
= X + =] X +

1547 560 427 2 ’ ’
— — 427 =133 x3+28, 133 =28x4+21, 28 =

260 427 133 L 21x1+7, 21=7x3+0.

427 /133/ 28 3 A chaque étape, le flivise'ut: devien} divi-

133 28 21 4 dende et le reste devient diviseur (fléches).
/ / . -

28 21 1 Le dernier reste non nul (encadré) est 7 :

0 7 0 3

1547 A 560 = 7.

Exemple : le PGCD de deux expressions: d, = (3n+4)A(n+3),neN

3n+4 =3(n+3)-5, donc, par le lemme d’'Euclide, d, = (n+3)A(-5) = (n+3)A5: d, divise 5,
doncd, €{1,5}, et

d =5« 5|n+3 < n=2[5] (par exemple d, =25A10=5etd; =28 11 =1).

O Le théoréme de Bézout
d Définition |

Deux entiers a et b sont premiers entre eux si a A b = 1, c'est-a-dire si leurs seuls diviseurs
communs sont 1 et -1. Par exemple, deux entiers consécutifs n et n + 1 sont premiers entre
eux (un diviseur commun divise (n + 1) -n = 1).

A

B Théoréme (identité de Bézout)

Soit a et b deux entiers non tous deux nuls. Il existe (u,v) € Z* tel que |au + bv =aAb|. De
plus, a A b est le plus petit entier strictement positif de la forme au + bv, et les entiers de la
forme au + bv sont exactement les multiples de a A b.

A

Démonstration. Lensemble E = {au + bv, (u,v) € Z*}n N* est une partie non vide de N (il contient
a’+b?>=axa+bxb):ilaun plus petit élément d = au, + bv,. Divisons a pard : a = dq +r avec
0<r<d,etr=a-(au,+bvy)qg = a(1-quy)+b(-qv,). Sir était non nul, il serait dans E et strictement
inférieur a d : absurde. Doncr=0etd | a;de mémed | b, doncd < aAb. Inversement,anb
divise a et b, donc la combinaison au, +bv, = d,etanb < d. Ainsid = anb. Enfin aa b divise tout
au + bv, et k(a A b) = a(ku,) + b(kv,). O

Théoréme de Bézout

anb=1 < ilexiste (u,v) € Z? tel que au + bv = 1.

Démonstration. Le sens direct est l'identité de Bézout. Réciproquement, si au + bv = 1, tout
diviseur commun a a et b divise au + bv = 1 : il vaut +1, doncan b = 1. O
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B Méthode : trouver des coefficients de Bézout : l'algorithme d’Euclide « remonté »

On part de l'avant-derniére division, qui donne le PGCD, et on remplace successivement
chaque reste en remontant les divisions. Avec 1547 et 560 (section 5) :

7=28-21=28-(133-4x28)=5x28-133=5x(427-3%x133)-133=5x427-16x133
=5x427 -16 x (560 - 427) =21 x 427 - 16 x 560 = 21 x (1547 - 2 x 560) - 16 x 560,

soit | 1547 x 21 + 560 x (-58) = 7| (contrdle : 32487 - 32480 = 7). Ces coefficients ne sont
pas uniques : la section 10 les donne tous.

Exemple : montrer que deux expressions sont premiéres entre elles

Pourtoutn e Z: 32n+1)-2(3n+2)=-1, soit 2n+1)x(-3)+(3n+2)x2=1: daprés le
théoréme de Bézout,|(2n +1)A(3n+2) =1

Conséquences

Sianb=1etanc=1,alorsan(bc)=1. Parrécurrence:sianb=1,alorsa™ Ab" =1 pour
tous m,n € N.

Démonstration. Avec au+bv = 1etau’+cw = 1: 1 = (au+bv)(au’'+cw) = a(uau’ +ucw+bvu')+bc (vw),
et 'on applique le théoréme de Bézout. O

0 Le théoréme de Gauss et le PPCM

Soit g, b, c des entiers. Si ‘ a|bc et anb=1

, alors .

Démonstration. Par Bézout, au + bv = 1, donc ¢ = acu + bcv. Ora | acu et a | bc, donc a divise la
combinaison acu + (bc)v = c. O

1.Sia|nb|netanb=1,alorsab | n. (Plus généralement, des diviseurs de n premiers
entre eux deux a deux : leur produit divise n.)

2. Simplification: si ka= kb [n]etkAn =1,alorsa=b [n]

Démonstration. 1. n =ak;b | aketbaa=1,doncb | k(Gauss): k= bk etn=abR’. 2.n | R(a-b)
etnARk=1,doncn | a-b(Gauss). O

Exemple : deux applications

- L'équation 15x = 22y dans Z2. 15 | 22y et 15A 22 = 1, donc 15 | y (Gauss) : y = 15k, puis
15x = 22x15R, soit x = 22k. Réciproquement, (22R, 15R) convient: S ={(22k, 15R), k € Z}.

« 6| n®+5npourtoutn € Z. n®>+5n =(n-1)n(n + 1) + 6n. Parmi trois entiers consécutifs,
'un est pair et 'un est multiple de 3 (section 2) : 2 et 3 divisent (n-1)n(n+1),et2A3 =1,
donc 6 | (n-1)n(n + 1) (corollaire 1), puis 6 | n® +5n.
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71 Le PPCM

rm

Soit a et b deux entiers non nuls. Lensemble des multiples communs strictement positifs
de a et b contient |ab| : son plus petit élément est le plus petit commun multiple, noté

PPCM(a, b) ou[av b|.
K réoime

Soit a, b deux entiers non nuls.

1. Les multiples communs de a et b sont exactement les multiples de a v b.

2. [(anb)x(avb)=|ab]

; en particulier,sianb=1,alorsavb = |ab|.

A

Démonstration. On peut supposer a,b > 0. Soitd =aAb,a=da’,b=db" aveca Ab’ =1 (section
5), et m =da’'b’ =ab’ = a'b: c’est un multiple commun de a et b. Si M = ak = bl est un multiple
commun, alorsda’k =db’l,donca’k=b’l: b’ | a’ketb’ Aa’ =1,donc b’ | k(Gauss). Ainsi k = b'k’
et M = ab’k’ = mk’ : les multiples communs sont les multiples de m, et le plus petit strictement

positif est m. Doncavb=met(anb)avb)=dxda’b’ =ab. O
Exemple : calculs de PPCM
+ 120 =84+36, 84 =2x36+12, 36 =3x12: 84A120 =12, donc 84v120 = % = 840.

- Les couples (a,b) e N*’ telsqueanb=12etav b =360. On écrita = 12a’, b = 12b" avec
a’ Ab’ =1. Alors ab = 12 x 360, soit 144a’b’ = 4320 et a’b’ = 30. Les couples (a’,b’) sont
(1,30), (2,15), (3,10), (5,6) et leurs symétriques (tous formés d’entiers premiers entre
eux). Réciproquement, ils conviennent : ily a 8 couples,

(a,b) € {(12,360), (24,180), (36,120), (60, 72)} et les couples symeétriques.

© Nowmbres premiers

rm

Un entier naturel p est premier s'il a exactement deux diviseurs positifs, 1 et p (donc p = 2).
Un entier n > 2 non premier est dit composé. Les premiers nombres premiers sont 2, 3, 5,
7,11,13,17,19, 23, 29... (1 n’est pas premier ; 2 est le seul nombre premier pair).

§

|
1. Tout entier n > 2 admet au moins un diviseur premier : son plus petit diviseur p > 1 est

premier.

2. Si n 2 2 est composé, son plus petit diviseur premier p vérifie p> < n. Donc, si aucun
nombre premier p < \/n ne divise n, alors n est premier (critére d’arrét).

L

Démonstration. 1. ensemble des diviseurs d > 1 de n est une partie non vide de N (il contient n)
: il a un plus petit élément p. Si p n’était pas premier, il aurait un diviseur d’ tel que 1 <d’ < p, et

Maths Olympiad @



Chapitre 8- Arithmétigue dans 7 2° Bac Sciences Mathématiques

d’ diviserait n (transitivité) : cela contredit la minimalité de p. 2. n = pm avecm # 1 (carn # p);
m est un diviseur > 1 de n, donc m 2 p, et n = pm 2 p. O

Exemples : 20? = 400 < 401 < 441 = 212, et aucun des nombres premiers 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19
ne divise 401 : 401 est premier. En revanche, pour 391 (192 < 391 < 202), on trouve 391 = 17 x 23.

[ Théoréme (Euclide)

Il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration. Supposons qu’iln’y en ait qu'un nombre fini, p,, ..., p,, et posons N = p,p, - p,+1 2
3. D’aprés le théoréme précédent, N a un diviseur premier, qui est 'un des p; ; alors p; divise
N-p,p,-p,=1:Cestabsurde. O

g Méthode: le crible d’Eratosthéne
On écrit les entiers de 2 a 100. On garde 2 et ; @@ P @ @ & 30

on barre tous ses multiples ; le premier nom-

> X 1n 7 13 4 5 6 18 19 20

bre non barre, 3, est premier : on le garde et
. ) ;(222324}5’20}/282930

on barre ses multiples ; puis on recommence
avec 5, puis 7. 1 37 3 3¢ 3% 36 31 3¢ 3 w0
Comme 112 = 121 > 100, on peut s'arréter : un 41 47 43 44 }6/ 46 41 48 }‘9/ 50
nombre composé n < 100 a un diviseur pre- o 57 53 54 55 56 51 56 59 66
mier p <\/n < 10, donc il a été barré. o 57 55 ok g5 56 61 o6 gf 70

Il reste les 25 nombres premiers mferneqrs a n oA o KK A E W s
100 (en bleu). Chaque nombre composé est P A

P 0 82 83 84 86 88 89 90
barre dans la couleur de son plus petit facteur 7

premier: 2,3, 5, 7. o o2 o8 ok 95 o6 o1 98 9o 106

a)| P
I

4

-

.

Théoréme (lemme d’Euclide)

Soit p un nombre premier et a, b des entiers.

1. Ou bien p | a, ou bien pAa =1; deux nombres premiers distincts sont premiers entre
eux.

2. Si , al . Plus généralement, si p divise un produit a,a, --a,, il
divise l'un des facteurs;sip | a”,alors p | a; si p divise un produit de nombres premiers,

il est égal a l'un d’eux.

A

Démonstration. 1. p A a est un diviseur positifde p: ilvaut1oup,etpna=p < p|a. 2
Siptaalorspaa=1etp | ab, doncp | b (Gauss). On généralise par récurrence sur R, avec
a, =0, = (a,a,) x a,,, ; enfin, si p divise un nombre premier g, alors p = q (car p # 1). O

B Théoréme fondamental de l'arithmétique

Tout entier n 2 2 est un produit de nombres premiers :

111 02 ak .
n=pi'pa’pr, Py <Pp,<-<p,premiers, a; &N,

et cette decomposition en facteurs premiers est unique.

A

Démonstration. Existence, par récurrence forte : 2 est premier. Soit n > 2 tel que tout entier m
avec 2 < m < n se décompose. Si n est premier, c’est fini ; sinon, n = pm avec p premier (son
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plus petit diviseur > 1) et 2 < m < n, et la décomposition de m donne celle de n. Unicité, par
récurrence forte : sin = p,p,-p, = q,9, - q, (facteurs premiers, éventuellement répétés), alors
p, divise g, - q, donc p, est l'un des q; (lemme d’Euclide). En simplifiant par p,, on obtient deux

décompositions de pl < n, qui ont les mémes facteurs par hypothése de récurrence (si pi =1,
1 1

alorsr=s=1). O

B Théoréeme (diviseurs, PGCD et PPCM)

Sin = p? pzk, les diviseurs positifs de n sont les entiers pl131 ---p’;k avec0 < B; < qa;; leur
nombre est |(a, + 1)(a, + 1) (a, + 1) |

Le PGCD de deux entiers est le produit des facteurs premiers communs, affectés du plus
petit exposant ; le PPCM est le produit de tous leurs facteurs premiers, affectés du plus
grand exposant.

A

- 9 0 o 9 B4 B a,-B, ap-By o o 9 ,
Demonstration. Un tel entier divisen: n = (p1 “ Pp )xp1 «-pr . Réciproquement,sin=dd’,

tout facteur premier de d divise n, donc c’est l'un des p; (lemme d’Euclide) ; par unicité de la
décomposition de n = dd’, l'exposant de p; dans n est la somme de ses exposants dans d et dans
d’, donc B; < a;. Toujours par unicité, deux choix différents des exposants donnent deux diviseurs
differents : ily a a; + 1 choix pour chaque B;. Les formules du PGCD et du PPCM en découlent. [

Exemple : 504 et 540

504 = 23 x3%2x7 et 540 = 22 x33 x5, donc 504 A 540 = 2% x 3% = 36 et 504 v 540 =
23x33x5x7 = 7560 (controle : 36 x 7560 = 272160 = 504 x 540). Le nombre 7560 a
(3+1)(3+1)(1+1)(1+1)=064diviseurs positifs.

Remarque. Le nombre de diviseurs positifs de n est impair <= tous les a; sont pairs <
n est un carré parfait. Etsin € N n'est pas un carré parfait, \/n est irrationnel : si \/n = %,
alors nb? = @?, et les exposants de a’ et de b? sont pairs, donc ceux de n aussi.

© Le petit théoréme de Fermat
[

Si p est premieret 1< k<p-1,alorsp | ().

- . p! (p - 1)! =7
Démonstration. k(°) = k R p ETE p(P-1), doncp | k(P). Comme 1 sk<p,p tk,
doncpak=1,etp | (Z) (Gauss). 0

Petit théoreme de Fermat

Soit p un nombre premier. Pour touta e 7 :

et,sipta: a”'=1[p]l
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Démonstration. Pour a € N, par récurrence : 0P = 0 [p]; si aP = a [p], la formule du bindme et le
lemme donnent

p-1
(a+‘|)p=aP+Z(Z)ak+1sa”+1sa+‘l[p].
k=i

Pour a € Z, soitr € N'son reste modulop: a? =P =r=a[pl. Enfin,sipta:p | a’-a=a(aP"-1)

et

,

A

paa=1,doncp | aP’ -1 (Gauss). 0

Exemple : deux applications directes

- Reste de 22°?5 modulo 13. 13 est premier et ne divise pas 2, donc 2'? = 1 [13]. Comme
2026 =12 x 168 + 10, 22026 =270 21024 =13 x 78 + 10 [13] : le reste est 10.

+ 30 | n®-npourtoutn € Z. Fermatavecp =5:n>=n[5];avecp=3:n’>=n3xn?=

nxn? = n3=n|[3]; enfin n> et n ont la méme parité. Ainsi 2, 3 et 5, premiers entre eux
deux a deux, divisent n® - n : leur produit 30 aussi (corollaire de Gauss).

Théoréme (le plus petit exposant)

Soit p premier et a un entier non divisible par p. Lensemble des k € N* tels que a® = 1 [p]
est non vide (il contient p - 1) ; soit k, son plus petit élément. Alors, pour tout m € N:

a"=1[p] & k,|m ; en particulier, Ry | p - 1.

Les restes de a™ se répétent avec la période R, : sim =s [Ry], alors a™ = a® [p].

Démonstration. Ecrivons m = k,q +s avec0 < s < k,: a™ = (akO)q a® = a® [p). Sia™ = 1, alors
a® = 1avec 0 < s <R, : par minimalité de k;, s = 0, donc R, | m. Réciproquement, si R, | m, alors

am = (akO)q = 1. Avec m = p - 1 (Fermat), on obtient k, | p - 1.

O

Méthode : trouver le plus petit exposant : on ne teste que les diviseurs de p - 1

Modulo 11, les diviseurs de 10 sont 1, 2, 5, 10.
« 2" =2 22 =4, 2° =32 = -1[11] : le plus petit exposant de 2 est 10, donc

11]2"-1 < 10| n|

« 3°=243=11x22+1et3 #1[11]: le plus petit exposant de 3 est 5; comme 2026 = 1 [5],
32026 =3[11].

K

B Attention, piege!

La réciproque du théoréme de Fermat est fausse : 341 = 11x31 n’est pas premier, et pourtant
2340 = 1 [341], car 20 = 1024 = 3 x 341 + 1, donc 230 = (219" = 1 [341]. Et lhypothése p } a
est indispensable : 148 = 0 [7].
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(10) Equations ax + by = c et systémes

9 Théoréeme

Soit a, b des entiers non nuls,c € Zetd =anAb;on écrita=da etb=db’ (donca Ab" =1).
1. Léquation (E) : ax + by = c a des solutions dans 7? < .

2. Sid | cetsi(xyY,) est une solution particuliére, les solutions de (E) sont les couples

X=X, +b'R, Yy=Y,-aRk, kez.

A

Démonstration. 1. Si ax + by = ¢, alors d divise cette combinaison de a et b. Réciproquement, si
c = dc’, lidentité de Bézout au + bv = d donne a(uc’)+b(vc’) = c. 2. Soit(x,y) € Z°. En retranchant
ax, + by, = ¢, puis en divisant par d :

ax+by=c < a(x-x,)=-bly-y,) < a'(x-x,)=-b'(y-y,.

Si (x,y) est solution, b’ | a’(x - x,) et b’ Aa’ =1, donc b’ | x - x, (Gauss) : x = x, + b’k ; en
reportant, a’b’k = -b’(y - y,), d'oll y = y, - @'k (car b’ # 0). Réciproquement, ces couples vérifient
a’'(b’R) = -b’(-a’R) : ce sont des solutions. O

Exemple : 3x + 5y = 7 : les points entiers d’'une droite

3 A5 =1divise 7 ; solution évidente : (4,-1). Alors
3(x-4)=-5(y+1):5]|3(x-4)et5A3 =1, donc

X = baSk, puisy = -1-3k: S = {(4+5k, ~1-3R), k € Z}. 5 g

Par Bézout, 3 x 2 + 5 x (-1) = 1 donne la solution 6B

particuliere (14,-7) et U'écriture {(14 + 5r’, -7 - 3R")} - -
: C'est le méme ensemble (k' = k - 2). i N\
Les solutions sont les points a coordonnées en- 0

tieres de la droite D : 3x + 5y = 7 ; on passe de 'un
au suivant par le vecteur (5,-3) = (b’, -a’).

En revanche, 6x+10y = 7 n'a pas de solution: 6A10 =
2}7.

B Méthode : résoudre ax + by = ¢ dans 72

1. Calculer d = a A b (Euclide) ; si d } ¢, il n'y a aucune solution ; sinon, diviser 'équation
par d.

2. Trouver une solution particuliére (x,, y,) : « évidente », ou par Bézout (multiplier a’u +
b'v=1parc = ﬁ).

3. Retrancher, appliquer le théoréme de Gauss, et verifier que les couples obtenus convi-
ennent.

Exemple : une résolution compléte: 221x - 91y = 26

+221=91x2+39, 91=39x2+13, 39=13x3: 221A91 = 13, et 13 | 26. On divise par
13: 17x-7y = 2.

« Bézout: 17=7x2+3et7=3x2+1,donc1=7-2x3=7-2(17-2x7)=5x7-2x17,
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soit 17 x (-2) - 7 x(-5) = 1; en multipliant par 2 : (x,, y,) = (-4,-10).

< 17x-Ty =17x,-7y, &> 17(x+4)=7(y+10). Donc 7 | 17(x+4) et 7A17 =1: x = -4+ 7k
(Gauss), puis y = -10 + 17k ; réciproquement, ces couples conviennent. Avec k = R’ + 1 :

S={(3+7k, 7+17k"), R € Z}; les solutions telles que 0 < x < 30 ont x € {3,10, 17, 24}.

10.1 Systémes de congruences

|
Soit m, n € N* premiers entre eux, (u,v) € Z> tel que mu +nv = 1, et a, b € Z. Les solutions

du systéme [ x=am]

Xx = b [n]

sont les entiers

X = X, [mn], ou X, =anv+bmu.

Démonstration. nv = 1-mu = 1[m] et mu = 0 [m], donc x, = a [m] ; de méme x, = b [n]. Si x
est solution, alorsm | x - x, etn | x-x,avecmAn =1,doncmn | x - x, (corollaire de Gauss).
Reciproquement, si x = x, [mn], alors x = x, modulo m et modulo n. O

Exemple: x = 4[7]etx =6[11]

x(-3)+ 11 x2 =1,donc x, = 4x11x2+6x7x(-3) = 88-126 = -38: les solutions
sont les entiers x = -38 = 39 [77]. Autre méthode : x = 4 + 7R avec 7k = 2 [11] ; comme
8 x7 =56 =1[11], on multiplie par 8: k = 16 = 5[11], d’ou x = 4 + 7(5 + 11j) = 39 + 77j.
Controle:39=7x5+4=11x3+6.

€@ Pour aller plus loin

111 Lensemble Z/nzZ

rm

Soit n > 2. La classe de a € Z modulo n est 'ensemble a = {a + kn, kR € 7} des entiers
congrusaa; a= b & a=zb [n]. Lensemble des classes est Z/nZ = {0,1, - }: il

a exactement n éléments (un par reste possible). On pose a + b=a+b et axb =ab:
d’aprés la compatibilité (section 3), le résultat ne dépend pas des représentants choisis, et
l'on calcule avec les régles usuelles.

A

B Théoréme (classes inversibles)

Soitn =2 eta € Z. a estinversible dans Z/nZ (il existe utel queaxu=1) <> aan=1.
Si p est premler toute classe non nulle de Z/pZ est inversible (I'inverse de a est a”? ), et
axb=0=(a=00ub=0)

A

Démonstration. axu =1 < au=1[n] & 3IveZ au+nv=1:onapplique le théoréme de
Bézout. Si p est premieretp { a,alorsanp =1etaxaP? = aP' = 1[p] (Fermat) ; enfin,siaxb =0

Maths Olympiad @



Chapitre 8- Arithmétigue dans 7 2° Bac Sciences Mathématiques

avec a # 0, on multiplie par Uinverse de a. O

Exemple : la table de multiplication de Z/6Z

«2x3=0,alorsque2#0et3#0(en rouge) : un
produit peut étre nul sans qu’aucun facteur ne le
soit !

+ La diagonale montre que l'équation x? = x a qua-
tre solutions dans Z/6Z: 0, 1, 3, 4.

- Seuls 1 et 5 ontun inverse (5x5 = 1, en vert) : ce
sont bien les classes des entiers premiers avec 6.

ol ol ol ol ol ol ol
al B Wl N = ol =]
2N Ol BN Ol N
w| ol w| o] w| ol wi
N ol NI ol &
=| N Wl &G ol vl

gl & Wl N =] o) x

Exemple : dans Z/20Z,7 x3 =21 =1,donc7x =9 &> x=3x9=27=7: 7x=9[20] <
x = 7 [20]. En revanche, 6 n'est pas inversible (6 A 20 = 2), et 6x = 3 [20] n’a aucune solution (2
diviserait 3).

11.2 Nombres de Mersenne et de Fermat

,
1. SiM_ =2"-1 est premier (n 2 2), alors n est premier.

2. Si2m +k1 est premier (m = 1), alors m est une puissance de 2 : c’est un nombre de Fermat
F, =22 +1
" .

3. Pourk 21, F)F,-F, , =F,-2: deux nombres de Fermat distincts sont premiers entre
eux.

Démonstration. 1. Sin = rs avec 1 < r < n, alors 2" - 1 divise (2)° -1 = M, (astuce 2 de la section
1B)et1<2"-1<M. 2 Ecrivons m = 2%q avec q impair. Si g > 3, avec A = 22" : A+ 1 divise
A9 +1 =2M4+1(q impair)et1 <A+1<2™+1: impossible. Donc g = 1. 3. Par récurrence :

. ~ _ _[~2k 2k _ 2k _
Fo=3=F,~2;5iFyFyy = F, - 2,alors Fy -, = (F, - 2)F, = (2 -1).(2 .+1) =22 _1=F . -2.
Sij < ketsid divise Fj et F,, alors d divise F, - F,-F,_, =2, etd estimpair: d = £1.

R+1 T~

Remarque. Les réciproques sont fausses: 11 est premier, mais M., = 2047 = 23x89; Foreer Fy
(3,5,17,257,65537) sont premiers, mais F, = 641x6 700417 (Euler). Chaque F,, a un diviseur
premier, et ces diviseurs sont distincts deux a deux (point 3) : c’est une nouvelle preuve de
lUinfinité des nombres premiers.

© Les piéges classigues

x Faux v Vrai

«2a=2b[n]=>a=b[n]» seulementsi2An=1: 2x3=2x8[10], mais
3#8[10]

«a|bcetatb=al|c» ilfautanb =1 (Gauss): 6 | 4x3, mais6 { 4 et
61%3
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«a|lnetb|n=ab|n» seulementsianb=1: 4| 12et6 | 12, mais
24 112

« le reste de -17 dans la division par 5 est | =17 = 5x(-4)+3: le reste est 3 (il vérifie 0 < r <
-2» 5)

«au+bv=2=anb=2» seulementanb | 2: 3x4+5x(-2)=2et3A5=1
; la réciproque de Bézout ne vaut que pour 1

«a’*=zb%*[n]=>a=xb[n]» 12 = 32 [8], mais 3 # +1 [8] ; C'est vrai si n est
premier

«ab=0[n]=a=00ub=0[n]» 2x3=0][6];cestvraisin est premier (lemme
d’Euclide)

«m=s[n]=a™=a®[n]» les exposants se réduisent modulo la période

(par exemple p - 1), pas modulo n: 4 = 1 [3],
mais 2* = 122" [3]

«aP™' =1 [p] pour tout a » il faut p premieretp f a: 14°=0[7]
« 2" =1[n] = n premier » 341 = 11 x 31 et pourtant 23% = 1 [341]
«4x+6y=10: x=1+6R, y=1-4k» on divise d'abord par 4 A6 = 2: x = 1+ 3Rk,

y =1-2k;sinon on perd la solution (4,-1)

« 1 est premier » ; « p premier = 2P -1 | 1 n'a qu'un seul diviseur positif ; 2" -1 =
premier » 2047 =23 x 89

« pour tester si n est premier, on essaie | les nombres premiers p < +/n suffisent: jusqu’a
les diviseurs jusqu’a g » 19 pour 401

@ Les astuces des concours

¥ Astuce de concours : carrés modulo 4 et 8, cubes modulo 9

Pourtoutx € Z: x>=00u1[4]; x>=0,10u4[8](x?>=1[8]sixestimpair); x3=0,1ou
-1[9](si x =3k £ 1, alors x> = 27R3 + 27kR? + 9k £ 1).
« x% +y? = 2027 n'a pas de solution : 2027 = 3 [4], alors qu’une somme de deux carrés est
congrue a 0, 1 ou 2 modulo 4.

« 2023 n'est pas la somme de trois carrés : 2023 = 7 [8], et une somme de trois éléments
de {0, 1, 4} n'est jamais congrue a 7 modulo 8.

« x3+y3+ 7% = 2030 n'a pas de solution : 2030 = 5 [9], alors qu’une somme de trois cubes
est congrue a 0, 1, +2 ou +3 modulo 9.

¥ Astuce de concours : a-b divise a" - b"

a"-b" = (a-b)(a"" +a"2b + - +ab"2+b"") (ou: a=bla-b],donca” = b"). Sin estimpair,
a" +b" = a" - (-b)" est divisible par a + b.

Exemples : 7 = 8 - 1 divise 875 -1 = 22025 _1; 3 =2+ 1 divise 22°7 + 1; pour un polynéme
P a coefficients entiers, m - n divise P(m) - P(n).
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¥ Astuce de concours : (a™ -1)A(a"-1)=a™"-1 (a=2, m,neN*)

Sim=nqg+r,alorsa™-1=a"(a"9-1)+(a"-1), eta" - 1divise (a")? - 1 (astuce précédente)
m_-1=(a"-1)Q+(a"- 1) avec Q entier. Par le lemme d’Euclide (section 5), (@™ - 1) A (a" -

1) =(a"-1)A(a" - 1): les exposants suivent l'algorithme d’Euclide de (m, n), qui aboutit a

(@™ -1)A(a®-1)=a™"-1.

Exemple : 84 A60 = 12, donc (284 - 1) A (260 - 1) = 22 - 1 = 4095.

Y Astuce de concours : la descente infinie

Pour montrer qu’une équation n’a pas de solution non nulle, on part d’'une solution « mini-
male » et on en fabrique une plus petite. Exemple : x*> + y? = 3z% n"a que la solution (0, 0, 0)
dans Z3. Sinon, il existe une solution avec z # 0 (si z = 0, alors x = y = 0) ; prenons-en une
avec |z| 2 1 minimal. Modulo 3, un carré vaut 0 ou 1, et x? + y? = 0 [3] impose x = y = 0 [3].
Avec x = 3x" ety = 3y": 3(x?+y'?) = 22, donc 3 | 22, puis 3 | z (lemme d’Euclide) ; avec
z=372:x?+y?=32%et0<|Z| < |z|: contradiction. (Le cercle x? + y? = 3 n’a donc aucun
point a coordonnées rationnelles.)

¥ Astuce de concours : encadrement et divisibilité

Un multiple non nul de d vérifie [m| 2 |d|, et il n’y a aucun carré strictement entre k? et
(kR +1)%

- LesneNtelsquen?+2 | n®+5 n®+5=n(n?+2)-(2n-5),doncn?+2 | 2n-5.Sin 23,

alors0<2n-5<n?+2:impossible. Ontesten=0,1,2:2145, 3|6, 6 13. Réponse:
n=1.

- Lesn € Ntelsquen? +5n+1soituncarré. Sin24:(n+2)?=n2+4n+4<n®>+5n+1<
n?+6n+9 = (n +3)? (la premiére inégalité équivaut a n > 3) : ce n'est pas un carré. Pour
n=0,1,2,3,onobtient1, 7, 15, 25. Réponse: n € {0, 3}.

¥ Astuce de concours : factoriser pour obtenir <« produit = constante >

Xy=2x+3y & xy-2x-3y+6=6 < (x-3)(y-2)=6.DansN*?:y-22-1,ety-2=-1
donnerait x =-3;doncy-221,puisx-321: (x-3,y-2)€{(1,6),(2,3),(3,2),(6,1)}, soit
(XI y) € {(47 8)1 (5’ 5)’ (61 4)’ (97 3)}‘

Y Astuce de concours : combien de 2éros a la fin de n! ? (formule de Legendre)

Lexposant du nombre premier p dansn'vautZ (p ) parmi1,2,..,n,ilya E( )multlples
k21

de p%, et chaque entier m est ainsi compté autant de fois que p apparait dans sa décompo-

sition. Les zéros finaux de n! correspondent aux facteurs 10 =2 x5, et il y a plus de facteurs

2 que de facteurs 5: 2026! se termine par 405+ 81+ 16+ 3 = zéros.
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@ L'essentiel du chapitre en une page

r

......

a|lb < b=ka(kez);albetb|c=a]c
albetalc=a]|bu+cv (uvez)
a|lbbz0=|a|ls|b];al|bbla=b=za
Division euclidienne (a € Z, b € N*)

a=bg+r, 0<r<b (unique) ; q=E(%)
cas:n=bkR+r,0<r<b ; nimpair=8|n?-1
Congruences (n € N*)

as=b[n] & n|a-b < méme reste
compatibles avec +, -, x et les puissances
kRa=kb[n]letkAn=1= a=b][n]

a®=1[n] = a®"s = a* [n] (grandes puissances)
Critéres et numération

3 et 9: somme des chiffres ; 4: deux derniers
chiffres

11 : somme alternée ; 8: trois derniers chiffres
1000=-1[7]; 7]110m+u < 7| m-2u
@Ga, ) =3ab, 0<a <b

PGCD a A b et algorithme d’Euclide
a=bg+r=anb=>bnar ; dernier reste non nul
diviseurs communs = diviseurs dean b
(kRa) A (Rb) = |R| (a A b)
d=anb,a=da’,b=db’ = a Ab' =1

Bézout

au+bv=anb (u,vezZ: Euclide « remonté »)
anb=1 < 3I(u,v)eZ? au+bv=1
anb=1etanc=1=anbc=1

Gauss et PPCMav b

al|bcetanb=1=a]c
alnb|lnetanb=1=ab|n

multiples communs = multiplesdeav b
(anb)x(avb)=|ab|

Nombres premiers

aucun premier p < \/n ne divise n = n premier
ily a une infinité de nombres premiers (Euclide)
plab=plaoup|b;pta < pra=1
n=p; - ps" (unique): (a, + 1) (a,+1) diviseurs
PGCD : exposants min ; PPCM : exposants max
Petit théoréme de Fermat (p premier)
pl()(0<k<p); a’=alp]
pta=a=1[p]

R, plus petit exposant: a™ =1 [p] < k, | m
donc k, | p -1 (on teste les diviseurs de p - 1)
Equationax+by=c (d=anb,a=da’,b=db’)

solutions < d | ¢ ; on divise par d, puis
Gauss

X=X,+b'R, y=y,-a'R, ReZ

(les points entiers d’'une droite)

Systéme (mAn=1,mu+nv=1)
xz=a[mletx=b[n] & x=anv+bmu[mn]
Z[nZ, Mersenne, Fermat

a+b=a+b ; axb=ab

ainversible dans Z/nZ < ann-=1

2" -1 premier = n premier
2™+ 1 premier = m est une puissance de 2

Astuces

x>=0,1[4] ; x?=0,1,4[8] ; x>=0,1[9]
a-b|a"-b" ; a+b|a"+b" (nimpair)

(@™ -1)A(a"-1)=a™" -1 ; descente infinie
d|m#0=|m|2]|d| ; R*<N<(R+1)?:non
carré

(x-a)(y-Pp)=cte ; zérosde n!: ZkE(%)

Bon courage ! La régularité bat le talent.
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

(b

Notations : a A b (PGCD), av b (PPCM), a,, ...a, = akbk +-+a, (base b ; sans précision : base 10).

@ Niveau | + Bases

oooooo

Exercice 1 Divisibilité dans Z » corrigé p. 42

1. Déterminer les entiers n € Z tels que n?> + 1 divise n + 3 (si n + 3 # 0, comparer n? + 1 et |n + 3|).
2. Déterminer les entiers naturels n tels que n + 1 divise n? + 7.
3. Soienta,b € Z. Montrer que: 13 |2a+3b < 13| 5a+b.
4. Déterminer les couples (x,y) € N? tels que x? = y? + 2y + 13.

Exercice 2 Division euclidienne * corrigé p.42

1. Effectuer la division euclidienne de 1000, puis de -1000, par 31.

2. Le reste de la division de a € Z par 12 est 7. Quels sont les restes de a par 4 et par 6, et de a?
par 24 7?

3. Montrer que la somme des carrés de trois entiers consécutifs n’est jamais un carré (modulo 3).
4. Méme question pour la somme des carrés de deux entiers impairs (modulo 4).

Exercice 3 Premiers calculs de congruences * corrigé p. 42

1. Déterminer le reste de la division de: a) 32926 par 7 b) 5%2°? par 11 ¢) 100'% par 13.
2. RésoudredansZ: a) 7x = 4[9] b)6x =4[10] c)x%>+x =0[12] (dresser un tableau de restes).

Exercice 4 Grandes puissances et derniers chiffres * corrigé p.43

1. Déterminer le chiffre des unités de 82?7 et celui de 2027%%%7,

2. Déterminer les deux derniers chiffres de 9292 (on pourra calculer 9° modulo 100).
3. Déterminer le reste de la division euclidienne de S = 1+ 2 + 22 + ... + 22026 par 7,

4. Montrer que, pour tout n € N, U'entier 421 + 32 est divisible par 13.

oooooo

Exercice 5 Critéres de divisibilité et bases » corrigé p.43

1. Déterminer les chiffres a et b tels que le nombre 2a3b6 soit divisible par 88.
. . . ——(16)
2. a) Ecrire 500 en base 3, puis en base 6. b) Ecrire en base 10: 4E1" (A, ..., F notent 10, ..., 15).

— (b — (b
3. Déterminer la base b telle que 253( ) =2x 125( ).

Maths Olympiad e



Chapitre 8- Arithmétigue dans 7 2° Bac Sciences Mathématiques

Exercice 6 PGCD, algorithme d’Euclide, PPCM * corrigé p. 43

1. Calculer 4389 A 2717 (algorithme d’Euclide) et 4389 v 2717 ; simplifier 2717 /4389.

2. Montrer que, pour toutn € N, (n?+n)A(2n+1)=1.

3. Déterminer les couples (a,b) e N*2 telsqueasbetavb-anb = 35.

4. Quel est le plus petit n € N dont les restes par 2, 3, 4, 5, 6 sont respectivement 1, 2,3, 4,5?

Exercice 7 Bézout et Gauss * corrigé p. 44

1. Montrer que 2026 A 315 = 1 et trouver (u, v) € Z? tel que 2026u + 315v = 1.
2. En déduire w € Z tel que 315w = 1 [2026], puis résoudre dans Z : 315x = 5 [2026].
3. Montrer que le produit de quatre entiers consécutifs est divisible par 24.

Exercice 8 Nombres premiers et diviseurs * corrigé p. 44

1. Les entiers 523 et 527 sont-ils premiers ?

2. Décomposer 2016 et 2025 en facteurs premiers ; en déduire 2016 A 2025, 2016 v 2025, leurs
nombres de diviseurs et le nombre de diviseurs pairs de 2016.

3. Déterminer les entiers naturels n tels que n? - 8n + 15 soit un nombre premier.

4. Montrer que les 2026 entiers consécutifs 2027!+2,2027!+3, ..., 2027!+2027 sont tous composeés.

@ Niveau 2 - Bac

Exercice 9 Type examen national (1) : Fermat » x corrigé p. 44

1. a) Montrer que 47 est premier. b) Soit x € Z non divisible par 47 ; justifier que x*® = 1 [47].

2. Soit x € Z tel que x'7 = 3 [47]. a) Montrer que 47 ne divise pas x. b) Vérifier que 17 x 19 =
7 x 46 + 1, et en déduire que x = 3" [47].

3. a) Vérifier que 3° = 8 [47] et 3"% = 17 [47], puis que 3"° = 18 [47]. b) Montrer que 18" = 3 [47]
et résoudre dans Z l'équation x"7 = 3 [47].

4. Déterminer le reste de la division euclidienne de 18292 par 47.

Exercice 10 Type examen national (2): ax + by = ¢ * % corrigé p. 4S

On considére dans 72 I'équation (E) : 391x - 255y = 34.

1. Calculer 391 A 255 par l'algorithme d’Euclide ; en déduire que (E) a des solutions et qu’elle
équivaut a (E'): 23x - 15y = 2.

2. Verifier que 23 x2-15x3 = 1; en déduire une solution particuliere de (E’), puis résoudre (E).

3. Combien (E) a-t-elle de solutions (x, y) telles que 0 < x <2026 ?

4. Déterminer les solutions (x, y) de (E) telles que x? + y? < 2026, et interpréter graphiquement.
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Exercice 11 Type examen national (3) : PGCD * x corrigé p. 4S
Soit n un entier naturel, n >2. On pose a=n>+4n%>-5n et b=3n?>-2n-1.

1. Factoriser a et b ; en déduire que n - 1 divise a et b.

2. Onposea=n(n+5)etB=3n+1. a)MontrerquenAB =1,puisquearnB=(n+5AB. b)
Montrer que (n + 5) A B divise 14. c) Calculer (n +5) A B selon le reste de n modulo 14.

3. En déduire a A b en fonction de n, puis calculer a A b pour n = 2025 et pour n = 2027.

Exercice 12 Type examen national (4) : systéme de congruences * x corrigé p. 46
On consideére le systeme (S): x =9[14] et x =4[17], d’'inconnue x € Z.

1. a) Vérifier que 5x 17 -6 x 14 = 1. b) En déduire que x, = 9 x 85 - 4 x 84 est une solution de (S),
et calculer x,.

2. Montrer que : x est solution de (S) < x =191 [238].

3. Un collectionneur a moins de 500 billes. Rangées par paquets de 14, il en reste 9 ; par 17, il
en reste 4 ; par 5, il en reste 1. Combien a-t-il de billes ?

Exercice 13 Tableaux de restes et impossibilités * x corrigé p. 46

1. Tableau des restes de x? modulo 5 ; en déduire que 2x? + 5y = 2026 n’a pas de solution dans
7.

2. Montrer que l'équation x? - 3y? = 2026 n'a pas de solution dans Z? (parité, puis modulo 8).

3. Montrer que n?+3n+5 n’est jamais divisible par 121 (n € Z); on écriran?+3n+5 = (n+7)(n-4)+33.

4. Tableau des restes de x> modulo 7 ; en déduire que si 7 ne divise ni x, ni y, ni z, alors 7 }
3

3 +yde 2B
Exercice 14 Numération enbase b * % corrigé p. 46

. . )
Soient b =2 un entier et N = a, ...a1ao( ).

1. Montrer que N = ay +a, +--+a, [b-1] et N=a,-a, +a, -+ (-1)*a, [b+1].
. . —(7) o
2. Sans le convertir en base 10, dire si le nombre 62415 ~ est divisible par 6 ; par 8.
B . . —0 . ...
3. Déeterminer les chiffres x tels que 3x5x2  soit divisible par 8 ; par 10.

. . . . . ——(b)
4. a) Pour quelles bases b I'entier 2026 a-t-il trois chiffres ? b) Résoudre 2026 = 101 .

Exercice 15 Petit théoréme de Fermat : applications * * corrigé p.46

1. Montrer que 32026 + 52026 st djvisible par 17.
2. Soitn € Z. a)Sip estpremieretp-1| 12, montrerque n'® = n[p]. b) En déduire 2730 | n'3-n.

3. Soit p un nombre premier, p = 7. Montrer que p divise l'entier 11...1 .
p-1 chiffres

4. Soit p un nombre premier. Montrer que 1P~ + 2P~1 + . 4 (p - 1P = -1 [p].
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Exercice 16 Une suite d’entiers et ses restes * corrigé p. 47
On considére la suite (u,) définie paru, = 1 etu, , = 2u, +3 pour toutn € N.

1. Montrer par récurrence que u, = 2"2 - 3 pour tout n € N, puis que u, Au,, = 1.

2. a) Déterminer les entiers n tels que 5 | u,, puis ceux tels que 13 | u,. b) Existe-t-il n tel que
65|u,?

3. Déterminer le chiffre des unités de u,,.

) Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Diviseurs et couples d’entiers * * * corrigé p. 47
On note d(n) le nombre de diviseurs positifs de n : d(p?1 ---pzk) = (a, + 1) (a, + 1) (cours).

1. Sachant que 1013 est premier, déterminer le plus petit entier n > 1 tel que d(n) = 2026.
2.Sin= p? ---pgk, montrer qu'il y a 2% couples (a,b) € N*? tels queab=netanb = 1.
3. Montrer qu'ily a (2a, +1)--(2a, + 1) couples (a,b) € N*2 tels que av b = n. Cas n = 360.

Exercice 18 Diviseurs premiersde 2° - 1 etden® + 1 x % * corrigé p. 47

Rappel (cours) : si g est premier, g } a et k est le plus petit entier k = 1 tel que a* = 1 [q], alors
a"=1[q] & kR|m,etk|g-1.

1. Soient p un nombre premier impair et g un diviseur premier de 2P - 1. Montrer que g = 1 [2p].

2. En n’effectuant que deux divisions, montrer que 23 - 1 = 8191 est premier.

3. Soient n € N* et g un diviseur premier impair de n* + 1. Montrer que n® = 1 [g], puis que le
plus petit k > 1 tel que n® = 1 [g] est 8. En déduire que g = 1 [8].

4. Application : décomposer 10001 = 10* + 1 en produit de facteurs premiers.

Exercice 19 Calculs dans Z/nZ * ** corrigé p.43

1. Dans Z/11Z: a) résoudre 'équation 4x +7 = 2; b) résoudre le systéme 3x +5y = 1,2x-y = 4 ;
c) résoudre 'équation x? = 5.

2. Dans Z/12Z : a) déterminer les éléments inversibles et leurs inverses ; b) résoudre &4x = 8 ;
c) montrer que 3x = 5 n'a pas de solution ; d) résoudre x2 = 1.

3. Soit p premier. Montrer que, dans Z/pZ: x> =1 < (x =1 ou x = -1). Comparer avec 2.d.

Exercice 20 Carrés modulo p * * * corrigé p. 43

Soit p un nombre premier impair.

1. Montrer que x* = y? [p] < (x = y ou x = -y [p]). En déduire que, parmi 1,2,..,p - 1,
exactement % restes sont des carrés modulo p (ceux de 12, ...,(%)2). Les donner pour p = 13.

2. Soit a = x? [p] avec p } a. Montrer que a? = 1 [p]. En déduire que, si p = 3 [4], -1 n'est pas un
carré modulo p, et que 3 n’est pas un carré modulo 31.

3. Soit m € N*. Montrer que tout diviseur premier q de 4m? + 1 vérifie g = 1 [4]. En déduire qu'il
existe une infinité de nombres premiers de la forme 4k + 1.
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Exercice 21 Valuations p-adiques * * corrigé p. 43
Pour p premier et n € 7%, vp(n) est 'exposant de p dans la décomposition de |n| (0 sip } n).

1. Montrer que vp(ab) = vp(a) +V,

Soient a, b, n € N*. Montrer que si a” | b", alors a | b. En déduire que v2026 est irrationnel.
Siab=c"etanb=1(a,b,c,neN*), montrer que a et b sont des puissances n-iémes.

Soit n € N*. Montrer que n(n + 1), puis n(n + 1)(n + 2), ne sont pas des carrés (pour le second,
n+1etn(n+2)le seraient).

(b), et que, poura,beN*:a | b < vp(a) < vp(b) pour tout p.

S COR IS

Exercice 22 Triplets pythagoriciens * x % corrigé p.49
On cherche les triplets (x, y, z) € N*3 tels que x? + y? = 22 et x Ay = 1 (triplets primitifs).

1. Montrer que x et y sont de parités différentes (modulo 4) ; on suppose désormais y pair.

2. Montrer que x Az = 1, que z + X sont pairs et que % A % = 1. Avec l'exercice 21, en déduire
qu'il existe m > n 2 1 premiers entre eux, de parités différentes, tels que x = m? - n?, y = 2mn,
z=m?+n’

3. Réciproquement, montrer que ces formules donnent toujours un triplet primitif.

4. Déterminer tous les couples (x,y) € N*? (primitifs ou non) tels que x? + y? = 652,

Exercice 23 Trois équations diophantiennes * x * corrigé p.49

1. Montrer que x? - y?> = 2026 n'a pas de solution dans Z? ; résoudre dans N? : x? - y? = 2027
(premier).

2. Résoudre dans N*?2 'équation 1!+ 2!+ +n!=m?.

3. Résoudre dans N x Z 'équation 2% +7 = y2,

@ Niveau § - Concours

Exercice 24 Autourde2"-1etden-2"+1 xkxx% corrigé p. S0

1. Soitn >2telquen | 2" -1, et p son plus petit diviseur premier. a) Justifier que p est impair, et
que lordre k de 2 modulo p (plus petit k > 1 tel que 2% = 1 [p]) divise n et p- 1. b) En déduire
que k =1 et conclure : seul n = 1 vérifien | 2" - 1.

2. Déterminer les entiers naturels n tels que 3 divise n- 2" + 1.

3. Soit p un nombre premier impair. Montrer que, pour tout m € N, U'entier n = (p - 1)(mp + 1)
verifie p | n-2" + 1. Conclure.

Exercice 25 Léquationy? = x3+7 kkx* corrigé p. S0
On suppose par l'absurde qu'il existe (x,y) € Z? tel que y? = x3 + 7.

1. Montrer que x est impair (raisonner modulo 8).
2. Vérifier que y? + 1 = (x + 2) (x? - 2x + 4) et que x* - 2x + 4 = 3 [4].
3. En déduire que y2 + 1 admet un diviseur premier g = 3 [4], et conclure a l'aide de I'exercice 20.
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Exercice 26 Lidentité de Sophie Germain * % x x corrigé p. S0

1. Montrer que, pour tous entiers a et b: a*+ 4b* = (a® + 2b* + 2ab) (a® + 2b? - 2ab).
2. Montrer que, pour n € N*, n* + 4 est premier si et seulement sin = 1, et que n“+64 n’est jamais
premier.

3. Montrer que n* + 4" (n € N*) n’est premier que pour n = 1; ainsi 2027% + 420%7

est compose.

Exercice 27 Le principe du chiffrement RSA * % x % corrigé p. S0
Soient p et g deux nombres premiers distincts, N = pg, M = (p-1)(g-1) et e € N* premier avec M.

1. Justifier l'existence d’un entier d € N* tel que ed = 1 [M].

2. Soit x € Z. Montrer que x¢ = x [p] (distinguer les cas p | x et p } x). En déduire que x¢? = x [N].

3. Application: p=5,q9=11,e=7. a)Calculer N, M et le plus petit d € N* tel que 7d = 1 [M]. b)
Le message x = 13 est codé par le reste y de x’ modulo N. Calculer y, puis vérifier directement
que y? = 13 [N].

Exercice 28 Relévement des exposants * * x % corrigé p. S|

On reprend les valuations v, de l'exercice 21.

1. Soient p premier impairetae Z,a#1,a=1[p]. a) Montrer que @ = 1+j(a-1) [p?] pour tout
j €N. b) En déduire que 1+a+--+a””" = p [p’], puis que v, (a? - 1) = v (a-1)+1. c) Montrer
que vp(ap' -1)=v,(a-1)+j pourtoutj € N.

2. En déduire que, pour toutj € N : v5(2"‘5j -1)=j+1 (prendre a = 16).

3. Soit k2 1. a) Montrer que 245" =1 [5%] et 225" = _1[5]. b) Montrer que le plus petit w > 1

tel que 2% = 1 [5¥] est 4 - 5%, ¢) En déduire que tout entier non divisible par 5 est congru
modulo 5% & une puissance de 2.

Exercice 29 Le produit des nombres premiers * x % % corrigé p. S|
Pour n 2 2, P(n) est le produit des premiers p < n (P(10) = 210). On veut montrer que P(n) < &4".

1. Soit m € N*. Montrer que CJ' . < 4™ (remarquer que C. . = C*1. et développer (1 +1)*™").
2. Montrer que tout nombre premier p tel que m +2 < p < 2m + 1 divise CJ} .. En déduire que
P2m + 1) < 4™ P(m +1).

3. Montrer par récurrence forte que P(n) < 4" pour tout n > 2.

Exercice 30 Les entiers n tels que n? divise 2" + 1 *xx % corrigé p. 52
On cherche les n € N* tels que n? | 2" + 1 (1 et 3 conviennent). Soit n 2 2 une solution.

1. Soit p le plus petit diviseur premier de n. Montrer que p est impair, que 22" = 1 [p], que l'ordre
k de 2 modulo p divise 2, et que p = 3.

2. Onécritn =3/m, avecj > 1 et3  m. a) Montrer que m est impair et que v5 (2™ + 1) = 1 (utiliser
2°=1[9]). b)Avec l'exercice 28 (1., a = (-2)™), montrer que v, (2" + 1) = j + 1; en déduire j = 1.

3. On suppose m > 2 ; soit g le plus petit diviseur premier de m. Montrer que q | 2° - 1, puis
aboutir a une contradiction. Conclure.
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

Q Division euclidienne

Poura € Z et b € N*, il existe un unique couple (q,r)telquea=bg+ret0<r<b,etq= E(%) On
vérifie toujours la condition 0 < r < b ; pour un entier variable n, on raisonne par disjonction de
cas selon son reste dans une division bien choisie.

Exercice 31 Quotient et reste : signes et cascades * corrigé p. 52

1. On donne 2026 = 37 x 54 + 28. a) Justifier que cette égalité traduit la division euclidienne de
2026 par 37. b) Sans poser de nouvelle division, en déduire la division euclidienne de -2026
par 37, puis celles de 2026 et de -2026 par -37 (pour b € Z*, on écrita = bg+r avec0 < r < |b|).

2. Déterminer les entiers naturels b tels que le reste de la division euclidienne de 2026 par b soit
égal a 26.

3. Montrer que, si deux entiers ont le méme reste dans la division euclidienne par n € N*, alors n
divise leur difféerence. Déterminer les entiers n = 2 tels que 2026, 1500 et 1237 aient le méme
reste dans la division euclidienne par n, et préciser ce reste.

Exercice 32 Changer de base * corrigé p. 53

—(b)
On note Xp - X1 X,

sont notés A, ..., F.

= Xpb*+ -+ x,b+x,(0<x <b-1,x, #0); en base 16, les chiffres 10,...,15

.. ) ) (7 (2
1. Ecrire en base dix les entiers 2026 ) et 101101 ).

2.a)Soit N = x5, , ---x1x0(2) (on compléte au besoin par des zéros a gauche). Montrer que N =

Z}’lo Y 8, ol Vi = X35 X351 %3 (2), et en déduire une régle pour passer de la base 2 a la base 8.

, R . (2)
Enoncer la régle analogue pour la base 16. b) Ecrire N = 101101110101  en base 8, en base
16, puis en base dix.

. —(b) . ) P o
3. Soitb = 4. Montrer que 121 " estun carré etque 1331 estun cube. En déduire, sans division,
l'écriture de 1000 en base 9 et celle de 343 en base 6.

4. Ecrire 22926 en base 2, en base 8 et en base 16 (on pourra utiliser 2026 = 3x675+1 = 4x506+2).
Combien de chiffres a-t-il dans chacune de ces bases ?
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Exercice 33 Quotients, restes et disjonction de cas * corrigé p. 53
1. Déterminer les entiers n € N* tels que, dans la division euclidienne de 2026 par n, le quotient
soit égal au reste. (On vérifiera que 1013 est premier.)

2. Déterminer, selon les valeurs de n € N, le quotient et le reste de la division euclidienne de
2M3 4+ 5 par 2" + 1.

3. a) Montrer qu'un nombre premier p 2 5 a pour reste 1 ou 5 dans la division euclidienne par 6.
b) En déduire que 24 divise p? - 1, puis que 24 divise p? - g2 pour tous nombres premiers p,
q=5.

Exercice 34 Quotient et partie entiére * * corrigé p.S4
On rappelle que le quotient de la division euclidienne de a € Z par b € N* est E(%)

1. a) Soit N, d € N*. Montrer que 'ensemble {1,2,..., N} contient exactement E(%) multiples de d.

b) Justifier que (6 | net10 | n) < 30 | n. Combien d’entiers de {1, ...,2026} sont divisibles
par 6 ou par 107?

. .. .- E(x
2. Soit x € R et n € N*. En effectuant la division euclidienne de E(x) par n, montrer que E(%) =

E(%) En déduire E(%) a l'aide de deux divisions par des entiers a un chiffre.

S

3. Soitn € Z et m € N*. Montrer que E(nTJ'k) =n (on écriran = mq+r). Vérifier pour n = 2026

0

=
1

etm=3.

4. Soita, b € N* et a = bg + r la division euclidienne de a par b. Montrer que, si r < g, alors la
division euclidienne de a par g a pour quotient b et pour reste r. Application : diviser 2026
par 54 sans poser la division (utiliser 'exercice 31).

Exercice 35 Division centrée et pesées * * x corrigé p.S4

1. Soit m € N* et b = 2m + 1. Montrer que, pour tout a € Z, il existe un unique couple (g, r) € 7>
tel que a = bg +r et -m < r < m (division « centrée » de a par b). Effectuer la division centrée
de 2026 par 29, sachant que 2026 = 29 x 69 + 25.

R_1
. Montrer par récurrence sur kR que

2. Dans la suite, b = 3. Pour k € N*, on pose M, =

tout entier n tel que |n| < M,, s'écrit de fagon unique n = Zf(} g 3/ avec g; € {-1,0,1} (écriture
« ternaire équilibrée »).

3. Donner l'écriture ternaire équilibrée de 2026 (on pourra partir de 37 = 2187).

4. On dispose d'une balance a deux plateaux et de cinq masses marquées de 1, 3, 9, 27 et 81
grammes, que l'on peut poser sur l'un ou l'autre plateau.

a) Montrer que l'on peut peser tout objet dont la masse est un nombre entier de grammes
compris entre 1 et 121. Comment peser un objet de 100 g ?

b) Montrer qu’avec cinq masses marquées quelconques, on ne peut pas peser plus de 121
masses entieres différentes.

Maths Olympiad 0



Chapitre 8- Arithmétigue dans 7 2° Bac Sciences Mathématiques

Exercice 36 Le développement décimalde a/b * * » corrigé p.SS

Soitb>2etae({1,..,b-1}. On poser, = a puis, pour tout k € N, on note ¢,,, etr, , le quotient
et le reste de la division euclidienne de 10r, parb: 10r,=bc,,, +r,,4, 01, <b-1.

1. Montrer que ¢, €{0,1,...,9} pour tout R > 1.

e C (10) =

- * n - Y - o
2. Montrer par réecurrence que, pour tout n € N*, 10"a = bN_+r, ou N, = c,C,C,

N +1
Yh_, ¢, 10"*. En déduire que # < % < 1”0n t €y, s C, SONt les n premiéres décimales de §.
3. Calculer ry,...,rg et cy, ..., cg pour & = % Quelle est la 2026¢ décimale de % ?

4. On suppose qu'aucun r, n'est nul. Montrer qu'il existe i <j < b-1tels quer; = r, puis que,
avecT=j-i,onar,;=r,etc, .. =C,, pourtoutk 2i. Que peut-on dire du développement
décimal de 7 ?

5. On suppose de plus b A 10 = 1. a) Montrer qu'aucun r, n’est nul, et que r, , = r,, entraine
r, =r. b) En déduire quer; =r,: le développement est périodique dés la premiére décimale.
c) Calculer le développement de 11—3 Celui de 11—2 est-il périodique dés la premiere décimale ?

€) Congruences et restes

Calculer modulo n, c'est remplacer chaque nombre par un nombre plus simple qui lui est congru
(compatibilité avec +, x et les puissances). Pour une grande puissance, on cherche une petite
puissance congrue a 1 (ou a -1), puis on divise 'exposant ; pour une équation, on dresse un
tableau de restes.

Exercice 37 Restes de grandes puissances * corrigé p. S6
1. Déterminer le reste de la division euclidienne : a) de 22?6 par 9; b) de 3"+ 4% par 7; ¢)
de 20262%%7 par 17 (on calculera 3* et 32 modulo 17).

2. a) Vérifier que 13* = 61 [100], puis que 13%° = 1 [100]. b) En déduire les deux derniers chiffres
de 132026,

3. Montrer que, pour tout n € N, l'entier 62" + 3"*2 + 3" est divisible par 11.

Exercice 38 Tableaux de restes et équations * corrigé p.S6
1. Dresser le tableau des restes de x> modulo 13 pour x € {0,1,...,12}. Quels sont les restes
possibles d'un carré dans la division par 13 ?

2. Résoudre dans Z: a) 5x = 7 [13]; b) x*> + 4x = 6 [13] (écrire x*> + 4x = (x +2)> - 4); ¢)
2x%2 +3x+ 4 = 0 [13] (multiplier par 8 pour faire apparaitre (4x + 3)?).

3. a) Montrer que l'équation x> - 13y = 2 n’a pas de solution dans Z2. b) Résoudre dans 72
l'équation x? - 13y = 3.

Maths Olympiad @



Chapitre 8- Arithmétigue dans 7 2° Bac Sciences Mathématiques

------

Exercice 39 Critéres de divisibilité *x corrigé p.S7

1. a) Verifier que 999 = 27x37. Un entier naturel N est découpé, a partir de la droite, en tranches
de trois chiffres: N = t,+1000t, + 10002 t, + - avec 0 < t; < 999. Montrer que N =t +t, +t, +

......

b) Déterminer les restes de 123 456 789 dans la division par 37 et dans la division par 27.

2. Tout entier N > 10 s’écrit N = 10a + u, ou u est son chiffre des unités. a) Montrer que 2N =
a+2u[19], puisque 19 | N < 19 | a+2u. b)En itérant ce critére, montrer que 87 723 est
divisible par 19, mais que 2026 ne l'est pas.

3. On note S(N) la somme des chiffres (en base dix) de 'entier naturel N. a) Rappeler pourquoi
N = S(N) [9]. b) Déterminer tous les entiers naturels N tels que N + S(N) = 2026.

Exercice 40 Puissances de 2 modulo 31 * % corrigé p.S7

1. Vérifier que 2° = 1[31], puis déterminer, suivant les valeurs de U'entier naturel n, le reste de 2"
dans la division par 31.

2. Déterminer le reste de 22026 + 332027 dans la division par 31.

3. Pourn e N,onposeA, =1+2"+4"+8"+16". a) Montrer que 31 | A sietseulementsin # 0[5].
b) Retrouver le sens « « » en calculant (2" - 1)A_ (on rappelle que 31 est premier).

4, Déterminer les entiers naturels n tels que 2" = n [31] (on écriran = 5k + r et 'on remarquera
que 31 = 1[5]).

Exercice 41 Calendrier et congruences * x corrigé p. 58

Dans le calendrier grégorien, une année compte 365 jours, sauf les années bissextiles (366 jours,
avec un 29 février) : celles dont le millésime est divisible par 4, a 'exception de celles qui sont
divisibles par 100 sans l'étre par 400. Les jours de la semaine sont repérés modulo 7.

1. Justifier que, d'une date a la méme date de l'année suivante, le jour de la semaine avance d’un
rang, ou de deux rangs si un 29 février a été franchi.

2. Le 14 octobre 2026 est un mercredi. Quel jour de la semaine sera le 14 octobre 2126 ?

3. Montrer que 400 années consécutives comptent exactement 146 097 jours, et en déduire que
le calendrier grégorien se répéte, jours de la semaine compris, tous les 400 ans.

4. Pour 1 < m <12, 0on note d_ le nombre de jours qui séparent le 13 janvier du 13 du m-iéme
mois de la méme année (d1 = 0). a) Déterminer les restes de d,,..,d,, modulo 7, pour une
année non bissextile puis pour une année bissextile. b) En déduire que toute année compte
au moins un vendredi 13, et au plus trois. Sachant que le 13 février 2026 est un vendredi, quels
sont les vendredis 13 de I'année 2026 ?

Exercice 42 Le chiffre des unités de n" * % » corrigé p. S8
Pour n € N*, on note u, le chiffre des unités de n".

1. Justifier, a laide d’un résultat du cours, que n® = n [10] pour tout n € Z. En déduire que
n*** = nk [10] pour tous n € Z et k € N*, puis que n*** = n* [10] pour tout j € N.

2. Montrer que u,,, = U, pour tout n € N*.

n+20
3. Calculer u,, u,,..., u,, et leur somme. La suite (u,) admet-elle 10 pour période ?
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4. Déterminer le chiffre des unités de S =1"+22 + 33 + ... + 20262026,

€ PG4CD et théoréme de Bézout

Le lemme a A b = (a - kb) A b justifie 'algorithme d’Euclide et donne le PGCD d’expressions en n.
Le théoréme de Bézout (anb =1 < au+bv = 1 pour certains u, v € Z) fournit les inverses
modulo n ; on le combine avec le théoréme de Gauss.

Exercice 43 Euclide et carrelage * corrigé p. 59

1. a)A l'aide de l'algorithme d’Euclide, calculer 1512A1092. b) En déduire les diviseurs communs
positifs de 1512 et 1092, ainsi que la forme irréductible de 122, ¢) Retrouver ce PGCD a l'aide

1512°
des decompositions en facteurs premiers.

2. Une salle rectangulaire de 15,12 m sur 10,92 m doit étre recouverte, sans découpe, de carreaux
carrés identiques dont le coté est un nombre entier de centimeétres. Quel est le plus grand cote
possible ? Combien faut-il alors de carreaux ?

3. Euclide par soustractions. Montrer que, poura>b =1, anb = (a-b)Ab. On remplace a chaque
étape le plus grand des deux nombres par leur différence, jusqu’a obtenir deux nombres égaux.
Combien de soustractions faut-il en partant de (1512, 1092) ? Exprimer ce nombre a l'aide des
quotients obtenus en 1.a).

Exercice 44 PGCD d’expressions enn * corrigé p. 59

n3+2n
n%+3n2+1

2. Montrer que (n + 1) A(n? + 1) € {1,2} (n € N*), et préciser sa valeur selon n.

1. Montrer que, pour tout n € N*, la fraction est irreductible.

3. Montrer que (n!+ 1) A ((n + 1)+ 1) =1 pour tout n € N*. Le résultat reste-t-il vrai pourn=07?

Exercice 45 Les deux récipients * x corrigé p. 60

On dispose d'une fontaine et de deux récipients non gradués de a et b litres (a, b € N*). Les seules
opérations permises sont : remplir un récipient a la fontaine, vider un récipient, transvaser 'un
dans l'autre jusqu’a ce que le premier soit vide ou le second plein.

1. Montrer, par récurrence sur le nombre d’opérations, que la quantité d’eau contenue dans
chaque récipient est toujours un multiple de a A b. Peut-on obtenir exactement 1 litre avec
des récipients de 9 et 6 litres ?

2. Dans la suite, A contient 9 litres et B en contient 7. A l'aide de l'algorithme d’Euclide, trouver
(u,v) € N? tel que 7u - 9v = 1. Interpréter a l'aide des récipients.

3. On applique le procédeé : « remplir B et le transvaser dans A ; chaque fois que A est plein, le
vider puis poursuivre le transvasement ». On note r, la quantité contenue dans A juste aprés
le k-iéme vidage complet de B (r, = 0).
a) Montrer que r, est le reste de la division euclidienne de 7k par 9.
b) Montrer que ry, -, g sontlesentiers 1,...,8 dans un certain ordre. Que peut-on en conclure
?

c) Combien de remplissages de B faut-il pour obtenir 4 litres dans A ? Et combien de remplis-
sages de A pour obtenir 4 litres dans B si 'on échange les roles de Aet B ?
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Exercice 46 Premiers entre eux * corrigé p. 60

1. Soit a, b € Z non tous deux nuls et d = a A b. Montrer que a? A b? = d?.

2. Soit a, b € Z premiers entre eux, aveca+b # 0,et 6 = (a+b) A (02 -ab + bz). a) Montrer que
6na=6Ab=1,puisque6Aaab = 1. b)En écrivant a®-ab+b? = (a+b)?-3ab, montrer que 6 | 3.
Conclure: 6§ =3si3 | a+b,etd=1sinon. c)Application : calculer & pour (a, b) = (2026, 1) et
pour (a, b) = (5, 4), sachant que a® + b® = (a + b)(a® - ab + b?).

3. Montrer que, pour tout n € N, (n? +2)A((n +1)* +2) €{1,3,9}, et préciser pour quels n il vaut
3, puis 9.

4. Montrer que, pour toutn e N, (2" + 3”)/\(2”+1 + 3"*1) =1.

Exercice 47 Fractions voisines * * x corrigé p. 6l
Deux fractions 9 < £ (a, c € Z, b, d € N*) sont dites voisines si bc - ad = 1.

"*C est irré-

1. Montrer que deux fractions voisines sont irréductibles, et que leur mediante
ductible, strictement comprise entre = et , et voisine de chacune d’elles.

p

2. Soit g (g € N*) telle que % <5< a) Montrer que pb - aq = 1 et cq - pd = 1, puis établir

[

o

l'identité d (pb - aq) + b(cq - pd) = g. b) En déduire que g = b + d, avec égalité si et seulement
i B - axc

S G = heg-

3. a) Vérifier que = et 77 sont voisines. Quelle est la fraction de plus petit dénominateur stricte-
ment comprlse entre elles ? b) A l'aide du théoréme de Bézout, montrer que toute fraction
irréductible % avec b > 2 admet une voisine § > % telle que 1 < d < b - 1. Retrouver % a partir
de B

18

4. Letaux de réussite aux tirs d'un basketteur est strictement compris entre 72 % et 73 %. Vérifier

2< 2 <2 < <3etque £ estvoisine de 2 et de 2. En déduire le nombre minimal de

que s 100 ~ 11 100
tirs qu'il a tentés.

Exercice 48 Une somme de parties entiéres * x * corrigé p. 62
b-1
* kRa
Soitae N*,b>2et S(a,b) = (b)

=
n

1

1. Onsuppose anb =1 etl'on noter, le reste de la division de ka par b (1 < k< b-1). a) Montrer
que les r, sont non nuls et deux a deux distincts ; en déduire que {r,,...,r, ;}={1,..,b-1}. b)

En sommant les égalités ka = b E(%") +r,, montrer que S(a, b) = (“)2&

2. Dansunrepére, on considére le rectangle [0, b]x[0, a] et sa diagonale D d’extrémités O et B(b, a).
Un point est entier si ses coordonnées sont entiéres. a) Montrer que S(a, b) est le nombre de
points entiers intérieurs au rectangle et situés sous D ou sur D. b) On suppose aA b =
Montrer qu’aucun point entier intérieur au rectangle n’est sur D, puis retrouver S(a, b) par une
symeétrie. Illustrer aveca =5, b = 8.

3. Cas général: soit d = a A b. Montrer que D contient exactement d - 1 points entiers intérieurs
(@a-1)b-1)+d-1

au rectangle, puis que S(a, b) = >

11 2025
4, Calculer E(s—k) et
= 12

E(1155k)
2026 /'
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© Gauss et nombres premiers

Théoréeme de Gauss, lemme d’Euclide et décomposition en facteurs premiers : trois outils pour
résoudre des équations produits, compter des diviseurs et raisonner sur les nombres premiers.

Exercice 49 Premiers ou pas? * corrigé p.63

1. a) Montrer que 643 est un nombre premier.

b) Lentier 667 est-il premier ?

2. Soit p premier tel que p+10 et p + 14 soient premiers. Montrer (modulo 3) que p = 3, et vérifier
que p = 3 convient.

3. Pourn € N, on pose f(n) = n% + n + 41.

a) Verifier que £(0), f(1), ..., f(5) sont premiers.

b) Montrer, a l'aide de tableaux de restes, que f(n) n’est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5, ni
par 7.

c) Montrer que f(n) = n(n +1) [41], puis (lemme d’Euclide) que 41 | f(n) < n =0 ou 40 [41].
d) Calculer f(40) et f(41). Lentier f(n) est-il premier pour toutn ?

Exercice 50 Les engrenages * corrigé p. 63

Deux roues dentées A (72 dents) et B (54 dents) sont engrenées ; une dent de A et une dent de B,
marquées d’'un repére, sont en contact a l'instant initial. Les dents de B sont numérotées de 0 a
53 dans leur ordre de passage au point de contact, la dent marquée portant le numéro 0.

1. Décomposer 72 et 54 en facteurs premiers ; en déduire 72 A 54 et le PPCM de 72 et 54.

2. Lorsque A a fait x tours et B en a fait y (x, y € N), le méme nombre de dents est passé au point
de contact. Résoudre dans N? 'équation 72x = 54y (théoréme de Gauss).

3. Au bout de combien de tours de chaque roue les deux repéres se retrouvent-ils pour la pre-
miére fois en contact ? Combien de dents sont alors passées ?

4. Chaque fois que la dent marquée de A revient au point de contact, elle rencontre une dent de
B. Montrer qu’elle ne rencontre que trois dents de B et donner leurs numeéros.

5. Unetroisiéme roue C de 90 dents engréne avec B. Au bout de combien de tours de chaque roue
les trois roues retrouvent-elles simultanément, pour la premiére fois, leur position initiale ?
Exercice 51 Racines rationnelles d’'un polynome * % corrigé p.64

Soit P(x) = a,x" +a, ,x""" +-+a,x+a, un polyndme a coefficients entiers, avecn = 1,a, # 0 et
a, # 0. On suppose que le rationnel r = 5, avecpeZ,qe N etpaqg=1,estuneracine de P.

1. Montrer que p | a,q" et q | a,p". En déduire (Gauss) que p | a,etq | a,,.
2. Application. On pose P(x) = 6x3 - 11x? - 3x + 2.

a) Dresser la liste des rationnels susceptibles d’étre racines de P.
b) Déterminer les racines rationnelles de P, puis factoriser P(x).

3. On pose a =+/3 ++/5. Montrer que a* - 16a2 + 4 = 0, puis que a est irrationnel.
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4. Soit m € N tel que I/m soit rationnel. Montrer que m est le cube d’un entier. Et /12 ?

Exercice 52 Diviseurs : compter et multiplier *x corrigé p. 64
Pour n € N*, on note d(n) le nombre de diviseurs positifs de n et M(n) leur produit.
1. On pose N = 5292.

a) Décomposer N en facteurs premiers et calculer d(N).

b) Combien N a-t-il de diviseurs pairs ? de diviseurs qui sont des carrés parfaits ?

c) Déterminer le plus petit entier k > 1 tel que RN soit un carré parfait, puis le plus petit entier
k > 1 tel que RN soit un cube parfait.

2. a) Montrerque § » D estune bijection de 'ensemble des diviseurs positifs de n sur lui-méme.
En déduire que M(n)? = n9(™,
b) Ecrire M(N) comme une puissance de N, puis donner sa décomposition en facteurs premiers.

3. a) Soitn = 2. Montrer que N(n) = n® < d(n)=6 < n =p°>oun =p3q(p, g premiers
distincts).
3

b) Déterminer les entiers n tels que 2 < n <50 et MN(n) = n>.

4. Montrer que d(n) < 2,/n pour tout n € N* (associer a chaque diviseur & < +/n le diviseur 5):

Exercice 53 Une infinité de premiers de la forme 4k + 3 * % * corrigé p.6S

1. Montrer qu’un produit d’entiers tous congrus a 1 modulo 4 est congru a 1 modulo 4.
2. Soit n € N tel que n = 3 [4]. Montrer que n a un diviseur premier p = 3 [4].

3. On suppose qu'il 'y a qu’un nombre fini de premiers congrus a 3 modulo 4, notés p., ..., p,, et
on pose N = 4p. --p, - 1. Aboutir a une contradiction.

4. a) Montrer que tout nombre premier p > 5 vérifie p = 1[6] ou p =5 [6].

b) En adaptant la méthode, montrer qu'il existe une infinité de premiers congrus a 5 modulo
6.

5. Pourquoi la méthode ne s'adapte-t-elle pas aux premiers congrus a 1 modulo 4 ? (Penser a
21.)

Exercice 54 Les nombres parfaits pairs * * corrigé p.6S

Pour n € N*, on note o(n) la somme des diviseurs positifs de n. On dit que n est parfait si a(n) = 2n.
1. Verifier que 6 et 28 sont parfaits. Montrer que, si p est premier et a € N, alors o (p?) = %.
2. Soita,be N*telsqueanb=1.

a) Soit d un diviseur positif de ab,d, =d naetd, = %. Montrer que d, | b (Gauss).

b) Montrer que, si d,d, = d;d, avec d,, d; diviseurs positifs de a et d,, d, de b, alors d, = d;
et d, = d;. En déduire o(ab) = a(a) a(b).

3. Théoréme d’Euclide. Soit k > 2 tel que M = 2% - 1 soit premier, et n = 28""M. Montrer que n est
parfait. Donner les quatre plus petits nombres parfaits ainsi obtenus.

4. On garde les notations de la question 3.
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a) Montrerque n=1+2+3+-+M.
b) On suppose k impair et kR > 3. Montrer que n = 1 [9] (on pourra utiliser 2% = 1 [9]).
c) Sachant (cours) que R est premier, montrer que le chiffre des unités de n est 6 ou 8.

(23] Equations diophantiennes

Résoudre en nombres entiers, c'est chercher des points a coordonnées entiéres : Bézout donne
l'existence, Gauss toutes les solutions, et la factorisation régle bien des équations non linéaires.

Exercice 55 Lire puis prouver * corrigé p. 66

La figure ci-contre représente, dans un repére or-
thonormé, la droite (D) d’équation 2x - 5y = 3.

1. Lire sur la figure les points de (D) a coordonnées (D)
entiéres. Par quel vecteur passe-t-on de l'un au ’
suivant ? Quelle est leur distance ? - : X
2. Démontrer que les solutions dans Z? de l'équation /
2x - 5y = 3 sont les couples (4 + 5k, 1+2R), k € Z.

3. Combien la droite (D) posséde-t-elle de points a coordonnées entiéres dans le carré [-50, 50]% ?

4. Déterminer le point de (D) a coordonnées entiéres le plus proche de l'origine O.

Exercice 56 Au club de sport * corrigé p.67

Un club achéte des ballons a 120 dirhams l'unité et des maillots a 75 dirhams l'unité ; il dépense
exactement 1995 dirhams. On note x le nombre de ballons et y le nombre de maillots achetés.

1. Calculer 120 A 75 et montrer que 8x + 5y = 133.

2. Vérifier que (1,25) est une solution, puis résoudre dans Z2 'équation 8x + 5y = 133.
3. Déterminer toutes les possibilités d’achat.
4

. Le club veut au moins autant de ballons que de maillots, et le plus d’articles possible. Que
doit-il acheter ?

5. Pour un autre achat de ce type, le vendeur annonce 1990 dirhams. Pourquoi est-ce forcément
une erreur ?

Exercice 57 Type examen : quand le PGCD s’en méle * % corrigé p. 67
On considére dans 72 l'équation (E) : 77x - 105y = 28.
1. a) Calculer 77 A 105 et montrer que (E) équivaut a 11x - 15y = 4.
b) Veérifier que (14, 10) est une solution de (E), puis résoudre (E).
2. Soit (x,y) une solution de (E) et 6 = x A y.
a) Montrer que 6 € {1, 2, 4}.
b) On écrit x = 14+ 15kR et y = 10 + 11R, k € Z. Déterminer & suivant les valeurs de k.
3. Résoudre dans Z l'équation 77x = 28 [105].

4. a) Déterminer les entiers n telsque n=2[11] et n=6[15].
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b) Quel est le plus petit d’entre eux supérieur a 2026 ?

Exercice 58 Factoriser pour résoudre * % corrigé p.67

1. a) Veérifier que, pour tous réels x et y: (2x +5)(2y - 3) = 2(2xy - 3x + 5y) - 15.
b) Résoudre dans Z? l'équation 2xy - 3x + 5y = 22.

2. Factoriser x? - xy - 2y?, puis résoudre dans Z? l'équation x? - xy - 2y = 7.

3. On cherche les triangles rectangles a cotés entiers dont l'aire est égale au périmeétre ; on note
a < b les cotés de 'angle droit et ¢ 'hypoténuse.

a) Montrer que ¢ = az_b -a-b, puis, a l'aide du théoréme de Pythagore, que (a - 4)(b - 4) = 8.

b) En déduire tous les triangles cherchés.

Exercice 59 Une équation a trois inconnues * * x corrigé p.63
On considére l'équation (E) : 6x+ 10y + 15z = 1, d’inconnue (x,y, z) € Z>.

1. Calculer 6A 10,6 A 15,10 A 15. Les équations 6x + 10y = 1, 6x + 15z =1, 10y + 15z = 1 ont-elles
des solutions dans Z? ? Vérifier que (1,1,-1) est solution de (E).

2. a) Soit (x,y, z) une solution de (E). Montrer que z est impair, puis qu’en écrivant z = 1 + 2t
(tez),ona3x+5y=-7-15t.

b) En déduire que les solutions de (E) sont les triplets (-4 + 55 - 5t, 1 -3s, 1+ 2t), (s, t) € Z°.
3. Ondit qu'un entier naturel n est représentable s'il existe (x, y, z) € N3 tel que 6x + 10y +15z = n.

a) Montrer que 29 n’est pas représentable.

b) Montrer que 30, 31, ..., 35 sont représentables, puis que tout entier n > 30 est représentable.

Exercice 60 Le probléme des timbres * * x corrigé p.63

Soit a, b > 2 deux entiers premiers entre eux. Avec des timbres de a et de b dirhams (en quantité
illimitée), un montant n € N est affranchissable s'il existe (x,y) € N? tel que n = ax + by. On pose
g=ab-a-b.

1. a) Montrer que tout entier n s’écrit de facon unique n = ax+by avec x € {0, 1,...,b-1}ety € Z.
b) Montrer que n € N est affranchissable si et seulement si, dans cette écriture, y > 0.

2. Montrer que g n’est pas affranchissable, mais que tout entier n > g l'est.

3. a) Soitn €{0,1,...,g}. Montrer que n est affranchissable si et seulement si g - n ne l'est pas.

b) En déduire qu’il y a exactement (0'1)2& montants non affranchissables.

4. Application. Avec des timbres de 5 et de 9 dirhams, quel est le plus grand montant non affran-
chissable ? Combien y a-t-il de montants non affranchissables ? Les énumeérer.
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@ Défis de concours

Six problémes de concours et d’olympiades : chaque question prépare la suivante.

Exercice 61 Le théoréme de Wilson * % % corrigé p. 69
Soit p un nombre premier.

1. a) Montrer que, pourtouta €{1,...,p-1}, ilexiste un unique a’ €{1,...,p-1}telque aa’ = 1 [p].
b) Montrer que a’ = a si et seulementsia=1oua=p-1.

2. En déduire le théoreme de Wilson : (p - 1)! = -1 [p].

3. Soit n = 2 non premier. Montrer que (n - 1)! # -1 [n]. Conclure: n > 2 est premier < n
(n-1)+1.

4. Sachant que 101 est premier, déterminer le reste de 97! modulo 101.
5. On suppose p = 1[4] et on écritp = 4m + 1.

a) Montrer que (p-1)!= ((2m)!)2 [p] (associer j et p - j), puis que ((2m)!)2 == 1]k
b) Application. Déterminer les entiers x € {0, ..., 12} tels que x? = -1 [13].

Exercice 62 Sommes de deux carrés * x %% corrigé p.70
On note S l'ensemble des entiers de la forme a? + b?, avec (a, b) € 7.

1. Vérifier que (a? + b?)(c? + d?) = (ac - bd)? + (ad + bc)?. En déduire que S est stable par produit
et écrire 221 = 13 x 17 de deux fagons comme somme de deux carreés.

2. Soit p un nombre premier tel que p = 3 [4]. On admet (exercice 20) que I'équation x? = -1 [p]
n'a pas de solution.

a) Montrer que,sip | a>+b? alorsp |aetp | b.

b) En déduire que, sin € S et n # 0, l'exposant de p dans la décomposition de n est pair.
Lentier 2001 = 3 x 23 x 29 est-il dans S ?

3. Lemme de Thue. Soit p = 1 [4] premier, m tel que m? = -1 [p] (exercice 61), q = E(,/p)-

a) On considére les (g + 1)? entiers x - my, avec x, y € {0,1,...,G}. Montrer que deux d’entre
eux, associes a des couples distincts (x,,y,) et (x,, y,), ont le méme reste modulo p.

b) Onpose a = x,-X,, b=y, -y,. Montrer que a = mb [p], p | a*+b?, 0 < a?+b? < 2p. Conclure.
4. Application. Vérifier que 122 = -1 [29] et écrire 29 comme somme de deux carrés par la méth-
ode de 3. Ecrire aussi 2029 (premier), puis 13x2029 (de deux facons), comme sommes de deux
carres.
Exercice 63 Indicatrice et théoréme d’Euler * * x % corrigé p. 70
Pour n = 2, on note @(n) le nombre d’entiers k € {1,...,n} tels que kAn =1.
1. Calculer ©(12) et ¢(p) pour p premier. Montrer que ¢ (p%) = p® - p®' si p est premier et a € N*.

2. Théoreme d’Euler. Soitn 22, N = ¢(n), r,, ..., r, les éléments de {1,...,n} premiers avec n, et a
un entier tel que aAn = 1. On note s; le reste de ar; modulo n.

a) Montrer ques;An=1etques;# s; pour i#].
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b) En déduire que {s,, ..., sy} = {r;, ..., ry}, puis que a®™™ = 1 [n]. Cas n premier ?

3. a) Montrer que (1000) = 400 en comptant les entiers de {1, ..., 1000} divisibles par 2 ou par
5.

b) Déterminer les trois derniers chiffres de 112°2° (on pourra développer (10 + 1)).
4. Calculer ¢(100) et p(40). En déduire le reste de 3292 modulo 40, puis les deux derniers chiffres
de 332026‘
Exercice 64 Les nombres de Carmichael * x %% corrigé p. 7!
Un entier n = 2 non premier est un nombre de Carmichael si a" = a [n] pour tout a € Z.
1. Soit p premieretn >2tel que (p-1)| (n-1). Montrer que a” = a [p] pour tout a € Z.

2. Critére de Korselt. Soit n = p,p,--p, (R 2 2), produit de nombres premiers distincts tels que
(p; = 1) | (n-1) pour tout i. Montrer que n est un nombre de Carmichael.

3. Montrer que 561, 1105 et 1729 sont des nombres de Carmichael.

4. Soit n un nombre de Carmichael. Montrer que n est impair (prendre a = n - 1), puis que n n’est
divisible par le carré d’aucun nombre premier (prendre a = p).

5. Familles de Chernick. Soit k € N* tel que 6k + 1, 12k + 1 et 18k + 1 soient premiers. Montrer que
n=(6k+1)(12kR + 1)(18k + 1) est un nombre de Carmichael. Cask=1etk=67?

Exercice 65 Puissances de 2 et de 3 voisines * % x % corrigé p.72

1. Résoudre dans N2 'équation 2% - 3% = 1 (pour b 2 1, étudier 29 modulo 3, puis factoriser).
2. Résoudre dans N? l'équation 32 - 29 = 1 (pour a = 2, étudier 3° modulo &).
3. Applications. Déterminer les entiers naturels n tels que:

a) 1+2+22+..+2"soit une puissance de 3;

b) 1+3+32+..+3" soit une puissance de 2.

4. Résoudre dans N? l'équation 27 - 3b=7(on pourra raisonner modulo 3 et modulo 8).

Exercice 66 Les restes chinois * x x % corrigé p. 72

1. Soit R 2 2, m,, .., m, 2 2 des entiers premiers entre eux deux a deux, M = m,--m, etr,, ..,
r, € Z.

a) Montrer que m, A(m,-m,_.)=1.

b) Montrer par récurrence sur kR que les solutions du systéme x = r; [m;] (1 < i < R) forment
exactement une classe de congruence modulo M.

2. Déterminer le plus petit entiern>1telque 4|n, 9| n+1 et 25| n+2.

3. Soit k 2 2. Montrer qu’il existe k entiers naturels consécutifs tous divisibles par un carré p? (p
premier).

4. Montrer qu'il existe k entiers naturels consécutifs dont aucun n’est de la forme p® (p premier,
aeN).
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

Tho

Sin=-3:n%+1=10divise 0, donc n = -3 convient. Si n # -3 : un diviseur d’un entier non
nul lui est inférieur en valeur absolue, donc n? +1 < |n + 3| < |n| + 3, soit |n|?> - |n| -2 <0,
c'est-a-dire (|n] - 2)(|n| +1)<0: |n| <2. Onteste:n=-2:541;n=-1:2]2;n=0:1]3;
n=1:2|4;n=2:5|5.|5={-3,-1,0,1,2}}

. n?+7 = (n+1)(n-1)+8. Sin+1 | n?+7,alors n+1 divise la combinaison (n® + 7)-(n-1)(n+1) = 8;

réciproquement,sin+1| 8,alorsn+1 | (n+1)(n-1)+8. Doncn+1€{1,2,4,8}: |n€{0,1,3,7}|

On cherche k tel que 5a + b = R(2a + 3b) [13]: 3k = 1 donne k = 9, et alors 2k = 18 = 5 .
Précisément, 5a+b = 9(2a+3b)-13(a+2b): si 13 | 2a+3b, alors 13 | 5a + b. Réciproquement,
2a+3b=3(5a+b)-13a:si13 | 5a+b, alors 13 | 2a + 3b.

xX2=(y+1)2+12 & (x-y-1)(x+y+1)=12. Comme x+y+1>0,0nax-y-1>0;lasomme
des deux facteurs, 2x, est paire : ils ont méme parité, donc sont pairs (12 n’est pas produit de
deux impairs). Avec x-y-1< x+y+1,laseule possibilité est2x6: x-y-1=2etx+y+1=6,
d'oii [ (x,y) = (4,1)] (16=1+2+13 ).

® Corrigé de l'exercice 2

1.

1000 = 31 x 32 + 8 avec 0 < 8 < 31 : quotient 32, reste 8. -1000 = 31 x (-32) - 8 = 31 x (-33) + 23
avec 0 < 23 < 31 : quotient|-33], reste (et non -8).

a=12q+7(q € 7). Alorsa=4(3qg+1)+3: restepar4;a= 6(2g+1)+1: restepar6;
a® = 144q? + 168G + 49 = 24(6G% + 7q + 2) + 1 : reste | 1| par 24.

Un entier s'écrit 3q, 3g+1 ou 3 +2; son carré vaut 3(3¢?), 3(3¢* + 2q)+1 0u 3(3g? + 4g + 1)+1
: le reste d’'un carré par 3 est 0 ou 1. Or (n-1)?> +n?> + (n + 1)? = 3n? + 2 a pour reste 2 : ce n'est
jamais un carre.

(29)% = 4q° et (2g+1)* = 4(g? + )+ 1: un carré a pour reste 0 ou 1 par 4. Or (2a+1)?+(2b+1)? =
4(a® +a+b? +b)+2apour reste 2 : ce n'est jamais un carré.

® Corrigé de l'exercice 3

1.

a) 3% = 27 = -1[7], donc 3 = 1; 2026 = 6 x 337 + 4, d'odi 32026 = (36)**" 3% = 81 =[4][7].
b)52=3,5%=9,5%=45=1[11];2027 = 5x 405 + 2 : 5207 = 52 =[3][11].

€) 100 = 13x7 +9, donc 100 = 9[13]; 9% =81 =3 et 93 =27 =1[13];100 =3x33+1:
100%° = 9790 = 9 [13] : reste[9].
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2o

a)4x7 =28 =1[9]. En multipliant par 4: 7x = 4 = x = 16 = 7 ; en multipliant par 7 :
X=7 =>7x=49 =4, .
b)6x=4[10] & 10| 6x-4 < 5]|3x-2 < 3x=2[5] & x=4[5](multiplier par 2,
inverse de 3 modulo 5). : on divise aussi le module par 2.
c) Il suffit de tester x € {0, ..., 11} :
X ‘ 0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
x2+xmodulo12 (0 2 6 0 8 6 6 8 0 6 2 O

\x =0, 3, 8ou 11[12] \: quatre solutions pour une équation du second degré (car 12 n’est pas
premier).

® Corrigé de U'exercice 4

1.

3
4,

Modulo 10: 87,82,83,8% 8% =8,4,2,6,8. Comme 8> =8,8"*=8"pourn=>1;2027 = 4x506+3
: 82927 = 83 =[2] 2027 = 7[10] et 7* = 2401 = 1 [10] : 2027%°%7 = 72927 = 73 = 343 =[3][10].

9% = 59049 = 49 [100], donc 9" = 492 = 2401 = 1 [100]. Comme 2026 = 10 x 202 + 6 :
92026 = 96 = 49 x 9 = 441 = 41 [100] : 9292 se termine par [41],

22027 _

Somme géométrique: S = — 1222027_9,0r23 = 1[7]et 2027 = 3x675+2: S = 22-1 =[3][7].
16 = 3[13], donc 42™" = 4x16" = 4x3", et 3™2 = 9x3" : lasomme est congrue a 13x3" = 0[13].

® Corrigé de l'exercice 5

1.

2o

88 =8x11avec8A11=1: N =2a3b6 est divisible par 88 si et seulement s'il 'est par 8 et par 11.
Comme 1000 = 0[8], N = 3b6 = 306+10b=2+2b[8],et8 | 2+2b <> 4| b+1 < be {37}
Critérepar11: N=6-b+3-a+2=11-a-b[11],donca+b €{0,11},soita+b =11 (b > 3).
[N = 28336 ou N = 24376 (= 88 x 322 et 88 x 277).

a) Divisions successives par3:500=3x166+2, 166 =3x55+1,55=3x18+1,18=3x6+0,

. ®3)
6 =3x2+0,2 =3x0+2;0n lit les restes de bas en haut: 500 ={200112 | Par6: 500 = 6x83+2,

(6)

83=6%x13+5,13=6%x2+1,2=6x0+2:500=|2152

—(16
b)4E1( )=4x162+‘|4x16+1 = 1024 + 224 +1 =|1249 |,

. Le chiffre 5 impose b 2 6. 2b? +5b+3 = 2(b?+2b+5) < 5b+3=4b+10 <

—(7) — ()
(253 '=136=2x68=2x125 V).

® Corrigé de U'exercice 6

Tho

2.
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Algorithme d’Euclide (ligne 1: quotients; ligne 2 : dividendes puis diviseurs ; ligne 3 : restes) :
quotients | 1 1 1 1 1 2
4389 | 2717 1672 1045 627 418 209
restes | 1672 1045 627 418 209 0

Le dernier reste non nul est\4389 A2717 =209]. Comme 4389 =209 x 21 et 2717 =209 x 13 :

4389 v 2717 =209 x 21 x 13 = 57057 | (et 209 x 57057 = 4389 x 2717 ), %: %

Les quotients valent presque tous 1: 13 et 21 sont deux termes consécutifs de la suite de Fibonacci,
cas ou l'algorithme est le plus lent.
(2n +1)? - 4(n? + n) = 1: d'aprés le théoréme de Bézout, (n* + n) A (2n +1) = 1.
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4.

Soientd =anb,a=da’,b=db aveca’'Ab =1eta <b ;alorsavb-= ‘L—b =da’'b’. Léquation
devientd(a’b’ - 1) = 35, doncd | 35.

d=1:ab" =36,dou (a,b’) €{(1,36),(49)} ((2,18), (3,12), (6,6) ne sont pas premiers entre
eux); d=5:a'b’'=8:(1,8); d=7:a'b"=6:(1,6),(2,3); d=35:a'b" =2:(1,2).

(a,b) €{(1,36),(4,9), (5,40), (7, 42),(14,21), (35, 70)} .

Les conditions s’écrivent n = -1 modulo 2, 3, 4,5 et 6: n+1 est un multiple commun de 2,..., 6,
donc un multiple de leur PPCM 60. Avec n +1 2 1, le plus petitestn+1=60:[n = 59|

® Corrigé de l'exercice 7

1.

Euclide: 2026 =315x6+136,315=136x2+43,136 =43x3+7,43=7x6+1:2026 A315=1.
On remonte :

1=43-6x7=43-6(136-3x43)=19x43-6x136=19x315-44x136 =283x315-44x2026.

D’ou

(u,v) = (-44,283) |

. 315x283 = 1+ 44 x 2026 = 1[2026] : w = 283]. En multipliant par 283 : 315x = 5 = x =

1415[2026]; en multipliant par 315: x = 1415 = 315x = 5x(315x283) = 5. ]x = 1415 [2026] ‘
Parmin,n+1,n+2,n+3,ilya deux entiers pairs consécutifs, dont 'un est multiple de 4 : le
produit P est divisible par 2 x 4 = 8. L'un des trois premiers est multiple de 3: 3 | P. Comme
3A8=1,24| P(corollaire du théoréme de Gauss).

® Corrigé de l'exercice 8

Tho

2o

222 < 523 < 232 : il suffit de tester les premiers p < 19 ; les restes de 523 par 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17,19 sont 1, 1, 3,5, 6, 3, 13, 10 : ’523 est premier‘. En testant les premiers, on trouve

[527 = 17 x 31]: 527 n’est pas premier.

2016 = 29x32x7 et 2025 = 3“x52, 201642025 = 3% =[9]; 2016v2025 = 25x3“x52x7 = 453600 |
Nombres de diviseurs: (5+1)(2+1)(1+1) = et (4+1)(2+1)= . Un diviseur pair de 2016
est 2937V avec 1sa<5:5x3x2 = diviseurs pairs.

n>-8n+15=(n-3)(n-5). Si |[n-3| 22et|n-5| 22, ce produit (s'il est positif) admet le
diviseur |[n-3],avec 1< |n-3| <(n-3)(n-5): il n'est pas premier. Il faut doncn-3=+1ou
n-5=11,s0itn€{2,4,6}: n=4donne-1;n=2etn =6 donnent 3, premier. .
Pour 2 < R £2027, kR divise 2027!, donc R divise 2027! + R, avec 2 < R < 2027! + R : 2027! + R est
composé. On obtient 2026 entiers consécutifs composés.

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

1.

a) 62 < 47 < 72 et 47 n'est divisible ni par 2, ni par 3, ni par 5: 47 est premier. b) 47 est premier
et ne divise pas x : petit théoréeme de Fermat.

a)Si 47 | x,alors x' =0 #3[47]: absurde. b)17x19=323=322+1=7x46+1 v. D'une part
x323 = (x”)19 = 3'%; d’autre part, avec 1.b, x3%3 = (x"e)7 x = x [47]. Donc|x = 3" [47]|
a)3°=243=5x47+8;3"=264=17;3“=81=-13[47]. Donc3" =3"12x35x3% = 17x8x(-13),
avec 17 x8=136=-5: 3" = 65 =[18][47].
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b) 18" = (319)17 = 3323 - (3"6)7 x 3 = 3 [47] (Fermat, 47 } 3). Ainsi: si x'” = 3, alors x = 18
(question 2) ; si x = 18, alors x'” = 18" = 3. ’S ={18 + 47R, k € 7} ‘
4, 47 } 18 €t 2026 = 46 x 44 + 2 : 182926 = 182 =324 = 6 x 47 + 42, Le reste est |42,

® Corrigé de l'exercice 10

1. 391 =255%x1+136,255=136x1+119,136 = 119x1+17,119 =17 x7 : 391 A 255 =.
Comme 17 | 34, (E) a des solutions ; avec 391 = 17 x 23,255 =17 x 15, 34 = 17 x 2, on divise par
17:(E) & 23x-15y =2.

2. En multipliant par2:23x4-15x6 = 2: (4,6) est solution. Alors (E') < 23(x-4)=15(y - 6).
Comme 15 | 23(x - 4) et 15 A 23 = 1, Gauss donne x - 4 = 15R (k € Z), puis 23 x 15k = 15(y - 6),
soit y = 6 + 23R ; réciproquement ces couples conviennent. ’S ={(4 + 15R, 6 +23R), k € 7} ‘

3.0<4+15k <2026 < -+ <ksX2:1348 < 0sks134:[135]solutions.

4. f(R) = (4+15R)?+(6+23R)? = 754k*+396k+52. On calcule
f(-1) = 410, f(0) = 52, f(1) = 1202, tous < 2026, et
f(-2) = 2276, f(2) = 3860, tous deux = 2026. Le trinome
f (754 > 0) décroit puis croit : I'ensemble des réels t
tels que f(t) < 2026 est un intervalle, qui contient -1 et
1 mais ni -2 ni 2. Donc k € {-1,0, 1}:

(x,y) €{(-11,-17), (4,6), (19,29)}

Ce sont les points a coordonnées entiéres de la droite
(D): 23x-15y = 2 situés dans le disque ouvert de centre
O et de rayon /2026 = 45 (le point suivant, (-26, -40),
en est juste a 'extérieur : OM = 47,7).

® Corrigé de l'exercice 11

1. a:n(n2+4n—5):’n(n—1)(n+5)‘etb:’(n—1)(3n+1)‘(car(n—’|)(3n+’|):3n2—2n—1):n—1
divise a et b.
2.a)B-3xn=1:parBézout,nAB =1.Soient6=anBetd =(n+5AB. Commen+5]|a,bd
divise a et B, donc &' | 6. Réciproquement, 6 | B, donc 6An divise BAn =1;comme & | n(n+5)
et6An=1Gaussdonned | n+5,doncd | 6. Ainsid=6".
b) 6" divise 3(n +5) - (3n + 1) = 14.
c)Donc &’ €{1,2,7,14}). D'une part2 | & < n+5et3n+1pairs < n impair. D'autre part
718 < 7| n+5(caralors7divise3(n+5)-14=3n+1) < n=2[7]. Modulo 14:

14 sin=9[14]

sinz=2[14

(nes)a@nany={ =2l
sin estimpairetn # 9 [14]

1 sinestpairetn#2[14].

3.a=(n-1a,b=(n-1)Bavecn-121,doncanb=(n-1)(aAp)= (n—1)x((n+5)/\(3n+1)),
donné par le tableau ci-dessus. 2025 = 14x144+9: anb = 14x2024 =|28336|; 2027 = 11 [14]

estimpair: anb=2x2026 =|4052 |
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B Corrigé de l'exercice 12

1.a)85-84=1v. b)85=6x14+1=1[14]et85=0[17];84=0[14]et84=85-1=-1[17].
Doncx, =9x1-0=9[14]etx,=0-4x(-1)=4[17]: x, est solution, et x, = 765 - 336 = 429,

2. xestsolution < x=x,[14]etx=x,[17] & 14| x-x,et17 | x-x, < 238 | x- X,
(car14A17 =1) < x =429 =191[238] (429 -238 = 191).

3. Le nombre N de billes est solution de (S) et 0 < N < 500: N € {191, 429}. Comme 191 = 5x38+1
et 429 =5 x 85 + 4, seul 191 convient : .

® Corrigé de U'exercice 13

1. x=0, +1, +2 [5] donne x?> = 0, 1, 4 [5]. Alors 2x? + 5y? = 2x? € {0, 2, 8}, soit {0, 2,3} modulo 5,
alors que 2026 = 1 [5] : aucune solution.

2. 2026 est pair et x> -3y? = x> +y? = x+y [2]: x et y ont méme parité. S'ils sont pairs,
x? - 3y? = 0 [4], or 2026 = 2 [4]. S'ils sont impairs, x? = y? = 1 [8] (un carré impair est = 1 [8]),
donc x? -3y? =-2=6[8], or 2026 = 8 x 253 + 2 = 2 [8]. Aucune solution.

3.0nabien(n+7)(n-4)+33 =n?>+3n-28+33 =n?>+3n+5.Si121 | n> +3n+5, alors
11 | n? +3n+5, et comme 11 | 33: 11 | (n + 7)(n - &), donc (lemme d’Euclide) 11 | n + 7 ou
1M | n-4.0r(n+7)-(n-4)=11: 11 divise les deux facteurs, donc 121 | (n + 7)(n - &), puis
121 | 33 : absurde. 121 ne divise jamais n? + 3n + 5.

4. Modulo7:x=0,1,2,3,4,5,6 donne x> =0,1,1,6,1,6,6.Si 7 } x, x> =+1[7]. Alors x> +y> + 73 =

+1+1+1€{-3,-1,1,3)}, et aucun de ces entiers n'est divisible par 7: 7 } x3 + y3 + 2.

® Corrigé de l'exercice 14

1.b=1[b-1],doncb =1etN =Zajbf =3a;[b-1]. Deméme b =-1[b+1], donc b/ = (-1) et
NEZ(—1)’aj [b+1].

2.6+2+4+1+5=18=0[6]: divisiblepar6. 5-1+4-2+6 =12 = 4[8]: non divisible par 8
(reste 4). (En effet 82475 = 15300 = 6 x 2550 = 8 x 1912 + 4.)

3. Icix €{0,...,8}. Modulo 8: N = 3+x+5+x+2 = 2x+10,et8 | 2x+10 < 4 | x+5 < .
Modulo 10: N=22-x+5-x+3=10-2x,et10 | 2x < 5| x < (aucun chiffre
ne convient pour les deux).

4. a) 2026 a trois chiffres en base b < b? <2026 < b>. Or 123 = 1728 < 2026 < 2197 = 133 et

452 = 2025 <2026 <2116 = 462 : |13 < b < 45, soit 33 bases.

——(b) . .
b) 2026 =101 < b%*+1=2026 < b?=2025 < (les chiffres 0 et 1 sont bien

< 45).

® Corrigé de l'exercice 15

1. 17 est premier et ne divise ni 3 ni 5: 3 =5 = 1[17]; 2026 = 16 x 126 + 10. Puis 3* = 81 = -4,
33=16=-1,3""=-9;et52=8,5%=64=-4,5%=-1,5""= -8 Donc320%6 +5%026 = 9 _g -
-17=0[17].

2.a)Sip|n,n'=0zn. Sinon, Fermat: nP'=1;avec12=(p-1)t,n'?=1,doncn’ = n [p].

b) Les diviseurs de 12 sont 1,2,3,4,6,12; p = d + 1 premier donne p € {2,3,5,7,13}. Ces cinq
nombres premiers distincts divisent n'3-n ; é&tant premiers entre eux deux a deux, leur produit

2x3x5x7x13=[2730|divise n'3 -n.
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3.R=11..1 =% Commep#2,5p}+10et10P " =1[p]: p| 9R. Commep #3,pA9=1et
p-1
Gauss donne p | R.

4 Pour1<ks<p-1,ptk donckP'=1[p]:lasomme estcongrueap-1=-1][pl

® Corrigé de l'exercice 16

1. uy=1=22-3;siu, =2"2-3,alorsu,,, = 2(2"2 - 3)+3 = 2"3-3: par récurrence, | u, = 2"? - 3|,
Soitd = u, Au,, :ddiviseu, ,-2u, =3,doncd €{1,3}; oru, =2"2 ¢ 0[3] (3 premier ne
divise pas 2"*2). Donc|u, Au, . =1}|

2.a)5|u, < 2"?=3[5]. Les puissances 2',2?,23,2" valent 2,4,3,1 modulo 5 (période 4):
2fk=3 < k=3[4].Do0|5|u, < n=1[4]|(ex. u, =5).

Modulo 13, 27, ...,2"% valent 2, 4,8,3,6,12,11,9,5,10,7, 1 (période 12): 2f =3 < k= 4[12],
d'ou|13 |u, & n=2[12]|(ex. u, = 13).

b) Comme5A13=1:65|u, < n=1[4]etn=2[12]. Maisn =2[12] entraine n = 2 [4] :
c'est impossible, 65 ne divise aucun u,,.

3. Modulo 10, 2% = 2,4,8,6 selon que k = 1,2,3,0 [4] (R 2 1). OF U, = 22928 - 3 et 2028 = 0 [4] :
22028 se termine par 6, et U, par|3].

€ Corrigés du niveau 3

® Corrigé de l'exercice 17

1. (a, + 1)~ (a, +1) = 2026 = 2 x 1013 avec des facteurs 2 2 et 1013 premier : soit k = 1 et
n = p?9%5 > 22025 . spit k=2 et n = p'°'2q (p # q premiers). Dans ce cas, sip =2,n 23x2'912;sj
1011

p23,n 231012 =3x31011 53421012 car(%) > 2. Enfin 3x21012 ¢ 21014 52025 .

2. Siab=netanb =1, chaque p; divise a ou b mais pas les deux ; comme VP,-(G) + Vpi(b) =a,le

facteur p?i est entiérement dans a ou entiérement dans b. Donc a = T[; p?i pour une partie |

de{1,...,R},etb = % ; réciproquement chaque partie | donne un couple qui convient. Ily a
couples.

3.Siavb=n,alorsa|netb|n:a-= I'IP?i, b= ﬂp}li avec 0 < B,v; < a;,. Un multiple commun m

P max(B;,y;) . . max(B;,y;)

de a et b vérifie vp’_(m)z max(B;,v;), et T p; est un multiple commun: avb =] p; .

Doncavb =n < max(B;,y;) = a; pour tout i. Pour chaque i, parmi les (a; + 1)? couples

Bir Vi) a,—2 ont leurs deux termes < q; : il en reste 2a; + 1. D'ou | (2a, + 1)+ (20, + 1)| couples.

360=23x3%2x5:7x5x3=]105] couples.

® Corrigé de l'exercice 18

1. 2P - 1 est impair, donc g aussi, et 2P = 1 [g]. L'ordre k de 2 modulo g divise p, donc k € {1, p}
; R =1donneraitqg | 1. Donck =p,etp | g-1. Comme g-1 estpairetpa2=1(pimpair):

2p | g-1| (Exempleducours: 2" -1=23x89,et23=1+22,89=1+4x22.)

2. Si 8191 était composg, il aurait un diviseur premier g < /8191 < 91, avec q = 1[26]: g €
{27,53,79}, et 27 n’est pas premier. Or 8191 =53 x 154 +29 = 79x 103 + 54 : ’8191 est premier‘.
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3. n*=-1[q],doncn®=1;q } n(sinonn“+1=1). Lordre kde n modulo q divise 8: k € {1,2, 4, 8}.
Sik|4alorsn®=1,dou-1=1etq|2:exclu. Donck=8,etk|qg-1:|q=1[8]|
4. 10001 est impair ; s'il est composé, il a un diviseur premier g < /10001 < 101, avec g = 1[8] :

g €{17,41,73,89,97}. Ontrouve 10001 = 17x588+5 = 41x243+38 = 73x137, et 137 est premier
(non divisible par 2,3,5,7,11, et 122 >137): [10001 = 73 x 137] (avec bien 73 = 137 = 1 [8]).

B Corrigé de U'exercice 19

1. a)4x=2-7=-5=6;comme4x3=1 :T,x=§x€:ﬁ:,
b)y=2x—4,pws3x+5(2x—4)= 2%x =10
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d'inverse 6), ety =10-4=6: (x,y)=(§,5) (15+30=45=1 /).

c) Les carrés de 0, +1,+2, 3, +4, +5 sont 0
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2. a) a est inversible < an12=1: {T 57
chacun est son propre inverse.
b)4x=8 < 12| 4x-8 < 3|x-2 < xe{§,§,§,1_}. ) 12 | 3x-5 entrainerait 3 | 5
: aucune solution.
d) Si x2 = 1, x est inversible (d’inverse x), donc x € {1,5, 7,1 }, et ces quatre classes convien-
nent (a) : quatre solutions.

3.x*=1 & (x-1)(x+1)=0.Six=a:p|(a-1)a+1),donc(lemme d’Euclide) p | a-1 ou

pla+1,soitx=10ux-= -1. Dans Z[122, |ly a plus de solutions car un produit peut étre nul

sans qu’un facteur le soit (pour x =5: (x - 1)(x + 1) = & x 6 = 0).
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B Corrigé de l'exercice 20

Lp|x2-y?=(x-y)(x+ y) &> p|x-youp | x+y(lemme d’Euclide). Tout reste non nul est

2
congru a +r avec 1 < r < 2= donc les carrés non nuls sont les restes de 12, .. (p;) ; ils sont
distincts : si i% = j? avec 1 s:<1 < pT,alorsp |j-ioup|i+javec0<j-i<i+j<p,absurde.
-1
Ily en a pT . Pour p =13: 1,4,9,16,25,36 donnent |{1,3,4,9,10,12} |

=il
2

2. p } aentraine p } x, et Fermat donneaz = x?' = 1[p]. Sip = 3 [4], & ! est impair et

-1
(—1)p7 =-1%1[p](p # 2): -1 n'est pas un carré modulo p. Enfin 3° = 243 = 7 x 31 +26 = -5,
donc 3" =-125=-4x31-1=-1%1[31]: 3 n'est pas un carré modulo 31.

3. 4m? + 1 est impair, donc g aussi, et (2m)? = -1 [q] : -1 est un carré modulo g, donc q # 3 [4]
(question 2) : | g = 1 [4]|. Si p, ..., p, étaient tous les premiers de la forme 4k + 1 (ily en a: 5),
Uentier N = 4(p1 "'Pr)2 +1 2 5 aurait un diviseur premier q = 1 [4], donc g = p; pour un i, et
p; | N-4(p, ---pr)2 = 1: absurde. Il y a une infinité de premiers 4k + 1.

® Corrigeé de U'exercice 21

1. En multipliant les décompositions |a| = TTp"»? et |b| = [Tp"»®), on obtient |ab]| = 7 p"?@*"®
; par unicité de la décomposition, v,(ab) = v,(a) +v,(b). Sib = ac (c € N*), alors v,(b) =

v,(@)+v,(c) 2 v,(a). Réciproquement, si v,(a) < v,(b) pour tout p, 'entier c = T p"» @%@ yérifie
ac = b.
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2. nv,(a)=v, (@) < v, (b")=n v,(b), donc v (a) < v,(b) pour tout p, et a | b. Si 2026 = % (u,ve

N*), alors u3 = 2026v3, donc v3 | u3, v | u et /2026 € N; or 123 = 1728 < 2026 < 2197 = 133 :
absurde. v/2026 est irrationnel.
Sip|aalorsptb(anb=1)et vp(a) = vp(ab) =V, (c)=n vp(c). Tous les exposants de a sont

vp(a)/n

des multiplesde n: a=s" avecs = ]'[plap (eta=1=1"sia=1). De méme pour b.

.n+1)-n=1:na(n+1)=1.Sinn+1)=c%alors(3) n=s,n+1=t>et(t-s)t+s)=1

impose s = 0, soit n = 0 : exclu. Ensuite n + 1 est premier avec n et avec n + 2, donc avec
n(n+2).Sin(n+1)(n+2)=c? alorsn+1=tetn(n+2)=(n+1)?-1=t*-1=s?avect 2 2.

. 2 2 o . ..
Mais (t? - 1)" = t* - 2t + 1 < t* - 1 < (t?)" : s? serait strictement entre deux carrés consécutifs,
absurde.

B Corrigé de U'exercice 22

o

Ils ne sont pas tous deux pairs (x Ay = 1). S'ils étaient tous deux impairs, z% = x> + y? = 2 [4],
alors qu’un carré est = 0 ou 1 [4].

. X impair et y pair, donc z2 et z sont impairs. Un premier £ divisant x et z diviserait z2 - x> = y?,

donc y (lemme d’Euclide) : exclu, donc x A z = 1. Les entiers u = £* et v = * sont dans N*
2

(z>x);d=unvdiviseu+v=zetu-v=x,doncd =1. Etuv = # = (%) . Par l'exercice

21B):u=m%v=n’(mneN*). Alorsz=u+v=m?+n? x=u-v=m?-n?(doncm > n),
et (%)2 = m?n?, soit y = 2mn. Un diviseur commun de m et n divise u etv: mAn = 1; enfin
x = m? - n? impair impose des parités différentes.

(m? - nz)2 +(2mn)? = m* +2m?n? + n* = (m? + nz)z, et x,y,z€ N* carm >n 2 1. Si un premier ¢
divisait x et y : x est impair, donc?#z2etf | mou?|n;sif| m,alors?| m?-x=n? donc
P | n:contreditman=1(de mémesi? | n). Le triplet est primitif.

Soit 6 = xAy: 6 | x>+y? = 652, donc 6 | 65 (exercice 21), et (g, %, 66—5) est primitif, d’hypoténuse
Zz = m?+n? € {65,13,5} (z = 1 est impossible). Avecm > n 2 1: 65 = 82+ 12 = 7% + 42
(seuls m € {6,7,8} sont possibles, et 65 - 36 = 29 n'est pas un carré); 13 = 32 +22; 5 =
22 + 12, On obtient (63,16), (33,56) (primitifs), 13 x (3,4) = (39,52) et 5 x (5,12) = (25, 60).

{x,y} € {{16,63},{33,56},{39, 52},{25,60}} | : 8 couples ordonnés.

M Corrigé de l'exercice 23

1.

3.

Un carré est = 0 ou 1 [4], donc x? - y? = 0, 1 ou 3 [4], alors que 2026 = 2 [4] : aucune solution.
Pour 2027 : (x-y)(x+y) = 2027 avec x+y > 0,donc 0 < x-y < x+y; 2027 étant premier, x-y = 1
etx+y=2027: |(x,y)=(1014,1013).

SoitS, = 1+-+nl:S =1=1%5,=3,5=9=3%5, =33. Pourk 25,5 | k!, donc pour
n24:S =33=3][5]alors qu'un carré est = 0, 1 ou 4 [5]; et S, = 3 n'est pas un carre.
[(n,m) €{(1,1),3,3)}}
x=0:8;x=1:9=(x3)>;x=2:11.Pourx=>3:2X+7=7[8],0oruncarré est=0, 1 ou 4 [8].
5={(1,3),(1,-3)}}
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€ Corrigés du niveau 4

® Corrigé de l'exercice 24

1. a) 2" - 1 est impair et n le divise : n, donc p, est impair. 2" = 1 [p] donne k | n ; Fermat (p { 2)
donne 2P =1, donck | p-1.
b) Si k > 2, un diviseur premier r de R divise n et vérifier < R < p-1 < p: cela contredit la
minimalité de p. Donck = 1etp | 2" -1 = 1: absurde. Aucun n > 2 ne convient, et n = 1

convient: [n=1]

2. 2=-1[3],doncn-2"+1=(-1)"n+1[3]. Sinestpair: il fautn = -1 =2 [3]; si n est impair :
n = 1[3]. En combinant parité et reste modulo3: [n=1o0u2[6]!

3.pt2,donc2P T =1et2" = (2"‘1)"”D+1 =1[pl;etn=(p-1)(mp+1)=(-1)x1=-1][p]. Donc
n-2"+1=-1+1=0][p]. Les entiers (p-1)(mp + 1), m € N, sont deux a deux distincts : une
infinité de n conviennent. (Pour p =3: n=6m +2, en accord avec 2.)

® Corrigé de l'exercice 25

1. Si x est pair, x> = 0 [8] et y? = 7 [8]; or un carré est = 0, 1 ou 4 [8]. Donc x est impair.

2. (x+2)(x*-2x+4)=x3+8=y?+1 /. Avec x-1=2t: x? - 2x+ 4 =(x-1)? +3 = 4t% + 3 = 3 [4].

3. M = x>-2x+4 2 3 estimpair; si tous ses facteurs premiers (impairs) étaient = 1 [4], leur produit
M serait = 1 [4]. Donc un premier g = 3 [4] divise M, donc y? + 1 : y? = -1 [q], et -1 serait un
carré modulo le premier g = 3 [4], ce qui contredit I'exercice 20 (2.). Léquation y? = x> +7 n'a
aucune solution dans 72
L'idée : ajouter 1 aux deux membres pour faire apparaitre x> + 23, qui se factorise.

® Corrigé de l'exercice 26

1. (a® + 2b2)2 - (2ab)? = a* + 4a?b? + 4b* - 4a’b? = a* + 4b*.

2. Avecb=1:n*+4=(n+2n+2)(n*-2n+2),00n?-2n+2=(n-1)%+121, avec égalité si et
seulement sin = 1. Pour n > 2, les deux facteurs sont > 2 : n* + 4 est composé ; pourn=1,5
est premier. Avec b = 2: n*+ 64 = (n? +4n +8)(n® - 4n +8), 00 n*-4n+8=(n-2)*+4 2 h et
n? + 4n + 8 2 13 : jamais premier.

3.n=1:5, premier. Si n > 2 est pair, n* + 4" est pair et > 2 : composé. Sin = 2R + 1 avec
R21:4"= 4(2’*)4, et la question 1avec a = n, b = 2% donne deux facteurs, le plus petit étant
n2+ 2201 - 2k = (n - 2k)* 4 22k 3 4 : composé. Comme 2027 = 2 x 1013 + 1, 2027* + 42027 est
composé.

B Corrigé de l'exercice 27

1. eAM =1: par Bézout,eu+ Mv = 1 avecu,v € Z, donceu =1[M];d =u +tM, avect € N assez
grand pour que d = 1, vérifie encore ed = 1 [M].

2.ed>1eted=1[M]:ed =1+hMavech e N. Sip| x: x% =0 = x[p]. Sinon, Fermat :
x¢d = x(x‘“)h(q_” = x [p]. De méme x® = x [q]. Ainsi p et g, premiers entre eux, divisent x°9 - x
: pg = N le divise.
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3.a)N=[55|M=4x10=[40];7x23=161=4x40+1:|d =23|(unique dans {1,..., 40}, car 7 est

inversible modulo 40).

b) 132 = 169 = 4, 13* =16, 137 = 13*x 132 x 13 =16 x4 x 13 =832 = 15x55+ 7 : |y = 7. Puis
72 =-6,7=236,78=1296=31,7"=2961=26[55];73=7"°x7*x72x7=26x36x(-6)x7,
avec 26 x 36 = 936 = 17 x 55+ 1: 723 = -42 =[13][55] ~.

Pour calculer d, il faut connaitre M, donc factoriser N : facile ici, pratiquement impossible pour un N de
plusieurs centaines de chiffres.

® Corrigé de l'exercice 28

o

a)Soitt=a-1,avecp | t. Récurrence: a® = 1;sid = 1+jt [p?], alors d*’ = (1+jt)(1 + 1) =
T+(+Nt+jt2 =14+ + 1), car p? | t2.

b) S = Zf;(; a = 25:01(1 +jt) = p+t@ [p?]; p étant impair, ? eN,etp|t:p?|tp %. Donc
S=p [p?*]: v, (S)=1. Commea®-1=(a-1)S:v,(a’-1)=v,(a-1)+1,

c) Récurrence sur j (j = 0 : évident). Si vp(apj -1) = v(a-1)+j 21, alors c = a? vérifie
c=1[pletc#1(car|al]22:a=1,a#1,eta#-1puisque p # 2); b) appliqué a c donne
V(@ = 1)=v (c-D+T=v(@-1)+j+1.

a=16=1[5,a=1,etvga-1)=vy(15)=1. Comme 16% = 249, 1.c donne v5(2‘*'5i -1)=j+11

a)Par2. (j=k-1):5F | 245" — 1. Bt 225" = 45" = (1) = -1 [5], car 5% est impair.

b) Division euclidienne 4 -5%" = ws+r,0sr<w:2 " =1,doncr=0etw | 4-5%": w = 2°5
avece<?2,j<k-1.Sie<1,w|2-5¢" donc 225" =1 [5%], et a fortiori modulo 5 : contredit
a). Doncw = 4-5, et 16” = 1 [5F]; par 1., vg(16¥ - 1) =1+ 2 k, d’ol j = k- 1 |w=4-5+1]
(pour k = 4 : 2°%0 = 1[625], et 500 est le plus petit exposant).

c) Les restes de 2°,27,...,2“"" modulo 5% sont distincts : si 2/ = 2/ avec 0 < i <j < w, alors
21 = 1 (2 est inversible modulo 5%), avec 0 < j-i < w: absurde. Ce sont & - 5% restes non
divisibles par 5; or {0, ..., 5% - 1} en contient exactement 5% - 51 = 4. 51 : ce sont tous. Tout
entier non divisible par 5 est donc congru modulo 5% & une puissance de 2.

B Corrigé de l'exercice 29

o

2o

2me1 2m+1 _ 52m+1 : < 1
2l Comar = (1+1)77 = 2°M*0, Cette somme contient les deux termes égaux Cyj, , et G5,

donc2Cy . <22™T.cn < 4™
o axmi(m+ 1) =(2m+1). Commep<2m+1,p | (2m+1)'; comme p >m +1, p ne divise

aucun facteur de m!(m+1)!, donc (lemme d’Euclide) pam!(m+1)! = 1, et Gauss donnep | CJ ..

Les premiers de [m +2,2m + 1], distincts, divisent tous C| ., donc leur produit F;f(zn’:'j)) le divise
- P(2m+1) m m
aussi: o S Gy S 47

P(2) = 2 < 16. Soit n 2 3 ; on suppose P(j) < 4 pour 2 < j < n. Si n est pair, il n’est pas premier
(n24): P(n)=Pn-1)<4"" <4" Sin=2m+1(m=>1),alors2 <m+1<net, par2. :
P(n) < 4™ P(m + 1) < 4™ x 4M*1 = 4", Doncm pour tout n > 2.

Exemple : P(30) = 6469 693 230 = 6,5 x 10°, trés loin de 43° = 1,15 x 108,
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® Corrigé de l'exercice 30

1. 2" + 1 est impair et n le divise : n et p sont impairs. p | 2" + 1 donne 2" = -1, donc 22" = 1 [p]
: R | 2n,etR | p-1(Fermat). Les facteurs premiers de p - 1 sont < p, ceux de n sont = p:
(p-1)An=1,donckAn=1,etGauss (k| 2n) donne k | 2. Alors 22 =1[p], p | 3:.

2. a) n impair, donc m impair. 2™ = (-1)™ = -1[3]: 3 | 2™ + 1. Modulo 9, 2% = 64 = 1; m impair
et non multiple de 3 donne m = 1 ou 5 [6], donc 2™ =2 0u2>=5[9],et2™+1=30u6[9]:
v;(2M+1) = 1.
b)a=(-2)"=-2"=1[3],a#1etvy(a-1)=vy;(2"+1)=1. Par281.c: v,(a® -1)=1+j;or
a® = (-2)" = -2" (n impair), donc a® -1 = -(2"+ 1) et v; (2" + 1) = j + 1. Comme n? | 2" + 1 :
2j =vy(n?) <j+1,doi|j=1]

3. g estimpairet g # 3, donc g 2 5. Comme en 1. : 22" = 1 [q], et l'ordre R’ de 2 modulo q divise
2n = 6m et q-1. Les facteurs premiersde msont>q: (g-1)Am = 1,donc k" Am = 1 et (Gauss)
R'|16:q|2%°-1=63=32x7,douq=7.Mais23=1[7],donc2"=1,2o0u4[7],jamais-1=6:
7 4 2" + 1, contradiction. Doncm =1etn = 3. (Olympiade internationale 1990).

€ Corrigés : division euclidienne

® Corrigé de l'exercice 31

1. a) Ona2026 =37 x54+28 avec 0 < 28 < 37 : par unicité de la division euclidienne, le quotient
est 54 et le reste 28.

b) On change les signes puis on corrige le reste, qui doit étre positif :

2026 = 37 x (-54) - 28 = 37 x (-55) + (37 - 28) =37 x (-55)+ 9| (0 <9 < 37).

Ensuite 2026 = (-37) x (-54) + 28 (quotient -54, reste 28, car 0 < 28 < | - 37|), et -2026 =
37 x(-55) +9 = (-37) x 55+ 9 (quotient 55, reste 9).

2. Le reste de 2026 par b vaut 26 < 2026 =bg+26 avec26<b < b | 2000 et b > 26 (alors
g -= %). Or 2000 = 2* x 53 a 5 x 4 = 20 diviseurs: 1, 2, 4, 5, 8, 10, 16, 20, 25, 40, 50, 80, 100,
125, 200, 250, 400, 500, 1000, 2000. Réciproquement, chaque diviseur b > 26 convient, d'ou
11 solutions :

b {40, 50, 80, 100, 125, 200, 250, 400, 500, 1000, 2000} |

3.Sia=nqg+reta =nq +r,alorsa-a =n(g-q’):n|a-a’. Si2026,1500 et 1237 ont le méme
reste, n divise 2026 - 1500 = 526 = 2 x 263 et 1500 - 1237 = 263, donc n | 263. Or 263 est
premier (non divisible par 2,3,5,7,11,13, et 172 = 289 > 263), donc n = 263. Réciproquement,

2026 =263 x 7 + 185, 1500 = 263 x 5 + 185, 1237 =263 x4 +185 (0 <185 < 263).

Une seule solution : [n = 263], le reste commun étant[185].
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® Corrigé de U'exercice 32

1.

— ) —
2026 =2x343+0x49+2x7+6=[706] et 101101 =32+8+4+1=[45]

2. a) On regroupe les termes de N = 23’"*2 X; 2/ par paquets de trois :

Ni( 2%y, + 3j+2)23i=iyj8f, Osy s1+2+4=7.
j=0 j=0

Par unicité de l'écriture en base 8, les Y (débarrassés des zéros de téte) sont les chiffres de
N en base 8. Régle : on découpe l'écriture binaire en paquets de 3 chiffres a partir de la
droite ; chaque paquet donne un chiffre en base 8. Comme 16 = 2%, on découpe en paquets
de 4 chiffres pour la base 16.

—(8) (16
b) 101]101|110| 101 donne|N = 5565 et 1011]0111]0101 donne|N = B75 ) . En base

dix: N=11%x256+7x16+5={2933| (controle: 5x512+5x 64 +6x8+5=2933 /).

Pour b 2 4, les chiffres 1, 2, 3 sont admis et

——(b) —— )
121 =b%>+2b+1=|(b+1)?} 1331 =b3+3b2+3b+1=|(b+1)>]|

© 6 L .
Ainsi 1000 = 103 = (9 + 1)3 = | 1331 M et 343 =73 (6+1)° = 3310 (unicité de Uécriture).

En base 2 : 2292 s'écrit 1 suivi de 2026 zéros : |2027 | chiffres. Comme 2026 = 3 x 675 + 1,

—(8)
22026 - 2 x 89752200 (2 suivi de 675 zéros) chiffres en base 8 ; C'est aussi la régle
de la question 2 : les 2027 chiffres binaires forment 675 paquets 000 et un paquet de téte 10.

Comme 2026 = 4 x 506 + 2, 22926 = 4 x 165% = 400" (4 suivi de 506 zéros) chiffres
en base 16.

® Corrigé de l'exercice 33

1.

On cherche n =2 1 et g tels que 2026 =ng+qet0<qg < n,soit2026 =q(n+1)avec1<qg<n
(g 20 car 2026 = 0).

1013 n’est divisible par aucun des nombres premiers 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31 (vérifi-
cation directe) et 312 = 961 < 1013 < 322 : il est premier. Les diviseurs de 2026 = 2 x 1013 sont
donc 1, 2, 1013, 2026.

*n+1=2:n=1etgq=1013¢«1; n+1=1013:n=1012,g=2<1012; n+1=2026:
n =2025,q9 =1 < 2025.

|n €{1012, 2025}| : 2026 =1012x2+2 et 2026=2025x1+1 /.

On fait apparaitre le diviseur: 2™3 +5=8(2"+1)-3=7(2" + 1) + (2" - 2).

«Sinz21:0zc2"-2 < 2"+1, donc (unicité) ’q=7etr=2”—2‘ (par exemple n = 3:
69=9x7+6).
«Sin=0:2"-2=-1<0ne convient pas; directement13=2x6+1: |g=6, r=1|

a) Ecrivonsp=6kR+r,0<r<5.Sire{0,2,4}, pestpairetp>2;sir=3,3|petp>3:dans

ces cas p n'est pas premier. Donc|{r=Tour=5|
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b) p?-1=(p-1)(p+1):sip=6k+1,3 | p-1;sip=6k+5p+1=6(k+1)et3|p+1. Deplusp
est impair, donc 8 | p? - 1 (cours). Comme 3A8 = 1,(24 | p? - 1|(corollaire de Gauss). Enfin
p?-q? =(p?-1)-(q?- 1) est divisible par 24. (Exemple: 132 -72 =120 = 24 x 5.)

® Corrigé de l'exercice 34

1. a) Les multiples de d dans {1, ..., N} sont les kd avec k > 1 et kd < N, soit 1 < k < %. Comme kR
g N NY. : N
est entier, kR < o= k< E(g). ilyena E(E)'
b) Si30 | n,alors 6 | n et 10 | n. Réciproquement, sin = 6k et 10 | 6R, alors 5 | 3k, donc 5 | R

(Gauss, 5A3 =1)et30 | n. Para),ilya E(%) = 337 multiples de 6, E(%) = 202 multiples

de 10, et E(%) = 67 multiples des deux. Ily en a donc 337 + 202 - 67 = | 472].

2.Soitm=E(x)etm=nq+r(Osrsn—1);ainsiE(%)=q. Dem < x < m+1 on tire
n

Avec x = 2226 et = 7 ; E(228) = (X422 - g(405) - [57] (405 = 7 x 57 + 6).

nqan+rsx<nq+r+‘|an+n,doncqs§<q+1etE(§)=q=E(

3. 'crivonsn:mq+r,05rsm—1.PourOsksm—1:”m;k

:q+%avec05r+k52m—2,donc
E(™k)=qg+1sik2m-r,etqsinon. Les entiers k € {m -r,...,m - 1} sont au nombre de r, d'ol
m q q

m-1

n+R\ _ _ 214 . (2026 2027 2028 _ -

> E( - ) =mq+r=[n]  Controle: E(228) + F(222) + E(228) = 675 + 675 + 676 = 2026

4, Onaa=qgb+ravec0 <r<q(etqg = 1 puisque g > r = 0): par unicité, c'est la division
euclidienne de a par g, de quotient b et de reste r. Ici 2026 = 37 x 54 + 28 avec 28 < 54, donc
12026 = 54 x 37 + 28|: quotient 37, reste 28.

® Corrigé de l'exercice 35

1. Existence. Soit a = bq, + r, la division euclidienne usuelle, 0 < r, < 2m. Si r, < m, le couple
(qq, ry) convient. Sim +1<r, <2m,alors a = b(g, +1) +(r,-b)avec-m<r,-b<-1.
Unicité. Sibg+r=bqg +r avec|r| <met|r'|<m,alorsb|q-q'| =|r'-r| <2m <b,doncqg=q’
puisr=r'.
Icim=14et25>14:2026=29x70+(25-29)=29x70-4 (quotient 70, reste -4).

2. Initialisation (k = 1, M, = 1) : n € {-1,0, 1} s'écrit n = &, avec €, = n, et c'est la seule écriture.
Hérédité. Supposons la propriété vraie au rang k et soit [n| s M, ,.

H s Agiel 4 Mp,1+1 3R+ 49 3k41
» Existence: division centrée n = 3q+¢,, €, € {-1,0,1}. Alors |q| < = 2 < = M+,

donc |q| < M,. Par hypothése g = 3 &3/, d’'oiin = g, + & €/3™" : écriture au rang k + 1.

: Unidté:' sin = Z,io 5,-3i = Z?:o ni3i, alorsn =3q+¢g, =3q +n,avecq = Z?ﬂ gi3i'1’ q
Zfﬂ n;3'"". Lunicité de la division centrée (m = 1) donne g, = n, et q = g’ ; comme |q|

Zﬁ}; 3= M,, 'hypothése de récurrence donne ¢; = n; pour tout i.

IN

Les 3% choix des g; donnent exactement les 2M, + 1 = 3% entiers de [-M,M,].

3. 2187-2026 = 161 = 243-81-1, donc| 2026 = 37 - 35 + 3* + 1| (2187-243+81+1 = 2026 ). On
le retrouve par divisions centrées successives : 2026 =3 x 675 + 1, 675 = 3 x 225, 225 = 3 x 75,
75=3x%x25,25=3%x8+1,8=3%x3-1,3=3x1,1T=3x0+1.
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4. a) Posons l'objet, de masse n, sur le plateau de gauche. Une masse 3' posée a droite compte
+3',a gauche -3/, et non utilisée 0 : U'équilibre s'écritn = 7 &3". Comme 1<n<121=M,,
la question 2 fournit une telle écriture. Pour 100: 100 =3x33+1,33=3x11,11=3x4-1,
4=3x1+1,1=1,d0o0100=1-9+27 +81: on place l'objet et la masse de 9 g d'un cote,

les masses 1,27, 81 g de l'autre.

b) Chaque masse a trois positions possibles : il y a 3° = 243 dispositions, chacune de valeur

s = (droite) - (gauche). Echanger les plateaux transforme s en -s : les dispositions de valeur

s > 0 sont aussi nombreuses que celles de valeur s < 0, et la disposition « aucune masse »

243-1 _ ez .

vaut 0. Ily a donc au plus 21 -' valeurs s = 1, donc au plus 121 masses différentes :
les masses 1,3,9,27,81 sont optimales.

B Corrigé de U'exercice 36

1. CommeO<r,<b-1,0na0<10r, <10b,doncc,,, = E(%) € {o,...,9}.

2. Pourn=1:10a=10r,=bc, +r, =bN, +r,.Si10"a=bN,_ +r,, alors

10"'a = 10bN,, + 10r, = 10bN, + bc,,, +r,., =b(10N, +c, ) +r ., =bN +r, ;.
HYH n.a_ ﬁ "n "n 1 '~ I? . — na
En divisant par 610" : § = & + == avec 0 < == < —, d’ou l'encadrement : N, = E(‘IO b).

3.10=7x1+3, 30=7x4+2, 20=7x2+6, 60=7x8+4, 40=7x5+5 50=7x7+1:
(Fyy o) = (3,2,6,4,5,1),  (C;ye,Cg) = (1,4,2,8,5,7).

Comme r¢ = r, et que (r,,,,C,,,) Ne dépend que de r,, tout se répéte : % = 0,142857 142857 ...
Puisque 2026 = 6 x 337 + 4, la 2026° décimale est ¢, = |8

4. Les b entiers ry,...,r,_, sont dans {1,...,b - 1}, qui n'a que b - 1 éléments : deux sont égaux,
ry=r;avec0s i <j <b-1(principe des tiroirs). Comme r,,, et c,,, sont le reste et le quotient
de 10r, par b, l'égalité r,,, = r, (vraie pour k = i) entraine r, ,.; = rp.; €t Cp,qir = Cp,q & PAT
récurrence, ces égalités valent pour tout k > i. Le développement décimal de % est périodique
a partir de la (i + 1) décimale, de période T < b - 1. (Si un r, est nul, tous les suivants le sont :
le développement est fini.)

5.a) Sir, =0,alorsb | 10"a; or bA10" = 1 (car bA 10 = 1), donc b | a (Gauss), impossible
puisque 0 < a < b. Sir,,, =r,,, alors 10r, - bc,,, = 10r, - bc,,,, donc b | 10(r, - r)), puis
b|r,-r (Gauss); comme |r,-r|<b,r,=r.

b) En appliquant i foisa)ar, = irg =t

i1 - Fo = I;; = 7. La période commence donc dés
c

J-1
1°

c) 11—3: 10=13x0+10,100 =13x7+9,90 =13 x6+12,120 = 13x9+3,30 = 13 x2+4,

40=13x3+1,etr,=1=r,dou 11—3 =0,076923076923... |(T = 6).

+:10=12x0+10,100=12x8+4,40 = 12x3+4,.., d'ol > = 0,08333... : la période (3)
ne commence qu’a la 3¢ décimale, ce qui est permiscar 12A10=2 # 1.
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€ Corrigés : congruences et restes

B Corrigé de l'exercice 37

337
x

1. a) 2% =8=-1[9], donc 2° = 1 [9]. Comme 2026 = 6 x 337 + 4 : 220%6 = (2°) 2*=16=719].

Reste .

b) 33=27=-1[7],donc3%=1;100=6x16+4 donne3'%0 =3%=81=4[7]. 43> =64=1[7]et
100 = 3 x 33 + 1 donnent 4" = 4. Ainsi 3" +4'%0 =8 =1[7]: reste[1].

c) 2026 =17 x 119 + 3, donc 20262927 = 32027 [17]. Or 3* =81 =-4[17],3% =16 =-1et 3"0 = 1.
Avec 2027 =16x126+ 11 :

320272311 2384332 27=7[17].  Reste|[7]

2. a) 132=169 =69, 13*=69% = 4761 = 61[100]. Puis 61?2 =3721=21,61% =212 = 441 = 41, et
1320=61° = 41x61 =2501 = 1[100].

b) 2026 = 20 x 101 + 6, donc 132926 = 13% = 134 x 132 = 61 x 69 = 4209 = 9 [100]. Les deux
derniers chiffres de 132926 sont (il se termine par ...09).

3. 62" =36" et 36 = 3[11], donc 62" = 3" ; de plus 3"*2 = 9 x 3", Ainsi

62" +3M24+37=3"4+9x3"+3"=11x3"=0[11].

® Corrigé de l'exercice 38

1. On calcule x> modulo 13 (le tableau est symétrique car (13 - x)? = x?) :

X 0(1({2|3|4|5 |6 |7 |8 9110|1112
x>’mod13 |0 |1 |4 |9(3[12[10[10[12|3| 9 | & | 1

Un carré a pour reste

0, 1, 3, 4, 9, 10 ou 12| dans la division par 13.

2. a) 5x8 =40 = 1[13]. En multipliant par 8 (et réciproquement par5): 5x =7 < x =56 =
4113). |x=4[13]| (controle: 5x4=20=7 ).

b) X? +4x =6 < (x+2)>=10[13] & x+2=6o0ux+2 = 7][13] (tableau) <
’XE4OUXE5[13]‘.

c) Comme 8 x 5 = 40 = 1 [13], multiplier par 8 est une équivalence (on revient en multipliant
par 5):

2x?+3X+4=0 < 16x?+24x+32=0 < (4x+3)2+23=0 < (4x+3)>=3[13].

D’apres le tableau, 4x +3 = 4 ou 4x +3 =9, soit 4x =1 ou 4x = 6 [13]; en multipliant par 10
(4x10=40=1): XE1OOUX58[13]‘ (controle: 2 x 64 + 24 +4=156=12x13 V).

3. a) Six?-13y = 2, alors x? = 2[13]; or 2 n’est pas un reste de carré modulo 13 : pas de solution.

b) x>-13y=3 > x*=3[13]ety =22 < x=4oux=9[13] ety =22 Avecx=13k+4

: x> -3=169kR%? + 104k + 13 ; avec x = 13k + 9 : x*> - 3 = 169k? + 234k + 78. D'oll

S={(13r+4, 13k +8k + 1), (13k+9, 13R? + 18k +6) : ke Z}|

Maths Olympiad @



Chapitre 8- Arithmétigue dans 7 2° Bac Sciences Mathématiques

B Corrigé de l'exercice 39

1. a) 27 x 37 = 999. Comme 1000 = 1 [999], on a 1000’ = 1, donc N = Zt,.1000" = t; [999]. Une
congruence modulo 999 reste vraie modulo tout diviseur de 999, donc N = t, +t, +-- modulo
37 et modulo 27. Critére: N est divisible par 37 (resp. 27) si et seulement si la somme de
ses tranches de trois chiffres lest (et les restes sont les mémes).

b) 123 + 456 + 789 = 1368, puis 1 + 368 = 369. Comme 369 =37 x9+36 = 27 x 13 + 18, le reste

de 123456789 est|36] par 37 et 18] par 27.

2.a) 2N = 20a+2u = a+2u[19]car20 = 1. Si 19 | N, alors 19 | 2N, donc 19 | a + 2u.
Réciproquement, si 19 | a + 2u, alors 19 | 2N et, comme 19 A2 =1, 19 | N (Gauss).

b) 87723 - 8772+6=8778 - 877+16=893 - 89+6=95=5x19: |19 | 87723 | (en effet

87723 =19 x 4617).

2026 —» 202 +12 =214 — 21+ 8 =29, qui n’est pas multiple de 19: |19 } 2026 |

3.a) 10=1[9],donc10'=1etN=3x.10 = ¥ x, = S(N) [9].
b) Si N+S(N)= 2026, alors N <2026 ;si N <2000,S(N)<1+9+9+9 =28, etsi 2000 < N < 2026,
S(N)<2+0+2+9=13. Dans tous les cas N = 2026 - S(N) = 1998.
Modulo 9 : 2N = N + S(N) = 2026 = 1 = 10 [9] ; en multipliant par 5 (2 x5 = 1), N = 5 [9].
Les entiers de [1998,2025] congrus a 5 modulo 9 sont 2003, 2012, 2021 (1998 = 9 x 222), et
2003 +5 = 2008, 2012 + 5 = 2017, 2021 +5 = 2026 : (unique solution).

® Corrigé de l'exercice 40

1.2°=32=31+1=1[31]. sin=5k+r(05rs4),alor52"=(25)"2f52f[31]:

n=..[5] 0(1(2]3
restede2"par31 | 1|2 |4|8 |16

2. 2026 = 5x 405+ 1 donne 22926 = 2; 33 =2[31] et 2027 = 5 x 405 + 2 donnent 332927 = 22027 = 4,
Reste : @

3.a) A =1+2"+22"4 2374 2% Sin = 0[5], chaque terme est congrua 1: A, =5[31],et31 A .
Sin = r[5]avecr € {1,2,3,4}, les exposants 0, r,2r,3r, 4r sont, modulo 5, les nombres
0,1,2,3,4 dans un certain ordre (par exempler=2:0,2,4,6 = 1,8 = 3). D'aprés le tableau,
A,=1+2+4+8+16=31=0[31]. Donc (31|A, < n#0[5]|

b) Avecx =2": (x-1)A, = (x-1)(T+x+ x>+ x> +x*)=x>-1=25"-1=20[31]. Sin £0[5],2" £ 1,
donc 31 f 2" - 1; comme 31 est premier et divise le produit, 31 | A (lemme d’Euclide).

4, Soitn =5kR+r(0<sr<4). Alors2"=n[31] < n=2"[31],soitn =2"+31t (t € Z). Comme
31=1[5],n=2"+t][5], et la condition n =r [5] s'écritt=r-2"[5]:

r 0| 1 |2]3]| 4
t=r-2"[5] 4 | 4 | 3]0 3
n=2"+31t[155] | 125 | 126 | 97 | 8 | 109

Toutes ces étapes sont des équivalences : ’2” =n[31] < n=8, 97, 109, 125 ou 126 [155]‘
(contrdle: 28 =256 =8x31+8 v).
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® Corrigé de l'exercice 41

1.

365=7x52+1=1[7]et366=2[7]: un an plus tard, on a avancé de 365 ou 366 jours, donc
d’un ou de deux rangs dans la semaine.

Entre le 14 octobre 2026 et le 14 octobre 2126, on franchit les 29 février des années bissextiles
de 2027 & 2126 : 2028,2032, ..., 2124, soit 2122028 + 1 = 25 années, moins 2100 (divisible par
100, pas par 400), donc 24. Le décalage est 100 + 24 = 124 = 7 x 17 +5 = 5 [7] (on a bien
100 x 365 + 24 = 36 524 = 5). Mercredi +5 : |le 14 octobre 2126 sera un lundi|

Parmi 400 entiers conseécutifs, il y a exactement 100 multiples de 4, 4 multiples de 100 et 1
multiple de 400 : 400 années consécutives comptent 100 - 4 + 1 = 97 années bissextiles, donc
400 x 365 + 97 = [ 146097 = 7 x 20871] jours. Une date et la méme date 400 ans plus tard
tombent donc le méme jour de la semaine ; comme la régle des années bissextiles ne dépend
que du millésime modulo 400, tout le calendrier se répéte.

a) Les mois comptent31=3,30=2,28=0o0u 29 =1 jours modulo 7. En cumulant (de janvier
a novembre) :

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
31 | 59 | 90 | 120 | 151 | 181 | 212 | 243 | 273 | 304 | 334
3 3 6 1 4 6 2 5 0 3 5
3 4 0 2 5 0 3 6 1 4 6

mois m

d_ (non bissextile)
reste modulo 7
reste (bissextile)

o|lo|lOo| -

b) Si le 13 janvier a le rang j, le 13 du mois m a le rang j + d,, modulo 7. Dans les deux cas, les
restes des d,, prennent les septvaleurs 0, 1,...,6: chaque jour de la semaine, en particulier
le vendredi, est celui d'au moins un 13 du mois. Une méme valeur apparait au plus trois
fois (3 pour février, mars, novembre ; 0 pour janvier, avril, juillet en année bissextile) : au
plus trois vendredis 13.

2026 n’est pas bissextile et d, = d; = d,; = 3 : les vendredis 13 de 2026 sont le 13 février, le
13 mars et le 13 novembre.

® Corrigé de l'exercice 42

Tho

. n+20=n[10], donc (n +20)"*2° = n"*2° [10] (compatibilité avec les puissances) ; puis n

D’aprés le cours (Fermat), 30 | n® -n, donc 10 | n®> - n: n® = n [10]. Pour k 2 1: n®* - nk
n*'(n®-n) = 0 [10]. Par récurrence sur j : k401 = k44 = ket = nk [10], car k+ 4j 2 1.
n+20 _

n"*> = n" [10] (question 1avec k = n > 1,j = 5). Les chiffres des unités étant les restes modulo

D'aprés 1, u,, est le chiffre des unités de c®, ou c est le chiffre des unitésde nete €{1,2,3, 4},
e =n [4]. Par exemple u, : 7° = 343, u,,: 2* =16, U g : 82 = 64, Uy : 9 = 729.

n 1 2 |3 4 |5 6 7 8 | 9 |10
u, | 1 4 7 6 | 5 6 | 3 6 | 9 0
n |11 (11213 |14 |15|16 |17 | 18 | 19 | 20
u, | 1 6 | 3 6 | 5 6 7 4 | 9 0

Up+e+Uy =47 etu,, +-+U,, =47:lasomme vaut. Commeu,, = 6 # U, = 4, 10 n'est pas
une période.
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4. n"=u_[10],doncS = ¥2%2%y_[10]. Comme 2026 = 20 x 101 + 6 et que (u,) est 20-périodique :

n=1

2026
> Uy, =101 %94 + (U, + -+ Ug) = 9494 + 29 = 9523,

n=1

Le chiffre des unités de S est/[3].

€ Corrigés : PGCD et Bézout

B Corrigé de l'exercice 43
1. a) On applique an b =b A ra chaque division :

1512 =1092 x 1 + 420, 1092 = 420 x 2 + 252, 420 =252 x 1 + 168,
252 =168 x 1 + 84, 168 =84 x2 +0.

Le dernier reste non nul est le PGCD : [1512 A 1092 = 84,

b) Les diviseurs communs sont les diviseurs de 84 = 22 x3 x 7, au nombre de 3x2x2 = 12:

1,2,3,4,6,7,12,14,21,28,42,84. Comme 1092 =84x13 et 1512 =84x18,avec 13A18 =1
1092 _ 13
1512 18

c) 1512 =23x33x7et1092=22x3x7x13:le PGCD est 22 x3x7 = 84 /.

(sinon 84 ne serait pas le PGCD) :

2. En centimeétres, la salle mesure 1512 x 1092. Le coté ¢ d'un carreau doit diviser 1512 et 1092,

donc diviser 84 : le plus grand est|c = 84 cm|. Il faut alors 18 x 13 = carreaux.

3.Sid|aetd | b,alorsd |a-b;sid|a-betd | b,alorsd | (a-b)+b =a. Les couples (a, b) et
(a - b, b) ont les mémes diviseurs communs, donc le méme PGCD.

(1512,1092) — (420,1092) — (420,672) — (420,252) — (168,252) — (168, 84) — (84, 84),

soit|6 soustractions \ Chaque division de quotient g regroupe g soustractions, sauf la derniére
ou lon s'arréte a l'égalité: 1+2+1+1+(2-1)=6.

® Corrigé de l'exercice 44
On utilise x Ay = (x - Ry) Ay pour tout k € Z.

1. PosonsA = n“+3n?+1etB =n3+2n. AlorsA-nB=n?+1, B-n(n*+1)=n et (n*+1)-nxn=1.
Donc
ANB=BA(n?+1)=(n*+1)An=nA1=1 : lafraction estirréductible.

2.n%+1-(n-1)n+1)=2,donc(n+1)A(n*+1)=(n+1)A2 (1,2} Ilvaut’Zsinestimpair‘et

’ 1 si n est pair ‘

3. Soit d ce PGCD. Comme (n+1)!+1-(n+1)(n'+1)=-n,onad | n. Orn = 1 divise n!, doncd | n!
;avecd | n!+1,onobtientd | 1:[d=1| Pourn=0:0!+1=1+1=2,etle PGCDvaut2: le
résultat est faux (I'argument utilisait n | n!, faux pour n = 0).
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® Corrigé de U'exercice 45

1.

Soit d = anb. Au départ, les deux récipients contiennent 0. Supposons qu’avant une opération,
les contenus x et y soient multiples de d. Remplir donne a ou b, vider donne 0 ; transvaser x
dans l'autre récipient donne soit (0, x + y), soit (x -(b-vy), b) (ou les analogues avec a) : tous
ces nombres sont des combinaisons de X, y, a, b a coefficients entiers, donc des multiples de
d. Avec 9 et 6 litres, d = 3: on n'obtient que des multiples de 3 litres, jamais 1 litre.

9=7x1+2et7=2x3+1,do01=7-3x2=7-39-7)=[7x4t-9x3|: (u,v) = (&3).
Interprétation : en versant 4 fois le contenu de B (28 litres) dans A, et en vidant 3 fois A plein
(27 litres), il reste exactement 1 litre.

a) On verse 7 litres dans A qui contient r, , < 8: commer, , +7 <15 < 18, on vide A au plus
une fois. Sir, , +7<8,r,=r, ,+7;sinonr,=r, ,+7-9(ycomprislecasr, ,+7=9,00A
plein est vidé). Ainsir, =r, ,+7[9] et0<r, <8. Parrécurrence, r, =7k [9] avec0<r, < 9:
r, est le reste de 7k par 9.

b) Si1<k<8,9}7k(Gauss,9A7 =1),doncr, #0.Sir,=r,alors9 | 7(k-1),donc9 | k-1
et k = [ pour 1<k, I[<8. Les 8 restes sont distincts dans {1, ..., 8} : ce sont tous ces entiers
(.. rg=7,5,3,1,8,6,4,2). On peut obtenir dans A toute quantité entiére de 1 a 8 litres.

Ar,=4 & 7kR=4[9] < R=b4xk=16=7[9](car7 x4 =28=1): ilfaut
remplissages de B. En échangeant les roles, la quantité dans B est le reste de 9k = 2k par
7,et2R=4[7] & k=2[7]:|2|remplissages de A suffisent (18 = 7 x 2 + 4).

® Corrigé de U'exercice 46

Tho

Ecrivonsa =da’, b=db’ aveca Ab’' =1 (cours). Alorsa> Ab? =1 (cours: a™ Ab" = 1), et

a’ Ab? = (d?a”?) A(d?b?) = d?(a? A b?) = 2],

2. a) Soitg=6Ana.Alorsg|aetg|6|a+b,doncg | b;ainsig|anb=1.Demémedab-=1,

d’ou 6 Aab =1 (cours).

b) 6| a+b,doncé | (a+b)’;etd | a’>-ab+b* = (a+b)-3ab. Donc 6 | 3ab et, comme
dnab=1,6 | 3 (Gauss). Si3|a+b,alor53|(a+b)2-3ab,donc3|6et;sinon3J(6

(car6|a+b)et|5=1]

c) (2026,1): a+b = 2027 et2+0+2+7 = 11, donc 3 } 2027 : & = 1, C'est-a-dire 2027 A
(20262 - 2026 + 1) = 1. (5,4): a+b = 9 eta’-ab+b? =21: 6 = 9n21 = 3 (5%+4 = 189 = 9x21).

Soit d ce PGCD. Comme (n+1)*+2-(n*+2)=2n+1,0onad =(n?+2)A(2n+ 1), et
d|4(n+2)-2n-1)(2n+1)=8+1=9 donc  de{1,3,9}

3|/2n+1 < 2n=2[3] < n=1[3],etalorsn?+2=3=0[3]: 3|d < n=1[3].

9|2n+1 < 2n=8[9] < n =4[9] (on multiplie par 5), etalorsn?+2 =18 =0[9]:
9|d < n=4]9].

Conclusion : ’d=9 < n=4[9]
18A27=9;n=1:3A6=3).

Soitd ce PGCD : d | (2™7 +3™7)-2(2"+3") =3" et d | 3(2" +3")-(2"" +3™) = 2". Comme

2A3=1,2"A3"=1(cours), donc|d = 1],

d=3 & n=10u7[9], d=1sinon (controles: n=4:

”
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® Corrigé de U'exercice 47

1. Decxb+dx(-a)=1etax(-d)+bxc=1,lethéoréeme de Bézout donnecand=1Tetanb=1.
Pour la médiante :

b(a+c)-a(b+d)=bc-ad =1 et (b+d)c-(a+c)d=bc-ad =1.

a a+c a+c

Donc 5 et = sont voisines, ainsi que L § (la médiante est donc irréductible) ; de plus
a+c _a _ 1 C _a+c _ 1
bid b= boed) >0 G T b T dg) O

2. a) g-% = pt;% > 0, donc lentier pb-aq est > 1; de méme%—% = % >0 donnecqg-pd=1.

Puis
d(pb - aq) + b(cq - pd) = bdp - adq + bcq - bdp = g (bc - ad) = q.

b) AvecX =pb-ag=1etY=cqg-pd=1:q=dX+bY >d+b, avec égalité si et seulement si
X=Y=1.Sig=b+detX=1:pb=1+a(b+d)=ab+bc=(a+c)b(car1+ad = bc), donc
p = a+ c. Réciproquement, la médiante a pour dénominateur b +d.

3. a) 18x8-13x11 = 144-143 = 1: elles sont voisines. Toute fraction strictement comprise entre
elles a un dénominateur > 18+ 11 = 29, avec égalité pour la seule médiante : la réponse est
21
E o
b) Comme aab = 1, Bézout fournit (c,, d,) € Z? tel que bc,-ad, = 1. Soitd, = bk+d la division

euclidienne ded, parb(0<d <b-1)etc=c,-ak:alorsbc-ad =bc,-ad,=1.0nad #0

: _ - _ c_a_1
(sinonbc=1etb=1),donc1<d<b T,ets-7=1-->0.

Pour%: 18 =13+5,13 =2x5+3,5=3+2,3=2+1,dou1=7x13-5x 18, soit
18x(-5)-13x(-7)=1. Avecd;=-7=18x(-1)+11:d =11etc=-5+13 =8, d'ou la voisine
8

ﬁ.
4. Produits en croix : 500 < 504, 792 < 800, 800 < 803, 292 < 300, d’ou la chaine d'inégalités ; et
7x8-5x11=1,11x3-8x4=1.Si lejoueuraréussiptirssurq,alors%<§<%. Si§=%,qest

multiple de 11 (% est irréductible) ; si g < %,q >7+11=18;si g > %,q >11+4 =15. Comme

8 tirs réussis sur 11 donnent bien un taux de 72,7 %, le nombre minimal de tirs est .
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® Corrigé de l'exercice 48

1. a) Sir, =0,alors b | ka, donc b | k (Gauss,anb =1): impossiblecar1<ks<b-1.Sir,=r,
avec kR > ,alors b | (k- 1)a,doncb | R-1: impossible car1 < kR-1<b-2. Les b -1 restes
sont distincts et dans {1,...,b -1}, qui a b - 1 éléments : ce sont tous ces entiers.

b(b -1 b b 1

b) Ensommantpourk=1,..,b-1: a ( )=bS(a,b)+(1+2+...+(b-1)) bS(a, b)+ ( )

N -1)(b-1
d'oii |S(a, b) = (0)2—()

a) Les points entiers intérieurs d’abscisse kR (1 < R < B(8, 5)
b-1)sous D ou sur D sont les (k,j)avec 1<) < %",
soit1sjsE(%)(etE(ka)<a—1carkb“ a):ily O ¢ ¢ ¢
enaE%“). On somme sur R. 'R ERK)" 1R

@ (o] { { ] [ ] { ]

b) Si (k,j) intérieur est sur D, alors jb = Ra, donc I <«
b | k (Gauss) : impossible. La symétrie de centre

Q(g, g), (x,y) » (b-x,a-y), conserve les points 0 1 2 3 4 5 6 7
entiers intérieurs et D, et échange les deux cotes
de D. Les (a-1)(b-1) points intérieurs se partagent
donc également : S(a,b) = (‘1'1)2& Pour a = 5,
b=8(figure): 0+1+1+2+3+3+4=14=%
points pleins sous la diagonale.

14 points pleins sous D, 14 vides
au-dessus

3. Ecrivons a = da’, b = db’ avec a’ A b’ = 1. Un point entier (k,j) intérieur est sur D < jb =
ka < jb' = ka' < b’ | k(Gauss), avec alorsj = kbi : ce sont les points (mb’, ma’),
1<m<d-1,aunombreded - 1. Par la méme symétrie, les (a-1)(b-1)-(d - 1) autres points
intérieurs se répartissent également de part et d’'autre de D, et S(a, b) compte aussi les d - 1

points de D :

(a-1)b-1)-(d-1)

(@a-1)b-1)+d-1
> |

S(a, b) = >

+(d-1)=

11
4 a=8b=12,d=4: Z( ) M [40]. Puis 2026 = 2 x 1013 (1013 premier, exercice

33) et1155:3x5x7x11,d0nc 2026 A 1155 =1 et

E(‘IZ'I052561?) _ 1154;2025 el =y |

2025

k=1
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© Corrigés : Gauss et nombres premiers

® Corrigé de l'exercice 49

1.

a) 252 = 625 < 643 < 676 = 267 : il suffit de tester les nombres premiers p < 25. 643 est impair,
la somme de ses chiffres (13) n’est pas divisible par 3, il ne se termine ni par 0 ni par 5, et

643=7%x91+6=11x58+5=13x49+6=17x37+14=19%x33+16=23x27+22.

Aucun nombre premier p < 25 ne divise 643 : 643 est premier.
b) 252 < 667 < 262 ; on teste : 667 = 23 x 29, donc 667 n'est pas premier.
Sip=1[3],alorsp+14=15=0[3]etp+14>3: p+ 14 n’est pas premier. Si p = 2 [3], alors

p+10=12=0[3]etp+10>3:p+10 n’est pas premier. Donc p = 0 [3]: le nombre premier p
est divisible par 3, d’ou . Réciproquement 3, 13 et 17 sont premiers .

a) f(0) = 41, f(1) = 43, f(2) = 47, f(3) = 53, f(4) = 61, f(5) = 71 : ils sont premiers (aucun n’est
divisible par 2, 3,5 0u 7, et 71 < 112).

b) n(n+1) est le produit de deux entiers consécutifs, donc il est pair et f(n) est impair. Comme
41=2[3],41=1[5]et41=6[7]:

n(3] |0 1 2 n[5] |0 1 2 3 4 n[7] |0 1 2 3 4 5 6
nn+1) |0 2 0 nn+1) |0 2 1 2 0 nn+1) |0 2 6 5 6 2 0
fn) |2 1 2 fn) |1 3 2 3 1 fn) |6 1 5 4 5 1 6

Le reste 0 n'apparait jamais : f(n) n’est divisible ni par 3, ni par 5, ni par 7.

c) f(n) = n(n+1)+ 41 = n(n + 1) [41]. Comme 41 est premier, le lemme d’Euclide donne :
41| n(n+1) < 41| noudl| n+1,soit]n500unz40[41]\.

d) f(40) = 1600 + 40 + 41 = 1681 = et f(41) = 412 + 41 + 41 = 41 x 43 = 1763. Ces
deux nombres ne sont pas premiers : f(n) n’est pas toujours premier (alors qu'il U'est pour
0<n<39).

® Corrigé de l'exercice 50

1.

72 =23x3? et 54 =2x3% Donc 72 A54 = 2 x 3% =[18] et PPCM(72,54) = 2° x 3% = [216]
(controle: 18 x 216 = 3888 = 72 x 54 V).

En divisant par18: 72x = 54y <= 4x =3y. Alors3 | 4xet3A4 =1,donc 3 | x (Gauss): x = 3k,
puis 4x3k = 3y, soity = 4k. Réciproquement ces couples conviennent: ’(x, y) = (3R, 4R), R € N ‘

Les deux repéres sont de nouveau en contact lorsque chaque roue a fait un nombre entier de
tours. Le premier instant correspond a k = 1: A a fait 3 tours, B 4 tours, et 216 dents sont
passées : c'est le PPCM de 72 et 54.

La dent marquée de A revient au contact pour la j-iéme fois (j > 1) apreés le passage de 72j dents
; la dent de B alors au contact porte le numéro rj, reste de 72j modulo 54. Or 72j = 54j + 18j,
donc r = 18j [54] : selon que j =0, 1 ou 2 [3], on obtient r,=0,18 ou 36. La dent marquée de
A ne rencontre que les dents 0, 18 et 36 de B, les multiples de 72 A 54 = 18.
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5. A chaque point de contact passe le méme nombre N de dents. Les trois roues sont dans leur
position initiale si et seulement si N est multiple de 72, de 54 et de 90 = 2 x 3% x 5, c'est-a-dire
de leur PPCM 23 x 33 x 5 = 1080. La premiére fois, N = 1080 :

Afait 15 tours, Benfait20 et C en fait12.

® Corrigé de l'exercice 51

1. En multipliant P(%) =0parq": a,p"+a, p"'q+-+a,pq"" + a,q" = 0. Donc

n

60" = -p(a,p"" + -+ a,q™) et p"=-q(a, P+ ang™)

play,g"etq]|ap". Commepag=10napnaq”=1etqgap”=1; lethéoréme de Gauss
donne|p | a,etq | a,|

2.a)p|2etg|6avecqg>0:pe{t1,+2}etqe{1,2,3,6)}. Les candidats sont

2
1, 12, * =,
3

o=

1
’ i,
3

N|=

b) P(2) = 48 - 44 - 6+ 2 = 0, d'oti P(x) = (x - 2)(6x? + x - 1). Le trin6me a pour discriminant 25

et pour racines '135, soit % et —%. Ainsi

’P(x) =(x-2)2x +1)(3x - ’I)‘ racines rationnelles: 2, —%,

wl=

3. o® = 8+2,/15, donc (a? - 8)2 = 60, soit a* - 1602 + 4 = 0. Si a était rationnel, ce serait une racine
de Q(x) = x“ - 16x% + 4 ; d'aprés 1(a, = 1), on aurait g = 1 et p | 4, donc a € {¢1,%2,+4}. Or

Q(x1) = -11, Q(¢2) = -44 et Q(x4) = 4 : aucun ne convient. |a =+/3 ++/5 est irrationnel |.

4. Sj \3/5 = % (forme irréductible), c’est une racine de x3 - m, de coefficient dominant 1 : donc

g =1et ym = p est un entier, d’oli m = p>. Comme 23 =8 < 12 <27 = 33,12 n'est pas un cube:
f/ﬁest irrationnel.

® Corrigé de l'exercice 52

1. @) 5292 = 4 x 1323 = 4 x 27 x 49, donc | N = 22 x 33 x 72| et d(N)=(2+1)3+1)2+1)=[36]
b) Les diviseurs positifs de N sont les 293°7¢avec0<a<2,0<b<3,0<c<2. Pairs: a (1,2},
SOit2x4x3 = . Carrés: a, b, ¢ pairs, soit a € {0,2}, b € {0, 2}, c € {0, 2} : .
c) RN est un carré si et seulement si tous ses exposants sont pairs : k doit contenir une puis-

sance impaire de 3, et k = 3 convient : 3N = 22 x 3* x 72 = 126°. Pour un cube, les exposants
doivent étre multiples de 3 : le plus petit k est 2 x 7 =[14], et 14N = 23 x 33 x 73 = 423 = 74088,

2. a)Sid | n,alorsn=6x %, donc % est un diviseur positif de n ; 'application 6 ~ % est sa propre
réciproque, c’'est une bijection. Le produit des diviseurs est donc aussi le produit des Z :

[
M(n)? = ]_[ 5 ﬂg - ]_[ n=ndM  soit  M(n)=nd)2,

6|n 6|n 6|n

b) N(N) = N36/2 = ’ N8 = 236 , 354 , 736 ‘
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3. a)Pourn>2,n%M2 -3 «— d(n)=6.Sin=p; —p, alors d(n) = (a, + 1)-(a, + 1) est un

produit de facteurs 22 ; or 6 s'écrit 6 ou 2 x3: soit k = 1 et a, = 5, soit k = 2 et les exposants
sont1et2: n=p°>oun =p?q.

b) p><50:32. p?’q<50:p=2etqe(3,57,11},p=3etqgef2,5},p=5etqg=2. Dol

'n€{12, 18, 20, 28, 32, 44, 45, 50}/

Soit A lensemble des diviseurs & < /n et B celui des diviseurs & > {/n. D'aprés 2.a), 6 ~ 4

échange A et B, donc card B = cardA. Or A c {k € N* : k < /n}, qui a strictement moins de \/n
éléments.

- Sin n'est pas un carré : d(n) = 2 card A < 2,/n.
-Sin=m?:cardA<sm-1etd(n)=2cardA+1<2m-1<2/n.

Ainsi | d(n) < 2\/n| (par exemple d(12) = 6 < 2\/12 = 6,93).

® Corrigé de l'exercice 53

Tho

Sia=b=1][4],alorsab=1x1=1][4]; par récurrence sur le nombre de facteurs, tout produit
fini d’entiers congrus a 1 modulo 4 est congru a 1 modulo 4.

. n estimpair, donc ses diviseurs premiers sont impairs, congrus a 1 ou 3 modulo 4. S'ils étaient

tous congrus a 1, leur produit (avec multiplicité), égal a n, serait congru a 1 modulo 4 d’aprés
1: contradiction. Donc n a un diviseur premier p = 3 [4].

3 estlundesp,doncN 2 4x3-1=11etN =-1= 3[4]. Daprés 2, N a un diviseur
premier p = 3 [4], C'est-a-dire p = p, pour un certain i. Alors p; | 4p,--p, et p. | N, donc
p; | 4p,=-p, - N =1:absurde. Il existe une infinité de nombres premiers congrus a 3 modulo
4,

a)Sip=0,20u&4[6],pestpairetp>2;sip=3[6],3|petp>3.Cescassontexclus: p=1
ou5[6].

b) Supposons qu’il n’y en ait qu’un nombre finiq, = 5, g, = 11, .., q,,, et posons N = 6q, - q,,-1 2
29. Comme N = 5 [6], N n’est divisible ni par 2 ni par 3 : ses diviseurs premiers sont > 5, donc
congrus a 1 ou 5 modulo 6. Un produit d’entiers congrus a 1 modulo 6 est congru a 1 modulo
6 : N a donc un diviseur premier congru a 5 modulo 6, c’est un g, et q; | 6g,-q,-N = 1:
absurde. Ily a une infinité de premiers congrus a 5 modulo 6.

Un entier N = 1 [4] peut n"avoir que des diviseurs premiers congrus a 3 modulo 4 (en nombre
pair), par exemple 21 = 3 x 7. L'argument de la question 2 ne fournit donc aucun diviseur

premier congru a 1 modulo 4. (On'y parvient avec N = 4(p, ---p,?)2 +1 : voir l'exercice 20.)

M Corrigé de U'exercice 54

1.

0(6)=1+2+3+6=12=2x6 et 0(28)=1+2+4+7+14+28 =56 = 2x28 v. Les diviseurs positifs
pa+1 -1

de p? sont les p/, 0 < j < a (unicité de la décomposition), donc g (p%) = 1+ p + -+ p? = P

(somme géomeétrique).

2. a) d,=dnadivisedeta:onécritd=d,d,eta=d,a avecd,na’ =1 (cours). Comme d | ab

:d,d, | d,a’b,doncd, | a’b, et le théoréme de Gauss donne d, | b.
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b) d, | d;d,, et d, Ad, = 1 (un diviseur commun divise a et b). Par Gauss, d, | d; ; de méme
d; | d,, donc d, = d; (positifs) puis d, = d,. Ainsi, d'aprés a) et b), l'application (d,,d,) = d,d,
est une bijection des couples (diviseur de a, diviseur de b) sur les diviseurs de ab, et

olab)=y > did,= ( > d, )( > dz) = a(a) a(b).

dyla d,lb d,la d,|b

3. M 2 3 est premier impair, donc 287 AM =1 et
o(n)=a (2" oM) = (2" -1)(M+1)=Mx2%=2n: n est parfait.

k =2,3,5,7donnent M = 3, 7, 31, 127 (premiers), tandis que 2* -1 = 15et 2° -1 = 63 ne le
sont pas: |6, 28, 496, 8128

MM +1) M x 2k

2 2
b) k impair, donc k= 1, 3 ou 5 [6], et les puissances de 2 modulo 9 sont 6-périodiques :

4, a)1+2++M= =2k TM = n.

R[6] | 287 [9] [ M=2F-1[9] | n[9]
1 1 1 1
3 4 7 28=1
5 16=7 31=4 28=1

Donc|n=1[9]|: par exemple 496 =9 x55+1 et 8128 =9 x 903 + 1.

c) k est premier. Si k =2, n = 6. Sinon k est impair: k = 1 ou 3 [4]. Modulo 10, 2* = 6 et 6% = 6,
donc 2* =6 pourj 2 1.

-Sik=1[4](kR25):21=6,2F=12=2,M=1etn=6[10].
-Sik=3[4]:2%" =4 x2% = 4 (y compris pourj = 0),2F =8, M=7etn=28=8[10].
Le chiffre des unités de n est donc 6 ou 8 (6, 28, 496, 8128 v ).

© Corrigés : égquations diophantiennes

® Corrigé de l'exercice 55

1. On lit les points (-6,-3), (-1,-1), (4, 1) et (9, 3). On passe de ['un au suivant par le vecteur (5, 2)
; deux points consécutifs sont distants de ||i| = V25 + 4 = J29 |

2. 2x4-5x1=3:lecouple (4, 1) est solution. Alors
2X-5y=3 & 2x-5y=2x4-5x1 & 2(x-4)=5(y-1).

Donc5 | 2(x-4)et5A2 = 1: par le théoréme de Gauss, 5 | X - 4, soit x = 4+ 5k (R € Z)
; en reportant, 10k = 5(y - 1), d'ot y = 1+ 2k. Réciproquement 2(4 + 5R) - 5(1 + 2R) = 3 .
S={(4+5k, 1+2k) : keZ}|

3. -50 < 4+5kR <50 —55—“ sks% < -10<k<9;pourcesvaleurs,y=1+2kRe[-19,19] c
[-50,50]. Ily a donc points.

4. Pour M, (4 +5Rk,1+2R): OMZ = (4 +5R)? + (1 +2R)? = 29kR? + 44k + 17 = R(29k + 44) + 17. Si R 2 0,
OM?2 217 ;si k< -2,29k+ 44 < -14 et R(29k + 44) = 28, donc OM2 = 45 ; enfin OM2, = 2. Le point
cherché est|M_,(-1,-1) |, a la distance J2 de 0.
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® Corrigé de l'exercice 56

1. 120 =23 x3 x5 et 75 = 3x 52, donc 120 A 75 = [15]. Comme 1995 = 15 x 133, en divisant par 15
: 120x + 75y = 1995 < 8x+5y =133.

2.8+125=133 /. Puis 8x+5y =8x1+5x25 <> 8(x-1)=5@25-y);5|8(x-1)et5A8=1,
donc x =1+ 5k, puisy =25-8k: |S={(1+5k, 25-8k) : ke z}|

5

3.x20 & R2-1 & k20ety>0 & k<2 < k<3.Quatre possibilités :

(x,y) €{(1,25), (6,17), (11,9), (16,1)}.
4. x 2 y pour (11,9) et (16, 1) seulement, avec 20 et 17 articles : le club achéte 11 ballons et 9

maillots.

5. 120x + 75y est toujours un multiple de 15, or 1990 = 15 x 132 + 10 n’en est pas un : la facture
est fausse.

® Corrigé de l'exercice 57
1.a)77 =7 x11 et105=3x5x7,donc77/\105=et(E) < 7(11x-15y) =7 x4 <
11x - 15y = 4.

b) 11 x 14 -15x10 =154 -150 = 4 /. Alors (E) < 11(x - 14) = 15(y - 10); 15 | 11(x - 14) et
15411 =1, donc (Gauss) x = 14+ 15k, puis y = 10+ 11k : [S = {(14+ 15k, 10+ 11k) : ke Z}]

2. a) 6 divise x et y, donc 11x-15y = 4: 6 €{1,2,4}.
b)x=k[2]ety=R[2].
- Si k est impair, x et y sont impairs : (ex. k=1:(29,21)).

-SikR=2m:x=2(7+15m)ety =2(5+11m),avec 7+15m =5+ 11m = m + 1 [2]. Si m est impair
_ o . . _ _ . sl . - X X
(R = 2 [4]), & divise x et y : (ex. R = 2: (44,32)); si m est pair (k = 0 [4]), > et 2 sont

impairs : (ex. k=0:(14,10)).
3. 77x = 28 [105] < 3y € 7, 77x-28 = 105y < 3y € Z, (x,y) solution de () <

x=re 5]

4.a)n=2[11]etn=6[15] < ilexiste(x,y) e Z>telquen=11x+2=15y+6 < n=11x+2
avec 11x - 15y = 4. D’aprés 1.b), x = 14 + 15k, donc n = 11(14 + 15k) + 2 = 156 + 165k :

n =156 [165] (controle: 156 =11 x14+2=15x10+6 V).

b) 156 + 165k > 2026 <> k>%z11,3: kR=12etn=2136| (=11x194 +2 = 15 x 142 + 6).

® Corrigé de U'exercice 58

1. a) (2x +5)(2y - 3) = 4xy - 6x + 10y - 15 = 2(2xy - 3x + 5y) - 15.

b) L'équation équivaut a (2x + 5)(2y - 3) = 2 x 22 - 15 = 29, nombre premier. Donc 2x +5 €
{1,-1,29,-29} et 2y - 3 = 22 .

2x+5 °
2Xx+5 1 -1 29 -29
2y -3 29 -29 1 -1

(x,y) | (-2,16) | (-3,-13) | (12,2) | (-17,1)
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Les quatre couples sont entiers : ]S ={(-2,16), (-3,-13), (12,2), (-17,1)} ‘

2. x2-xy-2y?=x2+xy-2xy-2y?=(x-2y)(x+y). Onposeu=x-2yetv=x+y;alorsuv =7,
et x = L2y = LU,
3 ! 3

(u,v)=(1,7) > (5,2), (7,1)->(3,-2), (-1,-7) - (-5,-2), (-7,-1) - (-3,2).

Ces quatre couples sont entiers : ’S ={(5,2), (3,-2), (-5,-2), (-3,2)} ‘

3. a)Laire 2 estegale au périmeétre a+b+c, doncc = @—a b. En élevant au carré, avec c? = a® +b?
2b2 2b2
T—ab(a+b) +(a+b)=a’+b? <= T—ab(a+b)+2ab 0 < ab-4(a+b)+8=0,

en d|V|santpar >0. Comme (a-4)(b-4)=ab-4a-4b+ 16, on obtient (a - 4)(b-4)=8.

b)Sia<4:a=4donne0 z 8, eta e {1,2,3} donne b - 46{—— -4, 8} donc b ¢ N*. Ainsi
1<a-4<b-4et(a-4,b-4)e{(1,8),(24)}: (a,b)=(512)ou(6,8), puisc =30-17 =13
ou c = 24 - 14 = 10. Réciproquement 5% + 12% = 132 avec aire et périmétre égaux a 30, et
62 + 82 = 102 avec aire et périmétre égaux a 24 : les triangles (5,12,13) et (6, 8, 10).

® Corrigé de l'exercice 59

1. 6A10=2,6A15=3,10A15=5. 6x+ 10y est pair, 6x + 15z multiple de 3 et 10y + 15z multiple
de 5: aucune de ces trois équations n'a de solution (aucun de ces PGCD ne divise 1). Pourtant
6+10-15=1:(1,1,-1) est solution de (E).

2. a) 15z =1 - 6x - 10y est impair, donc z est impair. Avec z=1+2t: 6x + 10y = 1 - 15 - 30t, soit,
en divisant par 2, 3x + 5y = -7 - 15t.
b) 3(-4-5t)+5x1 = -7 -15t, donc 3(x +4+5t) = 5(1-y). Par Gauss (3A5 = 1): x+4+5t = 55 avec

s € Z, puis 15s = 5(1-y), soity = 1-3s. Réciproquement : 6(-4+5s-5t)+10(1-3s)+15(1+2t) =
-24+10+15=1 /. Ainsi

S={(-4+5s5-5t, 1-3s, 1+2t) : (s,t) € 7%} (s=0, t=-1redonne (1,1,-1)).

3. a)Si6x+10y + 15z = 29 avec x,y,z € N : z est impair et 152 <29,doncz=1et3x+5y = 7;
alorsy €{0,1}, et 3x =7 ou 3x = 2 : impossible. 29 n'est pas représentable.
b)30=2x15, 31=6+10+15, 32=2x6+2x10, 33=3x6+15, 34=4x6+10, 35=2x10+15.
Sin=30,0onécritn-30=6g+ravec0<r<5:n-=(30+r)+6qg sobtient en ajoutant q fois 6 a
une représentation de 30 + r. Tout entier n > 30 est représentable : 29 est le plus grand entier
non représentable.

® Corrigé de l'exercice 60
1. a) Existence. Par Bézout, au + bv = 1, donc n = a(nu) + b(nv). On divise nu par b : nu = bqg + x
avec0<x<b-1,etn=ax+b(nv+aq).

Unicité. Si ax + by = ax’ + by’ avec x,x’ € {0,...,b-1},alorsa(x-x')=b(y’ -y): b | a(x - x) et
anb=1,doncb | x-x' (Gauss); comme |[x-x'| <b-1,x=X,puisy =y’

b) Siy > 0, (x,y) € N? convient. Réciproquement, si n = ax’ + by’ avec x’,y’ € N, on écrit
x'=bg+x(geN,0sx<b-1):n=ax+b(y’ +aq), etparunicitey =y’ +aq = 0.
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2. g=a(b-1)+bx(-1)avec0<b-1<b-1: c'est'écriture de 1.a), avecy = -1 < 0, donc g n'est pas
affranchissable. Si n > g s'écrit n = ax + by comme en 1.a) avecy < -1,alorsn<a(b-1)-b=g
: contradiction. Donc y > 0 et tout n > g est affranchissable.

3. a)Sin = ax + by (écriture de 1.a)),alorsg-n=a(b-1-x)+b(-1-y)avecO<b-1-x<b-1:
c'est U'écriture de g - n € N. Ainsi n affranchissable < y>0 < -1-y<0 < g-nnon
affranchissable.

b) D’apreés 2, les montants non affranchissables sont dans {0,...,g}. La bijectionn » g-n

de {0,...,g} sur lui-méme échange affranchissables et non affranchissables : ils sont aussi

g+1 ab-a-b+1 |(a-1)(b-1)
B 2 - 2

4 a=5b=9:g=45-14= et ilya % = montants non affranchissables: 1, 2, 3, 4, 6,
7,8,11,12,13, 16, 17, 21, 22, 26, 31.

Dans le tableau ci-dessous (colonnes : restes modulo 9), la colonne r devient affranchissable
a partir du plus petit multiple de 5 congru a r modulo 9: pourr =0,...,8, ce sont 0, 10, 20, 30,
40 (hors tableau), 5, 15, 25, 35.

montants non affranchissables.

nombreux, doncily a

0 1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 1 122 13 14 15 16 17 vert : affranchissable
rouge : non affranchissable

18 19 20 21 22 23 24 25 26

27 28 29 30 31 32 33 34 35

€ Corrigés : défis de concours

® Corrigé de U'exercice 61

1. a) p premieret1 <as<p-1,doncanp = 1: par Bézout, au + pv = 1, d'oti au = 1 [p]. Le
reste a’ de u modulo p vérifie aa’ = 1 [p], et a’ # 0 (sinon 0 = 1). Si aa’ = aa” = 1 [p] avec
a,a”" €{1,..,p-1},alorsp | a(a’-a"), doncp | a’ - a” (Gauss) et, comme |a' -a"| <p,a’ =a".
b)a'=a < a’=1[p] < pl(a-1)a+1) < p|la-Toup|a+1(lemme dEuclide).
CommeO<a-1<p-2et2<a+1<p: a=1oua=p-1.

2. Pourp=2etp=3:1=1=-1[2]et2! =2 =-1[3]. Soit p 2 5. Lapplication a —» a’ est
involutive (a est l'inverse de a’) et envoie {2,...,p - 2} dans lui-méme (sia’ = 1 ou p - 1, alors

a=1o0up-1). D'aprés 1.b), elle n'a pas de point fixe dans cet ensemble : ses éléments se
regroupent en paires {a,a’} de produit = 1 [p]. Donc2x3 x--x(p-2)=1[p] et

(p-1)!51x1x(p—1)5.

3. n=deavecT<d<n:dsn-1,doncd | (n-1). Silonavaitn | (n-1)+1,alorsd | (n-1)'+1,
d’'ou d | 1: absurde. Avec le théoréme de Wilson: n > 2 est premier < n | (n-1)!'+1.

4. 100! = -1[101] et 100! = 97!x98x99x100 = 97!x(-3)(-2)(-1) = -6x97! [101]. Donc 6x97! = 1 [101].
Comme 6 x 17 = 102 = 1 [101], on multiplie par 17: 97!'= 17 [101]: le reste est |17 |
5. a) Les entiers 1, ..., 4m se regroupent en couples {j, p-j},1<sj<2m,etp-j=-j[p]:

2m

2m
(p-1=TTite-)=TT(=) = 02m(@m))” = (2m))° [p),
j=1

j=1
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donc, par Wilson, ((2m)!)2 = -1 [p]: -1 est un carré modulo p.
b)p=13, m=3:6'=720=13x55+5,donc5%=-1[13](25=26-1 7). Alors x* = -1 <

x?=5% < 13| (x-5)(x+5) < x=#5[13]: |x €{5,8}|

Avec l'exercice 20 : pour p premier impair, -1 est un carré modulo p si et seulement si p = 1 [4].

® Corrigé de l'exercice 62

1. (ac-bd)*+(ad +bc)? = a’c?+b2d? +a?d? +b?c? = (a* + b?) (c? + d?) (les doubles produits 2abcd
s'éliminent). Donc S est stable par produit. Avec 13 =22+3% et 17 =12+ 42 = 42 + 12 :

221=(2-122+(8+3)2=[102+112| et  221=(8-3)2+(2+12)2 =52 + 142]

2. a) Supposons p  b: b aun inverse b’ modulo p (exercice 61). De a? = -b? [p] on tire (ab’)? =
-(bb')? = -1 [p] : contradiction. Donc p | b, puis p | a® et p | a (Euclide).

b) Récurrence forte sur l'exposant v de p dansn = a® + b%. Siv =0, il est pair. Siv>1,p | aet

a

2 2
p) + (g) € S est non nul, d'exposant v - 2 = 0, pair par

p | b d’aprés a), donc p? | n et ;—2 = (
hypothése de récurrence : v est pair.

2001 = 3x23x29: 'exposant de 3 (premier, = 3 [4]) vaut 1, donc|2001 ¢ S | ('argument modulo
4 ne suffisait pas: 2001 = 1 [4]).

3.a)g+1>/p, donc(qg+1)*>p:ilya plus dentiers x - my que de restes possibles modulo
p. D’apres le principe des tiroirs, deux de ces entiers, associés a des couples distincts, ont le
méme reste.
b) x, - my, = x, - my, [p] donne a = mb, puis a> = m?b? = -b? [p]: p | a® + b>. Comme
(a,b) 2 (0,0), |al < q, |b| < qetg?<p(ppremier n'est pas un carré): 0 < a® + b> < 2g% < 2p. Le
seul multiple de p dans ]0,2p[estp: |p=a’?+b% €S|

4. 122 =144 =5x29-1/,etq = E(\/ﬁ) = 5. Les couples (0,2) et (5,0) donnent 0 - 24 = -24

et 5, de méme reste 5 modulo 29: a = -5, b = 2, et|29 = 52 + 22| (En pratique : on cherche

b €{1,...,5} tel que 12b soit congru modulo 29 a un entier de [-5,5] ; b = 2 donne 24 = -5, et
b = 5 donne 60 = 2, soit la méme écriture 29 = 2 + 52.)

2029 - 452 = 4: | 2029 = 452 + 22|, Avec 13 = 22 + 32 et l'identité de la question 1:

13x2029 = 26377 = (2 x 45 -3 x2)? + (2 x 2 + 3 x 45)? = | 842 + 1392,
13x2029=(2x2-3x45)2+(2x45+3x2)?={1312+962|,

® Corrigé de l'exercice 63

1. Les entiers de {1,...,12} premiers avec 12 sont 1,5, 7, 11 : ¢(12) = . Pour p premier, seul p
n'est pas premieravecp: @(p) = p-1. EnfinkRAp® 21 < p | kR(p est le seul diviseur premier
de p%);ilya p®' multiples de p dans {1, ..., p®}, donc @ (p®) = p® - p@".

2.a)ann=1etr,An=1,doncar, An=1/(cours); un diviseur commun a s; et n divise ar;, donc
s;nn =1 (en particuliers; # 0, ets; € {1,..,n - 1}). Sis; = s, alors n | a(r; - r;), doncn | r; - r;
(Gauss), et |r, - r;| < n donne i = .
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b) Les s; sont N éléments distincts de 'ensemble {r.,...,r\}, qui a N éléments : ils le décrivent
tout entier. En notant R =r, --ry :

R =s, s, = (ar,)~(ar,) = a"R [n],

doncn | (a¥ - 1)R; comme RAn = 1, Gauss donne|a®™ = 1 [n]|. Pour n = p premier, ¢(p) = p-1
: C'est le petit théoréme de Fermat.

a) 1000 = 23 x 5%, donc RA1000 =1 < 2} ket5 4 k. Dans{1,...,1000}, il y a 500 multiples
de 2,200 de 5 et 100 de 10 : 500 + 200 - 100 = 600 entiers sont divisibles par 2 ou par 5, et

((1000) = 1000 - 600 =| 400 |

b) 11 A 1000 = 1, donc 114%° = 1 [1000] ; comme 2026 = 5 x 400 + 26, 112°26 = 1126 [1000]. Par
la formule du bindme, les termes en 10% avec k = 3 sont multiples de 1000 :

1126 = (10 + 1)26 = 1 +26x10+(226)x 100 = 1 + 260 + 32500 = 32761 = 761 [1000].

Les trois derniers chiffres de 112026 sont|761|.

4. De méme (100) = 100 - (50 + 20 - 10) = et @(40) = 40 - (20 + 8 - 4) = [16]. Par Euler,

376 = 1 [40]; comme 2026 = 16 x 126 + 10 et 3* = 81 = 1 [40] : 32926 = 370 - (3‘*)2 x 9 =|9[40]|
Ainsi 32926 = 40Q + 9 et, par Euler (3A 100 =1):

337 = (3%0)? « 39 23% = 19683 =83 [100] :  les deux derniers chiffres sont[83 ]

® Corrigé de l'exercice 64

1.

Si p | a, les deux membres sont divisibles par p. Sinon, Fermat donne a”' = 1 [p] ; avec
n-1=(p-1Nt(teN)a"" = (a‘”)t =1, donc a” = a [p].

D'apres 1, chaque p; divise a" - a. Les p; sont des nombres premiers distincts, donc premiers
entre eux deux a deux: leur produit n divise a"-a (corollaire de Gauss, par récurrence). Comme
k =2, n n'est pas premier : c’est un nombre de Carmichael.

On applique le critére de Korselt :
n décomposition n-1
561 3x11x17 560=2x280=10x56=16x35

1105 5x13x17 1104 =4 x276=12%x92 =16 x 69
1729 7x13x19 1728 =6 x288 = 12 x 144 = 18 x 96

Aveca=n-1=-1:(-1)"=-1[n]. Sin était pair: 1=-1[n],n | 2,n =2, qui est premier : exclu.
n est impair.

Sip? | n (p premier),aveca =p: p" = p[n], donc p" = p [p?]; 0rn =2,donc p? | p", d'ot p? | p
: absurde. n est sans facteur carre.

(6R +1)(12R + 1) = 72k? + 18k + 1, puis n = 1296k + 396k? + 36k + 1, donc
n-1=36k(36k*+ 11k +1)

est divisible par 6k, 12k et 18k. Le critére de Korselt (trois premiers distincts) conclut. k=1:

7x13x19=[1729|; kR =6:37,73,109 sont premiers et 37 x73x 109 =| 294409 |est un nombre

de Carmichael.
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® Corrigé de l'exercice 65

1.

Sib=0:27=2,a=1.Sib21:2%=1+3%=1[3]et2=-1[3], donc a est pair: a = 2¢
(c 2 1). Alors (2€ - 1)(2¢ + 1) = 32 : par unicité de la décomposition, les deux facteurs sont des
puissances de 3; ils différent de 2, donc ne sont pas tous deux multiplesde 3:2-1=1,c =1,
a=2etb=1.(ab)e{(1,0), (2,1}

Sia=0:3%=2, impossible;sia=1:b=1.Sia22:3°=1+29=1[4] et3 =-1[4],doncb = 2c
(c=1)et(3°-1)(3°+1)=29: deux puissances de 2 qui difféerent de 2. Si 2 -2" =2 avecu >v
: v =0donne 2" = 3, v > 2 rend le membre de gauche multiple de 4 ; doncv =1, u = 2, soit
3°-1=2:¢c=1,b=2,27=8,a=3. |(a,b) €{(1,1), 3,2)}}

a)1+2+-+2"=2""_1:=30 = 2™ _-30-1 < (n+1,b)e{(1,0),(2,1)}: |ne{0,1}

(sommes 1 =3%et 3 =3").

n+1 _
b)1+3+-~-+3”=3 5 190 ey 3120119 (@+1,n+1)€{(1,1),(3,2)}: |n €{0,1}
(sommes 1 = 2% et 4 = 22).

Sib=0:29=8,a=3.Sib>1:2%=7=1][3],donc a est pair; de plus 2% = 7 + 3? > 10, donc
az4et8]29 dou3%=-7=1[8]. Or3® =3 0u1[8]selon que b est impair ou pair: b est pair.
Aveca=2c,b=2d:

(2¢-39)(2°+37) =7, 0<2°-39<2°437,

donc2¢-3¢ = 1et2€+3% = 7: 2¢ = 4,39 = 3, soit (a,b) = (4,2). |(a,b) €{(3,0), (4,2)}]
(8-1=16-9=7 7).

® Corrigé de l'exercice 66

1.

a) Un nombre premier divisant m, et m,--m,_, diviserait 'un des m, (i < R) par le lemme
d’Euclide, alors que m, Am, = 1. Donc m, A(m,-~-m,_,) = 1.

b) Cas k = 2. Bézout: m,u+m,v = 1. POSOns X, = r,m,v+r,m u: X, = r,m,v = r.(1-mu) = r, [m,]
etde méme x, = r, [m,]. Si x est solution, m, et m, divisent x-x,, donc m,m, | x-x, (corollaire
de Gauss) ; réciproquement, tout x = x, [m,m,] convient. Hérédité. Si le résultat vaut pour k-1
modules, les k-1 premiéres congruences équivalenta x = y, [M'],avecM" = m_ --m,_, ; comme
M Am, =1 (@), le cas k = 2 appliqué a x = Yo [M'], x = r, [m,] donne exactement une classe
modulo M'm,, = M.

Le systéme s'écrit n = 0 [4], n = 8 [9], n = 23 [25] (modules premiers entre eux deux a deux) :
une seule classe modulo 900. On écritn=25t+23:4 | n < t+3=0[4] < t=1][4] soit
n = 48[100]. Puisn =48+100s=3+5s[9]: n=8[9] < s=5[9]. Doncn =548[900] et le
plus petit est [ n = 548: 548 = 4 x 137,549 = 9 x 61,550 = 25 x 22 /.

Soit p,, ..., p, des nombres premiers distincts : les p,-2 sont premiers entre eux deux a deux.
D'apreés 1, il existe n tel que n = -i [p,z] pour 1 < i < R, et, quitte a ajouter un multiple de

2 . . . . .
p2--p2, n € N. Alors p; | n+i: les k entiers consécutifs n + 1, ..., n + k conviennent.

Soitp,, G4, ..y P;, G, des nombres premiers deux a deux distincts ; les p;q; sont premiers entre
eux deux a deux. Il existe n € N tel que n = -i [p,q;,] pour 1 < i < R. Alors n +i > 0 est divisible
par les deux nombres premiers distincts p; et g; : ce n’est pas une puissance p* d'un nombre
premier (dont p est le seul diviseur premier,etn+i 2 p,q; 26 > 1). Lesentiersn+1, .., n+R
conviennent.
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. 3
Mow bilan sur le chapitre

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire
1a8 /8
9216 /8
/7
24230 /7
Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Division euclidienne 31a36 /6
Théme B - Congruences et restes 37342 /6
Théme C - PGCD et théoréme de Bézout 43 a 48 /6
Théme D - Gauss et nombres premiers 49 a 54 /6
Théme E - Equations diophantiennes 55a 60 /6
Théme F - Défis de concours 61a 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : = Calcul intégral
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