BARYCENTRES:

I- Introduction :

Dans ce qui suit nous faisons allusions au point dans un ensemble noté souvent E ou est
définit un produit scalaire et appelé espace affine a une dimension (de repere (0; i) par
exemple) ou tout point est du type A(xa), a 2 dimensions (de repeére (o, i ,]) par exemple) ou
tout point est du type A(Xa ; ya) ou a 3 dimensions (de repére (o, i, ],E) par exemple) ou tout
point est du type A(Xa ; YA ; ZA)........ Cet espace affine sera toujours associé a un espace

vectoriel (ensemble non vide particulier dont les éléments sont des vecteurs munis d'une
base).

- Rappels :

e Dans un espace affine les points A, B, C sont alignés lorsqu'il existe k € R* unique tel

que AB =KAC on dit que B a pour abscisse k dans le repére de graduation d'origine
A et de point unitaire C.

e Lorsque cette condition n'est pas remplie, les points A, B, C ne sont pas alignés on dit
alors qu'ils sont coplanaires et déterminent toujours un repere du plan. En fixant A le
repereest (A ; AB ; AC)

e Dans tous les cas :
- Larelation de Charles est vérifiée par : AC = AB + BC

- d(AB)= ||AB||=VAB2=4B; alors AB? = AB?

I11-  Barycentre d'un systéme de points :

1) Systeme de points pondérés :

On appelle systéeme de point pondérés tout ensemble du type :
{(Al, ), (A1 ; az); vy (Aps Op) } ou les Ai sont les points d’un espace affine et les

o i sont des nombres réels appelés coefficients de pondération. Chaque « i est appelé
coefficient de pondération.

2) Barycentre de deux points pondérés

On appelle barycentre du systéme de points pondérés{(A; a); (B; ,B)}, I'unique point G
s'il existe tel que : aGA + ﬁ@ =0

En fixant Aona: aGA + B(GA+ AB) = 0 < (a+B)GA= —BAB < GA =—ﬁaiBB
.
Avec a + B #0 & AG —ﬁ“ﬁ



Ainsi si G est le barycentre de {(A ;) ; (B; 8)}; Alors A, B et G sont alignés, et G a pour
B

a+ B

abscisse dans la graduation de repére (A ; B).

Construction du barycentre de deux points pondérés :

Détermine puis Construire le barycentre G (s'il existe) dans chacun des cas suivants :

a- {(A;5);(B;2)}
b- {(A;3):(B;-8)}

Solution
a- G={(A;5);(B;2)}
5 +2=7=0alors G existe et AG :éﬁ
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a- G={(A;3);(B;-8)}

3-8=—5= 0donc il existe un unique point G tel que AG = gﬁ
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3) Barycentre de trois points pondeérés

On appelle barycentre de trois points pondérés affectés au systeme :
{(A;a);(B;B); (B;vy)}'unique point (s'il existe) G tel que : aGA + BGB + yGC = 0

EnﬁxantAona:a(G—A>+ ﬂ))+ ﬁ(G—A+ A—B>)+ y(GT‘f+ TC)= 0



— AR — B 7R Y 77
<=>AG = a+[)’+yAB+a+B+yAC avec(a + B+ y#0)

Construction du barycentre de trois points pondérés :

Détermine puis construire le barycentre G dans chacun des cas suivants :

a- G=Bary{(A; —3); (B; —2); (C; 3)}

b- G=Bary{(A; 1); (B; —2); (C; 1)}
Solution :

a-G=Bary {(A;-3);(B;-2);(C;3)}
(=3)+(—=2)+(3)=—2=+ 0, alors G existe.

Ona:—3GA—2GB+3GC=0

C
b-G=Bary{(A;1);(B;-2);(C; 1)}

(1)+(=2)+(1)=0 , alors G n’existe pas.



4) Barycentre de n points pondeérés :

a- Définition :

On appelle barycentre de n points pondérés du systeme :
{Ar; a1); (A2; a2); (As; a3)....(An; an), le point G (s'il existe) tel que :

a1GA, +a,GA, + a,GA, + ... .. +a,GA, (A,;a,=0) ouencore >, GA, =0
A=1
Lorsque le plan est rapporté a un repére d'origine 0, en fixant cette origine on a : en fixant 0
ona: ;(GO+0A)+a,(GO+0A,) +.ccener v, a,(GO+0A,)=0
<:>@(al+a2+ ............... +an)+alOTA1 +aza&2+ ............ +an&n =0
oG = a,0A +a,0A; +a,OAn
(o, +ay +.e. +a,
0G = nal OA: + naz OA2 + oo o + OA.

b)_Coordonnées du barycentre de 3 points pondéres :

> - —

Dans I'espace affine, le repere (o, 1, j,k) considérons le systeme
{(A1, a1); (A2, a2); (A3, a3)}telque 1+ a2+ as#0alors 3! G e tel que:

- (04 e o e a e
oOG=—" OA+——2  OA+—= OAs
0!1+0!2+0!3 a1+a2+a3 a1+a2+a3
Xs = Xo = Xg XA1 XAz XAs
Or OG =|ys — Yo =Ye OAly, OAly, OAX,
ls — 15 =1 zAi zAz xA3
Xg " Xa " Xa, " X
_ 1 2 3
Donc | Yg |[=—————| Yo |[T————| Va |t Ya,
al+a2+a3 al+oc2+a3 0!1+0{2+Ol3
Zg Zp Zp, Zp,
U Xp + XKy + Ay . Lo Xy F X, X,
.=
x O£1+0!2+063 al+a2+a3
G
_ alyAl+a2yA2+a3yA3 D'ol _alyA1+a2yA2+a3yA3
Yo |= OuU 1 Yyg =
; 0!1+0(2+a3 a1+a2+a3
G
UZp +0L, + A2, , LI, 0T, a5,
.=
a1+a2+053 0{1+0{2+a3




NB:
D’une maniére générale si A ; B et C sont 3 points affectés aux complexes Z, ; Zz et Z. et

soit G le barycentre affecté au complexe Z; tel que Z; bary = {(A,a) ; (B, ) ; (C, )}

. _ aZa+ BZp+vyZc
Ona: ZG = W

5) Propriétés du barycentre de trois points pondérés :

e Le barycentre G d'un systéme ne dépend pas de I'ordre dans lequel sont choisis ces
points pondérés.

Exemple: G = bary {(A, a); (B, 3); (C,7)}
G=hary{(B,3), (A,a), (C,y)}
G =bary {(C,7); (B, 3); (A, )}

e Le barycentre G d'un systéme ne change pas en multipliant ou en divisant chaque
coefficient de pondération par une méme constante non nulle.

Exemple:Vk € R*onaG=bary {A ka);(B,kp3);(C,ky)}

G:{(A; %) :(Bi %) (C; %)}

e Le barycentre G d'un systeme ne change pas lorsqu'on remplace dans le systeme un
certain nombre de points pondérés par leur barycentre partiel G' a condition que ce
dernier soit affecté de la somme partielle des coefficients de pondération partielle
considérée.

Exemple : bary {(A, @) ; (G, p+y+o # 0)}

Remargue :

- Le barycentre G d'un systéme du type :
{(A1;a); (Az,a); (As,a) ;... (An ;) avec a # 0} est appelé isobarycentre.

- Coordonnées barycentriques : tous les N uplets de réels du type :
(a1, a2 as,......... an)telque a1+a2+as+.............. +a n# 0 sont appelés
des coordonnées barycentriques.

Exemple : (3, 5, -3, 2, 7) sont appelés coordonnées barycentriquescar: 3+5-3+2+7#0

6) Ensemble des barycentres d'un systeme

a) Barycentre de deux points pondéres :

On se rappelle que pour le systeme {(A,); (B, 8 )} a + S #0ona:en fixant Aona:




Considerons les systemes {A, «i); (B,f)} 1<i<n

Siai1+ B,20=>31Gegp/ enfixant Aona: A_G:[ ,ilﬂ ]E:Ge(AB)
oyt Py

Sia,+p,#0<= 331G, epl/enfixantAona: AG, :(%Jﬁsz € (AB)
o, v P

Sia,+p,#03!G, el enfixantAona: AG, =( "i"ﬂ Jﬁ?; =>G, € (AB)
an n

D'ou I'ensemble des barycentres des points A et B est engendré par la droite vectorielle (AB)
donc cet ensemble est la droite affine passant par les deux points A et B.

b) Barycentre de trois points pondérés :

n n

Onaﬁnz[ Py jﬁ:ene(AB)

Rappel :
{(A,a); (B,B); (C,y)}avec a+ B+ =0 eten fixant A, il existe un point

Gego/Ez P AB + 4 A—C:GeauplanA,B,C.
a+pf+y a+pf+y

Considérons les systémes {(A, ai); (B, i) : (C, yi)} 1<i<n
Sia,+f +7, #0=31G, e/ enfixant A

Ona: AG; = b + r AC =G, e auplanA B, C
a+pitrn at+pirn
Sia,+p,+y,#0=3!G, € ¢/ en fixant A

Ona AG; = Pa AB + Ve AC =G, e auplan A, B, C
a,+ P +7, a,+ P, +7,

Sia,+p,+y,#0=31G, ep/enfixant Aona:
AG, =LE+LA~C =G, €auplanA,B,C
a, + By +7, a, + B, +7,
D'ou I'ensemble des barycentres des points A, B et C est engendré par le plan vectoriel
(AB,AC).

I11-Fonction vectorielle de Leibniz associée a un systeme de points pondérés :

Consideérons le systeme de points pondérés {(A1, 1) ; (A2, a@2); (As, a3)on appelle
fonction vectorielle de Leibniz associée a ce systéme (An; « n) la fonction notée et
déterminée par : f: E—» V
n  — R — — R —
M f(M) = > o, MAi = o, MA: + 2, MA: +........ +a, MA,
i=1
o Pour og +a, +ay +.... .. +a,=0o0na:



Pour M = A1 =>f(A1) = o AA +a, AA +a AA +............... +a,AA,

f(AL) = o, AA, + o AA F +a, AA,
Or par la relation de Charleson a :
VM eE, f(M)=0,MA:i +a,(MAL + AA,) +a;(MA + AA, +.coee e +a,(MAL+ AA,)
(o +a, + g+ e +an)m1 +alm2+a3m3+ .......... .+anmn

f(M) = 0 + (A1) = f(A1)
pour M =Az; f(A2) = o, AAA +a; AA, +.......... +a,AA,
VM eE,f(M) = o, (MAz + A A)) + 2, MAz + 2y (MAz + A, A) ... +a,(MA2 +A,A )

=(o+a, +a;+ . +an)mz +alﬁl+a3§0\3+ ............. +a, AA,

=0+ f(A2)

VM € E on af(M) = f(Az)

De facon plus générale en fixant un point quelconque du plan
Posons M =P

f(P) = alﬁl +a2ﬁz T +a, PAn

par la relation de Charles on a :

f(M) = o, (MP + PAL) + @, (MP + PA2) + ..o . +a, (MP + PAs)
= MP(ct, + &) + oo e +a,)+f(P)

f(M) = f(P) qui est indépendante de M
* pour

o+, gt +a, #0alors3!G e E telque a1@1+a2@2+ ......... O{nG—An:a

Or f(G) = &,GA+ ,GAs + oo . +a, GA, donc f (G) = 0
Ainsi pour tout point M ¢ E
Ona: f(M) = &, (MG +GA:) + a, (MG + GAs) +........... +a, (MG +GA,)

= (0 + A+ e, +0{n)|\/|—G:+f(G)

(M) = MG(Yar,)

Montrons que f est une bijection :

f:E—>V
M f(M) =) o, MA

i=1

n -
Casou Z“i # 0, prouvons que f est une bijection de E sur V soit v € & résolvons I'équation
i=1

d'inconnue M € E, f(M) gy



e Lorsque v=0 alors f(M) = Ve f(M) =0

Si Zn:ai =0 alors A'1GeE/G = bary{Ai ,ai}et f(G) =0 donc I'ensemble solution est dans
i=1

ce cas un singleton
Si Z“i =0,onaf(M)=f(P) = alﬁl +a2ﬁz F e e +anﬁn — PP’ ouPest le point

i=1

fixé et P' I'extrémité du vecteur alors f(M) = O = PP'=0 < P'= P donc I'ensemble solution
est le singleton {P}

e Lorsque V#O ona:

- pour Zn:ai =0 alors f(M) est indépendant de M donc f(M) = v alors
i=1

QPA +ay PA2 + o +a,PAn =V

Alors P est lI'unique point vérifiant cette équation pour Z“i 0 onaf(M)= WG(Z a,)

i=1 i=1

Alors f(M) = v & W{Zai] =V

i=1

-

M—sz 1

n | T \7=VV
Zai Z“i
i=1

i=1

Comme W est constant (car v et nl sont constants) alors 3!'M e E tel que MG =w d'ol

Z“i

i=1

I'équation : f(M) = vV n'admet qu’une solution.

Conclusion :

Dans tous les cas I'équation f(M) = v n'admet qu'une seule solution. On dit alors que f est une
bijection de C sur V.

Exemple

A, B et C étant 3 points non alignés du plan

détermine la nature de(I') tel que : {M €P ; /|| 2MA — MB + BWH = ||E||}
Solution

Déterminons la nature de () tel que : {M e 5/ || 2MA — MB +3MC|| = ||4B|}

Posons f(M) =2 MA—MB +3MC , la fonction vectorielle de Leibniz associé au systeme {(A ;
2);(B;-1);(C,3)}ou2-1+3=4+#0



Comme 4 # 0, G existe uniquement tel que f(G) = oet f(M) = 2(
MG + GA) — (MG +GB) + 3(MG + GC) = 4MG Ainsi

100 ] 1] - ] < 4] - [ o ] - £ ] = v - e
Ainsi (y)est un cercle de centre G et de rayon r = %AB
IVV-Eonction scalaire (au numerigue) de Leibniz :
1) Définition :
On appelle scolaire de Leibniz associée au systeme {(Ai; ¢;) } (1<i<n)
L'applicationg=E — R
M i=>g(M)= ,MA? +a,MA? +............. +a,MA? :Zn:aiMAf

i=1

Propriétés :
% Si Y, a; =0 alors pour tous points Met N ona:
g(M) = 2MN.V + g(N) Ou V = F(N) est un vecteur constant et f la
fonction vectorielle de Leibniz associé au systéme au systéme (4;a;)1<i<n
% SiYi—,a; #0,soit G le barycentre du systéme (A;.@;)1<i<n, POUr tout point
Mona:g(M) = (XL, a;))MG? + g(M) formule de Leibniz.
2) Lignes de niveau de ’application M = Y™ , a;MA,> :
Soit k un nombre réel. On appelle ligne de niveau k de I’application g: M ~
n . a;MA;* I’ensemble S des points M de P ou de E tels que g(M) = k
% Si Y, a; =0 alors pour tous points Met N ona:
g(M) = 2MN.V + g(N) dou g(M) = k © 2MN.V + g(N) = k
= —2NM.V =k

— N)—k
NM.V:&

Soit I le point telque (N, I) est un representant d’origine N du vecteur V.

NM.V = NM.NI = %
Soit H le projété orthogonal du point Msu la droite (N1) on a alors NM.NI =
NH x NI = NH x NI = 20~ = Nf = £00°¢

Donc la ligne de niveau k de I’application g est :
- Une droite de vecteur normalV/, et passant par le point H tel que :

NH = g(N)-k
T 2NI

dans le plan 2.
- Un plan de vecteur normal le vecteur v, passant par le point H tel que
NH = g( )

Si Yiu,a; #0, 50|t G le barycentre du systeme (A;.a;)1<i<p ONA:
gM) = L a)MG? + g(6)

dans I’espace E.

K/
°e



gM) =k e (Z a)MG?* + g(G) =k

=1
n
k—g(G
Zai)MGZ — k—g(6) = Mg? = £ =9

i=1 =11

Posons y = <9)

i=1%i
- Siy < 0alors MG? =y impossible dans ce cas S = @
- Siy=0alorsMG? =y = MG* =0= MG = 0danscecas s = {G}
- Siy>o0alors MG? =y = MG = +/y dans ce cas
e Sestun cercle de centre G et de rayon +/y dans le plan P
e Sest une sphere de centre G et de rayon +/y dans I’espace E
Théoréme : si G est le barycentre du systeme {(A, a) ;(B,b) ; (Cc)}etgla
fonction scalaire de Leibniz associée a ce systeme on a :
vV M;g(M) = aMA? + bMB? + cMC? = (a+ b + c)MG?* + g(G)

Ou
g(M) = aMA? + bMB? + cMC? = (a + b + ¢)MG? + aGA? + bGB? +
cGC? et
5 5 , _ abAB? + acAC? + bcBC?
g(G) = aGA* + bGB* + cGC* =
a+b+c
Evaluation :

Soit ABC un triangle équilatéral tel que AB = 4 .déterminer puis construire :
a) L’ensemble S’ des points M du plan tels que MA? — 2MB? + 3M(C? =
25.
b) L’ensemble S des points M du plan tels que 2MA? — 2MB? — MC? =
20.

3) Lignes de niveau de ’application M — % avec A et B des points distincts de P

oudekE:
A et B étants deux(2) points distincts de P ou de E, et k un réels k > 0 la ligne de

niveau k de I’application M +~ % est I’ensemble(S) des points M de P ou de E tels
que YA~ k.
MB
% Sik = 1alors Z—;l:l:MAzMB.
- Dans le plan, P, I’ensemble (S) des points M tels que MA = MB est le
plan médiatrice du segment [AB].

- Dans I’espaceE, I’ensemble (s) des points M tels que MA = MB est le
plan médiateur du segment[AB].

X Sikilalorsﬁzk:MAszB
= MA? = k?MB? = MA? — k?MB? =0
= (MA - kMB).(MA+ kMB) =0
k+1=>1—-k#0etl+k=+0

10



Soit G, le barycentre de (4; 1)et (B; —k) = G,A —kG,B =0
G, le barycentre de (4; et (B; k) = G,A + kG,B = 0
Ona:((MGy + GiA— kMG, — kG,B).((MG, + G,A + kMG, — kG,B) = 0
(1 - K)MG,(1 + k)MG, = 0
(1-k)(1+ k)MG,.MG, =0 = MG,.MG, =0
- Dans le plan P I’ensemble (S) des points M tels que TG{W =0

est le cercle de diamétre G, G,.
- Dans I’espace E I’ensemble (S) est la sphére de diametre G,G,.

Evaluation : soit A et B deux points du plan tel que AB = 6 determine et
construire I’ensemble (S) des points M de P tels que Z—g = 3.

Solution :
MA

m=3:>MA=3MB:>MA2 = 9MB? = MA? —9MB? =0
(MA-3MB).(MA+3MB) =0
Soit G, le barycentre de (4, 1); (B, —3) et
G, le barycentre de (4, 1); (B, 3)
(—2MG, + G, A —3G,B).(4MG, + G,A+3G,B) =0
—2MG,.4MG, = 0; —8MG,.MG, = 0
MG,.MG, = 0 = le triangle MG, G, est rectangle en M.
L’ensemble solution Sdes points M solution est le cercle de diamétre G,G.
Ona:G,A—3G,B=0=G,A—3GA—34E=0
—2G,A —34B = 0= —2G,A = 34B
—_— 3—>
AG; ==-AB
—_— —_— — 1—2> —_— — -
G,A+3G,B=0=G,A+3G,A+3AB =0
—_— —_— —_— _— _— 3—>
4G,A = —3AB = —4AG, = —3AB = AG, = 7 AB
Théoréme : soit A et B deux points distincts du plan et I le milieu de [AB]
pour tout point M du plan M4 + MB = 2M]

V- Produit scalaire et médiane d’un triangle :
1) Triangle équilatéral

AB=AC=BC et A=B=C =60°
A I Milieu de [BC]
Al Médiane de [BC]

Ona:||4B| = ||AC||=2Al et IC +1B=0

a2l
/77
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2) Triangle isocele en A

~

AB = AC et B=C

A | Milieu de [BC]
Al Médiatrice de [BC]
Ona:AB +AC=2Al et IC +IB=0
ABAC = AB?+ AC*— BC?
C ] B
3) Médiane d’un triangle quelconque
A A’ Milieu de [BC]

B’ Milieu de [AC]
C’ Milieu de [AB]

(0Y C
G centre de gravité du triangle ABC
S Ona:
AG=ZAA’ ; BG=:BB’; CG=-CC’
C 'y B _NB : Pour un triangle isocele, on a AG = %AA’

4) Théoreme de la mediane

Soit ABC un triangle quelconque et | milieu de [BC]

A

12



a- Premiere énoncée de la médiane

2

AB
MA? + MB? =2MI? + —

b- Deuxiéme énoncée de la médiane

- AB?
MA e« MB = MIZ—T

c- Troisieme énoncée de la médiane

MA? — MB? = Ml « 4B
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