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BARYCENTRES : 
 

I- Introduction :  

 

Dans ce qui suit nous faisons allusions au point dans un ensemble noté souvent E où est 

définit un produit scalaire et appelé espace affine à une dimension (de repère (o; )i  par 

exemple) où tout point est du type A(xA), à 2 dimensions (de repère (o, ), ji par exemple) où 

tout point est du type A(xA ; yA) ou a 3 dimensions (de repère (o, ),, kji par exemple) où tout 

point est du type A(xA ; yA ; zA)…….. cet espace affine sera toujours associé à un espace 

vectoriel (ensemble non vide particulier dont les éléments sont des vecteurs munis d'une 

base).  

 

II- Rappels :  

 

 Dans un espace affine les points A, B, C sont alignés lorsqu'il existe k є R* unique tel 

que ACkAB   on dit que B a pour abscisse k dans le repère de graduation d'origine 

A et de point unitaire C. 

 

 Lorsque cette condition n'est pas remplie, les points A, B, C ne sont pas alignés on dit 

alors qu'ils sont coplanaires et déterminent toujours un repère du plan. En fixant A le 

repère est ( 𝐴  ;  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗  ;   𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) 

 

 Dans tous les cas :  

- La relation de Charles est vérifiée  par : 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  =  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  
 

- d (A,B) =  ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = √𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗2 = 𝐴𝐵 ;   alors 𝐴𝐵2 = 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗2    

 

 

III- Barycentre d'un système de points :  

 

1) Système de points pondérés :  

                                                                                                                                                         

On appelle système de point pondérés tout ensemble du type :                                                                                                                                                        

{(𝐀𝟏, 1 ) , (𝐀𝟏 ;  2 ); … ; (𝐀𝐧;  𝛂𝐧) }  où les Ai   sont  les points d’un espace  affine et les             

 i sont des nombres réels appelés  coefficients de pondération. Chaque  i est appelé 

coefficient de pondération.  

 

2) Barycentre de deux points pondérés  

 

On appelle barycentre du système de points pondérés{(A ;   ) ; (B ;   )},  l'unique point G 

s'il existe tel que : 𝛼𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝛽𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  0⃗                         

En fixant A on a : 𝛼𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝛽( 𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) =  0⃗     ( 𝛼 + 𝛽)𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  −𝛽𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗   𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗  = −𝛽
𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝛼 +  𝛽
        

Avec  𝛼 +  𝛽 ≠ 0   𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗  = 𝛽
𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

𝛼 +  𝛽
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Ainsi si G est le barycentre de {(A ; ) ; (B ;  )} ; Alors  A, B et G sont alignés, et G a pour 

abscisse 
𝛽

𝛼 +  𝛽
   dans la graduation  de repère (A ;  B). 

 

Construction du barycentre de deux points pondérés :  

 

Détermine puis Construire le barycentre G (s'il existe) dans chacun des cas suivants :  

 

a- {(A ; 5) ; (B ; 2)} 

b- {(A ; 3) : (B ; -8)} 

 

 

Solution 

 

a-   G = {(A ; 5) ; (B ; 2)}  

 

5  + 2 = 7 ≠ 0 alors G existe et  𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗  = 
2

7
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗                              
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a- G = {(A ; 3) ; (B ; −8)} 

3 – 8 = − 5 ≠  0 donc il existe un unique point G tel que 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  
8

5
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
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3) Barycentre de trois points pondérés  

On appelle barycentre de trois points pondérés affectés au  système :                                                            

{(A ; ) ; (B ;  ) ; (B ; γ)} l'unique point (s'il existe) G tel que : α𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝛽𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝛾𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  0⃗  

 

En fixant A on a : α(𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗) +  𝛽(𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗) +  𝛾(𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) =  0⃗  
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<=> 𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  
𝛽

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  

𝛾

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗   avec ( 𝛼 +  𝛽 +  𝛾 ≠ 0 ) 

 

Construction du barycentre de trois points pondérés :  

 

Détermine puis construire le barycentre G dans chacun des cas suivants :     

 

a- G = Bary {(A ; −3) ; (B ;  −2) ; (C ;  3)} 

 

b- G = Bary {(A ;  1) ; (B ; −2) ;  (C ;  1)} 

Solution : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a-G = Bary {(A ; -3) ; (B ; -2) ; (C ; 3)} 

 

(−3) + ( − 2 ) + ( 3 ) = − 2 ≠  0  , alors G existe. 

 

On a : −3𝐺𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 2𝐺𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 3𝐺𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  0⃗  
 

 = >𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  
− 2

− 3 −2 + 3
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  

3

− 3 −2 + 3
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

= >𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  
− 2

 −2 
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ +  

3

 −2 
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

= >𝐴𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ =  𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ − 
3

 2 
𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

 

                                                               A                                   G 

 

 

 

 

 

 

 

                                          C                                       B 

 

b- G = Bary {(A ; 1) ; (B ; -2) ; (C ; 1)} 

 

( 1 ) + ( − 2 ) + ( 1 ) = 0  , alors G n’existe pas. 
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4) Barycentre de n points pondérés :  

a- Définition :  

 

On appelle barycentre de n points pondérés du système :                                                                                               

{A1 ;  1) ; (A2 ;  2) ; (A3 ;  3)…. (An ;  n), le point G (s'il existe) tel que :                                             

 1 nnnn AGAGAGAGA  ;(.............33221  = 0) ou encore 



n

ii GA
1

0


  

Lorsque le plan est rapporté à un repère d'origine 0, en fixant cette origine on a : en fixant 0 

on a : OOAGOOAGOOAGO nni  )(....................)()( 221   

<=> OOAOAOAGO nnn   ............)...............( 221121  

)........( 21

2211

n

nn OAOAOA
OG








  

 

 

b) Coordonnées du barycentre de 3 points pondérés :  

 

Dans l'espace affine, le repère (o, ),, kji  considérons le système 

{(A1,  1) ; (A2,  2) ; (A3,  3)} tel que  1 +  2 +  3 ≠ 0 alors  ! G   tel que :  
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NB :  

 

D’une manière générale si A ;  B  et C sont 3 points affectés aux complexes 𝑍𝐴 ;  𝑍𝐵 et   𝑍𝐶  et 

soit G le barycentre affecté au complexe 𝑍𝐺  tel que 𝑍𝐺  bary = {(A, ) ; (B,  ) ; (C,  )}. 

On a : 𝑍𝐺  = 
𝛼𝑍𝐴+ 𝛽𝑍𝐵+ 𝛾𝑍𝐶

𝛼 + 𝛽 + 𝛾
 

 

5) Propriétés du barycentre de trois points pondérés :  

 

 Le barycentre G d'un système ne dépend pas de l'ordre dans lequel sont choisis ces 

points pondérés.  

 

Exemple: G = bary {(A, ); (B,  ); (C, )} 

                G = bary {(B,  ); (A, ); (C, )} 

                G = bary {(C, ); (B,  ); (A, )} 

 

 Le barycentre G d'un système ne change pas en multipliant ou en divisant chaque 

coefficient de pondération par une même constante non nulle.  

 

Exemple :∀ 𝑘 ∈  ℝ∗ on a G = bary {A, k ) ; (B, k  ) ; (C, k )} 

G = {(𝐴  ;   
𝛼

𝑘
)  ;  (𝐵  ;   

𝛽

𝑘
)  ;    (𝐶  ;   

𝛾

𝑘
)} 

 Le barycentre G d'un système ne change pas lorsqu'on remplace dans le système un 

certain nombre de points pondérés par leur barycentre partiel G' à condition que ce 

dernier soit affecté de la somme partielle des coefficients de pondération partielle 

considérée.  

 

Exemple : bary {(A, ) ; (G',  + +   0)} 

 

Remarque :  

 

- Le barycentre G d'un système du type :                                                                                             

{(A1 ; ) ; (A2, ) ; (A3, ) ;… (An ; ) avec  ≠ 0} est appelé isobarycentre. 

- Coordonnées barycentriques : tous les N uplets de réels du type :                                                                                             

( 1,  2,  3,………  n) tel que  1 + 2 + 3 +………….. + n ≠ 0 sont appelés 

des coordonnées barycentriques.  

 

 

Exemple : (3, 5, -3, 2, 7) sont appelés coordonnées barycentriques car : 3 + 5 - 3 + 2 + 7 ≠ 0 

 

6) Ensemble des barycentres d'un système  

a) Barycentre de deux points pondérés :  

 

On se rappelle que pour le système {(A, ) ; (B,   )}   +   ≠ 0 on a : en fixant A on a : 

ABAG 














 

 G )(AB  
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Considérons les systèmes {A,  i) ; (B,  )} 1≤ i ≤ n  

Si  1 + 1 /!0  G  en fixant A on a : )(
11

1 ABGABAG 














 

Si /!0 222   G en fixant A on a : )(2

22

2
2 ABGABAG 















 

  

Si /!0   nnn G  en fixant A on a : ABAG
nn

n
n 

















  => )(ABGn   

D'où l'ensemble des barycentres des points A et B est engendré par la droite vectorielle (AB) 

donc cet ensemble est la droite affine passant par les deux points A et B.  

 

b) Barycentre de trois points pondérés :  

 

On a )(ABGABAG n

nn

n
n 


















 
Rappel : 

 {(A, ) ; (B,  ) ; (C, )} avec 0   et en fixant A, il existe un point  

G 





 GACABAG







 /  au plan A, B, C. 

 

Considérons les systèmes {(A,  i) ; (B,  i) : (C,  i)} 1≤ i ≤n 

Si /!0 1   Giii  en fixant A 

On a : 





 1

111111

1
1 GACAG








 au plan A, B, C 

Si   2222 !0 G / en fixant A  

On a 





 2

222

2

222

2
2 GACABAG








 au plan A, B, C 

Si /!0   nnnn G en fixant A on a :  







 n

nnn

n

nnn

n
n GACABAG








 au plan A, B, C 

D'où l'ensemble des barycentres des points A, B et C est engendré par le plan vectoriel                                                                                  

( ), ACAB . 

 

III-Fonction vectorielle de Leibniz associée à un système de points pondérés : 

 

Considérons le système de points pondérés {(A1,  1) ; (A2,  2) ; (A3,  3) on appelle 

fonction vectorielle de Leibniz associée à ce système (An ;  n) la fonction notée et 

déterminée par : f : E→ V 

M f(M) = 



n

i

nnii MAMAMAMA
1

2211 ........   

 Pour 0............321  n  on a :  
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Pour M = A1 => f(A1) = nn AAAAAAAA 1313212111 ...............    

                           f(A1) = nn AAAAAA 1313212 ......................    

Or par la relation de Charles on a :  

nn AAMAAAMAAAMAMAMfEM 113113211211 (...............()()(,   )  

= (
nnn AAAAAAMA 13132111321 ...........)...................    

f(M) = 0 + f(A1) = f(A1) 

pour M = A2 ; f(A2) = 
nn AAAAAA 2323121 ..........    

EM  , f(M) = )(..........)()( 223223221221 nn AAMAAAMAMAAAMA    

= (
nnn AAAAAAMA 23231212321 .............).............    

= 0 + f(A2) 

EM  on a f(M) = f(A2) 

De façon plus générale en fixant un point quelconque du plan  

Posons M = P  

f(P) = nn PAPAPA   ..................2211  

par la relation de Charles on a :  

f(M) = )(..............)()( 2211 nn PAMPPAMPPAMP    

= )().....................( 21 PfMP n    

f(M) = f(P) qui est indépendante de M  

* pour 

0.........!0............ 2211321  nnn GAGAGAtelqueEGalors   

Or f(G) = nn GAGAGA   .............221  donc f (G) = 0  

Ainsi pour tout point M   E 

On a : f(M) = )(............)()( 2211 nn GAMGGAMGGAMG    

= )().............( 21 GfMGn    

f(M) = 


n

i

iMG
1

(  ) 

 

 

 

 

 

 

Montrons que 𝑓 est une bijection :  

 

 

𝑓 : E → V 

    M   f(M) = 


n

i

ii MA
1

  

Cas où 



n

i

i

1

0 , prouvons que f est une bijection de E sur V soit v  résolvons l'équation 

d'inconnue vMfEM  )(,  
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 Lorsque 0v  alors f(M) = 0)(  Mfv  

Si 



n

i

i

1

0  alors   0)(,/!  GfetAbaryGEG ii   donc l'ensemble solution est dans 

ce cas un singleton  

Si 



n

i

i

1

0 , on a f(M) =f(P) = '...............2211 PPPAPAPA nn    où P est le point 

fixé et P' l'extrémité du vecteur alors f(M) = PPOPPO  ''  donc l'ensemble solution 

est le singleton {P} 

 Lorsque ov   on a :  

- pour 



n

i

i

1

0  alors f(M) est indépendant de M donc f(M) = v  alors 

vPAPAPA nn   ..............2211  

Alors P est l'unique point vérifiant cette équation pour 



n

i

i

1

0  on a f(M) = 


n

i

iMG
1

)(   

Alors f(M) = vMGv
n

i

i 







 

1

  

wv
v

MG
n

i

i

n

i

i
























 11

1



 

Comme w  est constant (car 




n

i

i

etv

1

1



 sont constants) alors EM !  tel que wMG   d'où 

l'équation : f(M) = v  n'admet qu’une solution.  

 

Conclusion : 

Dans tous les cas l'équation f(M) = v  n'admet qu'une seule solution. On dit alors que f est une 

bijection de C sur V. 

 

 

 

 

Exemple 

 

A, B  et C étant 3 points non alignés du plan 

 détermine la nature de(Γ) tel que : {M  ∈ Ρ   ;  /‖ 2 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   −  𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   + 3𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖  =  ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖} 

 

Solution 

Déterminons la nature de ( ) tel que : {M  / ‖ 2 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗   −  𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   + 3𝑀𝐶⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ‖   =  ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ } 

Posons f(M) = 2 MCMBMA 3 , la fonction vectorielle de Leibniz associé au système {(A ; 

2) ; (B ; -1) ; (C, 3)} où 2 – 1 + 3 = 4 ≠ 0 
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Comme 4 ≠ 0, G existe uniquement tel que f(G) = o et f(M) = 2(

MGGCMGGBMGGAMG 4)(3)()   Ainsi 

ABMGABMGABMGABMGABMf
4

1

4

1
44)(   

Ainsi ( )est un cercle de centre G et de rayon r = AB
4

1
 

 

IV-Fonction scalaire (au numérique) de Leibniz :  

 

1) Définition :  

On appelle scolaire de Leibniz associée au système {(Ai ; )i } (1 ni  ) 

L'application g = E → R 

                             M  g (M) =   = 


n

i

ii MA
1

2  

 

Propriétés : 

 Si  ∑ 𝛼𝑖 =𝑛
𝑖=1 0 alors pour tous points 𝑀et 𝑁 on a : 

𝑔(𝑀) = 2𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑉⃗ + 𝑔(𝑁) Où 𝑉⃗ = 𝑓(𝑁)⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   est un vecteur constant et 𝑓  la 

fonction vectorielle de Leibniz associé au système  au système (𝐴𝑖;𝛼𝑖)1≤𝑖≤𝑛 

 Si ∑ 𝛼𝑖 ≠𝑛
𝑖=1 0, soit 𝐺 le barycentre du système (𝐴𝑖;𝛼𝑖)1≤𝑖≤𝑛  pour tout point 

𝑀on a : 𝑔(𝑀) = (∑ 𝛼𝑖)𝑀𝐺2 + 𝑔(𝑀)𝑛
𝑖=1  formule de Leibniz. 

2) Lignes de niveau de l’application 𝑴 ↦ ∑ 𝜶𝒊𝑴𝑨𝒊
𝟐𝒏

𝒊=𝟏  : 

Soit 𝑘 un nombre réel. On appelle ligne de niveau 𝑘 de l’application 𝑔: 𝑀 ↦

∑ 𝛼𝑖𝑀𝐴𝑖
2𝑛

𝑖=1  l’ensemble 𝑆 des points 𝑀 de 𝒫 ou de 𝐸 tels que 𝑔(𝑀) = 𝑘 

 Si  ∑ 𝛼𝑖 =𝑛
𝑖=1 0 alors pour tous points 𝑀et 𝑁 on a : 

𝑔(𝑀) = 2𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑉⃗ + 𝑔(𝑁) d’où 𝑔(𝑀) = 𝑘 ⇔ 2𝑀𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑉⃗ + 𝑔(𝑁) = 𝑘 

                                                                                = −2𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑉⃗ = 𝑘 

𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑉⃗ =
𝑔(𝑁) − 𝑘

2
 

Soit 𝐼 le point telque (𝑁, 𝐼) est un representant d’origine 𝑁 du vecteur 𝑉⃗ . 

𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑉⃗ = 𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑁𝐼⃗⃗ ⃗⃗ =
𝑔(𝑁) − 𝑘

2
 

Soit 𝐻 le projété orthogonal du point 𝑀su la droite (𝑁𝐼) on a alors 𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗. 𝑁𝐼⃗⃗ ⃗⃗ =

𝑁𝐻̅̅̅̅̅ × 𝑁𝐼̅̅̅̅ ⇒ 𝑁𝐻̅̅̅̅̅ × 𝑁𝐼̅̅̅̅ =
𝑔(𝑁)−𝑘

2
⇒ 𝑁𝐻̅̅̅̅̅ =

𝑔(𝑁)−𝑘

2𝑁𝐼̅̅̅̅
 

Donc la ligne de niveau 𝑘 de l’application 𝑔 est : 

- Une droite de vecteur normal𝑉⃗ , et passant par le point 𝐻 tel que : 

𝑁𝐻̅̅̅̅̅ =
𝑔(𝑁)−𝑘

2𝑁𝐼̅̅̅̅
 dans le plan 𝒫. 

- Un plan de vecteur normal le vecteur 𝑉⃗ , passant par le point 𝐻 tel que 

𝑁𝐻̅̅̅̅̅ =
𝑔(𝑁)−𝑘

2𝑁𝐼̅̅̅̅
  dans l’espace  𝐸. 

 Si  ∑ 𝛼𝑖 ≠𝑛
𝑖=1 0, soit 𝐺 le barycentre du système (𝐴𝑖;𝛼𝑖)1≤𝑖≤𝑛  on a : 

 𝑔(𝑀) = (∑ 𝛼𝑖)𝑀𝐺2 + 𝑔(𝐺)𝑛
𝑖=1   

22

22

2

11 ............. nnMAMAMA  
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𝑔(𝑀) = 𝑘 ⇔ (∑𝛼𝑖)𝑀𝐺2 + 𝑔(𝐺)

𝑛

𝑖=1

= 𝑘 

∑𝛼𝑖)𝑀𝐺2 = 𝑘 − 𝑔(𝐺)

𝑛

𝑖=1

⇒ 𝑀𝐺2 =
𝑘 − 𝑔(𝐺)

∑ 𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1

 

 

Posons 𝛾 =
𝑘−𝑔(𝐺)

∑ 𝛼𝑖
𝑛
𝑖=1

 

- Si 𝛾 < 0 alors 𝑀𝐺2 = 𝛾 impossible dans ce cas 𝑆 = ∅ 

- Si 𝛾 = 0 alors 𝑀𝐺2 = 𝛾 ⇒ 𝑀𝐺2 = 0 ⇒ 𝑀𝐺 = 0 dans ce cas 𝑠 = {𝐺}  

- Si 𝛾 > 0 alors 𝑀𝐺2 = 𝛾 ⇒ 𝑀𝐺 = √𝛾 dans ce cas 

 𝑆 est un cercle de centre 𝐺 et de rayon √𝛾 dans le plan 𝒫 

 S est une sphère de centre 𝐺 et de rayon √𝛾 dans l’espace 𝐸 

Théorème : si 𝐺 est le barycentre du système {(A, a) ;(B, b) ; (C c)} et 𝑔 la 

fonction scalaire de Leibniz associée à ce système on a :                  

∀ 𝑀; 𝑔(𝑀) = 𝑎𝑀𝐴2 + 𝑏𝑀𝐵2 + 𝑐𝑀𝐶2 = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑀𝐺2 + 𝑔(𝐺) 

Ou  

 𝑔(𝑀) =  𝑎𝑀𝐴2 + 𝑏𝑀𝐵2 + 𝑐𝑀𝐶2 = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑀𝐺2 + 𝑎𝐺𝐴2 + 𝑏𝐺𝐵2 +

𝑐𝐺𝐶2 et  

𝑔(𝐺) =  𝑎𝐺𝐴2 + 𝑏𝐺𝐵2 + 𝑐𝐺𝐶2 =
𝑎𝑏𝐴𝐵2 + 𝑎𝑐𝐴𝐶2 + 𝑏𝑐𝐵𝐶2

𝑎 + 𝑏 + 𝑐
 

Evaluation : 

Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle équilatéral tel que 𝐴𝐵 = 4 .déterminer puis construire : 

a) L’ensemble 𝑆′ des points 𝑀 du plan tels que 𝑀𝐴2 − 2𝑀𝐵2 + 3𝑀𝐶2 =

25. 

b) L’ensemble 𝑆 des points 𝑀 du plan tels que 2𝑀𝐴2 − 2𝑀𝐵2 − 𝑀𝐶2 =

20. 

3) Lignes de niveau de l’application 𝑴 ↦
𝑴𝑨

𝑴𝑩
 𝒂𝒗𝒆𝒄 𝑨 𝒆𝒕 𝑩 des points distincts de 𝓟 

ou de 𝑬 : 

𝐴 𝑒𝑡 𝐵  étants deux(2) points distincts de 𝒫 ou de 𝐸, et 𝑘 un réels 𝑘 > 0 la ligne  de 

niveau 𝑘 de l’application 𝑀 ↦
𝑀𝐴

𝑀𝐵
 est l’ensemble(𝑆) des points 𝑀 de 𝒫 ou de 𝐸 tels 

que 
𝑀𝐴

𝑀𝐵
= 𝑘. 

 Si 𝑘 = 1 alors  
𝑀𝐴

𝑀𝐵
= 1 ⇒ 𝑀𝐴 = 𝑀𝐵. 

- Dans le plan, 𝒫, l’ensemble (𝑆) des points 𝑀 tels que 𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 est le 

plan médiatrice du segment [𝐴𝐵]. 

- Dans l’espace𝐸, l’ensemble (𝑠) des points 𝑀 tels que 𝑀𝐴 = 𝑀𝐵 est le 

plan médiateur du segment[𝐴𝐵]. 

 Si 𝑘 ≠ 1 alors 
𝑀𝐴

𝑀𝐵
= 𝑘 ⇒ 𝑀𝐴 = 𝑘𝑀𝐵  

⇒ 𝑀𝐴2 = 𝑘2𝑀𝐵2 ⇒ 𝑀𝐴2 − 𝑘2𝑀𝐵2 = 0 

⇒ (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ − 𝑘𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ). (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 𝑘𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 0 

𝑘 ≠ 1 ⇒ 1 − 𝑘 ≠ 0 𝑒𝑡 1 + 𝑘 ≠ 0  
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Soit 𝐺1 le barycentre de (𝐴; 1)𝑒𝑡 (𝐵; −𝑘) ⇒ 𝐺1𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑘𝐺1𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

𝐺2 le barycentre de (𝐴; 1)𝑒𝑡 (𝐵; 𝑘) ⇒ 𝐺2𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝐺2𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

On a : ((𝑀𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐺1𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 𝑘𝑀𝐺1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑘𝐺1𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). ((𝑀𝐺2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐺2𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑘𝑀𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 𝑘𝐺2𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 0 

(1 − 𝑘)𝑀𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  (1 + 𝑘)𝑀𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

(1 − 𝑘)(1 + 𝑘)𝑀𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑀𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ 𝑀𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑀𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

- Dans le plan 𝒫 l’ensemble (𝑆)  des points 𝑀 tels que 𝑀𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑀𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

est le cercle de diamètre 𝐺1𝐺2. 

- Dans l’espace  𝐸 l’ensemble (𝑆) est la sphère de diamètre 𝐺1𝐺2. 

Evaluation : soit 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 deux points du plan tel que 𝐴𝐵 = 6 determine et 

construire l’ensemble (𝑆) des points 𝑀 de 𝒫 tels que 
𝑀𝐴

𝑀𝐵
= 3. 

Solution : 
𝑀𝐴

𝑀𝐵
= 3 ⇒ 𝑀𝐴 = 3𝑀𝐵 ⇒ 𝑀𝐴2 = 9𝑀𝐵2 ⇒ 𝑀𝐴2 − 9𝑀𝐵2 = 0 

(𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ). (𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) = 0 

Soit 𝐺1le barycentre de (𝐴, 1); (𝐵,−3) et 

𝐺2 le barycentre de (𝐴, 1); (𝐵, 3) 

(𝑀𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐺1𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 3𝑀𝐺1

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  − 3𝐺1𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). (𝑀𝐺2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐺2𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 3𝑀𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 3𝐺2𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 0 

(−2𝑀𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐺1𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 3𝐺1𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). (4𝑀𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  + 𝐺2𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 3𝐺2𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) = 0 

−2𝑀𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 4𝑀𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0; −8𝑀𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑀𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 

𝑀𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  . 𝑀𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 0 ⇒ le triangle 𝑀𝐺1𝐺2 est rectangle en 𝑀. 

L’ensemble solution 𝑆des points 𝑀 solution est le cercle de diamètre 𝐺1𝐺2. 

On a : 𝐺1𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 3𝐺1𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐺1𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 3𝐺1𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

−2𝐺1𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ − 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ −2𝐺1𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐴𝐺1
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =

3

2
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

𝐺2𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 3𝐺2𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 0⃗ ⇒ 𝐺2𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 3𝐺2𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0⃗  

4𝐺2𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = −3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ −4𝐴𝐺2
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −3𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⇒ 𝐴𝐺2

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ =
3

4
𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Théorème : soit 𝐴 𝑒𝑡 𝐵 deux points distincts du plan et 𝐼 le milieu de [𝐴𝐵] 

pour tout point 𝑀 du plan 𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ + 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 2𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 

       V-    Produit scalaire et médiane d’un triangle :  

1) Triangle équilatéral 

                                                                             AB = AC = BC         et         𝐴̂ = 𝐵̂ = 𝐶̂  = 60° 

                                  A                                        I Milieu de [𝐵𝐶] 
                                                                             AI Médiane de [𝐵𝐶] 
 

                                                                            On a : ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = ‖𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ = 2AI  et    𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗   + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗  = 0⃗  
 

 

 

 

 

   C                              I                              B                                   
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2) Triangle isocèle en A 

AB = AC          et      𝐵̂ = 𝐶̂ 

                                                                               I Milieu de [𝐵𝐶] 
 

                                                                               AI Médiatrice de [𝐵𝐶] 
                               

                                                                            On a : 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ + 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗= 2AI  et    𝐼𝐶⃗⃗⃗⃗   + 𝐼𝐵⃗⃗⃗⃗  = 0⃗  
 

                                                                              𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗•𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 
𝐴𝐵2+ 𝐴𝐶2− 𝐵𝐶2

2
 

 

 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                    

3) Médiane d’un triangle quelconque 

                                                                      A’ Milieu de [𝐵𝐶] 
                                                                     B’ Milieu de [𝐴𝐶] 
                                                                      C’ Milieu de [𝐴𝐵] 
 

                                                                  G centre de gravité du triangle ABC 

                                                                                      On a :  

                                                             AG = 
2

3
AA’   ;    BG = 

2

3
BB’;   CG = 

2

3
CC’    

                                                             NB : Pour un triangle isocèle, on a AG = 
3

4
AA’    

 

 

                    

 

 

 

  

4) Théorème de la médiane 

 

Soit ABC un triangle quelconque et I milieu de [𝐵𝐶] 
 

A 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

C                                        I                                          B 

 

         

A 

B 
I 

C 

A 

B C 

G 

C’ 

A’ 

C’ 
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a- Première énoncée de la médiane 

 

𝑀𝐴2  +   𝑀𝐵2  = 2𝑀𝐼2  +  
𝐴𝐵2

2
 

 

b- Deuxième énoncée de la médiane 

 

𝑀𝐴⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ • 𝑀𝐵⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  =  𝑀𝐼2 − 
𝐴𝐵2

4
 

 

c- Troisième énoncée de la médiane 

 

𝑀𝐴2 − 𝑀𝐵2  = 𝑀𝐼⃗⃗⃗⃗  ⃗ • 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ 
 


