Fiche de Séquence

Classe : TSE Durée : 4H
Domaine : SMT Discipline : Mathématique
Theme : Barycentres

Compétences :

- Résoudre une situation probléeme
- Communiquer des messages en utilisant le langage et le symbolisme mathématique.

Composantes et manifestations :

- Diagnostiquer la situation probleme

- Mettre a I’essai des pistes de solution

- Sélectionner les donnés Mathématiques

- Participer a des échanges d’informations a Caractere Scientifique, mathématique ou
technologiques.

- Partager les informations relatives a la démarche Scientifique et mathématique.

Ressources Educatives

Ressources humaines : Professeurs ; éleves

Ressources Matérielles : tableau, livres, regle, équerre,

Stratégies d’animation : Travaux en groupes

Contenus :

I.  Rappels:
Points pondérés :

Soit ay, Oy ...... ,, des points du plans P ou de I’espace E et &, Q5 ...... ,a, des
nombres réels. Les couples (A;, al), (Ay, 0(2), ...... (A, O{n) sont appelées points
pondérés.
Lesréels a;, a; ...... , &, sont les coefficients de pondération.
L’ensemble {(Ap al)’ (Az: 0(2), ------ ( A, O{n) } noté aussi (Ai;ai)lsisrn est
appelé un systeme de points pondérées.
n
Le réel Z a;=a,+ a,*...... +a, est le poids du systeme (A,-;a,-)lg,-g,,
i=1
II.  Fonction vectorielle de Leibniz :

Définition : soit (Ai,.(xi)lsl-ﬁn un systeme de points pondérés du plan P ou de I’espace
E. On appelle fonction vectorielle de Leibniz associé au systéeme (A,-;a,-)lg,»s,,
I’application notée f qui a tout point M associe le vecteur



f=> a,MA=a, MA,+a,MA,+...+a, Mn.
i=1

Remarque : pour tous points M et N de Poude E f(M)-f(N|=(D_ a,) MN

. SiZal:Oalorsf(M)-]WhZaimi-Zaimi: a,(MA,-NA,)
i=1

i= i=1 i=1 i=1

:Ozf(M)=f(N)=>f est constante.

R

e Si Z a;#0 montrons qu’il existe un seul point M telque f|M |= V.
i=1

- n

f(M)Z\_} = Zaim,:\_}

i=1

Pour tout point O ona: Y, a;MA,;=Y. a,(MO+0A,)
i=1 i=1
fIM|=V <> a,MO+Y a,0A,=V
i=1 i=1
n n ZO’I-O_ZI»-‘_}
a,0M = a.OA.-\_}:OM=H—2festbijective

D’ou le théoreme suivant :
Théoréme :

n
 Si ). a;=0 alors la fonction vectorielle de Leibniz f est constante c'est-a-dire
i=1

—_—

il existe un vecteur V tel quey Me P ou E fIM ):\7 .

e Si Z a,;#0 alors I’application f est bijective.
i=1

Barycentre de n points pondérés:

n

Si z a,;#0 alors il existe un point unique G tel que f(G)zf) Ce point G est appelé le

i=1

barycentre du systéeme (A,-,.O(,-)1£ i<n donc le barycentre du systeme (A,-,.O(,-)lé i<n st

I’unique point G de P qu de E tel que Z aicTZ,.:()

i=1

>a,GA,+a,GA,+...a,GA,=0



IV.

V.

Remarque : si ;= a,=...... =a, avec a;#0 alors le barycentre G est appélé

isobarycentre ou encore le centre de gravité des points A;; A,;...... ; A, dans ce cas
a=aona:aGA+aGA,*+....... +aGA,=0
«|GA,+GA,+....+GA,|=0
|GA,+GA,+.....+GA,|=0

Evaluation : ABCD est un rectangle ; construire le barycentre G des points pondérés

|A,2];(B,2);[C;-2);(D,3)

Solution : 2+2-2+3=5#0 donc le barycentre G existe.

Soit I le barycentre de HA, 2];(B, 2)} (ona:2+2=%20)

Et soit J le barycentre de |(C, -2);(D, 3)| (ona:-2+3=1%0)

I est le milieu du segment | AB]
-2JC+3JD=0=-2JC+3(JC+CD)=0

-2JC+3JC+3CD=0=JC=-3CD
G est alors le barycentre de [T, 4);(J, 1)|
4GI+GJ=0;4GI+GI+1J=0
5GI=-T=1G=11)

Propriétés du barycentre :

¢ Si G est le barycentre du systéme (Al-;a,-)lg,»s,, alors pour tout réel y#0, G est
aussi le barycentre du systeme du systeme (Ai; yai)lg i<n

¢ Soit G le barycentre du systéme (Al-;ai)lgisn etk
Un entier naturel tel que 1<i<keta;+ a,*...... +a, 70
Si G' est le barycentre des points pondérés (Al, 0’1); (AZ’ 0(2),' ...... ,(Ak, ak)
alors Gest le barycentre du systeme {
G, at bt 5[ Ars @i (A, @) )

Repérage du barycentre :
1. Coordonnées du barycentre :

Soit (0; i; ) un repére orthonormé du plan P, (A, a;),.;., un systéme de
points pondérés de barycentre le point G. soit (X, ¥¢) les coordonnées de G
et (X;, y,-) les coordonnées de A; dans le repére (o; f;}') ona:
> a,GA=0=)_ a,(GO+0A,)=0
i=1 i=1
261'1‘6;4 Zaixi 20(,-)’,-
—— i:1 .

OG=— d’ou : Xc= s Y6~
2. q
i=1
Pareil pour I’espace E.

2. Affixe du barycentre :




Soit(0; i;j)un repére orthonormé du plan affine complexe. Soit G le
barycentre du systéme du systéme( Ai;a,-)lg,-én. z; I’affixe de A, et z; I’affixe de

n

Zaizi
N T _i=1
G dans le repére (o; i;j)onazg="—;

2.

i=1
Evaluation : on donne les point A(l, 2);B(- 1, 1);C(3, 4) dans un repére
orthonormé du plan. Calculer les coordonnées du barycentre G du systeme
A, -11;(B, 2[;(c, 3)
VI.  Eonction scalaire de Leibniz :
Définition : soit (Ai;ai)lgisn un systéeme de points pondérées du plans P ou de I’espace

E. On appelle fonction scalaire de Leibniz associée au systéme (Ai;ai)lgign
I’application g qui a tout point M de Pou E associe le nombre réel

g(M):Z aiMAiZ
i=1
Propriétés :
s Si Z a;=0 alors pour tous points Met N on a:
i=1

g|M|=2MN.V+g(N) OuV=f(N) estun vecteur constant et f la fonction

vectorielle de Leibniz associé au systéme au systéme (Ai;ai)lsign

n
% Si Z ai’LO,—seit—G—l%b&x-yeem-x%dAHy-s&éme (A,.;a,-)lg,.g,, pour tout point Mon
i=1
n

a:glM|=(>] a;)MG*+g(M) formule de Leibniz.

i=1

VII.  Lignes de niveau de I’application M+~ Z aMA

i=1
Soit k un nombre réel. On appelle ligne de niveau k de 1’application

g: MHZ o.M A’ I’ensemble S des points M de P ou de E tels que g|M|=k

i=1

o Si Za,:O alors pour tous points Met N on a:
i=1
g|M|=2MN.V+g(N)dot g([M|=k = 2MN.V +g(N|=k
=-2NM.V =k

NM.V =

gIN|-k
2

Soit I le point telque (N, I) est un representant d’origine N du vecteur V.

Soit H le projété orthogonal du point Msu la droite (3) on a alors
g(l\;)-kj g/N)-k

NH=>—
2NI

NM .NI=NH x NI= NH x NI=



Donc la ligne de niveau k de I’application g est :
- Une droite de vecteur normalV’, et passant par le point H tel que :

NH :M dans le plan P.

2NI
- Un plan de vecteur normal le vecteur V, passant par le point H tel que
NH = g(Nl— K dans I’espace E.
2NI

n
< Si a,#0, soit G le barycentre du systéeme (Ai.ai)lgign ona:
i y y ;
i=1

g(M,)=<z"lai>Mc2+g<c>

k-g(G)

)4 n
Posons
Z «;
i=1

- Siy<0 alors MG*=y impossible dans ce cas S=&
- Si y=0alors MG*=y=MG’*=0= MG =0 dans ce cas s={G|
- Siy>0 alors MG*=y= MG =+/y dans ce cas
e Sestun cercle de centre G et de rayon vy dans le plan P
S estune sphére de centre G et de rayon 'y dans I’espace E
Théoreme : si G est le barycentre du systeme {(A, a) ;(B,b); (Cc)} etgla
fonction scalaire de Leibniz associée a ce systéme on a :
V M;g/M|=aMA’+bMB’+cMC’=(a+b+c|MG*+g(G)

Ou
glM|= aMA®+bMB*+c MC’=|a+b+c|MG*+aGA*+bGB*+cGC” et
glGl= aGA2+bGBz+CGCz:abAB2+acAC2+chC2
at+b+c
Evaluation :

Soit ABC un triangle équilatéral tel que AB=4 .déterminer puis construire :
a) L’ensemble S’ des points M du plan tels que MA*-2 MB*+3 MC*=25.
b) L’ensemble S des points M du plan tels que 2 MA*-2 MB?- MC?=20.

MA
VIII. Lignes de niveau de I’application M Hﬁ avec A et B des points distincts de P_

oude E:



A et B étants deux(2) points distincts de P ou de E, et k un réels k>0 la ligne de

niveau k de I’application M Hﬁ—g est ’ensemble( S ) des points M de P ou de E tels

que k.

MB
MA
o Sik=1 ——=1= MA=MB.
Si alors VB
- Dans le plan, P, I’ensemble (S) des points M tels que MA = MB est le
plan médiatrice du segment |AB|.

- Dans I’espaceE, I’ensemble (s ) des points M tels que MA=MB est le
plan médiateur du segment| AB|.

o Sik#1 alors%ZkzMAZkMB
= MA’=k’ MB’= MA®-k* MB*=0
=(MA-k MB|.|MA+k MB|=0
k#z1 =1-k#0 et 1+k#0
Soit G, le barycentre de (A;1)et (B; -k|=G,A-kG,B=0
G, le barycentre de (A;1]et (B;k)=>G,A+kG,B=0
Ona:(MG,+G,A-kMG,-kG,B|.(|MG,+G,A+kMG,-kG,B|=0
1-k|MG,(1+k|M G,=0
1-k|[1+k|MG,.MG,=0=>MG,.MG,=0
- Dans le plan P I’ensemble (S) des points M tels que 1\751.1\752:0
est le cercle de diamétre G, G,.

- Dans I’espace E I’ensemble (S) est la sphére de diamétre G, G,.

Evaluation : soit A et B deux points du plan tel que AB=6 determine et

MA
construire I’ensemble (S ) des points M de P tels que ﬁz?).

Solution :

%:33MA=3MB=>MA2:9MBZ:>MA2-9MBZ=O

|MA-3MB|.|MA+3MB|=0
Soit G,le barycentre de (A,1];(B,-3) et

G, le barycentre de (A,1);(B,3)

|MG,+G,A-3MG,-3G,B|.[MG,+G,A+3MG,+3G,B|=0

-2MG,+G,A-3G,B|. (4MG,+G,A+3G,B|=0

—_— —_—

-2MG,. 4AMG,=0; -8MG,. MG,=0



MG,. MG,=0= le triangle M G, G, est rectangle en M.

L’ensemble solution Sdes points M solution est le cercle de diametre G, G,

Ona: G,A-3G,B=0=>G,A-3G,A-3AB=0

G,A+3G,B=0=G,A+3G,A+3AB=0

4G2A=-3K§:-4AG2:-3K’B:/TG’Z=%KI§
Théoreme : soit A et B deux points distincts du plan et I le milieu de

| AB| pour tout point M du plan MA + MB=2 MI



