Barycentres

Barycentres

OBJECTIFS :
Ce chapitre vise a :
* réinvestir les notions vues en classe de premieére ;

étendre I’étude de I’outil barycentre & un nombre quelconque de points dans le plan et dans
I’espace;

» Détermine des lignes et surfaces de niveaux et les construis.

Commentaires

En premiére, I’étude de I’outil barycentre s’est limitée a quatre points.

En Terminale cette étude s’étend a un nombre quelconque de points, mais dans la pratique on
se limitera a quatre points. Il ne s’agit pas pour le professeur de refaire le cours de premiére,

mais d’utiliser les acquis de cette classe pour la génération des propriétés. En particulier la

détermination et la construction dans le plan des lignes de niveau de I’application M “&—’;

vues en classe de premiére pourront étre réinvesties.

On se référera aux exemples pris dans le domaine de la statistique de la mécanique, etc. aucune
théorie n’est faite quant a 1’utilisation du symbole X qui n’est qu’une simple notation. Dans la
pratique on utilisera plutdt une notation du type a;MA; +a,MA, +.... + a, MA,. Le produit
vectoriel n’est pas au programme.

Volume horaire : 10 heures

SAVOIRS SAVOIR-FAIRE
« Barycentre de n points pondérés  Réduire
n
Réduction de : Z a; MA;
- i=1
z a; MA;
i=1
* Réduire
Réduction de: -
n Z a; MA?
z a; MA? i=1
i=1
» Ligne de niveau de I’application : » Détermine les lignes et surfaces de
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M - Mes (m; W/I_B”)
« définition
* Propriétés

niveaux des applications du type :
n

M z a; MA?
i=1

MA
M -—
MB

« Construis dans le plan les lignes de
niveau de I’application
n

M z a; MA?
i=1
« Détermine et construis une ligne de

niveau de I’application
M - Mes (m; W)

Remarques et suggestions

En pratique, on utilisera au plus 4 points pondérés. Les nombres complexes peuvent étre
réinvestis dans cette partie a I’occasion des exercices.
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I- Barycentre d'un systeme de points :

1) Systéme de points pondérés :
On appelle systéme de point pondérés, tout ensemble du type :
{(A;, 1), (As; az); ...; (Ap; ay) } oules A; sont les points d’un espace affine et les
a; sont des nombres réels appelés coefficients de pondération.

Avec (a; + ay +++ a, #0)

2) Barycentre de deux points pondérés
On appelle barycentre de deux points pondérés tout ensemble du type : {(A;a; ); (B; ay)}et

I’unique point G s'il existe tel que : 0, GA + a,GB = 0 .EnfixantAona:

a2

0,GA+ o,(GA+ AB) =0 © (oy +a,)GA = —a,AB ©AG= AB
1 2 1+ 2

o1 + ap
Avec (a; + a, #0)

Ainsi si G est le barycentre de {(A; oy ); (B; ay)} ; Alors A; B et G sontalignés, et G a

pour abscisse —2_ dansla graduation de repere (4; B).
a1 + ap

3) Barycentre de trois points pondérés

On appelle barycentre de trois points pondérés tout ensemble du type
{(A; a)); (B; ap); (C; az)} etl’unique point G s'il existe tel que :
a,GA + a,GB + a3GC = 0. Enfixant Aona:

0y (GA + A4) + o,(GA + 4AB) + a3(GA+ AC)= 0

an a2 1B a3

<=> = AC
AG Wt ot o O(1+O(2+O(3AC AVeC((X1+(X2+a3¢0)

4) _Coordonnées du barycentre de 3 points pondérés :

Dans I'espace affine (0 ; T; J; E) , on considére les points A (;2) ; B (;Z) ; C (;g) etG (;g)

Soit le systtme G = bary{(A ; ay); (B ; a); (C; az)}telque:oy + ay + oz # 0

|
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_ Xxgq+ apxp +azxc
- a; + ap + a3
Les coordonnées du barycentre G affecté a ce systéme est: et
_ WYyut ayptazye
kyG - aq + 05} + as

D’une maniére générale si A ; B et C sont trois points d’affixes respectives Z, ; Zy ; Z, etsi G
est le barycentre d’affixe Z;; tel que Z; = bary{(A ;ay); (B ;a3); (C ;a3)}, alorsona:

_ a1Zp4+aZp+azZe

Zg
ayp + ax+asz

5) Propriétés du barycentre de trois points pondérés :

Propriété 1 : Le barycentre G d'un systeme ne dépend pas de I'ordre dans lequel sont choisis
ces points pondérés. C’est-a-dire :

G=hary{(A; a;); (B; ap); (C; az)} ©
G=hary{(A; a); (B; ay); (C; az)} ©

G=hary{(C; a3); B; ay); (A; ap)}

Propriété 2 : Le barycentre G d'un systéme ne change pas lorsqu’on multiplie ou lorsqu’on
divise chaque coefficient de pondération par une méme constante non nulle.

C’est-a-dire:Vk € R*Ona:
G=hary{(A; a;); B; ap); (C; az)} ©

G =bary{(A ; kay); (B ;kay); (B ; kaz)} &

c=((1:%) (%) (c: )

Propriété 3 : Le barycentre G d'un systéeme ne change pas lorsqu'on remplace dans le systéme
un certain nombre de points pondérés par leur barycentre partiel G" a condition que ce dernier
soit affecté de la somme partielle des coefficients de pondération partielle considérée.

C’est-a-dire :
G =hary{(A; 0;); (B; az); (C; a3); (D ; a)}®
G=bary{(4; a1); (G'; ay + a3 + ay)}

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 11. Barycentres. Page 663



Barycentres

6) lsobarycentre

Tout barycentre G d'un systéme du type : {(A; a); (B; «); (C ;«)} avec @ # 0 est appelé
isobarycentre.

NB : Dans le cas de I’isobarycentre, le point G est toujours le centre de gravité du
triangle ABC.

I1- Fonction vectorielle et scalaire de Leibniz

1) Fonction vectorielle de Leibniz

On appelle fonction vectorielle de Leibniz, toute fonction f définie de E vers V par :
f(M) = ?:1 a,-MAi = alMA1 + azMAZ + a3MA3 + . + anMAn.

NB : Pour tout point M € E tel que G = bary{( Ay; a1); (4z; az); (A3 03); e (Ay 5 @)}
ona:f(M)=3" a;(MG)+f(G)=(ay+ ay+ az+ ... + a, MG + f(G) avec

f(G):a1GA1 + azGAz + agcAg + . + anGAn

2) Fonction scalaire ou numérigue de Leibniz

On appelle fonction scalaire de Leibniz, toute fonction f définie de E vers V par :
f(M) =YY", a; MA? = a;MA? + a,MA%2 + az;MA%2 + ... + a,MA?

NB : Pour tout point M € E tel que G = bary{( A;; a1); (455 az); (A3 az); .. (An s o)}
ona:f(M)=Y",a;MG?> +f(G)=(ay + a,+ az+ ....... + a, )MG? + f(G).

Ainsi pour le barycentre G de 3 points pondérés {(A ; a;); (B ; az); (C; a3); (D ; ay)},

(a1 az)ABZ-I- (a1 a3)ACZ + (az ag)BCZ
a1+ az+ az

Ona: f(G)=
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I11-Barycentre et ensemble des points

1) Cercle de centre G et de rayon k

Pour un cercle de centre G et de rayon k, ona: MG = k (avec k € RY)
NB :

- Si k=0, alors I’ensemble cherché est le singleton G.
- Si k< 0,alors I’ensemble cherché est vide.

2) Cercle de diamétre [AB]

Pour un cercle de diamétre [AB], ona: MA « MB =0

3) Médiatrice du segment [AB]

Pour la médiatrice du segment [AB],ona: MA = MB

4) Parallélisme a la droite (AB) et passant par un point C.

Pour la paralléle a la droite (AB) et passant par un point C, on a: MC = kAB (avec k € R} )

5) Perpendicularité a la droite (AB) et passant par un point C.

Pour la perpendiculaire a la droite (AB) et passant par un point C, on a: AC+AB=k
(avec k € RL)

1V- Lois de la médiane dans un triangle :

1) Triangle équilatéral

A AB=AC=BC et A=B=C =60°

I Milieu de [BC]

Al Médiane de [BC]

Ona:|[4B| = ||AC||=2Al et IC +IB=0

c Vim
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2) Triangle isocele en A

AB = AC et B=C

I Milieu de [BC]
A
Al Médiatrice de [BC]
Ona:AB +AC=2Al et IC +IB=0
C [ ] B

—— — AB%*+ AC?-BcC?
| AB*AC = —

3) Médiane d’un triangle guelconque

A A’ Milieu de [BC]
B’ Milieu de [AC]
B C ¢’ Milieu de [4B]
G
B
C N

G centre de gravité du triangle ABC
2 2 2
Ona:AG=ZAA' ; BG=3BB; CG=3CC

. L 3
NB : Pour un triangle isocele, on a AG = ZAA'
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4) Théoréme de la médiane

Soit ABC un triangle quelconque et | milieu de [BC]
A

c I B

a- Premiére énoncée de la médiane

2
MA? + MB? =2MI® + A%

b- Deuxiéme énoncée de la médiane

AB?

MA « MB = MI? — :

c- Troisieme énoncée de la médiane

_— ——

MA? — MB? = MI « AB
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Exercices

Construction de barycentre de deux et trois points pondérés

- 1) Détermine puis Construis le barycentre G (s'il existe) dans chacun des cas suivants :

a- G, = bary{(4;5) ; (B;2)} ; b-G, = bary{(4;3) ; (B;—8)}

2) Détermine puis Construis le barycentre G (s'il existe) dans chacun des cas suivants :

a- Gy = bary{(4;-3) ; (B;-2); (C;3)} ; b-G, = bary{(4;1) ; (B;-2); (C;1)}

Application des fonctions numériques et scalaire de Leibniz

Dans le plan affine Euclidien ; on considére un triangle équilatérale ABC dont le c6té

mesure a.
1) Construis le barycentre G du systtme {(A; 4); (B;1); (C;—-1)}.
2) Soitf:E— Rtelque: f(M) =4MA? + MB? - MC?
R . . . 63a?
Détermine puis construis I'ensemble des points M du plan tel que f(M) = 2

- Soit A, B, C trois points du plan P tel que AB = AC =5cm etBC =6 ¢m.

1)
2)

3)
a)
b)

4)

Construis le triangle ABC puis calcule ABsAC
Soit G le barycentre des points pondérés {(A, 2) ; (B,3); (C,3)}. Construis G puis
calcule AG.
Soitf:P—>R
M — 2MB*MC + MC*MA + MAMB

Exprime f(M) en fonction de f(G) et MG
Calcule la valeur de f(A) puis en déduis celle de f(G).

Détermine puis construis I'ensemble des points M du plan tels que : f(M) = f(A).

Soit E un plan affine euclidien muni d'un repére orthonormé. On considére les points A; B ; C
de coordonnées respectives : A(3;1); B(—2;3); €(1;0)

Soit G le barycentre des points A ; B ; C affectésdes points: 2; 1; — 1

1)
2)

Trouve les coordonnées de G
Trouve suivant les valeurs du nombre réel k I'ensemble des points M tel que :

2MA* + MB%? — MC? =k

3)

Détermine puis construis I’ensemble des points M du plan si k = —35
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- Soit ABC un triangle rectangle en A tel que : AB =4 ; AC =6.
Soit I le milieu du segment [AB].

1) a- Construis le barycentre G ={(4,5) ; (B,-3); (C,2)}.
b- Calcule AB » AC .
2) Détermine I’ensemble E; des points M du plan tel que :

|| SMA — 3MB + 2MC|| =2||MA + MB)|.

3) Détermine I’ensemble E, des points M du plan tel que :

|| 5MA — 3MB + 2MC|| = ||MA4 — MB)|.

4) Détermine I’ensemble E; des points M du plan tel que :

S5MA? — 3MB? + 2MC? = 24 .

5) Détermine I’ensemble E,4 des points M du plan tel que :

5MA? — 3MB? + 2MC? = k (on discuteras suivant les valeurs de k ).
6) Détermine I’ensemble Es des points M du plan tel que :

S5MA? — 3MB? — 2MC?* = -72.

- Le plan P est muni d'un repére orthonormé( 0 ; 7 ; j).

On considére les 4 points A; B; C etD telque: A(3); B(7); €(}) et D (;)
1) Détermine les coordonnées x et y de D sachant que : |DA|| = ||DB|| = ||DC]||

2) Détermine les réels m et n tels que D soit barycentre des points (4, 1); (B,m) ; (C,n)

3) Trouve 'ensemble (E) des points M du plan tel que : 4|[M4]|" + 3||MB||" + s|[MC|" = k
4) Détermine le réel k (k > 60) tel que A(J) soit élément de (E).

- Soit 4, B, C un triangle équilatéral de coté 3 ; B’ le milieu de [AC]et un point D tel que :
4AD = AB + 3BC

1) Démontre que D est le barycentre des points pondérés (4,3); (B,—2); (C,3).
En déduis que D appartient a la médiatrice du segment [AC]

— 22—
2) Démontre que BB' = 3 BD

3) Calcule DA% et DB?
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4) Détermine I'ensemble (E) des points M du plan vérifiant la relation :
3MA? — 2MB? + 3MC? = 12

5) Vérifie que l'isobarycentre du triangle A, B, C appartient a I'ensemble (E) puis trace (E).
(On fera une figure)
- Dans l'espace E, on note la distance de deux points M et N par MN

1) Soit trois points A; B; € non alignés et I le point défini par : Al = AB + EAC .

De quel coefficients a; b; c faut — il affecter respectivement les points A; B; C pour que [
soit leur barycentre ?

2) On suppose maintenant que le triangle ABC est rectangleen Atelque AB = 2; AC = 1
et I’ensemble Stel que S={M € E / MA> — 2MB? — MC? = -3}

Démontre que S est une sphére de centre I et de rayons r a préciser.
- Soit ABC un trapéze tel que ( AB ) paralléle a (CD) .
Soient I'; J et O les milieux respectifs des segments [AB]; [CD] et [I]].
1) Détermine puis construis I’ensemble E; des points M du plan tel que :
|MZ + MB|| = ||[MC + MD).
2) Les médiatrices des cotés [AD] ; [BC] se coupent en G. Démontre que
GA? 4+ GB? = GC? + GD?.
3) a- Démontre que I’ensemble E, : MA%? + MB? = MC? + MD? est non vide.

JC2— 142

b- Démontre que M € E, < Ij*OM = -

c- En déduis que M € E, & Ij*GM =0
d- Détermine puis construis E,

- On donne trois points A; B et C distinctes non alignés du plan et on note a; b etc les
longueurs des cbtés du triangle ABC tel que BC = a; AC =b etAB =c.

On se propose d’étudier I’ensemble (E) des points M du plan tels que :
MA? + MB? + MC? = a? + b% + c2.

1) Soit G le centre de gravité du triangle ABC et soit I le milieu du segment[BC].

s L. 1
a- Calcule 24B « AC puis en déduis que AG? = 5 (2b* + 2¢* — a%).
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On calculera de méme les expressions de BG? et de CG?
1
b- Montre que AG? + BG? + CG? :g(a2 + b? + c%).

2) a- Reconnaitre le nature de (E).

b-Ondonnea = 5; b = 4 et ¢ = 3. Trace le triangle ABC puis dessiné (E) dans ce
cas particulier.

-Soit ABC un triangle du plan ; I le milieu du segment[BC] et D le barycentre de
{(4,-1); (B,2); (C,2)}(On feraune figure qui sera compléter au fur et a mesure).
1) Exprime AD en fonction de Al.
2) Détermine la nature de I’ensemble (E) des points du plan vérifiant :
|-MA + 2MB + 2MC|| = ||MA + MB + MC|.

4) Justifier que (E) contient I et en déduis sa construction.

Dans le plan affine P rapporté a un repére orthonormé( 0 ; 7 ; j), on donne les points A( (1) ) et

B(}).

1) Détermine puis trace I’ensemble ( IT' ) des points M (; ) du plan tels que le barycentre du
systeme {(4,x) ; (B,y) ; (C,xy)} n’existe pas.
2) Soit C le point du plan P tel que ABC soit un triangle équilatéral de coté a (a € R*)

a- Détermine puis construis le barycentre G des points A; B et C affectés respectivement
des coefficients 2; 1 et1

b- Quel est I’ensemble ( 8 ) des points M du plan tel que :

2MA? + MB? + MG? = ka? avec k € R ( On discutera suivant les valeurs du paramétre k)
c- Construis cet ensemble si k = 2

- 1) Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct( O ; i ; ¥). On désigne par

A; B;C etG les points du plan d’affixes respectives : Z, = —1 ; Zp=2+iV3 ;
Zo=2-i3 et Z; =3.
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a- Réaliser une figure et placer les points A; B; C et G.

b- Calcule les distances AB; BC et AC puis en déduis la nature du triangle ABC.

Za—Z . . .
c- Calcule un argument du complexe ZA ZC puis en déduis la nature du triangle GAC.
—4c

2) Soit (D) I’ensemble des points tels que : (—MA4 + 2MB + 2MC)CG = 12 (1)
a- Montre que G est le barycentre du systéme des points pondérés :

{4,-1; B,2); (€,2)}

b- Montre que la relation (1) est équivalente a la relation : GM +CG =—4 2

c- Vérifie que le point A appartient a I’ensemble (D).

d- Montre que la relation (2) est équivalente a la relation : AM +CG=0

e- En déduis I’ensemble (D) puis le trace.

Application des isobarycentres

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (0 ; 1 ; ¥); on considere les points :
Ai; Ay Az ... A, dont les affixes sont les racines dans C de I’équation Z™ = 1 avec

(n € N;n = 2).On désigne par Z; le complexe telque Z; = cos (27”) + isin (27")
1) Exprime en fonction de Z;, les racines de I’équation Z™ = 1.
2) Détermine I’isobarycentre des points A; ; Ay ; ; Az . Ay,

3) Détermine I’ensemble des points M du plan tel que :

|MA; + MA, + MA5 + -+ MA, || =n

Dans le plan complexe € muni d’un repére orthonormé (0 ; 1 ; ¥) ; on considere le polynéme
p telque: p(2) =73 — (3+4i)Z -2 +8i

1) Montre que I’équation p(Z) = 0 admet une solution réelle Z, que tu détermineras.

2) Résous dans C I’équation p(Z) = 0. On désignera par Z; la solution dont la partie
imaginaire est positive.

3) Dans le plan complexe C, on considére les points G, ; A et B d’affixes respectives Z, ; Z; et
Z,. Pour tout n € N*, on appelle G, I’isobarycentre des points A; B et G, _;.
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a- Détermine I’affixe de G;.
b- Soit Z,, I’affixe de G,,. Exprime Z,, en fonction de Z,,_;.

5) OnposeU, =Z, + 1.
a- Quelle est la nature de la suite U,,?
b- Etudie la convergence de la suite U,,.

Solutions

Construction de barycentre de 2 et 3 points pondérés
1) Déterminons puis Construisons le barycentre G (s'il existe) dans chacun des cas suivants :

a- G, = bary{(4;5) ; (B;2)}

. Y 2—
5 +2=7 = 0alors G existe et AG :7AB

A G B

1 1 1 | 1 | | .
| | | T | T T >
1 2 3 4 5 6 1

7 7 7 7 7 7

b- G, = bary{(4;3) ; (B;—8)}

3-8=—5= 0donc il existe un unique point G tel que 4G = gﬁ

A B G
1 1 1 | 1 | 1 1 »
1 | 1 I 1 I | | v
1 2 3 4 1 6 7 8
5 5 5 5 5 5 5

2) Déterminons puis Construisons le barycentre G (s'il existe) dans chacun des cas suivants :

a- Gy = bary{(4;-3) ; (B;-2); (C;3)}
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(=3)+(—=2)+(3)=—2= 0, alors G existe.

Ona:—3GA—2GB+3GC =0

b- G, = bary{(4;1) ; (B;-2); (C;1)}
(1)+(—=2)+(1)=0,alors G n’existe pas.
Application des fonctions numériques et scalaire de Leibniz

- Dans le plan affine euclidien ; on considere un triangle équilatérale A, B, C dont le c6té mesure
a.

1) Construisons le barycentre G du systeme {(A,4); (B,1); (C,—1)}.

G = bary{(4;4) ; (B;1); (C;—1)}.Ona: a;=4; ay=1let a;=-1

Puisque a; + a + a3 =4 +1—1 =4+ 0; Alors G existe.

Ona:4GA+GBE—GC =0

2) Soit f : E — R tel que : f(M) = 4MA? + MB? — MC*?
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63a?
4

Déterminons puis construisons I'ensemble des points M du plan tel que f(M) =

f(M)=4MA? + MB? — MC?(les points de pondérations sont égaux a celui du barycentre G).
Alorsona: f(M) =Y a; MG? + f(G)
orYa; MG? = (ay + a,+az)MG? = (4 + 1 — 1)MG? = 4MG?

(a1 @z)AB?+ (ay a3)AC? + (ap a3)BC*  4AB*—4AC*—BC?

Etf(G) - a1+ az+ ag 4
2_Aq2_q2 —q2
Ona: AB=AC=BC=a =>f((;)=4a4#= :
AN 2 _aZ 2 az
D’ou f(M) = 4MG +T=4MG -
2 2 2 2 2
Par hypothése on a : f(M)=634a <::>4MGZ—“T=63T“<::>4MGZ=637“-}-“T
2 2
@ 4MG? = 8L o MG? = LL & MG? = 40 => MG = 2a

16

Alors I'ensemble des points M du plan cherché est le cercle de centre G et de rayon r = 2a.

Construction : voir figure ci-dessus

- Soit 4, B, C trois points du plan P tel que AB = AC =5 cm et BC =6 cm.

1) Construisons le triangle ABC puis calculons ABsAC

Puisque : AB = AC =5 cm et BC = 6 cm alors ABC est un triangle isocele.

—— — AB%*+AC?-BC? _(5)%+(5)%2-(6)> _50—-36 _ 14
ABeAC = > :() (2) () = > :7:7

=>AB*AC =7

c B
2) Soit G le barycentre des points pondérés {(A,2); (B,3); (C,3)}.
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Construisons G
Puisque a; + ay + a3 =2+ 3+ 3 =8 # 0; Alors G existe.

Ona:2GA+3GBE+3GC =0

=246 = 2+3+3AB+2+3+3AC

—_

=>AG = %AB + %AC (Pour la construction du point G, voir figure)

—_—  —

4G = 7B+ SAC » (4G) = (348 + %R)2<:> 4G? = 2 (4B +Ac)’
© AG? = —; (AB? + 24C « AC + AC?) = 2, (5> +2 X 7 +52) = 9 => AG = 3
3)Soitf:P—> R
M — 2MB*MC + MC*MA + MAsMB
a-Exprimons f (M) en fonction de f(G) et MG
f(M) = 2MB « MC + MC « MA + MA « MB
Onsaitque f(M) =Y a; MG? + f(G) avecay =2; a, = let az =1
OrYa; MG? = (ay + ay+az)MG? = (2 + 1 + 1)MG? = 4MG?
D’ol f(M) = 4MG? + f(G)
b-Calculons la valeur de f(A) puis en déduisons celle de f(G).
f(M) = 2MB « MC + MC ¢« MA + MA « MB
Calculons la valeur de f(A4)
=> f(A) = 24B « AC + AC « A4 + A4 « AB
=> f(A)=2AB +AC AveC AC + AA=0et AA«AB =0 => f(A) =2x 7 = 14.
D’ou f(A) = 14.

Calculons la valeur de f(G)
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On sait que f(M) = 4MG? + f(G)

=> f(A) = 4AG* + f(G) .Or AG = 3 et f(A) = 14

=> 14 =43)2+ f(G) © 14 =36+ f(G) => f(G) = 14 — 36 = —22

D’ou f(G) = —22.

4) Déterminons puis construisons I'ensemble des points M du plan tels que : f (M) = f(A).
f(M) = f(A) © 4MG? + f(G) = 14.Or f(G) = —22

=>4MG? — 22 = 14 & 4MG? = 14+ 22 & 4MG? =36 & MG =9 =>MG =3
Alors I’ensemble cherché est le cercle de centre G et de rayon r = AG = 3

(Pour la construction du cercle, voir figure)

Soit E un plan affine euclidien muni d'un repére orthonormé. On considére les points 4, B, C de
coordonnées respectives : A(3,1); B(—2,3); €(1,0)

Soit G le barycentre des points A, B, C affectés des points 2; 1; — 1

1) Trouvons les coordonnées de G

_ uxpt apxp +azxe @)3B) + (D(=2) + DD 3
- + oy, +a Xe = _ =3
61 2 3 2+ 1-1 2 3 5
et L et =G (E ,?)
_ Yy + W Ypt a3y, _ 2)3) + (H(=2) + (D) _ 5
G o + o+ ag Yo 2+ 1-1 2

2) Trouvons suivant les valeurs du nombre réel k I'ensemble des points M tel que :
2MA? + MB* — MC%* =k

Posons f(M) = 2MA? + MB? — MC? = k

Onsaitque f(M) =Y a; MG? + f(G) avecay = 2; a, = 1et as = —1

OrYa; MG? = (a; + ap+a3)MG? = (2 + 1 — 1)MG? = 2MG?

Dol f(M) = 2MG? + f(G)

(a1 az)AB?+ (a1 a3)AC? + (ap a3)BC? _ 2AB?—-2AC%—BC?

D’autre part f(G) = T >
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De méme AB%? = (xg —x)?+ (¥ —v4)? = (-2-3)2+(3—-1)?=25+4=29
AC* = (e =2+ (e —y)? =(1-3+(0-1)*=4+1=5
BC? = (xc—xp)* + (e —yp)*=(1+2)?+(0-3)*=9+9=18

2X29 —2x5-18 30

Alors f(M) = k <& 2MG? + f(G) = k < 2MG? + 15 = k ©2MG? = k — 15 &

k—15 k—15
= => = |—
2 MG 2

- si k < 15;alors I’ensemble des points M cherchés est vide.
- sik =15alors MG = 0. Ainsi I’ensemble des points M cherchés est le point G.
- si k > 15; alors I’ensemble des points M cherchés est le cercle de centre Get de rayon

I
N2

3) Déterminons puis construisons I’ensemble des points M du plansi k = 23

Puisque k = 23 < 15; alors I’ensemble des points M cherchés est le cercle de centre Get de

k—15 23-15 _ [8
rayon r = /T— / > —\/;—\/Z—Z

-Soit ABC un triangle rectangle en A tel que : AB =4 ; AC =6.

Soit I le milieu du segment [AB].
1) a- Construisons le barycentre G ={(4,5) ; (B,-3); (C,2)}.

G = bary{(4;5) ; (B;-3); (C;2)}.0Ona: a; =5; a, = -3¢t a3 =2
Puisque a; + a, + a3 =5 —3+ 2 =4 + 0; Alors G existe.

—

Ona:5GA —3GB +2GC =0

>

—

=SAC= —SAB+24C=-3a+Lac
=>AG = ——AB+AC= —AB+AC
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b- Calculons 4B « AC .
ABC est un triangle rectangle en A, alorson a: AB*AC =0 (ﬂ?’ perpendiculaire aﬁ)

2) Déterminons I’ensemble E; des points M du plan tel que :

| 5H4 — 30B + 2MC|| = 2||MA + MB]|.

|SMA — 3MEB + 2MC|| = 2| + ME||
~~ ——

Introduisons le barycentre G Introduisons le point |
=> || 5(MG + GA ) — 3(MG + GB ) + 2(MG + GC )|| = 2||(MI +TA) + (MI + 1B )|
& || 4MG + 5GA — 3GB + 2GC|| = 2||2M] + 1A + 1B]|.
Or par hypothése ona :
5GA — 3GB + 2GC =0 (Car G = bary{(4;5) ; (B; -3); (C;2)})
TA+ 1B =0 (Car! estmilieu du segment [AB])
Alorsona: || 4MG|| = 2||2Mi|| « 4| MG| = 4|Mi|| « || MG|| = |[MI| < MG =MI
Donc I’ensemble E; des points M du plan cherché est la médiatrice du segment [GI]
3) Déterminons I’ensemble E, des points M du plan tel que :

| 5H4 — 3WB + 2MC|| = ||MA - ¥B]|.

| 5MA - 3MB + 2MC|| = ||MA - MB]|.
- _/
Y

Introduisons le barycentre G Introduisons le point I

=> || 5(MG + GA ) — 3(MG + GB ) + 2(MG +GC )|| =||(Mi + 1A ) - (Mi + 18 )|
& || 4MG + 5GA — 3GB + 2GC|| = ||IA - 1B|].

& || 4MG + 5GA — 3GB + 2GC|| = ||IA + Bi||.

& || 4MG + 5GA — 3GB + 2GC|| = || BI + TA.

Or par hypothése ona :
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5GA — 3GB + 2GC =0 (Car G = bary{(4;5) ; (B; -3); (C;2)})

Bi+T4A=BA (D' apreésla relation de Chasles)

Alorsona: || 43G|| = || B4 < 4|| G| = || BA|< 4MG = BA < MG =7 B
Donc I’ensemble E, des points M du plan cherché est le cercle de centre Get de rayon
r=;BA

4) Déterminons I’ensemble E; des points M du plan tel que :

5MA? — 3MB? + 2M(C? = 24

Posons f(M) = 5MA? — 3MB? + 2M(C*

Alors 5MA? — 3MB? + 2MC% =24 & f(M) = 24

Exprimons ainsi f(M) en fonction de MG et de f(G)

Onsaitque f(M) =Y a; MG* + f(G) avec a; =5; a, = -3 et az = 2

Or Y a; MG? = (a; + ap+a3)MG? = (5 — 3 + 2)MG? = 4MG? => f(M) = 4MG? + £(G)

, (a1 a2)AB2%+ (a1 a3)AC? + (ay a3)BC? —15AB%+10AC%—6BC?
D’autre part f(G) = 122 123 273 =
a1+ az+ as 4

Avec AB? = 16; AC?> =36 et BC? = AB* + AC? = 16 + 36 = 52 (Théoréme de
Pythagore dans le triangle ABC rectangle en A)

_ —15(16)+10(36)—6(52) —240+360—-312 —192

D’ol f(M) = 4MG? — 48

D’autre part, ona: f(M) = 24

Alors par identification ona: 4MG? — 48 = 24 <« 4MG? = 48 + 24 & 4MG? = 72

& MG? =18 => MG = V18 =32

Donc I’ensemble E; des points M du plan cherché est le cercle de centre Get de rayon r = 3v/2
5) Déterminons I’ensemble E, des points M du plan tel que :

5MA? — 3MB? + 2MC? = k (on discuteras suivant les valeurs de k ).
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Posons f(M) = 5MA? — 3MB? + 2M(C?

Alors £(M) = k & 4MG? + £(6) = k & 4MG? — 48 = k MG =210
=> MG = k+448 — \/k-lz-4-8

- si k < —48;alors I’ensemble des points M cherchés est vide.
- sik =—48alors MG = 0. Ainsi I’ensemble E,4 des points M cherchés est le point G.

- si k > —48;alors I’ensemble E, des points M cherchés est le cercle de centre Get de

Vk+48

rayonr = *—

6) Déterminons I’ensemble Es des points M du plan tel que :
5MA? — 3MB? — 2M(C? = -72.

IciYa; =0avec a; =5; a, = —3 et a3 = —2; alors on introduit I’origine A des points de
pondération.

Doncona: 5(MA+A44)" — 3(MA+4B ) — 2(MA+4C) =-72.
& —2MA(3AB + 2AC ) — 34B? — 2AC? = —72

& —2MA(34B + 2AC ) — 3(16) — 2(36) = —72 < —2MA(3AB + 2AC ) = 48

2

7 48 —\2 48 2304

QMAZTCZ:)(MA) =3 <:>MA2= 7 — 7
2(3AB+2AC) 2(3AB+2AC) 2(9AB*+124B+AC +4AC?)
2304 2304

& 2 = = =

MA® = JoxT6rizx0 +4x36) ~ 576  *
=>MA=2

Donc I’ensemble Es des points M du plan cherché est le cercle de centre A et de rayon r = 2.

- Le plan P est muni d'un repére orthonormé( 0; 7 ; j).
On considere les 4 points A; B; C et D telque: A(3); B(7,); €(}) et D (;)

1) Déterminons les coordonnées x et y de D sachant que : | DA]| = ||DB|| = ||DC]||

De méme (IIWII)2 =0 =) +a—yp)P=0-x)2+B-y)?2=x>+ (B —y)?
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(IDBI)" = (s — x0)* + G = ¥p)? = (=1 =) + (0 = y)? = (1 + 1) +?
(IDCI)” = Gec = x5)* + (e = y0)* = B=2* + (0= y)* = 3 = x)* +?
Alors [[DA]| = [[DB]| = ([DA])" = (IDB])" ® x>+ 3 =) = A+ +y*
S x24+9—-6y+y*=x2+2x+1+y? @ 2x+1-94+6y=02x+6y—8=10
Sx+3y—4=0(1)
De méme [[D5|| = [[D¢]| = ([DE])° = (IPC]) = x = 1)
Ainsi des équations (1) et (2), onen déduitquey =1
Dot D(})
2) Déterminons les réels m et n tels que D soit barycentre des points (4, 1); ( B,m); (C,n)

Si D est le barycentre des points (4, 1); ( B,m) ; (C,n); alors les coordonnées de D sont telles
que :

xp = axpt+ dpXp +a3X¢ 1= DO+ mMED + B _ _—m+3n
a;+ ax+oag - 1+ m+n m+n+1
et & et
_ Yyat+ xyptazye 1= LA+ MO +mO) _ 3
b= a1+ oy +ag - 1+ m+n T m+n+1
-m+3n _
m+n+1_1 <::>{—m+3n=m +n + 1®{—2m+2n= 1
3 -1 3=m+n+1 m+n = 2
m+n+1

. . N 3 5
La résolution de ce systeme donne m = Setn=7

=>D= bary{(A, 1); (BE); (C' i)}

NB : Le barycentre d'un systéme ne change pas en multipliant ou en divisant chaque
coefficient de pondération par une méme constante non nulle.

Dol D = bary{(A, 1); (B,%) ; (c%)} ou D =bary{(4,4);(B,3); (C,5)}

3) Trouvons I'ensemble (E) tel que : 4||M71’||2 + 3||W?>||2 + 5||1\—/IZ"||2 =k

a|[MA|" + 3|[MB|" +5|MC|" = k © 4MA® +3MB? + 5MC? = k
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Posons f(M) = 4MA? + 3MB? + 5MC?

(Les points de pondérations sont égaux a celui du barycentre D).
Alorsona: f(M) =Y a; MD? + f(D)

OrY a; MD? = (a; + ay+a3;)MD? = (4 + 3 + 5)MG? = 12MD?

(a1 @z)AB?+ (a1 a3)AC? + (ap a3)BC?  12AB*4+20AC2+15BC?
a1+ az+ asz N 12

Etf(D) =
Avec AB® = (xp —x0)% + (¥ —¥a)* = (-1-0)* +(0-3)* = 10
AC? = (xc —x0)? + (yc —y1)> = (3—-0)*+ (0 —3)? = 18
BC? = (xc —xp)* + (yc—yp)* =B+ 1?*+(0-0)* =16
(%) B(,): c@) et D ()

12x10 +20%x18 +15x16 60
12 -

=> f(D) =

Alors f(M) = k < 12MD? + f(D) = k < 4MD? + 60 = k &MD? = "f#

=> MD = ;k—4—60: k—260

- si k < 60;alors I’ensemble (E) des points M cherchés est vide.

- sik =60;alors MG = 0. Ainsi I’ensemble (E) des points M cherchés est le point D.

- si k > 60;alors I’ensemble (E) des points M cherchés est le cercle de centre DG)

vk— 60
2

etderayonr =

4) Déterminons le réel k (k > 60)tel que A( 3 ) soit élément de (E).

vk— 60

2

Pour k > 60, ona: le cercle de centre D(}) etderayonr =

Alors le point A( 3 ) est élément du ce cercle si et seulement si: d(4 ; D) = r, c’est-a-dire que
le point A appartient au cercle (E) si la distance du centre D au point A vaut le rayon r.

VE—60 VE—60
. —r S 2 2 — o (12 2 — o
Doncd(A;D) =r \/(xD xX0)?+ (p —ya)? = 2 M2+ @)? = 2
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245 =k — 60 ¢>(2\/§)2:(\/k—60)2<:>20=k—60:>k=80

- Soit 4, B, C un triangle équilatéral de coté 3 ; B’ le milieu de [AC]et un point D tel que :
4AD = AB + 3BC

1) Démontrons que D est le barycentre des points pondérés (4,3); (B,—2); (C,3).

Par hypothése on a : 4AD = AB + 3BC (Introduisons le barycentre D).
Alorsona:4(AD +DD) = (AD + DB) +3(BD +DC)
< 4AD = AD + DB + 3BD + 3DC

< 34D =DB — 3DB + 3DC

¢ 34D = —2DB +3DC

< 34D + 2DB — 3DC =0

& 3DA—2DB +3DC =0
D’ou D =bary {(4,3); (B,—2); (C,3)}.
En déduisons que D appartient a la médiatrice du segment [AC]
Onsait que D = bary {(4,3); (B,—2); (C,3)}.
D’autre part B’ est le milieu de [AC] alors : BA+BC=0
D’00 3DA — 2DB +3DC =0 « (3DA +3DC)—2DB=0 < 3(DA +DC)—2DB=0

Introduisons B’
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=> 3[(ﬁ+ﬂ)+(ﬁ+ﬁ)]—208=6
o 3 ﬂ+ﬁ)+(\ﬁ+ﬁ —2DB=0
(F3+5%) (o7 7
0 2DB’

=> 3(2DB’) - 2DB=0 ¢ 6DB' —2DB =0 < 3DB' —DE =0
Alors D appartient a la droite (BB") qui est la médiatrice de [AC]
Conclusion : D appartient a la médiatrice du segment [AC]

- 2 —
2) Démontrons que BB’ = §BD

D’apreés la question 1),ona: 3DB' —DB=0 (Introduisons le point B).
=>3(DB + BB ) - (DB + BB ) =0
¢ 3DB +3BB — DB —BE =0
¢ 2DB +3BB' =0
& 3BB’ =—2DB
& 3BB' =2BD =>BB’ :gﬁf
3) Calculons DA? et DB?

D =bary {(4,3); (B,—2); (C,3)}.

Alors AD = z—==AB + 3—5-= AC
_ —_— _ __2—> 3—)
=>AD = 2 AB + 4AC

— 1-—= , 3= ——n2  (—1——= 32
>AD = —-AB +3AC ® (4D) = (5 AB +24C)

- A~ _— 2 2_ 2
© AD? =1 AB? — 7B « AC + - AC?. Or AB+AC =224 —FC

1 3 (AB%+ AC%*— BC?
=> AD? :ZABZ ——(f

: )+ = AC
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34B*+3AC%- 3BC?
8

_1 2 _ 9 ar2
—4AB +16AC

_ 4AB®— 6AB®— 6AC* + 6BC*+ 9AC*
- 16

(Or ABC est un triangle équilatérale tel que AB = AC = BC = 3)

—2AB*+ 3AC%+ 6BC® _ —2AB*+3AB*+ 6AB> _ 7AB® _7x(3)> _7x9 _ 63

=> 2 = = = = = —=—
AD 16 16 16 16 16 16

63
— 2

=> = —
AD 16

. —_— 2 — _— 2=
De méme d’aprés la question 2),ona: BB' = EBD & BD = gBB’
——\ 2 3= 2
@ (BD) = (;BF)
2 _9ppn
& BD* = ZBB

ABC étant équilatérale,on a : BB =2=

D’ol BD? =

4a\"2 ) 71472 T 16

g(ﬂ)z 9427 _ 243
4

4) Déterminons I'ensemble (E) des points M du plan vérifiant la relation :

3MA? — 2MB? + 3MC? = 12

Posons f(M) = 3MA? — 2MB? + 3M(C?

Alors MA? — 2MB? + 3MC? = 126 f(M) = 12

Exprimons ainsi f(M) en fonction de MD et de f(D)

On sait que f(M) =Y a; MD? + f(D) avec a; = 3; a, = —2¢et a3 =3

Or Y a; MD? = (a; + ay+az)MD? = (3 — 2+ 3)MD? = 4MD? => f(M) = 4MD? + f(D)

(a1 @2)AB%+ (a1 a3)AC% + (az @3)BC?  —6AB%+9AC?—6BC?
a1+ az+ asz 4

D’autre part f(D) =

Or ABC est équilatérale tel que AB = AC=BC =3

—6(3)2+9(3)2—6(3)2 __ —27
=>fD) = 7 =7

|
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Donc f(M) = 4MD? + £(G) © f(M) = 4MD? -2
D’autre part f(M) = 12

Par identification, ona : 4MD? — % =12

21942 2 75 275 o yp e |55
& 4MD —12+4 & 4MD =3 & MD =16 —>MD—\/;— )

Alors I’ensemble (E) des points M cherchés est le cercle de centre Det de rayon r = 54—‘/§

5) Vérifions que l'isobarycentre du triangle A, B, C appartient a I'ensemble (E) puis trace (E).
(On fera une figure)

G étant I’isobarycentre des points A; Bet C,ona: D ; B’ et G sont alignés.

Par conséquent DG = DB’ + B'G (voir figure)

or BG=1Bp =L e pp =383
3 2 4

pg BB 53
4 2 2

D’ou G appartient a I’ensemble (E)

Dans l'espace E, on note la distance de deux points M et N par MN
L L e — — 1
1) Soit trois points 4; B; € non alignés et I le point défini par : Al = AB + EAC .

Déterminons les coefficients a; b; ¢ qu’il faut affecter respectivement aux points A; B; C
pour que I soit leur barycentre

I=bary{(4;a); (B;b); (C;c)} si et seulement si : alA+bIB+cIC=0
—_ e 1—
Par hypothése, ona: Al = AB + EAC

< 241 = 24B + AC

_  —— —

© 241 —24AB-AC=0 (Introduisons le barycentre 1)

=>2(Al +1I) — 2(Al + IB) — (Al +1IC) = 0.
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@ —2B-AI-1C=0

& —Al—2IB-1C=0

@TA-2IB-1C=0

Par identification avec alA+ bT1B+cIC =0;0na:a=1;b=—2 eth = —1

2) On suppose maintenant que le triangle ABC est rectangleen Atelque AB = 2; AC =1
et I’ensemble Stel que S={M € E / MA> — 2MB? — MC? = -3}

Si ABC est un triangle rectangle en A tel que AB = 2; AC = 1alorsona:
BC? =AB?> + AC* ©® BC*=(2)’+(1)?=4+1=5=>BC?>=5

Par hypothese, ona : I=bary{(4;1); (B;—2); (C;—-1)}

Démontrons que S est une sphére de centre W et de rayons r a préciser.
MA? — 2MB? — MC? = -3

Posons f(M) = MA? — 2MB? — MC?

Alors MA? — 2MB? — MC? = —3® f(M) = -3

Exprimons ainsi f(M) en fonction de MI et de f(I)

Onsaitque f(M) =Y a; MI? + f(I) avec a; =1; a, = —2et az = —1
orYa; MI?> = (a; + ay+az;)MI*> = (1 — 2 — 1)MI? = —2MI?

=> f(M) = =2MI? + f(I)

I=bary{(4;1); (B;—-2); (C;—-1)}

, (a1 @2)AB%+ (a1 a3)AC? + (ap @3)BC? _ —2AB?—AC?+ 2BC?
D’autre part f(I) = L2 L3 2 =
a1+ az+ asz -2

Or ABC est un triangle rectangle en A tel que AB = 2; AC = 1etBC =+/5

2
—22)2— (1)2+ 2(V5 1
=> £(1) = DA 1

Donc f(M) = —2MI? + f(I) & f(M) = —2MI? —%
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D’autre part f(M) = -3

Par identification, ona: —2MI? — % =-3

M2 =—3 +Y o oppz=_2 2_5_ - [5_¥8
<3=(>2M1—3+2<3:(> 2MI—2<3:(>MI—4—>MI—\/;—2
Alors I’ensemble S des points M cherchés est une sphere de centre I de rayon r = g
- Soit ABC un trapeze tel que ( AB ) parallele a (CD) .
Soient I'; J et O les milieux respectifs des segments [AB]; [CD] et [I]].
A I B
™ o ¢ Ey

D/ \\ /‘]‘/|/ \ C

[ ~
7
N s A

N
N
N
N

1) Déterminons puis construisons I’ensemble E; des poin{s M du plan tel que :

[M4 + MB|| = ||MC + MD}.

Ona:||MA + MB| = ||MC + MD||.
- Introduisons le point I dans |MA + MB|| (car I est milieu de [AB] => T4 + I4 = 0)
- Introduisons le point I dans |[MC + MD|| (car J est milieu de [CD]=>]JC + JD = 0)

¥ + ME|| = |WC + MD]|.

Introduisons I Introduisons J

=> |(Mi +14) + (MI +IB)|| =|(M] +JC) + (M] + D).

& |MI + 14 +MI +1B|| =|[Mj +JC + MJ +JD|.
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or (TA+1B) = (JC+JD) =0
=>[2MI| = ||2M]].
& 2||mi|| =2|[M]|.
& || = ).
& MI=MJ
Alors I’ensemble E; des points M cherché est la médiatrice du segment [I]]
Construction : (voir figure)
2) Les médiatrices des cotés [AD] ; [BC] se coupent en G.
Démontrons que GA? + GB? = GC? + GD?.
- G appartient & la médiatrice de [AD] => GA = GD ¢ GA? = GD? (1)
- G appartient & la médiatrice de [BC] => GB = GC < GB? = GC? (2)
En effectuant la somme membre des relations (1) et (2), on obtient :
GA? + GB? = GC? + GD?.( ce qu’il fallait Démontre)
3) a- Démontrons que I’ensemble E, : MA? + MB? = MC? + MD? est non vide.
On sait que : MA? + MB? = MC? + MD? (enposant M = G),ona:
GA? + GB%? = GC? + GD? ce qui veut dire que G appartient & I’ensemble E,.

D’ou I’ensemble E, : MA? + MB? = MC? + MD? est non vide.

-  JC?-14?
b- Démontrons que M € E, < [J*OM = jT

On sait que MA? + MB? = MC? + MD? est non vide. Alors :

Barycentres

- Introduisons le point I dans MA% + MB? (car I est milieu de [AB]=> T4 + I4 = 0)

- Introduisons le point I dans MC? + MD? (car J est milieu de [CD]=>]C + JD = 0)
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=> (MI +14)" + (M +1B)" = (Mj +]¢)" + (Mj +JD)’
Aprés développement et arrangement, on a :
2MI% + IA? + IB? + 2MI(IA + 1B) = 2MJ? + JC? + JD? + 2MJ (JC + D)
or(IA+1B)=(JC+JD) =0
=>2MI? + IA? + IB* = 2MJ? + JC? + ]D?
D’autre part, I est milieu de [AB] => IA? = IB?
De méme J est milieu de [DC] =>JD? = JC?
=> 2MI% + IA% + IB? = 2MJ? + JC? + JD? & 2MI? + IA? + 1A% = 2MJ? + JC? + ] C?
& 2MI? + 2IA%? = 2M]? + 2] C?
& MI? + 1A% = MJ? + ] C?
& MI? — MJ? = JC?*— [A?
& (Ml — MJ)(MI + Mj) = JC?— 1A
& (—IM — M])(MI + M]) = JC?— 1A
& —(IM + M])(MI + M]) = JC?— 1A
& —(I))(MI + M) = jc?— 142
& JI(MI + M) = jC?— 142
Introduisons le point O dans (M1 + MJ) (car O est milieu de [I/]=>JO + 0] = 0)
=>JI(MO + 0l + MO + 0]) = JC?— A
& JI(2MO + 01 + 0]) = JC?—142.0r JO + 0] =0
& JI(2M0) = JC?— 142
& 2J1 « MO = JC?— 1A%

Jci—14%

& 20jeOM = JC?—IA?> =>1]«OM = >

(ce qu’il fallait Démontre)
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c- En déduisons que M € E, <> IJsGM =0

JCP— 147

D’apreés la question b), on a : Ij « OM = 3

—— c2-142
Alors G € E, < Ij*0G = ]T

d- Déterminons puis construis E,

Puisque E, <> 1] o GM = 0. Alors I’ensemble E, est donc la droite passant part G et
perpendiculaire a la droite (I]).

-On donne trois points A; B et C distinctes non alignés du plan et on note a; b et c les
longueurs des cbtés du triangle ABC tel que BC = a; AC =b etAB =c.

On se propose d’étudier I’ensemble (E) des points M du plan tels que :

MA? + MB? + MC? = a® + b% + ¢?.

1) Soit G le centre de gravité du triangle ABC et soit I le milieu du segment[BC].
a- Calculons 24B « AC

AB%+ AC%—BC? -
——— —  =>24B e+ AC = AB? + AC? — BC?

Onsait que : AB*AC =
OrBC=a; AC=Db etAB = c.
=>24B « AC = ¢* + b% — a?
En déduisons que AG? = % (2b* + 2¢* — a?).
Puisque : G est le centre de gravité du triangle ABC; alorsona:
G =bhary{(4;1); (B;1); (C;D}avecay +a,+a3;=1+14+1=3%0
=> GA+GB+GC=0
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=>AG = 1+1+1AB+1+1+1AC
> AC = 175 + Lac
=> AG = 3AB+ SAC
J——y 1 ,— —_
=>AG = 3(AB + AC)

& AG? = 5 (AB? + 24C « AC + AC?) = 5(c® + ¢ + b2 — a® + b?)

=> AG? = %(sz +2¢% — a?)

De mémeona: BG? = %(Za2 +2¢? —b?) et CG?* = %(sz +2a% —c?)

b- Montrons que AG? + BG? + CG?* = 13 (a® + b* + 2).

D’aprés 1) a-),ona:

AG? =3 (2b> +2¢* —a®) (1)

BG? =5(2d’ +2c* = b?)  (2)

€G> =5(2b* +2a° —c?)  (3)

En effectuant la somme membre a membre des relations : (1) ; (2) et (3), on obtient :

AG? + BG? + CG?* = % (2b* + 2¢* — a*) + % (2a® + 2¢* - b*) + % (2b* + 2a* - %)
=%(2b2 +2¢% — a® + 2a* + 2¢® — b* + 2b* + 2a* — ¢*)
=%(3b2 +3¢® + 3a%) =%(b2 +c+ad?) =13(a2 + b% 4+ ¢%)

D0l AG? + BG? + CG? == (a® + b? + c?) (ce qu'il fallait Démontre)
2) a- Déterminons la nature de (E).
Ona(E):MA? + MB? + MC? = a® + b* + c*.
Posons f(M) = MA? + MB? + MC*?

Alors MA%? + MB? + MC? = a® + b% + c? & f(M) = a? + b% + ¢?
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Exprimons ainsi f(M) en fonction de MG et de f(G)
Onsaitque f(M) =Y a; MG?> + f(G) avec a; =1; a, =let az =1
OrY a; MG? = (a; + a,+a3)MG? = (1 + 1+ 1)MG? = 3MG? => f(M) = 3MG? + f(G)

(a1 @2)AB%+ (a1 a3)AC? + (az a3)BC?  AB2+AC?+ BC?
a1+ az+ asz 3

D’autre part f(G) =

Avec AB? = ¢2; AC? = b? et BC? = a?

c2+b2+a2 az+bz+c2
=> f(G) = SEEHE = aED

a’+ b2+ c2

D’ol f(M) = 3MG? + 3

D’autre part, ona: f(M) = a® + b? + c?

a’+ b2+ c2

Alors par identification ona : 3MG? + 3 =a’+ b? + c?
a2+ b*+ c2

¢>3MG2=a2+b2+CZ—T

2 2 2_ 2 12 2
<3:(>3MGZ=3a +3b +3c3 a—b"— c

2, 52, o2
& 3MG? = 2a +ZZ + 2¢

2, 52, o2
& MG? = 2a +21; + 2¢

2(a2+ b+ CZ) 2(a2+ bi+ CZ)

Donc I’ensemble (E) des points M du plan cherché est le cercle de centre Get de rayon
2(a2+ b+ cz)
r=-——-
3
b-Ondonnea = 5; b = 4 et c = 3.

Sia =5; b=4c¢etc 3, alors :

L’ensemble (E) des points M du plan cherché est le cercle de centre Get de rayon r = %

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 11. Barycentres. Page 694



Barycentres

- Soit ABC un triangle du plan ; I le milieu du segment[BC] et D le barycentre de

{(4,-1); (B,2); (C,2)} (On feraune figure qui sera compléter au fur et a mesure).

1) Exprimons AD en fonction de A1 .
D = bary{(A,-1) ; (B,2); (C,2)}Aveca;+a,+a;=—-1+24+2=3=+0

=> —DA+2DB+2DC =0

N o 2 —— 2 —
=>AD = 5 AR+ 55 AC

Puisque I est le milieu du segment [BC]; alorsona: 1B +IC = 0

—_

=>AD = Z[(4l +1B) + (A1 +1IC) ]

= 2[4 +1B + 4l +1C
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2) Déterminons la nature de I’ensemble (E) des points du plan vérifiant :
|-MA +2MB + 2MC|| = ||MA + MB + MC]||.
Pour ||~MA + 2MB + 2MC|| (Introduisons le barycentre D)
Pour |MA + MB + MC||.(Introduisons Iisobarycentre G) Avec :
G =bary{(A,1); (B,1); (C,1)} => GA+GBE+GC =10
Donc | -MA + 2MB + 2MC|| = ||MA + MB + MC||
& ||X @;MD — DA + 2DB + 2DC || = ||X &;MG + GA + GB + GC ||
& ||3MD — DA + 2DB + 2DC|| = ||3MG + GA + GB + GC ||
Or D = bary{(4,-1) ; (B,2) ; (C,2)}=>—-DA+2DE +2DC = 0
EtG = bary{(4,1) ; (B,1); (C,1)} => GA+GB+GC =0
Donc ||3MD + —DA + 2DB + 2DC|| = ||3MG + GA + GB + GC ||
& ||3MD + 0| =||3MG +0 ||
& 3D = 3¥7C |
& 3D = 3|¥7C |
& WD) = e |
& MD= MG

Alors I’ensemble (E) des points M du plan cherché est la médiatrice du segment [DG]

3) Justifions que (E) contient I et en déduisons sa construction.

Ona(E): ||-MA + 2MB + 2MC|| =||MA + MB + MC|.
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(E) contient I si et seulement si ||~TA + 2B + 2IC|| = |[TA + 1B +IC||.

& ||-TA + 2IB + 2IC|| = ||[TA + 1B +1Ic|.
& —TA +2IB+2IC =T1A +IB+1IC.OrIB +IC =0
=>—JA +2IB +2IC =14

D’ou (E) contient .

- Dans le plan affine P rapporté a un repére orthonormé( 0 ; 7 ; j), on donne les points
A(p)et B().
1) Déterminons puis tragons 1’ensemble ( I" ) des points M (; ) du plan tels que le barycentre
du systeme {(4,x) ; (B,y) ; (C,xy)} n’existe pas.
Le barycentre du systeme {(4,x) ; (B,y) ; (C,xy)} n’existe pas si et seulement si :

x+y+xy=0 <3=€>y(x+1)+x=0=>y=—xx?avecx¢—1

L’ensemble cherché est donc I’équation d’une hyperbole

x
x+1

Pour la construction, posons f(x) = —
Df =R —{-1} =]-o00; —1[U]-1; +oo]

limf(x)=limf(x)=-1 ; lim f(x) = —c0 et lim f(x) = 4o
XxX—>—00o x-+ x—>—1" x - -1

[0 == = 00 = — 572 < 0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

x
f'x) - -

16 \ B
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a- Déterminons puis construisons le barycentre G des points A; B et C affectés

respectivement des coefficients 2; 1 et 1
G =bary{(4,2) ; (B,1); (C,D}Aveca; +a,+a;=2+1+1=4+0

=> 26A+GB+GC=0

'>AG_2+1+1AB+2+1+1AC
_ —>_l—> l—>
=> AG = 4AB+4AC

|
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b- Déterminons 1’ensemble ( & ) des points M du plan tel que :

2MA? + MB? + MG? = ka? avec k € R ( On discutera suivant les valeurs du paramétre k)

Posons f(M) = 2MA% + MB? + MG?

(Les points de pondérations sont égaux a celui du barycentre G).
Alorsona: f(M) =Y a; MG? + f(G)

OrY a; MG* = (a; + ay+a3)MG? = (2 + 1 + 1)MG? = 4MG?

(a1 @z)AB?+ (ay a3)AC? + (ap a3)BC*  2AB? + 2AC*+ BC?
a1+ az+ asz N 4

Etf(G) =

Or ABC est équilatérale de cété a =>AB = AC =BC =a

2a% +2a? + q? 5q2
4

=> f(6) = =

4

2 24k —
AlOfo(M) = ka? & 4MG? +f(G) =ka? & 4MG? +5% = ka®? ©4MG?* = a (4‘]: 5)

24k— 204k—
S |a2ck=5) @9 =2 Vak—s

T4

- sik< %; alors I’ensemble (E) des points M cherchés est vide.
- sik= SZ; alors MG = 0. Ainsi I’ensemble (E) des points M cherchés est le point G.

- sik> %; alors I’ensemble (E) des points M cherchés est le cercle de centre G
etderayonr = %\/4k -5

c- Construisons cet ensemble si k = 2

Si k = 2; alors I’ensemble (E) des points M cherchés est le cercle de centre G
et de rayon r = %\/5

- 1) Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct( O ; 1 ; ©). On désigne par

A; B;C etG les points du plan d’affixes respectives : Z, = —1 ; Zp=2+iV3 ;
Zo=2-i3 et Z; =3.
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a- Réalisons une figure et plagons les points A; B; C et G.

3

b- Calculons les distances AB; BC et AC puis en déduisons la nature du triangle ABC.
AB=1Z5 -7, = |(2+iV3) - (-D)| =2+ iV3+ 1| =[3+iV3|=2V3

=>AB =23

BC =1Zc—Zpg|l = |(2-iV3) = (2+iV3)| = [2 —iv3 -2 —iV3| = | -2iV/3] = 2V3
=>BC =23

AC=1Z;-2Z4l = |2-iV3) = (-D| = 2= iV/3+ 1| =[3-iV3| =2V3

=> AC = 2¢/3
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Puisque AB = BC = AC = 2+/3, alors on en déduit que ABC est un triangle équilatéral.

Zpa—Zc
Z¢—Zc

c- Calculons un argument du complexe puis en déduisons la nature du triangle GAC.

Zp—Zc _ (-1 (2-iV3) _ —1-2+iV3 _ -3 +iV3 _ 4iV3 _
Zg—Zc  (3)-(2-iv3)  3—2+iV3  1+iV3 4

iV3

— Za=Zc\ - ; _r
=> arg (3=5¢) = arg(iv3) = 3

Puisque arg @A_ §C> = % alors on en déduit que GAC est un triangle rectangle en C.
G— 4C

2) Soit (D) I’ensemble des points tels que : (~MA + 2MB + 2MC)CG =12 (1)
a- Montrons que G est le barycentre du systéme des points pondérés :

{4,-1); B,2); (€,2)}

Puisque Y a; = =1+ 2+ 2 = 3 # 0. Alors il existe G tel que :

G =bary{(A,-1) ; (B,2); (C,2)}

b- Montrons que la relation (1) est équivalente a la relation : GM +CG =—4 2

Ona: (—MA +2MB + 2MC)CG =12 (1) (Introduisons le point G )

=> [-(MG + GA) + 2(MG + GB) + 2(MG + GC)|CG =12

=> (—MG — GA + 2MG + 2GB + 2MG + 2GC)CG =12

=> [3MG + (—GA + 2GB + 2GC)]CG =12.Or —GA + 2GB + 2GC = 0

=>3MG+CG=12 ©®MG+CG=4 < —GM+CG=4 < GM+CG =—4

D’oll GM « CG =—4 (2) (ce qu’il fallait Démontre)

c- Vérifions que le point A appartient a I’ensemble (D).

Ona:GM+CG= —4 (2)

Le point A appartient a I’ensemble (D) si et seulement si GA+CG=-4

G =) @ (o) = ()

YB —YA c
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=>GA+CG = () (5) = DD + (0)(V3) = —4

D’ou le point A appartient a I’ensemble (D).

d- Montrons que la relation (2) est équivalente a la relation : AM +CG=0

Ona:GM s CG=—4 (2) (Introduisons le point A)

=> [(Eq’+ﬁvi)-ﬁ]=—4

@ GAeCG+AM «CG=—4 .OrGM «CG =—4

=>—4+AM ¢ CG=—4 & AM +CG = 0

D’ou la relation (2) est équivalente a la relation : AM +CG =0 (ce qu’il fallait Démontrer)
e- En déduisons I’ensemble (D) puis le tragons.

Puisque AM « CG = 0, alors I’ensemble (D) est la droite passant par le point A et
perpendiculaire a la droite CG.

Application des isobarycentres

Dans le plan muni d’un repére orthonormé (0 ; 1 ; ¥); on considere les points :
Ai; Ay Az ... A, dont les affixes sont les racines dans C de I’équation Z™ = 1 avec

(n € N;n = 2). On désigne par Z; le complexe telque Z; = cos (27”) + isin (27”)
1) Exprimons en fonction de Z;, les racines de I’équation Z™ = 1.

Les racines de I’équation Z™ = 1 sont les nombres complexes z, tels que :

2, = cos (%) + isin (%) Aveck € {1;2;.....; (n—1)}. Donc:

Z, = cos (27") +isin (27”)

2, = cos (=) + isin () = cos2 () + isin2 (%) = [cos (22) + isin (22)]" = 22
(%) + isin () = cosa () isin3 () = [eos () 4 isn ()] =22
|

cos (Zn—ﬂ) + isin (zf)r =77

2) Déterminons I’isobarycentre des points A; ; A, ; ; Az .. Ay
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L’isobarycentre G associé aux points A; ; Ay ; ; Az ; ........ A, est défini par :

—_—

{(4:;1); (A5 ;435 1D) oo (4 DD} © GAL + GA, +GAs + - GA, = 0
En introduisant le point A;,ona:

GA, + (GA; + A1 A7 ) + -+ (GA{ + 414, ) =0 &

—_

GA, +GA, + A1 A, + -+ GA, + A A

|

s
I
=1}
8

—_—

nGA;, + A A, + -+ A4, =06
nGA; = —(AyA; + -+ 4;4,) =0

—_

—nd G = —(A1A; + -+ A4,) =0

nAG = (A1 A, + -+ A4,) =0

= AI—G)=%(A1A2 ++A1An)

3) Déterminons I’ensemble des points M du plan tel que :

|MA; + MA, + MAs + -+ MA, || =n

Ona ||MA; + MA, + MA; + -+ MA,|| =n &

|Z @, MG + GA; + GA; + GA; + - GA,||=n &

| @, MG +0|| =n < (Car GA; + GA; +GA3 + - GA, =0)
InME| = n © n|[MG|| = n < [MG]| = 1 % MG = 1.

Alors I’ensemble des points M du plan cherché est le cercle de centre G et de rayon r = 1.

Dans le plan complexe € muni d’un repére orthonormé (0 ; 1 ; ¥); on considere le polyndme
p telque :p(2) =23 — (3 +4i)Z—2+8i

1) Montrons que I’équation p(Z) = 0 admet une solution réelle Z, que je déterminerai.

Soit Z, = a cette solution réelle telque a® — (3 + 4i)a —2+8i =0 &
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3 —
3 o o _0=> a°—3a—-2=0 )
(@—-3a-2)+i(8—4a)=0 {8 —4q =0 )
En résolvant I’équation (2),0ona: a = 2. D’ou Z, = 2 est la solution réelle.

2) Résolvons dans C I’équation p(Z) = 0. On désignera par Z; la solution dont la partie
imaginaire est positive.

p(Z)=0 & (Zy—2)(Z; +1-V2-iN2)(Z; +1+V2+iW2) =0
=>Zy=20uZ =-1+V2+iv20u Z, =-1—-+v2—-iV2
=>5={2; -1 +V2+iV2;-1-VZ - iVZ}

3) Dans le plan complexe C, on considére les points G, ; A et B tels que :

Go—~Zy, ; A—-Z, et B—-Z, et soitG, I'isobarycentre des pointsA;B etG,_; tel
que G, ={(4;1); (B;1);(G,—1; D}

a- Déterminons I’affixe de G;.

G, ={(4;1); B;1);(Gr—1;D} =>G, ={(4;1); (B;1);(Gy; 1}

>z, < Bl - R S0 6 ()
Donc I’affixe du point G; est I’origine du repére.

b- Soit Z,, I’affixe de G,.

Exprimons Z,, en fonction de Z,,_;.

Si Z, I'affixe deG, = {(4;1); (B;1); (Gy_1; D} alors Z, = 21222 2n1
s>z = (—1+x/§+l\/§)1-l-:;1|——1«/7—1\/7)+2n_1 _ _2"‘3Zn—1 _ _g +%Zn_1

6) OnposeU, =Z, + 1.

a- Déterminons la nature de la suite U,

Up=Zy+1=>U, =—2+3Z, 4 +1

1 1
=> Un = § + §Zn—1
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1 1 1
=> Un 25(1 +Zn—1) et Un+1 =§(1 +Zn) =§Un

D’ou U,, est une suite géométrique de raison g = % et de premierterme Uy = Z, + 1 =3

b- Etudions la convergence de la suite U,,.

Pour étudier la convergence de la suite U, exprimons U, en fonction de n.

et de premier terme U, = 3 alors son

111
3

W=

Puisque U,, est une suite géométrique de raison g =

/N

expression en fonctionde nest: U, = Uy(q)" = 3

n n
limU, = lim3(3) =0 car lim(3) =0 (g<1)
n - +oo n — +oo n — +oo

Par conséquent U,, est une suite convergente et converge vers 0.

|
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