EQUATIONS DIFFERENTIELLES :

l. Généralités :
1) - Définitions 1 : On appelle équation différentielle toute relation entre une fonction inconnue
et ses dérivées successives. La fonction inconnue est souvent notée y et ses dérivees
successives : y';y"; ¥'"';...; y". Onay = f(x) est la fonction inconnue.
NB : on parle d’équations différentielles d’ordre 1; 2; 3; ...ou d’ordre n selon le cas :
Exemples :

e y'+y—x = 0estune équation différentielle du 1* ordre ou d’ordre 1.

2f" + f = 0 est une équation différentielle du 2™ ordre.

y" +2y' —y —2x + 5 = 0 est une équation différentielle du 2°™ ordre.

e Y -x2? = 0 est une équation différentielle du 3°™ ordre.

2) - Solutions d’une équation différentielle :

- Définition 2 : Etant donnée une équation différentielle d’ordre n, on appelle solution de
cette équation différentielle toute fonction f définie sur un intervalle I de R; n fois
dérivable sur I et vérifiant 1’équation différentielle donnée pour tout x € I.

- Définition 2 : on appelle solution en intégrale d’une équation différentielle toute
fonction f(x) = y vérifiant identiquement 1’équation.

Il. Equation différentielle de type y' = f(x) et y"' = g(x) : _
- Exemple : Soit les équations différentielles : y’' = 6x + 2; y' = _;lzcx; y"'=1; x3y" +
x2+1=0;

1 1
y"=1+tan2x; 2y”+ex_e—2x=0; y'—;:O ety”:z_

1. Equations différentielles linéaire du 1¢" ordre & coefficients constants sans

second membre :

1) - Definition 3 : C’est toute équation qui peut s’écrire sous la forme : (Eq):ay’ + by =

0. aeR" et be R.

2) - Solutions de (Eq):ay’ + by =0 :

b

Théorémel : la solution générale (S. G) sur Rde (E;) est:y = ke a"; k e R.
- Exemple:y' —2y=0; 2y ' =y;3y—2y=0; =2y’ =2y et y' —(In2)y = 0.
Théoreme?2 : (E1) admet une solution unique f sur R satisfaisant la condition f(xq) = yo.
Exemplel:y' —y =0; xo =0 et y, =1.

Exemple2 : soit (E):y' —3y = 0.
1) Résoudre (E).
2) Déterminer la solution de (E) dont la courbe passe par le point 1(0; 2).
3) Déterminer la solution de (E) dont la courbe admet au point / d‘abscisse 2 une
tangente de coefficient directeur —2.

V. Equations différentielles linéaire du second ordre a coefficients
constants sans 2™ membre :

1) Definition 4 : C’est toute équation qui peut s’écrire sous la forme :

(Ey):ay”" +by +cy=0.a€eR*; beRetceR



2) Résolution de (E,) :
a) Définition 5 : On appelle équation caractéristique associé a (E,) 1’équation d’inconnue
r réel ou complexe :

ar? +br+c=0.
b) Théoreme3 (admis) :

S1 I'equation caractéristique : Alors les solutions sont les fonctions fdéfinies sur R
ar? + br + ¢ = 0 admet
par :
2 racines réelles distinctes : r; et r, ; (A> 0) f(x) =Ae™ + Be™*; AeR etBeR
1 racine double reelle : r, ; (A= 0) f(x) =(Ax + B)e™* ; AeR etBeR
2 racines complexes conjuguées : f(x) = (AcosPBx + Bsinfix)e®* ; AeR etBeR
n=a+ipetr=a—-if; (A<0)

c) Théoréme4 : (E,) admet une solution unique fsur R satisfaisant la conditionf(xg) =

Yo et f'(xo) = ¥o.
(La condition de cauchy).

Exemplesl : Résoudre dans R
(E1):y" —3y' —4y=0; (E2):y"'—4y' +4y=0; (E3):y"+y' +y
=0; (Ey:2y" —2V2y +y=0;
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(Es): 39" =2y +9y = 0; (Ee):2y" +3y'=0; (E;):3y"—y=0; (Eg):y"'+y=0.

Exemples2 : Déterminer pour les équations différentielles suivantes la fonction f vérifiant :

(Eq):y"+y' —6y =0 Sachantque f(o) =1 et f'(0) = —8.
(E):y" +6y'+9y =0 Sachantque f(o) =4 et f'(0) =1.
(E3):y" —6y"+13y =0 Sachantque f(o) =3 et f'(0) =5.
(E4):2y" +5y' +3y =0 Sachantque f(o) =2 et f'(0) = 3.
(E5):9y" + 64y =0 Sachantque f(m) =0 et f'(2mn) = §

(Eg):y" + m?y = 0 Sachant que y(0) =0 et y'(0) =0

Equations différentielles de la forme (y" + w?y = 0)

Ce type d'equation differentielle est tres frequent en sciences physiques. Sa résolution est
suivit d'une application.

Résolution :
La solution de telles équations est de la forme:

S = ACos (wt + @). ou A et gpsont deux nombres réels quelconques.



Ou S = ACos wx + BSin wx

Equations différentielles de la forme (y'— w2y = 0)

Ce type d'équation différentielle est utilisé ici pour résoudre une application concréte.

Résolution :
La solution de telles équation est de la forme : S = ae"t + be"t

Exemple :

Résoudre les équations différentielles suivantes :
a) y'+9=0 ; Bb4y"-9y=0 ; ¢)y'+5=0
Solution
a) v +9y =0 =>w?=9=>p=3=>S=AC0s3X + BSin3x

" _ _ w9 A 2 _9_ _3_ _ 3 _3
b) 4y" —9y=0 <=>y _Zy_0_>“) —Z—>co—5—>S—an +be 2

C) y"'+5y=0= Sw2=5=>p= \/§ =>S= ACOS\/EX + BSIn\/EX

Exercice :
A. On considére 1’équation différentielle (E1): f"' (x) — 2f'(x) + f(x) = —3x +
400 f:R >R.
1) Déterminer les réels a et b pour que la fonction g(x) = ax + b soit solution de (E).
2) Démontrer que la fonction f est solution de (E¢) si et seulement si la fonction h =
f — g est solution de I’équation différentielle : (E;):h" —2h' + h = 0.
3) Résoudre I’équation différentielle (E,) et en déduire les solutions de (E).
4) Déterminer la solution particuliéere ¢ de (Eq) telle que ¢ (0) = —1 et¢p'(0) =0
B. On considére la fonction P définie sur R par: P(x) = (2x + 1)e* — (3x + 2).
1) a) Déterminer les limites de P en —oo et +oo.
b) Montrer que (A):y = —3x —2est A.Oa(C)deP.
c) Etudier la position relative de (A) par rapporta (C).
2) a) Etudier les variations de P.
b) Tracer (C) et (A) dans un repére orthonormé (o;7;; ) d’unité graphique 2cm.
3) On note (D) la partie de plan limité par (C); (A) et les droites x = 1 et x = —% ou
1

AL<-—=.
2

a) Mettre en évidence la partie (D) sur le graphique.
1
b) Calculer fA_E—(Zx + 1)e*dx (on poura effectuer une intégration par parties).

¢) Exprimer en fonction de 1 D’aire A(1) de (D) en cm?.
d) Déterminer la limite de A(4) lorsque A tend vers —oo.



