
ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES : 

I. Généralités : 

1) - Définitions 1 : On appelle équation différentielle toute relation entre une fonction inconnue 

et ses dérivées successives. La fonction inconnue est souvent notée 𝒚  et ses dérivées 

successives : 𝑦′; 𝑦′′;  𝑦′′′; … ; 𝑦𝑛. On a 𝑦 = 𝑓(𝑥) est la fonction inconnue. 

NB : on parle d’équations différentielles d’ordre 1; 2; 3; …ou d’ordre 𝑛 selon le cas : 

Exemples :  

 𝑦′ + 𝑦 − 𝑥 = 0 est une équation différentielle du 1er ordre ou d’ordre 1. 

 2𝑓′′ + 𝑓 = 0 est une équation différentielle du 2ème ordre. 

 𝑦′′ + 2𝑦′ − 𝑦 − 2𝑥 + 5 = 0 est une équation différentielle du 2ème ordre. 

 Y’’’-𝑥2 = 0 est une équation différentielle du 3ème ordre. 

2) - Solutions d’une équation différentielle : 

- Définition 2 : Etant donnée une équation différentielle d’ordre n, on appelle solution de 

cette équation différentielle toute fonction 𝒇 définie sur un intervalle 𝐼 de ℝ; n fois 

dérivable sur 𝐼 et vérifiant l’équation différentielle donnée pour tout 𝒙 𝝐 𝑰.  

- Définition 2 : on appelle solution en intégrale d’une équation différentielle toute 

fonction 𝑓(𝑥) = 𝑦 vérifiant identiquement l’équation.  

II. Equation différentielle de type 𝒚′ = 𝒇(𝒙) et  𝒚′′ = 𝒈(𝒙) ∶ 

- Exemple  : Soit les équations différentielles : 𝑦′ = 6𝑥 + 2; 𝑦′ =
−𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥
;   𝑦′′ = 1 ;  𝑥3𝑦′ +

𝑥2 + 1 = 0 ; 

𝑦′′ = 1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥 ;   2𝑦′′ + 𝑒𝑥 − 𝑒−2𝑥 = 0;  𝑦′ −
1

𝑥
= 0  𝑒𝑡 𝑦′′ =

1

𝑥
. 

III. Équations différentielles linéaire du 1er ordre à coefficients constants sans 

second membre : 

1) - Définition 3 : C’est toute équation qui peut s’écrire sous la forme : (𝑬𝟏): 𝒂𝒚′ + 𝒃𝒚 =
𝟎.  𝒂 𝝐 ℝ∗ et  𝒃𝝐 ℝ. 

2) - Solutions de (𝑬𝟏): 𝒂𝒚′ + 𝒃𝒚 = 𝟎 : 

Théorème1 : la solution générale (S. G) sur ℝ de (𝑬𝟏) est : 𝒚 = 𝒌 𝒆−
𝒃

𝒂
𝒙; 𝑘 𝝐 ℝ. 

- Exemple : 𝑦′ − 2𝑦 = 0;   2𝑦′ = 𝑦;  3𝑦 − 2𝑦 = 0; −2𝑦′ = √2𝑦  et   𝑦′ − (ln 2)𝑦 = 0. 

Théorème2 : (𝑬𝟏) admet une solution unique 𝑓  sur ℝ satisfaisant la condition 𝒇(𝒙𝟎) = 𝒚𝟎. 

Exemple1 : 𝑦′ − 𝑦 = 0; 𝑥0 = 0  et   𝑦0 = 1. 

Exemple2 : soit  (𝐸): 𝑦′ − 3𝑦 = 0. 
1) Résoudre (𝐸). 
2) Déterminer la solution de (𝐸) dont la courbe passe par le point 𝐼(0; 2).  
3) Déterminer la solution de (𝐸) dont la courbe admet au point 𝐽 d‘abscisse 2 une 

tangente de coefficient directeur −2. 

IV. Équations différentielles linéaire du second ordre à coefficients 

constants sans 2ème membre : 

1) Définition 4 : C’est toute équation qui peut s’écrire sous la forme :  

(𝑬𝟐): 𝒂𝒚′′ + 𝒃𝒚′ + 𝒄𝒚 = 𝟎.  𝒂 𝝐 ℝ∗;   𝒃 𝝐 ℝ  et  𝒄 𝝐 ℝ 



2) Résolution de (𝑬𝟐) ∶  
a) Définition 5 : On appelle équation caractéristique associé à (𝑬𝟐) l’équation d’inconnue 

𝑟 réel ou complexe : 

𝒂𝒓𝟐 + 𝒃𝒓 + 𝒄 = 𝟎. 

b) Théorème3 (admis) : 

   (𝑬𝟐): 𝒚′′ + 𝟔𝒚′ + 𝟗𝒚 = 𝟎   Sachant que  𝑓(𝑜) = 4   et  𝑓′(0) = 1. 

   (𝑬𝟑): 𝒚′′ − 𝟔𝒚′ + 𝟏𝟑𝒚 = 𝟎   Sachant que  𝑓(𝑜) = 3   et  𝑓′(0) = 5. 

   (𝑬𝟒): 𝟐𝒚′′ + 𝟓𝒚′ + 𝟑𝒚 = 𝟎   Sachant que  𝑓(𝑜) = 2   et  𝑓′(0) = 3. 

   (𝑬𝟓): 𝟗𝒚′′ + 𝟔𝟒𝒚 = 𝟎   Sachant que  𝑓(𝜋) = 0   et  𝑓′(2𝜋) =
1

3
. 

   (𝑬6): 𝑦′′ + 𝜋2𝑦 = 0 Sachant que  𝑦(0) = 0  et  𝑦′(0) = 0 

Equations différentielles de la forme (y'' + w2y = 0) 

 

Ce type d'équation différentielle est très fréquent en sciences physiques. Sa résolution est 

suivit d'une application.  

 

Résolution : 

La solution de telles équations est de la forme:  

 

S = ACos (wt +  φ). où A et φsont deux nombres réels quelconques.  

 

Si l’équation caractéristique :  

𝒂𝒓𝟐 + 𝒃𝒓 + 𝒄 = 𝟎  admet 
Alors les solutions sont les fonctions 𝑓définies sur ℝ  

par : 
  

2 racines réelles distinctes : 𝑟1 𝑒𝑡 𝑟2 ; (∆> 𝟎) 𝑓(𝑥) = 𝐴𝑒𝑟1𝑥 + 𝐵𝑒𝑟2𝑥 ;  𝐴 𝝐 ℝ  et 𝐵 𝝐 ℝ 

  

1 racine double réelle : 𝑟0 ;  (∆= 𝟎) 𝑓(𝑥) = (𝐴𝑥 + 𝐵)𝑒𝑟0𝑥  ;  𝐴 𝝐 ℝ  et 𝐵 𝝐 ℝ 

  

2 racines complexes conjuguées :  𝑓(𝑥) = (𝐴𝑐𝑜𝑠𝛽𝑥 + 𝐵𝑠𝑖𝑛𝛽𝑥)𝑒𝛼𝑥 ;  𝐴 𝝐 ℝ  et 𝐵 𝝐 ℝ 

𝑟1 = 𝛼 + 𝑖𝛽  et  𝑟1 = 𝛼 − 𝑖𝛽 ; (∆< 𝟎)  

 

c) Théorème4 : (𝑬𝟐) admet une solution unique 𝒇sur ℝ satisfaisant la condition𝒇(𝒙𝟎) =
𝒚𝟎 et 𝒇′(𝒙𝟎) = 𝒚𝟎

′ .  
(La condition de cauchy). 
 
Exemples1 : Résoudre dans ℝ 

(𝑬𝟏): 𝒚′′ − 𝟑𝒚′ − 𝟒𝒚 = 𝟎;    (𝑬𝟐): 𝒚′′ − 𝟒𝒚′ + 𝟒𝒚 = 𝟎 ;   (𝑬𝟑): 𝒚′′ + 𝒚′ + 𝒚

= 𝟎;   (𝑬𝟒): 𝟐𝒚′′ − 𝟐√𝟐𝒚′ + 𝒚 = 𝟎; 

   (𝑬𝟓):  
𝟏

𝟑
𝒚′′ − 𝟐𝒚′ + 𝟗𝒚 = 𝟎;  (𝑬𝟔): 𝟐𝒚′′ + 𝟑𝒚′ = 𝟎;   (𝑬𝟕): 𝟑𝒚′′ − 𝒚 = 𝟎;   (𝑬𝟖): 𝒚′′ + 𝒚 = 𝟎. 

Exemples2 : Déterminer pour les équations différentielles suivantes la fonction f  vérifiant : 

(𝑬𝟏): 𝒚′′ + 𝒚′ − 𝟔𝒚 = 𝟎  Sachant que  𝑓(𝑜) = 1   et  𝑓′(0) = −8. 



Ou S = ACos wx + BSin wx  

 

Equations différentielles de la forme (y''– w2y = 0) 

 

Ce type d'équation différentielle est utilisé ici pour résoudre une application concrète.  

 

Résolution :  

La solution de telles équation est de la forme : S = aewt + be-wt 

Exemple :  

 

Résoudre les équations différentielles suivantes  : 

 

a) y'' + 9y = 0     ;      b) 4y'' -9y = 0     ;    c)  y'' + 5y = 0 

Solution  

 

a) 𝑦′′ +  9𝑦 =  0     = >𝜔2 = 9 = >ω = 3 = >S = ACos3x + BSin3x 

      b)  4y'' − 9y = 0     < = > y'' − 
9

4
y = 0 = >𝜔2 = 

9

4
= >ω = 

3

2
= >S = a𝒆

𝟑

𝟐
𝒙
 + b𝒆− 

𝟑

𝟐
𝒙
 

 

c)  y'' + 5y = 0= >𝜔2 = 5 = >ω = √5 = >S = ACos√𝟓x + BSin√𝟓x 

 

 

Exercice :  

A. On considère l’équation différentielle (𝑬𝟏): 𝑓′′(𝑥) − 2𝑓′(𝑥) + 𝑓(𝑥) = −3𝑥 +
4  où  𝑓: ℝ ℝ .   

1) Déterminer les réels 𝑎 et 𝑏 pour que la fonction 𝑔(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏 soit solution de (𝑬𝟏). 
2) Démontrer que la fonction 𝑓 est solution de (𝑬𝟏) si et seulement si la fonction ℎ =

𝑓 − 𝑔 est solution de l’équation différentielle : (𝑬2): ℎ′′ − 2ℎ′ + ℎ = 0. 
3) Résoudre l’équation différentielle (𝑬2) et en déduire les solutions de (𝑬𝟏). 
4) Déterminer la solution particulière 𝜑 de (𝑬𝟏) telle que 𝜑(0) = −1  et 𝜑′(0) = 0 

B. On considère la fonction 𝑃 définie sur ℝ par : 𝑃(𝑥) = (2𝑥 + 1)𝑒𝑥 − (3𝑥 + 2). 
1) a)  Déterminer les limites de 𝑃 en −∞ et +∞. 

b)  Montrer que (∆) : 𝑦 = −3𝑥 − 2 est A.O à (C ) de 𝑃. 
c)  Etudier la position relative de (∆) par rapport à (C ). 

2) a)  Etudier les variations de 𝑃.  
              b)  Tracer (C ) et (∆) dans un repère orthonormé  (𝑜; 𝑖 ; 𝑗 ) d’unité graphique 2𝑐𝑚. 

3) On note (𝐷) la partie de plan limité par (C ) ;  (∆) et les droites  𝑥 = 𝜆  et  𝑥 = −
1

2
  où  

𝜆 < −
1

2
  . 

a) Mettre en évidence la partie  (𝐷) sur le graphique. 

b) Calculer ∫ −(2𝑥 + 1)𝑒𝑥𝑑𝑥
−

1

2
𝜆

  (on poura effectuer une intégration par parties). 

c) Exprimer en fonction de 𝜆  l’aire 𝐴(𝜆) de (𝐷) en 𝑐𝑚2. 
d) Déterminer la limite de  𝐴(𝜆) lorsque 𝜆 tend vers −∞. 

 


