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Comment utiliser ce livret

Les 4 niveaux d’exercices Les encadrés du cours

Niveau 1- Bases % M Définition : a savoir par coeur.

les automatismes indispensables. M Propriété / Théoréme : les outils.

Niveau 2 - Bac * % M Méthode : la démarche pas a pas.

le niveau de 'examen national. M Exemple : un calcul entiérement rédigé.
Niveau 3 - Approfondissement * % % M Piege : 'erreur classique a éviter.

pour viser la mention Trés bien. Astuce de concours yr: le petit plus qui fait
Niveau 4 - Concours * % % % gagner du temps.

problémes de concours (classes préparatoires,

écoles d’ingénieurs).

Le livret contient 66 exercices corrigés : la partie B est un parcours en 4 niveaux (exercices 1
a 30); la partie C est une banque de 36 exercices classés par theme (Premier ordre y’ = ay +
b, Se ramener & une équation connue, Second ordre homogéne, Equations fonctionnelles,
Modélisation, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans la partie D.

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro
de page du corrigé est indiqué a droite de chaque énoncé.
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A la fin du chapitre, je sais...

O vérifier qu'une fonction est solution ;
démontrer le théoréme de y’ = ay ;
résoudre y' = ay + b, condition initiale ;
étudier un faisceau (équilibre, limites) ;
trouver une solution particuliére ;

utiliser le principe de superposition ;

O 0Oo0o0ooao

démontrer le théoreme des trois cas;
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résoudre y” +ay’ +by =0;

utiliser f(x,) = y, et f'(x,) = v, ;
passer a la forme R cos(Bx - ¢) ;
poserz=y-p,z= %, x=el.;
résoudre une équation fonctionnelle ;
modéliser (Newton, radioactivité, RC) ;

étudier un oscillateur et la résonance.



Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

° Généralités

B Deéfinition : équation différentielle, solution

Soit n € N*. Une équation différentielle d'ordre n est une relation entre une fonction incon-
nue y de la variable réelle x, ses dérivées y’, ..., ¥ (la dérivée y y figurant) et la variable
X.

+ Une solution sur un intervalle I est une fonction f, n fois dérivable sur I, qui vérifie la
relation pour tout x € | quand on remplace y, y’, ... par f(x), f'(x), ...

- Résoudre |'équation sur I, c’est trouver toutes ses solutions sur I ; leurs courbes sont les
courbes intégrales.

« Ce chapitre étudie surtout les équations linéaires a coefficients constants y’ = ay + g(x)
et y"+ay’ +by = g(x) (a, b réels, g continue) ; pour g = 0, on obtient 'équation homogéne
associée. Sauf mention contraire, | = R.

Lecture géométrique. Pour une équation y' = F(x,y), la tangente en un point M(x,, y,) d’'une
courbe intégrale a pour coefficient directeur F(x,, y,), qui ne dépend que de M : on peut dessiner
en chaque point du plan un petit segment de cette pente (le champ de pentes) ; les courbes
intégrales sont tangentes, en chacun de leurs points, au segment qui y est tracé.

Méthode : vérifier qu’une fonction est solution

Calculer f’ (et f”), remplacer dans l'équation et simplifier ; on ne conclut que si 'égalité a
lieu pour tout x de lintervalle. Pour prouver que f n’est pas solution, un seul x suffit.

Exemple : deux vérifications

« (E)):y"+2y' -8y =0 et f(x)=2e>*-e™: f'(x)=4e™+4e™, f'(x)=8e>-16e™,
donc f" +2f -8f =(8+8-16)e’* +(-16+8 +8)e™ = 0: f est solution sur R (on la
retrouvera en section 7).

* (E):y' =1 +y?: tan’ = 1 +tan?, donc tan est solution sur ]—g, g[ En revanche g(x) = x
n’est solution sur aucun intervalle: g’(x) =1 # 1+ x? dés que x # 0.
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B Attention, piége ! Toujours un intervalle

Sur R*, qui n’est pas un intervalle, 'équation y’ = 0 a pour solutions les fonctions égales a
une constante C, sur ]-oo, 0[ et a une constante C, sur ]0, +oo[ (par exemple x %), et pas
seulement les constantes : le théoréme « f' = 0 = f constante » exige un intervalle. On
précise toujours l'intervalle de résolution.

§

B Toutes les solutionsde y’ = 1+ y?

Les solutions de (E,) sont les fonctions

X + tan(x - ), sur un intervalle inclus dans R ,t,[/:/ -
.. , an

]c—g,c+g[ (c € R). En particulier, (E,) n'a ;H:/ o ;:/ L

. Y, / 14 /

aucune solution sur R. A, LAY L) Y

P 0 o o 0 ot v X
Déemonstration. Si f est solution sur un intervalle /, / j‘z/:j 7 j g j /jzjj
. 0o v ¥ il

alors (arctan -f) _szurl.llemsteceRtel vl e ot

que arctan f(x) = x - ¢ pour tout x € I. Comme arctan
prend ses valeurs dans ]—g, g[, onax-ce ]—g, g[
pour tout x € I, et f(x) = tan(x - ¢). Réciproquement,
(tan(x - c)) = 1+tan?(x - ¢). Une solution ne vit
donc que sur un intervalle de longueur au plus m,

alors que l'équation a un sens pour tout réel x.

champ de pentes de y’ = 1+ y?: les courbes
intégrales sont les translatées horizontales
de celle de tan, et elles ne se coupent pas

© L'éguation y = ay
| Théoréme

Soient a € R et | un intervalle. Les solutions sur | de 'équation y’ = ay sont les fonctions

x—ce™] cer

Démonstration. Ce sont des solutions : (Ce®*)’ = aCe®. Ce sont les seules : soit f une solution
sur I. La fonction z(x) = f(x) e™®* est dérivable sur I et

200 = f'()e™ - afl)e™ = (f(x) - af(x) e = 0.

Comme [ est un intervalle, z est constante : il existe C € R tel que f(x)e™® = C, soit f(x) = C e
pour tout x € [.

Remarque. On n’écrit pas « f? =a,doncln|f]| =ax+k»: rien nedita priori que f ne s'annule

pas. Le facteur e™®* évite cette division. Pour a =1: exp est l'unique fonction dérivable sur
R telle que f' = f et f(0) = 1.

B Condition initiale et conséquences

Pour tous réels x; et y,, il existe une unique solution f de y’ = ay telle que f(x,) = y, :
flx) = yo e

+ Une solution qui s'annule en un point est la fonction nulle ; une solution non nulle garde
le signe de C.
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+ Deux courbes intégrales distinctes n'ont aucun point commun : par chaque point du plan
passe une et une seule courbe intégrale.

« f(x + h) = e®f(x) : en des points réguliérement espacés de h, les valeurs de f sont en
progression géométrique de raison e,

A
Démonstration. Ce® =y, <<= C =y e : une seule constante convient. Deux courbes
intégrales ayant un point commun (x,, y,) proviennent donc de la méme solution.

Exemple : trois questions types \y\

* 5y +3y=0 < y'=—%y: f(x)=Ce'3?x. La

]
courbe passe par A(1,1) < (Ce5 =1 <
3(1-x)

C-ei: f(x)=e"35 |

« Trouver a. Si f' = af, f(0) =2et f(ln4) =16: : :
f(x) = 2e™ et 2e%M% =2x49=16 < 2%9-=
2 = a=3: f(x) = 2e% .

« Impossible. Aucune solution de y’ = ay ne faisceau des solutions de 5y’ +3y = 0:
vérifie f(0) = 3 et f(1) = -1, quel que soita: C = 0 donne l'axe (Ox); les autres courbes
une solution non nulle ne change pas de signe. ne le coupent pas

© L'éguation y =ay+b

Dans cette section, a et b sont réels, avec a # 0 (si a = 0, 'équation y’ = b donne y = bx + C).
,

 L'équation y’ = ay + b a une unique solution constante: x — —% (léquilibre).

» Ses solutions sur R sont les fonctions | x — Ce% - g , C e R (solution constante +

solutions de y’ = ay).

+ Pour tous réels x, et y,, il existe une unique solution telle que f(x,) = y,: f(x) =

b . b
e Se-

§

Démonstration. La constante k est solution < 0=ak+b < k= —g. Pour f dérivable,
posonsz:f+g: Z=f etaz=af+b, donc f'=af+b < 7z =az < z=_Ce™ (section 2).
La condition initiale devient z(x,) = y, + g

B Allure des solutions non constantes (C = 0)

« f(x)+ g = Ce™ a le signe de C : la courbe reste strictement d’'un méme co6té de la droite
d’équilibre D : y = —g ; f'(x) =aCe®™ ne s'annule pas: f est strictement monotone.

ca<0:f(x)— —g en +oo (asymptote D : équilibre stable) et f(x) — *co en -oo (selon le
signe de C).

Maths Olympiad e
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b

« a>0:cestlinverse: f(x) —» -, en-cet f(x) = too en +oo (équilibre instable).

« f'= a(f + g) : la pente en un point est proportionnelle a 'écart a U'équilibre.

Exemple : une étude compléte: (E) : 3y’ +y =4

3 3 3
solutions sont les fonctions y = 4 + Ce™3.
2. f0) =1 & 4+C=1 & (C=-3:

f(x)=4-3e73|

3. f'(x) = e350: f croit strictement, de - (en
-00) a 4 (en +o0), et f(x) < 4 pour tout x. f(x) =
0 = e =§ = x=—3[n§z—0,86.

4, f(0)=1et f'(0)=1: latangente en (0, 1) est / 2 4 6 g X
T:y=x+1. Comme f'(x) = —%e‘g <0, f est
concave : la courbe est au-dessous de T.

1,y'=-%y+i:a=—l p=2% et-§=4:les Y

solutions 4 + Ce : toutes tendent vers 4 en
+00

Aveca > Oetx, # 0. y =2y-1 (équilibre %), courbe passant par A(ln3,5) : f(x) =

(5-l)ez(x“"3)+l=2xﬂ+l= 1+e :ici f(x) > 1 en -oo et f(X) > +o0 en +oo
2 22779 72 ERE 2 :

Q@ Second membre et superposition

Soient a € R, g une fonction continue sur un intervalle I, (E) : y" = ay + g(x) et (E,) : y' = ay
'équation homogéne associée.

B Théoréme : générale = particuliére + homogeéne

Si p est une solution particuliére de (E) sur I, les solutions de (E) sur I sont les fonctions
X+ p(x) + Ce™|, C € R. Pourx, €lety, €R,il en existe une seule telle que f(x,) = y,.
Superposition : si p, est solution de y’ = ay + g,(x) et p, de y’ = ay + g,(x), alors Ap, + pup,
est solution de y’ = ay + Ag,(x) + ug,(x) (A, y réels).

Démonstration. Comme p’' =ap+g: f'=af+g < f' -p' =a(f-p) < f-p=_Ce™ (section
2). L'égalité p(x,) + Ce™o =y, fixe C. Enfin (Ap, + up,)" = a(Ap, + up,) + Ag, + ug,. A retenir : deux
solutions particuliéres différent d'une solution de (E,), le choix de p est donc sans importance.

Méthode : chercher p sous une forme (en général indiquée par 'énoncé)

g polynome de degré n (a# p polyndme de degré n ; coefficients par identification
0

)
g(x)=ke™ avec m=za p(x)=ae™ : p’'-ap=a(m-a)e™, donc a= 8
(

g(x) = ke (résonance: m = ae® estsolution de (E,); on prend p(x) = axe®™: p'-ap =
a) ae™, a=~R

g(x) = Rcoswx + R sin wx p(x) = acoswx + Bsinwx (w # 0) ; identification

Maths Olympiad o
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Exemple : quatre seconds membres

« Polynome: y’ +2y = 2x2-1. Avecp(x) = ax?+Bx+y: p' +2p =2ax>+(2a+2B)x +(B +2y),
et l'identification donnea =1, B=-1, y=0: p(x) = x> - x. Solutions: y = x*> - x + Ce™?*;
avec y(0) = 1: | f(x)=x>-x+e2X|

- Trigonométrique: y’' -3y = 10sinx. Avecp=acosx+Bsinx: p'-3p =(B-3a)cosx-(a+
3B)sinx, d'oli B =3aet-10a=10: p(x) =-cosx-3sinx et y=-cosx-3sinx +Ce>.
Seule p (C = 0) est bornée sur [0, +oo].

- Résonance: y’' +2y = 3e7?X. Laforme ae™® donne p’ +2p = 0; avec p(x) = axe X :
p'+2p=ae?, a=3 et y=(3x+C)e .

- Superposition: y’'+2y = 2x?-1+3e72¥ a pour solutions les fonctions y = x?-x+(3x+C) €2,
CeR.

© L'éguation y +ay +by =0

B Définition : équation caracteéristique

Soienta, b réels et (E) : y” +ay’ +by = 0. Son équation caractéristique est (C) : r>+ar+b =0,
de discriminant A = a® - 4b. Pour ay” + By’ +yy =0 (a # 0), on écritar? + Br+y = 0: mémes
racines.

L

B Lemme fondamental (x)

Soient r € R et z deux fois dérivable sur I. La fonction y = ez vérifie
y" +ay +by = e”‘[z" +(2r+a)z' + (r2 +ar+ b)z]. ()

En particulier (z=1): x ~ e est solution de (E) < r’+ar+b=0.

A

Démonstration. y' =e'™(z' +rz) et y" =e'™* (z" +2rz' + rzz) ; on remplace et on regroupe.

Remarque. Linéarité. Si f et g sont solutions de (E), Af + ug aussi. Une solution f est indéfin-
iment dérivable (f” = -af’ - bf est dérivable, etc.), et f' est encore solution, de méme que
x = f(x +c) pour tout réel c (les coefficients sont constants).

9 Théoréme des trois cas

Les solutions sur R de (E) sont (C,, C,, A, B réels quelconques) :

Signe de A Racines de (C) Solutions de (E)
A>0 r, #r,, réelles y=C, e+, e
A=0 r=-$, double y =(C, + C,x)e™
A<O aiiB,a:—g,B:@>0 y = e** (A cos Bx + Bsin Bx)

L

Démonstration (en posant y = e'*z).

- Cas A 2 0. Soit r, une racine réelle et r, = -a - r, lautre (r, = r, si A = 0). Pour f deux fois

Maths Olympiad @
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dérivable, on pose z = f e*. Comme rZ +ar, +b=0et2r, +a=r, -r,, larelation (%) donne :

f solution de (E) < z"=(r,-r,)Z <> Z'(x)=Kel2"")* (K eR) (section 2, pour z').

Sir,#r : z(x)= —re(rz "X+ C,, soit f(x) = C,e"* + C,e* (C, = ). Sir,=r,:
27"
Z' =K, z(x) = C, +Kx et f(x)=(C, +C,x)e"*.

«CasA < 0. On posea =-%,B = “‘*b" et z = fe™ (a n'est pas racine) : 2a+a = 0 et
a’+aa+b = b—— B2. Par(*) fsolutlon de (E) & z"+B%z=0. Il reste a résoudre cette
équation.

Lemme. Les solutions de z” + B2z = 0 (B > 0) sont les fonctions AcosBx + BsinpBx. Elles
conviennent : (cos Bx)” = -B? cos Bx, de méme pour sin. Réciproquement, si z est solution,
w(x) = z(x) z(O)cosBx I(a)sm Bx est solution, avec w(0) = 0 et w'(0) = 0. L'« énergie »
E = w? + B2w? vérifie E' = 2w’ (w” + B?w) = 0 : elle est constante, égale & E(0) = 0. Donc

B?w?<E=0, w=0 et z=Acospx +Bsinpx.

Remarque. Quand A < 0, les racines de (C) sont les complexes o + if : la partie réelle a va
dans l'exponentielle, la partie imaginaire B > 0 dans cos et sin. Si r, et r, sont les racines,
a=-(r,+r,)etb=r,r,;dans le cas complexe, b = o + B2.

© Les trois cas en pratigue

Exemple : résoudre

ey -2y -2y=0:r2-2r-2=0, A=12, r=12/3: y=C, e, el
« 9y” - 12y’ +4y =0: 9r> -12r+4 = (3r - 2)?, racine double%: y = (C, +C2x)e2?
ii?: g(Acos‘/_x+Bsin @x)

« Sanstermeeny oueny: y"+3y=0(r=:i\/§):y=Acos\/§x+Bsin\/§x ; y'-5y=0
(r=+/5):y=Cel>+CeV ; y" -2y =0(ref0,2]): y=C,+C,e*

~y -y +y=0:A=-3,r=1

La forme R cos(Bx - )

,
I

Pour (A,B) # (0,0): Acospx + BsinBx = Rcos(Bx - ), avec R = VA2 +B2, cos(p = % et

c B
sing = —.

Une solution du cas A < 0 s’écrit donc f(x) = Re®* cos(Bx - @) : elle oscille entre les en-
veloppes £R e%*, ses zéros sont espacés de %, et sa pseudo-période est %" (une vraie période

sia=0).

A

5 . AV (B 4 e _ A . _ B -
Demonstration. (E) + (E) = 1: il existe ¢ tel que cosp = - etsing = -, et Rcos(Bx - ) =

R cos ¢ cos Bx + Rsin @ sin Bx = Acos Bx + Bsin Bx.

Maths Olympiad °
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Exemple : /3 cos 2x - sin 2x

V3
71
x=—%+kn, zérosenx=%
de cos p et de sin (.

R=2, cosp = sing =--: (p=—% et \/§c052x—sin2x=2cos(2x+%). Maximum 2 en

1
2
+ kg (R € Z). Attention:tang = % ne suffit pas, il faut les signes
6.1 Allure des solutions dans les trois cas

y y y
1 1

> >

}S)
~
x
S)
~
x

y'+3y +2y=0 (A=1) 4y” +12y" +9y =0 (A =0) 4y" + 4y +37y =0 (A< 0)

Pour chaque équation, solutions telles que y(0) = 1 et y'(0) € {2,0,-4} (du plus foncé au plus clair) ; a
droite, y = ez cos 3x (y'(0) = —%). SiA 2 0, une solution non nulle s'annule au plus une fois : C,e"*+C,e">* =
C1

0 & ez -2, et(C+Cx)e”* =0 & C +Cx=0. SiA <0, elle sannule une infinité de fois

(oscillations).

° Conditions initiales

Pour tous réels x,, y, et y,, 'équation (E) : y” +ay’ + by = 0 a une unique solution f telle que
f(xo) =Y et f’(xo) =Y,

Démonstration. f est solution < g : x = f(x + X,) est solution (section 5), avec g(0) = f(x,),
g'(0) = f'(x,) et f(x) = g(x - x,) : il suffit de traiter le cas x, = 0. Les conditions f(0) = y,, f'(0) = y,
forment un systéme d’inconnues les deux constantes :

*A>0: C,+C,=y, et r,C, +r,C, =y, : déterminantr, - r, # 0, une seule solution (C;,C,);

*A=0: C,=y, et rC,+C,=y,, douC,=y,-ry,; A<0: A=y, et aA+BB=y,, dou
B =20,
B
Conséquences. Une solution telle que f(x,) = f'(x,) = 0 est nulle. Deux courbes intégrales dis-
tinctes peuvent se couper, mais ne sont jamais tangentes. Une solution est entiérement déter-
minée par le couple (f(0), f'(0)).

Exemple: A>0: y"+2y' -8y =0, f(0)=1, f(0)=8

r?+2r-8=(r-2)r+4): f(x)=Ce*+Ce™ et f(x)=2C,e** - 4C,e™™*. Le systéme
C,+C, =1, 2C,-4C, =8 donne C, =2,C, =-1: | f(x) = 2e** - e™** |(section 1). Elle s'annule

une seule fois: €% = 1 «— x=-12,

Maths Olympiad @
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Exemple:A=0etx,#0: 9y" -12y' +4y =0, f(1)=0, f'(1)=1

fx) = (C, + Cu)e3 et f(x) = (C,+2(C, +Cx))eS. f(1)=0 < C, =-C, puis /(1) =

2(x-1)

C2e§ =1:[f(x)=(x-1)e 3

. C'est latranslatée g(x-1) de la solution g(x) = x e telle que

2(x-1) ..
g(0) = 0,g'(0) = 1, comme dans la démonstration. f'(x) = 2% e”5 : minimum f(—%) =21

Exemple: A<0: y"+2y +4y =0, f(0)=1, f(0)=2

r2+2r+4 =0, A=-12, r=-1%i\/3: f(x):e'X(Acosﬁx+Bsin\/§x); f(0)=A=1 et

=—A+\/§B=2, doncB=\/§:
f(x) = (cos\/—x+\/§sm\/_x) 2e"‘cos(\/§x-g) (R=2, cos<p-— sm(p-‘/—_)

Zéros : \/3x - g = 2+ km, soit x = (62:/5_)" (Re2z); |f(x)] <2e™*, donc f(x) = 0 en +oo.

Attention, piege ! Conditions en deux points

Deux conditions en deux points difféerents ne garantissent ni l'existence, ni 'unicité. Pour
y"+y =0 (y =Acosx +Bsinx): f(0) =0 et f(rr) = 0 : une infinité de solutions (Bsinx) ;
f(0)=0et f(m) = 1: aucune (A = 0 impose f() = 0); f(0)=0 et f( ) : une seule, sin x.

© Se ramener a une équation connue

Méthode : changement de fonction ou de variable indiqué

1. Exprimer y, y' (et y”) a l'aide de la nouvelle fonction z. 2. Etablir 'équivalence : « y est
solution de (E) < z est solution de (E’) », avec (E') d'un type connu. 3. Résoudre (E’),
revenir a y, puis utiliser les conditions initiales. 4. Respecter les conditions d’existence :
z=%exigey¢0; x = et exige x > 0.
Repéres: z=y-p (p solution particuliére); z = ye‘”‘ (|dent|te( )), z=y' (siy nefigure
pas: y” =ay +bdevientz =az+b); z= % (si y? apparait) ; =y et) si xy’ ou x%y"
apparaissent).
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Exemple:z=y-p: (E) : y" +2y" +2y = 2x

1. p(x) = x -1 est solution: p”"+2p" +2p=0+2+

2x -2 =2x.
2. Par difféerence: fsolutionde(E) < z=f-p y
est solution de (E;) : z" +22' +2z = 0. 4 A
3.r2+42r+2=0: r=-1%i, z= e *(Acos x+Bsin x),
d'ou 2
f(x)=x-1+e*(Acosx +Bsin x). 2 4 X

4, |f(x)-(x-1)] < (|A] + |B])e™* - 0: toutes
les courbes intégrales admettent la droite A : y =
X - 1 pour asymptote en +oo, et (si (4, B) # (0, 0))
la coupent une infinité de fois, en des points es-
pacés de m.

(A, B) =(3,0),(-2,5;0), (0, 4) : oscillations
amorties autour de A

Exemple: z=ye?*: (E): y" +4y +4y = 6xe X

Icir?+4r+4 =(r+2)?:avecy = e >*zetr = -2, l'identité () donne 2r+a=0etr’+ar+b = 0,
donc y” +4y'+4y = e z". Ainsi ysolutionde (E) < z"=6x < z=x>+C,x+C, (deux
primitives successives sur R) :

y=(x*+Cx+C)e?|,  (,C eR

Exemple: z = % : (E) : y' =2y - eXy?, solution ne s’annulant pas avec y(0) = 1

L'équation n’est pas linéaire (la fonction nulle en est une solution). Pour f dérivable et

. ) ’ 2f - eXf2 2 .
sans zero sur R, on pose z = 1. 7= f— = —u = -= + %, donc f solution de

f _fz - £2
(E) & z' =-2z+e.
Avecp=ae*: 3a=1, et z=1e*+Ce™; 2(0)=1donne C=2: z(x)= 1 (e*+2e)>0sur
R, et

B 3 . 3e¥
eX+2e2x @342

f(x)

sur R. f—->0en towo; maximumf(%ln2)=\3/§.

(Le dénominateur h(x) = € + 2e72* a pour dérivée e* - 4e~?*, nulle pour 3 = 4, et h (% ln 2) =

4%+2x4_%=%x2%,)

Exemple: x =e': (E): xy' +y = Inx sur]0, +oo[

Pour f dérivable sur ]0, +oo[, on pose g(t) = f(e'): g'(t) = e'f’ (e'). Comme t ~ e est une
bijection de R sur ]0, +oo[ :

f solution de (E) <= VteR, e'f'(e')+f(e')=t & g'+g=t < g(t)=t-1+Ce™,

Donc f(x):g(lnx):lnx—‘l+§, C € R. Controle: xf' + f = (xf) et xf(x)=xlnx-x+C

a pour dérivée Inx. v
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O Equations fonctionnelles

B Méthode : analyse puis synthése

Analyse : on suppose f solution ; en dérivant la relation (par rapport a une variable, l'autre
étant fixée) et en donnant des valeurs particuliéres, on montre que f vérifie une équation
différentielle et des conditions initiales : on obtient des candidats. Synthése : on vérifie
lesquels conviennent vraiment (souvent, pas tous !).

Exemple : f dérivable sur R et f(x + y) = f(x) f(v) pour tous réels x, y

Analyse. x = y = 0: f(0) = f(0)?, donc f(0) € {0,1}. Si f(0) = 0: f(x) = f(x +0) = f(x)f(0) =0
pour tout x. Si f(0) = 1: on fixe x et on dérive par rapportay: f'(x+y) = f(x)f'(y), puis
y=0: f'(x)=Rf(x) aveck = f'(0). Comme f(0) = 1: f(x) = e® (section 2).

Synthése. e"**¥) = ef*ekY et la fonction nulle conviennent. Solutions : la fonction nulle et
les fonctions x ~ e, k e R (par exemple, si de plus f(1)=2: f(x) = eX"2 = 2%),

Exemple : f dérivable sur R et f'(x) = f(-x) pour tout réel x (le post-it de la couverture)

Analyse. x — f(-x) est dérivable, donc f' aussi, et (dérivée d’'une composée) f"(x) =
-f'(-x) = -f( - (-x)) = -f(x). Donc f"+f =0 et f(x)=Acosx+Bsinx.

Synthése. f'(x) = -Asinx+Bcosx et f(-x) =Acosx-Bsinx: l'égalité pour tout x équivaut
aB=A(prendre x =0, puis x = g). Solutions : f(x) = A(cos x +sin x) = A\/2 cos (x - %), AeR.

Avec f(0) = 1: ‘f(x) = cosx +sinx| La condition f” = -f était nécessaire, pas suffisante :
sin la vérifie, mais sin’(x) = cos x # sin(-x).

X
Exemple : une équation intégrale : f continue sur R et f(x) = x* + 2 f f(t)dt
0

Analyse. F(x) = fOX f(t)dt est la primitive de f nulle en 0 (chapitre 9) : elle est dérivable et
F' = f. Donc f = x*> + 2F est dérivable, f'(x) = 2x + 2f(x) et f(0) = 0. Avec p(x) = ax + B :

a = 20x+2B+2x, d'olia = -1, B = -3 ; puis f(x) = Ce*-x-J et f(0) = 0: | f(x) = %(ez" -2x-1)|

Synthése. g(x) = f(x) - x? - 2f0X f(t)dt vérifie g’ = f'-2x-2f=0 et g(0)=0: g=0,la
fonction trouvée convient.

@ Modélisation
,

1. Nommer la fonction inconnue, sa variable (souvent le temps t) et les unités. 2. Traduire
la loi (physique, chimique, biologique) en équation différentielle. 3. Résoudre avec les
conditions initiales. 4. Interpréter : limite (régime permanent), constante de temps, demi-
vie, période, avec les unités.
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101 Refroidissement: la loi de Newton
La vitesse de refroidissement d’'un objet est proportionnelle a I'écart avec la température am-
biante 6,: 6" = -k(6-6,) (k > 0), donc B(t) = 6, +(6,-6,)e™ — 6,. Aux instants 0, T, 2T,

les écarts 6 - 6, sont en progression géométrique de raison q = e kT (section 2) : (61 - 60)2 =
(6,-6,)(6,-6,), soit

0 - e092'9$
a”6,+6,-26,

Exemple : un plat sorti du four

: trois mesures a intervalles reguliers suffisent, méme sans connaitre 6,,.

. . oS . _5200-4900 .. _70-25
On mesure 100 C,570 Cet52°Cat=0,10et20 min. Ga = 52-140 =25C, g = 100-25 -
n 2
% =e'% k= 1—03 ~ 0,051 min™', et 6(t) = 25+ 75e*. Le plat est @ 30°C quand e’ = =,
soit t = 10ln515 ~ 53 min.
lng

10.2 Radioactivite

Le nombre N(t) de noyaux radioactifs vérifie N’ = -AN (A > 0, constante radioactive): N(t) = N, e™t.

0
. . p N
La demi-vie t,), telle que N(t+ t”z) = %N(t), vaut t, , = lnTZ et ne dépend pas de N ; # =
0
27,
30
Exemple : liode 131 (t”2 = 8 jours). Au bout de 30 jours, ilenreste 2”8 = 7,4% ; il en reste 1%
In 100

au boutde t=8x

~ 53 jours.

10.3 Circuits RC et RL

Charge d’un condensateur (générateur E, résistance R,
capacité C, u(0) = 0) : la loi des mailles donne RCu’ +
u = E. Avec T = RC (constante de temps) :

_t . ) E _t e
u)=E(1-€7), i)=Ccu(t)=Ser.
R charge
+ La tangente a l'origine, u = %t, coupe l'asymptote
u=Eent=7; u(r)=E(1-1)=0,63E.
*U2099E < t=271ln100 = 4,67 : la charge est décharge
pratiquement finie a 5T. i ; ; : —
T 2T 3T 4T 57 t

E=12V,R=2kQ,C=50pF: T=2x103x50x107° =

. charge 1 - e7t/T et décharge e/ (en unités
0,1s, u(t)=7,6V, i(0)=6 mA. 8 % (

de E) ; tangente a l'origine
. _t . .
« Décharge (RCu’ +u=0):u=uye . Bobine (Li'+
Ri=E):is= %(1 —e'i)avecr= %.
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10.4 Oscillateur harmonique

Un solide de masse m, accroché a un ressort de raideur R, sans frottement : mx” = -Rx, soit
X" +wix = 0 avec w, = \/%; x(t) = X cos(w,t - @), de période propre T, = f)—’;, indépendante de
lamplitude X. L'énergie E = Zmx + 2kx* est constante : E’ = x'(mx” + kx) = 0. Circuit LC:
LCu"+u=0, T,= 2m/LC.

Exemple: m = 0,25kg, k=16 N-m™, x(0) = 0,06 m, x'(0) = 0,64 m-s™

W, = 01—55:8rad-s'1:
x(t) = Acos 8t + Bsin8t, A=0,06 et X To=14

o

8B = 0,64, B = 0,08. R
R =./0,062 + 0,082 = 0,1 :
‘x(t) = 0,1 cos(8t - cp)‘ (en m), avec | |
cos =0,6,sinp = 0,8 (¢ = 0,93 rad). 05 1 5 t
Amplitude 10 cm, T, = %" =1%0,79s,

_O”I ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

vitesse maximale w,X = 0,8 m -s71, énergie
E = 2kX*=0,08).

Remarque. Avec frottement: mx” + hx' + kx = 0 (h > 0) ; selon le signe de h? - 4mk, on
retrouve les trois allures de la section 6, et la position tend toujours vers 0 (astuce 4, section
13). Méme chose pour le circuit RLC: LCu” + RCu’ +u = 0.

10.5 Populations

Malthus : P’ = RP donne une croissance exponentielle Poe’“, irréaliste a long terme. Verhulst :

" _PF ite A = 1 véri ro P _ R,k _
P —I?kP(‘I M)(I? >10, Cap:CIteM,0<1P01<M). PourPsanszero,z-Pverlﬁe Z =-GEpty T
- R =z 4 -kt -1 _1

kz+M, doncz-M+Ce avecC-P0 M>0, et

L, A=M—1>0.
1+Aekt

P(t) = =

0

P croit vers M (courbe en S) ; P" = k(1 - %—P)P’ s'annule pour P =
d’inflexion). Par exemple M = 1000, P,=100:A=09.

%, a linstant t = “‘TA (point

€@ Pour aller plus loin

111 Excitation sinusoidale et resonance

Soientw >0,A>0et(E):y"+ w?y = cosAx (oscillateur soumis a une excitation de pulsation A).

* Sidzw:p(x)= ;gs_)(;

p+A cos wx+Bsin wx sont bornées, mais 'amplitude
A - w.

convient, car p” = -A%p et p” + w?p = (w? - A%) p = cosAx. Les solutions

1

T2 du terme forcé tend vers +oo quand

+ SiA = w(résonance): cos wx est solution homogéne ; avec la forme indiquée p(x) = x(a cos wx+
_ XSinwx
2w |
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Exemple: y” + 9y = cos3x a pour solutions

X sin3x .
= ———— +Acos3x + Bsin3x. Aucune n’est
bornée sur [0, +oo[ : pour x, = % + 22’_",

cos3x, =0etsin3x, =1, donc

y(x,) = %ﬂ +B —— +00. Les oscillations

s'amplifient entre les droites y = t% : C'est le

phénomeéne qui peut détruire un pont ou briser

un verre.

2° Bac Sciences Mathématiques

Xxsin3x

6

p(x) = : résonance

Sur 10, +oo[, on pose g(t) = y (e') : g'(t) = €'y’ (e') et g"(t) = e'y’ (e') + e*'y” (e'), C'est-a-dire, pour

donc

11.2 Léquation d’Euler x?y” + axy’ + by = 0
x=e':
xy'()=g'(t),  xy"(x)=g"(t)-g'(t),

x2y"+axy’ +by =0 < g”+(a-1)g'+bg = 0.

On est ramené a une équation a coefficients constants, d’équation caractéristique r’+(a-1)r+b = 0
; C’'est aussi la condition pour que x — x" soit solution: r(r-1)+ar+b =0.

« X2y"-xy'+y=0: g"-2g9'+g =0, g=(C, +C,t)e, donc y=x(C, +C,nx).

« X2y"+xy'+y=0: g"+g=0, g=Acost+Bsint, donc y = Acos(ln x)+Bsin(ln x) : une infinité

d’oscillations quand x — 0.

© Les piéges classigues

X Faux v Vrai

3y'=y: y=Ce¥ y’:%y:y:Ce%

y'=-5y+10: y=Ce™ +10 ou la constante multiplie 'exponentielle, et
y=e*+C léquilibre est -2 =2: y = Ce™ +2

« y; =q, donc In |y| = ax + R » comme
démonstration

on ignore si y s'annule : on pose z = ye ¥ et
Z=0

solutionsdey' =ay+g: p+C

p + Ce® : on ajoute les solutions de l'equation
homogéne

y' +2y =3e2X: on cherche p = ae %X

résonance : ae X est solution homogéne ;
p=3xe

condition initiale imposée a Ce? seul,
puis on ajoute p

on limpose a la solution compléte p + Ce®™

A=0: y=Ce™*

y = (C, + C,x) e™ : deux constantes pour
lordre 2

racines -2+3i: y = e3*(A cos 2x + B sin 2x)

y = e 2X(Acos 3x + Bsin 3x) : la partie réelle va
dans l'exponentielle

y"+3y=0: y=Acos3x+Bsin3x

r=zi/3: y=Acos\/§x+BsinJ§x
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y" -5y =0: y=Acos5x +Bsin/5x r=/5(réels): y = C1e‘/§x * Cze“/gx
_ inx = - — i - 1. p=3C
COS X +Sin x 2ncos(x () avec COS(p = -7 < Oetsing 5 P=7
@ = arctan(-1) = 4
f'(x) = f(-x) donne f"(x) = f'(-x), et f(x) = -f'(-x) = -f(x) ; puis la synthése ne
toute solution de f” = -f convient garde que A(cos x + sin x)
f(0) = 0 et f(m) = 0 déterminent une une infinité (Bsin x) : 'unicité vaut pour f(x,)
unique solutionde y” +y =0 et f'(x,) au méme point

y' = 1+y? ades solutions définies sur R | aucune : tan(x - ¢) vit sur un intervalle de
longueur au plus

Euler, g(t) = y (e"): x?y"(x) = g"(t) xX’y"=g"-g et xy' =g’

w02 - X Sin wx )
y" + W’y = COSWX: p =0COSWX résonance : p = == ==, non bornée
demi-viet,, =Aln2, etelle dépend de ty), = mTz’ indépendante de N,

No

@ Les astuces des concours

Y Astuce de concours : ). l'unicité démontre des identités

Deux solutions de la méme équation qui ont les mémes conditions initiales sont égales.

* f(x) = cos(x + c) et g(x) = cosc cos x - sincsin x sont solutions de y” +y = 0, avec f(0) =
g(0) = cosc et f'(0) = g'(0) = -sinc : d'ou la formule d’addition cos(x + ¢) = cos x cosc -
sinxsinc. De méme, x —» e**“ et x — e e* sont solutions de y’ = y et valent e en 0.

- Parité. Si f est solution de y” + by = 0 et f'(0) = 0, alors g(x) = f(-x) est solution (g"(x) =
f"(-x)), avec g(0) = f(0) et g'(0) = -f'(0) =0 = f'(0): g =f, f est paire.

% Astuce de concours : 2. factoriser I'équation : z=y -r.y
Sir, etr, sont les racines (réelles) de r> +ar+b=0,0naa=-(r, +r,), b=r,r, et

v eay +by=(y' -ry) -n (v -ny).

Donc y” +ay’ + by = g(x) se résout par deux équations du premier ordre: z' =r,z+g, puis
y=ry+z

Exemple: y"+y' -2y =3e* (r, =1,r,=-2). z=y' -y vérifiez +2z =3e*: z=e*+Ce™**. Puis
y' -y =eX+Ce?¥ avec la résonance x e* pour letermee*: y =(x+D)e* +C'e?* (C' = —%).

2x

¥ Astuce de concours : 3. une inéqgalité différentielle

Si f est dérivable sur [0, +oo[ et f' < af, alors f(x) < f(0)e® pour x 2 0: z = fe % vérifie
Z' =(f" -af)e ™ <0, donc z(x) < z(0).

Application (unicité) : si f(0) = 0 et |f'(x)| < 3|f(x)| pour tout x = 0, alors f = 0 sur [0, +oco].
En effet g = f2 2 0 vérifie g’ = 2ff' < 2|f| |f'| < 6f% = 6g, donc 0 < g(x) < g(0) e = 0.
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Y Astuce de concours : 4. quand toutes les solutions tendent-elles vers 0 ?

Toutes les solutions de y” +ay’ + by = 0 tendentvers0 en+c0 < |[a>0etb>0/|

Preuve. A < 0: |f| < Re® et ™ cos Bx vaut e® aux points 257 : la condition est a = -2<0,

B
et b = a® + B2 > 0 de toute facon. A 2 0: il faut et il suffit que les racines soient négatives

(prendre e"*, e"2* ou x ™), soit r,+r,=-a<0etr;r,=b>0. Exemples: un circuit RLC ou un
ressort avec frottement (a = % >0,b= L1—C > 0) revient toujours au repos; poury” -y +y=0
(section 6), a < 0 : les oscillations sont amplifiées.

¥ Astuce de concours : S. linéariser, puis superposer

y'+y = sinx: comme sin’x = % - %cos 2x, on cherche une solution pour chaque terme :

2 pour le premier, et (section 11, w = 1,A = 2) -1 x €82 - B2 poyr le second. Solutions:
1 cos2x .

y = 5 + 5 +Acos x + Bsin x.
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@ L'essentiel du chapitre en une page

r

Vocabulaire

Solution sur un intervalle | : f dérivable (n fois)
et 'égalité vraie pour tout x € I.

Vérifier : calculer f', f”, remplacer; un seul x
suffit pour dire « non ».

y’' =1+y%:y=tan(x - ¢), aucune solution sur R.

y' =ay y=Ce™ (CeR)

Preuve: z = ye ™ verifie 2/ = (y' - ay)e™™ = 0.
Y(Xp) =V ¥ =V,e% ) (unique); nulle en un
point = nulle; f(x +h) = e f(x).

y'=ay+b (az#0), équilibre? = b

a
y=2+Ce™  y(x) =y, v =0+ (y,-0) et

a<0:y — Pen+oo(stable); a>0:y — £en -co.
Courbes disjointes, strictement d'un coté de y = ¢

;Y =aly-9).

Second membre y’ = ay + g(x)

Générale = une particuliére p + Ce® ; condition

initiale a la fin.

polyndome de degré n — polyndme de degré n
k emx

m-a

- kxe™

kRe™, m=za -

k e (résonance)
Rcoswx +R sinwx — acoswx+Bsinwx

Superposition: g, +g, — p,+p,.

Se ramener a un type connu

z=y-p; z=ye™ ; z=y' (yabsent) ; z=%

(v? présent, y # 0)

git)=y(e") (x>0): xy'=g’, xX’y"=g"-g".
Euler x2y" +axy’ +by = 0 <
g“+(a-1)g"+bg =0.

Toujours écrire 'équivalence y solution < z
solution.

Equations fonctionnelles
Analyse (dériver, valeurs particuliéres) —
candidats ; synthése obligatoire.

fix+y) = fF)f(y): 0 oue™; f'(x) = f(-x):

A(cos x + sin x).

y"+ay +by=0:r’+ar+b=0, A=a’-4b
A>0 y=Ce"*+(C.e"

A=0y=(C +Cx)e™, r=-2
A<0 y=e*™(AcosBx+Bsinpx)

; im. o __a p_JA, _
racinesa xif: 0‘--5,5-7,"1”2——@
r,r,=b.

(k) y=e™z:

y" +ay’ +by =e™[z" +(2r+a)z' +(r* + ar + b)z].
7" +B?z=0: énergie z'2 + B?2? constante.
Conditions initiales

f(x,) =y, et f'(x,) = y, : une unique solution.
f(xy) = f'(x,)=0 = f=0; endeuxpoints: 0,1
ou une infinité.

A>0:auplusunzéro; A<O0: zéros espacés de
n

5

Amplitude-phase

AcosBx +BsinBx = Rcos(Bx - @), R=+A2 + B2

cosg = 2, sing = 2 (les deux signes) ; période
2
.-
Excitation y” + w?y = cosAx

COSAX A=w:
o i A=wip
(résonance).

_ Xsinwx

Azw:ps= o

Modéles (variable t)
- 6062 B 6%
Newton : 6=Ga+(90—60)e kt, 90 = m

_In2

127 2
RC:u=E(1—e'f),T=RC(63%enT,99%en
4,6T); RL:T =

Ressort: w, =\/§, T, = Z}—"; LC: T, =2m/LC
0

Radioactivité : N = Nje™, t

inflexion en P = %

_1y.p._M
Verhulst(z=7): P yy

Astuces

Méme équation, mémes conditions initiales =
fonctions égales.

y"+ay' +by =(y' -ry) -r,(y' - r,y)-

f' < af sur[0,+oco[ = f(x) < f(0)e.

Toutes les solutions - 0 en +0 < a>0et
b>0.

Bon courage ! La régularité bat le talent.
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

@ Niveau | + Bases

Sauf mention contraire, les fonctions sont dérivables (deux fois au second ordre) sur R.

Exercice 1 Solutions et courbes intégrales * corrigé p. 4l

1. Verifier que (x2 + ‘I)ex est solution de y’' - y = 2xe*, et e* sin (\/fx) dey” +2y +3y =0.

2. Soit (E) : y' = x +y. Ou les courbes intégrales ont-elles une tangente horizontale ? Montrer
que D : y = -x -1 est une courbe intégrale.

3. Montrer que f est solution de (E) si et seulement si f + x + 1 est solution de y’ = y ; en déduire
les solutions f.. Si C > 0, montrer que f. a un minimum, atteint sur la droite y = -x ; et si
C <07? Tracer D et quelques courbes intégrales.

Exercice 2 Premier ordre : résoudre et ajuster * corrigé p. 4l

1. Résoudre: a)V3y +y=0; b)5y' -2y=3; c)y +ey=e; d)y?'+y=%. Quelles solutions de
b) ont une limite finie en +c0 ? en -oo ?

2. Déterminer la solution f : a) de a) telle que f(ﬁ) = 2; b) de b) dont la courbe passe par

A (% n2, %) ; ¢) de c) dont la tangente au point d’abscisse 0 passe par B(1,0); d) de d) telle que
£(0) = £7(0).

Exercice 3 Chercher une solution particuliére * corrigé p. 42

Chercher une solution particuliere p de la forme indiquée, puis résoudre ['équation.

a)y' -y=-x% p=ax®+bx+c;solutionnulleen0. b)y -y=5cos2x, p=acos2x+bsin2x.
c)y' -3y = (2x+ 1)e** : pourquoi aucune (ax + b)e** ne convient-elle ? Chercher p = (ax? + bx) e ;
d)y' -y = -x? + 2e™ (utiliser a) et chercher ae™) ; solution telle que £(0) = 1.

Exercice 4 Second ordre: les trois cas * corrigé p.42
1. Résoudre: a)y”" -5y’ -14y=0; b)16y”" -8y’ +y=0; c)y" -4y +29y=0; d)y"+7y=0; e)
hby" -3y +3y=0; f)6y" -y’ -y=0; g2y +2y +y=0; h)y" =3y.

2. Solution f de a) telle que f(0) = 0, f'(0) = 9 ; de b) telle que f(0) = 4, f'(0) = 2 ; de c) telle que
£(0) = 0, '(0) = 5. Solution f de d) telle que f(0) = /3, f'(0) = /7 : 'écrire R cos (ﬁx - (p) (R>0);
amplitude, période, maxima.

Exercice 5 Changements de fonction guidés * corrigé p. 42

1. y”" +3y’ =9: quelle équation vérifie z =y’ ? Résoudre ; solution telle que f(0) = f'(0) = 0.

2.y +2y = ﬁ—xze‘z" : montrer que f est solution si et seulement si z = fe?* vérifie z' = % ;

résoudre ; solution telle que f(0) = 1, son signe et ses limites.
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Chapitre 10+ Eguations différentielles 2° Bac Sciences Mathématiques

3. y" - 4y = 8: montrer que f est solution si et seulement si f + 2 est solution de y”" -4y = 0;

résoudre. Montrer que la solution telle que f(0) = f'(0) = 0 est (e - ™).

Exercice 6 Second membre polynomial, puis résonant * corrigé p. 42

1. (E) : y" -2y’ -3y = 5-4x - 3x2. Trouver une solution p de la forme ax? + bx + ¢ ; montrer
que f est solution de (E) si et seulement si f - p est solution de y” - 2y’ - 3y = 0. Résoudre (E) ;
solution telle que f(0) = f'(0)= 0. 2. (F) : y" - 2y’ - 3y = 8¢>* : pourquoi aucune fonction ae®* ne
convient-elle ? Chercher une solution axe® et résoudre (F).

Exercice 7 Vraioufaux? * corrigé p. 43

Vrai ou faux ? Justifier. a) Les solutions de y” + 9y = 0 sont 2?"—périodiques. b) Deux solutions
distinctes de y’ = -y + 1 peuvent avoir le méme nombre dérivé en 0. c¢) Si f est solution de
y"+ay +by =0, f aussi. d)y” -2y’ +y=0aunesolution non nulle qui s'annuleen O eten 1. e)
Il existe a, b tels que xe* et e?* soient solutions de y” +ay’ + by = 0. f) Si f” + 4f = 0 et £(0) = 0,
alors f(g) = (I,

Exercice 8 La pression atmosphérique * corrigé p. 43

Dans un modéle d’atmosphére isotherme, la pression p(h) (en hPa) a l'altitude h (en m) vérifie
p’ =-kp(k>0),avec p(0) = 1013 et p(1000) = 899. 1. Exprimer p(h); valeurs exacte et approchée
de k. Montrer que la pression baisse du méme pourcentage a chaque kilométre gravi. 2. Pression
au sommet de U'Everest (8849 m) ? Altitude ou elle est la moitié de celle du niveau de la mer ?
Altitude d'un randonneur dont l'altimétre indique 750 hPa ?

@ Niveau 2 - Bac

Exercice 9 Probléme: la fonction e* (g - arctan x) * * corrigé p. 43

Partie I. Soit (E) : y' -y = —:;2. 1. Avec z = fe™*, résoudre (E). 2. Montrer que la solution
m

x +— e*(C - arctan x) est strictement positive sur R si et seulement si C > 2

Partie Il. Soit f(x) = e* (% - arctan x) et C; sa courbe (repére orthonormé).

1. Limite de f en -o0. Pour x > 0, montrer que f(x) = exarctan% > % ; limites de f(x) et @ en
+00, Interpréter.

2. Alaide de (E), montrer que f' = eXg, ol g(x) = g -arctanx - 117 ; étudier g, puis montrer que
f est une bijection de R sur ]0, +ool.

3. Tangente T en 0; calculer (f7') (%) Tracer T et C;.

Exercice 10 Probléme: léquation y” -3y’ +2y =2x-3 *% corrigé p. 44

Partie I. Vérifier que p(x) = x est solution de (E) : y” -3y’ +2y = 2x -3 ; montrer que f est solution
de (E) si et seulement si f - p est solution de y” -3y’ + 2y = 0. Résoudre (E) ; solution f telle que
£(0) =-1, f7(0) = 1.

Partie Il. Soit f(x) = x - 2e* + €%, Cssa courbeetA:y=x.

1. Montrer que A est asymptote a C;en-co; position relative ; branche infinie en +co.

2
2. Montrer que f'(x) = 2(e" - %) + % ; variations. Montrer que f(x) = 0 a une unique solution q,
et que % <a<1.

3. Point d’inflexion I. Tracer A et Cs. 4. Poura<In2, calculer l'aire A(a) du domaine limité par Cp
A et les droites x = a, x = In 2 ; limite quand a — -oo.
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Exercice 11 Le changement de fonction z = % * % corrigé p. 44

Soit (E) : y' = y - xy? (non linéaire).
1. Soit f ne s'annulant pas sur un intervalle I : montrer que f est solution de (E) sur I si et
seulementsi z = 1? est solution de (F) : z' + z = x ; résoudre (F).

2. Etudier @(x) = x -1+ Ce™; en déduire que les solutions de (E) strictement positives sur R
sont les f, = wi, C > 1. Limites et maximum de f_.
C

3. Solution telle que f(0) = -1 : plus grand intervalle contenant 0 ou elle est définie ; comporte-
ment au bord.

Exercice 12 Une solution qu’on ne sait pas calculer » % corrigé p.4S
. . ’ _ 1

Soit(E): y' +y = =

1. Avec z = ye*, montrer que les solutions sont les x ~ Ce™ + F(x), ou F(x) = fox fttxz dt.

2. Pour x > 0, montrer (couper l'intégrale en %) que 0 < F(x) < e+ 4+4x2' Limite en +oo de toute
solution ?

3. Montrer que F admet un maximum sur [0, +oo[, atteint en un réel x,, > 0, et que F(x,) = - 1X2.

*Xo
Exercice 13 Le freinage d’'un bateau * % corrigé p. 4S

Un bateau lancé a 10 m/s coupe son moteur at = 0 (t en s); v(t) est sa vitesse et x(t) la distance
parcourue (x(0) = 0, X' = v). On compare trois modéles de résistance de l'eau. 1. v' = -0,2v :
calculer v et x. Le bateau s'arréte-t-il ? Quelle distance parcourt-il au plus ? 2. v’ = -0,02v? :

avec z = %, calculer v et x ; limites ? 3. v’ =-0,2v-0,02v2: avec z = %, montrer que v(t) = %
et x(t) = 50 In (2 - e™/°). Distance totale ? Comparer.
Exercice 14 Un circuit RLC série * % corrigé p.4S

Un condensateur (C = 2 mF), chargé sous U, = 10V, se décharge a t = 0 dans une bobine (L=0,2

H) en série avec un conducteur ohmique (R = 12 Q) : sa charge q(t) (t en s) vérifie Lg” +Rq’ +% =0,

q(0) = CU,, g’(0) = 0; l'intensité esti = q".

1. Montrer que g” + 60q" + 25009 = 0 ; nature du régime, pseudo-période T. Déterminer q(t),
lécrire Qe cos(40t - ) (@ >0, cos ¢ = 2, sin @ = 2); calculer i(t).

2
2. Sans la question 1, montrer que 'énergie E = g—c + %Li2 vérifie E' = -Ri%. Calculer E(0) et E(T).
3. Pour quelle valeur R, de R le régime est-il critique ? g(t) dans ce cas ?
Exercice 15 Le changement de fonction z = ¢V * corrigé p. 46
Soit (E) : y' +1 = e (non linéaire).

1. Montrer que f est solution de (E) sur R si et seulement si z = e/ est une solution strictement
positive de z’ + z = e**; résoudre (E) sur R.

2. Soit f la solution nulle en 0. Montrer que f(x) = In ezx*% et f'(x)=2- e3f+2. Variations, signe,
convexité.

3. MontrerqueD : y=2x-Iln3etD’ : y=-x+In % sont asymptotes a C,, qui est au-dessus. Tracer
D, D', Cf.
Exercice 16 Un coefficient en cos x * corrigé p. 46

Soit, sur | = ]—%,g[, 'équation (E) : y'cosx +ysinx = 1. 1. Avec z = ﬁ, résoudre (E) ; montrer
que ses solutions sont les restrictions a | des solutions g de y” +y = 0 telles que g'(0) = 1. 2.
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Montrer que chaque solution s'annule exactement une fois sur I. Quelle solution a un maximum
égal a 2 sur [ ? L'écrire R cos(x - ).

@ Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Raccordementen 0 * x corrigé p. 47

Soita e Ret(E,) : xy’ = ay (le coefficient de y’ s'annule en 0).

1. Soit f dérivable sur I =]0, +oo[ (resp. J = ]-c0, 0[) : montrer que f est solution de (E,,) sur I (resp.
J) si et seulement si x » f(x)|x|™® est constante.

2. Montrer qu’une solution sur R vérifie f(0) = 0 si a # 0. Déterminer les solutions sur R (cas
a<0,a=00<a<1a=1a>1). 3. Pour a = 2, combien de solutions sur R vérifient
f(1) =1 ? Pourquoi pas d’unicité ?

Exercice 18 Une équation de Riccati * * corrigé p. 47

Soit (R) : y' =2 -y -y? (non linéaire).

1. Solutions constantes ? Soit f deux fois dérivable, strictement positive sur un intervalle I :
Iz

montrer que 7 est solution de (R) sur I si et seulementsi f”" + f' -2f = 0.
2. En déduire les solutions % (on admet qu'il n’y en a pas d’autres). Solution telle que

y(0) = 0 : domaine, variations, limites.

3. Solution telle que y(0) = 3 ; plus grand intervalle contenant 0 ou elle est définie ; limites aux
bornes.

Exercice 19 Equations avec f(-Xx) * * corrigé p. 47

1. Soienta, bréels, b # 0, et f dérivable sur R telle que f'(x) = af(x)+bf(-x) pour tout x. Montrer
que f est deux fois dérivable et que " = (02 - bz)f. Déterminer ces fonctions poura=1,b =2
(forme R cos (\/§x - (p)), puis pour a = b.

2. Soit f deux fois dérivable telle que f"(x) = f(-x) pour tout x, et p, g ses parties paire et impaire.
Montrer que p” = petq” = -g; en déduire toutes ces fonctions, et celle telle que f(0) = f'(0) = 1.

Exercice 20 Chute avec frottement quadratique * * * corrigé p. 43
Une bille tombe verticalement; sa position x(t) (en m, axe vers le bas, t en s) vérifie x” = 10-0,1 x'?,

x(0) = 0, x'(0) = v, 2 0. Soit z = e*/10 1, Montrer que z” = z, z(0) = 1 et Z'(0) = ‘1/—8 2. Casv,=5:

déterminer x(t) et v = x’ ; montrer que v croit vers 10 m/s, et que la droite x = 10t - 10 ln% est
asymptote a la courbe de x. 3. Cas v, = 15: montrer que v décroit vers 10 m/s.

Exercice 21 Trajectoires orthogonales * * corrigé p. 43

1. Pente en M(x,y) de la courbe y = Ce* (C > 0) qui passe par M ? Soit ¢ > 0 dérivable sur
un intervalle : montrer que sa courbe coupe orthogonalement (tangentes perpendiculaires)
toutes ces courbes si et seulement si g’ = -1; avec z = @2, trouver . Nature de ces courbes ?

2. M@me question pour les paraboles y = Cx? dans le quart de plan x > 0, y > 0 : montrer que les
trajectoires orthogonales sont des arcs d’ellipses x? + 2y? = c.

Exercice 22 Le changement de variable x = tant * x* corrigé p. 48

SoitA > 0 et (E,) : (1+ xz)2 y" +2x(1+x%)y" +A% = 0. A f deux fois dérivable sur R, on associe
g(t) = f(tant) sur ]—g, g[
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1. Calculer g’ et g” ; montrer que f est solution de (E,) si et seulement si g” +A%g = 0.

2. Exprimer cos(arctan x), sin(arctan x), cos(2 arctan x) et sin(2 arctan x) en fonction de x ; ré-
soudre (E,) et (E,).

3. Solution f de (E,) telle que f(0) = 1, f*(0) = 2; l'ecrire 2 cos(2 arctan x - %), maximum, limites.

Exercice 23 UneréactionA+B — C *** corrigé p. 49

Pour la réaction A+B — C, la concentration x(t) de C (en mol/L, t en min) vérifie x’ = R(a- x)(b - x),

x(0) = 0, ot a = 2 et b = 1 sont les concentrations initiales de A et B, et k = 0,5. On admet que
-t/2

0<x(t)<1. 1. Soitz = u : montrer que z' = R(b - a)z et en déduire x(t) = 21~ etlz ). 2. Variations

et limite de x ; réactif llmltant ? Quand la vitesse x’ est-elle maximale ? Au bout de combien de

temps 90 % de B a-t-il réagi ?

@ Niveau § < Concours

Exercice 24 La loi de Maxwell * % x % corrigé p. 49

Soit f : R - R dérivable, non nulle, telle que f(x)f(y) = f(,/x2 +y2) pour tous réels x, y (hy-
pothése de Maxwell).

2
1. Montrer que f(0) = 1, que f est paire et que f(x) = f(%) En déduire que f > 0 (par l'absurde,

avec la suite 2n/z)

PO P
xf) vy PUIS

2. Pour x >0, y > 0, dériver la relation par rapport a x, puis a y : montrer que
qu’il existe un réel a tel que f'(x) = 2axf(x) pour tout x € R.

3. Avec z = fe“”‘z, montrer que f(x) = e, Réciproque ? Quelles solutions tendent vers 0 en
+00 ?

Exercice 25 Léquationy’ =siny xkx %% corrigé p. 49

On cherche les f dérivables sur R telles que f’ = sin f.

1. Solutions constantes ? Si f est solution, montrer que x — f(x +c), -f et f + 2 le sont aussi.

2. Unicité. Soient f, g deux solutions égales en x,, et d = f -g. Montrer que |d’| < |d|, que d?e
décroit et que d%e®* croit ; conclure.

3. Soit f une solution telle que f(0) = y, €]0,m[. Montrer que 0 < f < m sur R, et que f est
strictement croissante.

4. Avec z = tan g, montrer que f(x) = 2arctan (eX tan y2—°) ; limites. Point d’inflexion pour y, = 2?" ?
Allure des courbes intégrales ?
Exercice 26 Quand l'unicité tombe en défaut * x corrigé p. S0

Soit (E) : y' = 3|y|§ (avec |0|§ = 0).

1. Montrer que 0 et les x = (x - ¢)? (c € R) sont solutions sur R. Y a-t-il unicité de la solution
telle que f(0)=07?

2. Soit f une solution : montrer que f croit, que (f%) =1l@ouf>0et ((-f)%) =-1laouf<O0.

En déduire les solutions : f,, égale a (x - a)® sur ]-oo0,al, a 0 sur [a, b], & (x - b)> sur [b, +oo]
(-0 cas<b < +o).

.. .. 2 2
3. Combien de solutions vérifient f(1) = 1 ? Montrer qu'aucun K ne verifie |3|u|3 -3|v]|3
K|u - v| pour tous u, v (méthode de l'exercice 25 ?).
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Exercice 27 Léquationy” +y =g *x k% corrigé p. S0

Soient g continue sur un intervalle I 0, f deux fois dérivable sur I, u = fcosx - f'sinx et

v =fsinx+ f'cosx.

1. Montrer que u’ = -(f" + f)sinx, v’ = (f" + f)cosx et f = ucos x + vsinx. En déduire que f est
solution de y” +y = g sur | si et seulement si, pour tout x € I, f(x) = f(0)cos x + f'(0)sin x +
J; sin(x - t) g(t) dt (formule de Duhamel).

2. Résoudre y” +y = —— sur |-Z, g[

3. On suppose | = R et g 2m-périodique. Montrer qu’une solution f est 2m-périodique si et
seulement si f(2m) = f(0) et f'(2m) = f'(0) ; en déduire que toutes les solutions sont 2m-
périodiques si foz" g(t)costdt = [02" g(t)sintdt = 0, et qu'aucune ne l'est sinon. Cas g = cos?
etg =sin’.

Exercice 28 La courbe de poursuite * % x % corrigé p. S|

Un liévre part de O et monte sur l'axe (Oy) a la vitesse v ; un chien part en méme temps de (1, 0)

et court vers lui a la vitesse w > v en le visant toujours. On admet qu’'il décrit la courbe d’une f

deux fois dérivable sur ]0,1], avec f(1) = f'(1) =0 et xf" = ky/1 + f'2, 0u k = % €10, 1[.

1. Soitu = f' +,/1+ f'2: montrer que u > 0 et xu’ = ku ; en déduire u(x) = x* (exercice 17), puis
f(x) = 3 (x* - xF).
2. En déduire f. Ou le chien attrape-t-il le lievre ? Distance parcourue par le chien ? Cas k = %

3. Cas k = 1: déterminer f ; montrer que le chien n’attrape pas le lievre et que leur distance tend
vers % (la tangente en (x, f(x)) passe par le liévre).

Exercice 29 Un principe du maximum * % x % corrigé p. S|

1. Soit f deux fois dérivable sur [0, 1] telle que f” = f, f(0) < 0 et f(1) < 0. Si f prend une
valeur > 0 et est maximale en ¢, montrer que ¢ €10, 1[, f'(c) = 0 et f”(c) > 0 ; en déduire une
contradiction. Conclure: f <0 sur [0, 1].

2. En déduire que le probléme y” -y = g, y(0) = a, y(1) = B (g continue) a au plus une solution. 3.
Déterminer la solution w de y” -y = -1 telle que w(0) = w(1) = 0 ; montrer que 0 s w < w(%) =
|2

1+e”’

4. Si f(0)=f(1)=0et |f" - f| <Msur[0,1], montrer que |f| < Mw, puis que |f| < 0,12 M.

Exercice 30 Le frottement solide * x % % corrigé p. 52

Un palet relié a un ressort glisse avec frottement solide ; en unités adapteées, tant qu’il bouge, sa

position x(t) vérifie x” + x = psix’ <0, et x” +x = -y si x’ >0 (u > 0); immobile en x, il y reste si

et seulement si |x| < p. On le lache sans vitesse en x(0) = a > p (x est dérivable).

1. Montrer que x(t) = p +(a - p)cost sur [0,m]. Soit a, = a - 2ky : montrer par récurrence que, si
a, > p, alors x(t) = (-1)*[u + (a,, - p) cos(t - km)] sur [km, (k + 1)1, et x((k + 1)11) = (-1)**"a,,,,.

2. Endéduire que le palet s'arréte définitivement a l'instant Nmr, ou N est le plus petit entier tel que
a- 2Ny < u. Comment décroissent les amplitudes (comparer avec 'exercice 14) ? Application :
a=10,p=0,8.
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

@ Premier ordre y =ay +b

Pour a # 0, les solutions de y’ = ay + b sont les x — Ce®™ + ¢, o0 f = —g est la solution constante.
Comme f-2estsolutionde y’ = ay, elle garde un signe constant : la droite y = £ sépare les courbes
intégrales. Une condition f(x,) = y, fixe une unique solution.

Exercice 31 Résoudre, puis ajuster une condition * corrigé p.S2
1. Résoudre dans R les équations suivantes, et donner leur solution constante.
(E,): 4y’-3y=0 (E,) : 3y'-4y+12=0 (E3) : 2y'+5y+10=0 (E,): y'+(In2)y =In4

2. Déterminer la solution f, de (E,) telle que : a) f,(4) = e®; b) la courbe de f, coupe l'axe des
abscisses au point d’abscisse % In3; c) f3(0)=5; d) f,(1) = 3 (montrer que f,(x) =2+ 2" et
donner ses limites en +oo).

3. Déterminer la solution g de y’+3y = 3 dont la valeur moyenne sur [0, In 2] est égale a 1+ 1zin 2°

Exercice 32 Le faisceau des courbes intégrales * corrigé p. 53
On considére 'équation (E) : 2y’ +3y = 9.

1. Résoudre (E) et donner sa solution constante 2.

2. Soient f et g deux solutions de (E). Montrer que f - g est solution de 2y’ + 3y = 0 ; en déduire
que, si f(x,) = g(x,) pour un réel x,, alors f = g. Que peut-on dire de deux courbes intégrales
distinctes ?

3. Soit f une solution non constante. Montrer que f’ = —%(f -3)et f" = %(f - 3); en déduire les
variations et la convexité de f selon la position de sa courbe par rapport a la droite A : y = 3.

4. Montrer que, si f est solution de (E), alors 6 - f l'est aussi. Interpréter graphiquement.

5. Montrer que, si f est solution, alors x — f(x + c) U'est aussi pour tout réel c. En déduire que
toute courbe intégrale autre que A est l'image, par une translatlon de vecteur colinéaire a7, de
la courbedeu: x— 3+e 3x oudecelledev:xm—3-¢e 2

Exercice 33 Equations différentielles et suites * x corrigé p.S3

Soient a # 0 et b deux réels, £ = —%, et f une solution sur Rde (E) : y' =ay +b.

1. Montrer que, pour tous réels x et h: f(x + h) - £ = e®(f(x) - £).
2. En déduire que la suite (u,) définie par u, = f(n) vérifieu, , = €%, +¥£(1-e?) pourtoutn €N,
puis exprimer u, en fonction de n, u, a et £.
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n
3. On suppose que f(0) =0, f(1) = 2 et f(2) = 8. Déterminer €%, puis a, b et f. Calculer Z f(R).
k=0
4. Soit (v,) la suite définie parv, = 1 etv, , = 2v, + 3. Déterminer une équation y’ = ay + b et une
solution g de cette équation telles que v, = g(n) pour tout n € N. En déduire v,.

Exercice 34 Des courbes définies par leurs tangentes * % corrigé p. S4

Dans cet exercice, f est une fonction dérivable sur R dont la dérivée ne s’annule pas, C est sa
courbe dans un repére orthonormé et T, la tangente a C au point M(x, f(x)).
. . . X

1. Montrer que T, coupe l'axe des abscisses au point d'abscisse x - %x))

2. Déterminer les fonctions f telles que, pour tout réel x, T, coupe l'axe des abscisses au point
d’abscisse x - 2.

3. Déterminer les fonctions f telles que, pour tout réel x, T, coupe la droite D : y = 3 au point
d’abscisse x + 2. Montrer que D est asymptote a toutes les courbes obtenues, et donner celle
qui passe par A(0, 1).

Exercice 35 Laméthode d’Euler * * corrigé p. 54
On considére 'équation (E) : y' =1 -2y et sa solution f telle que f(0) = 0.

1. Déterminer f, et montrer que sa courbe est concave.

2. Méthode d’Euler. On fixe x > 0, un entier n > 2x, et h = % On remplace la courbe de f sur [0, x]
par la ligne brisée M M, ...M,, ot M, (kh, u,), avec u, =0 et u, , = u, + h(1-2u,): le segment
[MkM{m] porte la tangente en M, a la courbe intégrale I, de (E) passant par M,. Montrer que

uy = 3 - 3(1-2h)* pour 0 < k < n, et en déduire u,.

7-2X

n

4. Montrer que In(1 -t) < -t pour t < 1, puis que u, 2 f(x) : la méthode donne ici une valeur
approchée par exces. Expliquer ce résultat a 'aide de la concavité des courbes T .

5. Pour x = 1, calculer u,, et f(1) a 10™ prés.

. In(1+t
3. Montrer que lim ( n(t+ )

n—+oo

)n = e72X (on rappelle que tllrrg = 1), puis que nlim u, = f(x).

Exercice 36 Une équation non linéaire: y' = 1+ |y| *** corrigé p.SS
On cherche les fonctions f dérivables sur R telles que (E) : f'(x) =1+ |f(x)] pour tout réel x.

1. Soit f une solution de (E) telle que f(0) = 0.
a) Montrer que f est strictement croissante, et en déduire le signe de f(x) selon x.
b) En étudiant x ~ (1 + f(x))e™ sur [0, +oo[ et x — (1 - f(x))e* sur ]-o0, 0], montrer que f = ¢,
oup(x)=e*-1six=20etp(x)=1-e*six<D0.
2. Réciproquement, montrer que @ est dérivable en 0, puis qu’elle est solution de (E). Etudier sa
parité, et montrer que ¢ est une bijection de R sur R.
3. Soit f une solution de (E) telle que f(0) = 1.
a) En étudiant x — f(x) - x, montrer que f(x) < 1+ x pour x < 0; en déduire que f s'annule en
un unique réel a € [-1,0[.
b) Montrer que f(x) = " -1 pour x = a, puis calculer a ; déterminer f(x) pour x < a.
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€) Se ramener a une éguation connue

On change de fonction (z = y - p, z = v/, z = yef*..) ou de variable (x = €f, x = tant...) pour
obtenir une équation de type connu ; on la résout, puis on revient a y. Chaque étape doit étre
une équivalence. Si p est une solution d’'une équation linéaire (E) : f est solution de (E) <
f - p est solution de I'équation homogéene associée.

Exercice 37 Solution particuliére, puis solution générale * corrigé p.SS

1. Pour chaque équation, déterminer une solution particuliére p de la forme indiquée, puis re-
soudre l'équation.
a) y'+y=x2+2x-1, p(x)=ax?+Bx+y;donnerlasolution nulle en 0.

b) y' +V3y = 4cosx, p(x)=acosx+pBsinx; écrire p sous la forme Rcos(x - 6) (R > 0), et
montrer que p est la seule solution bornée sur R.

c) 2y’ +y=(3x+8)e*, p(x)=(ax+B)e*;donner lasolution f telle que f(0) = 0.

d) y” + 25y = 25, p constante ; montrer que la solution f telle que f(0) = f'(0) = 0 est
f(x) = 2sin 2.

2. On considére (F) : y” -2y’ = 4x. Montrer que f est solution de (F) si et seulement si z = f’
est solution d’'une équation du premier ordre que l'on précisera. Résoudre cette equation
(chercher une solution affine), puis (F).

Exercice 38 Polynome, exponentielle et parabole (examen) * x corrigé p. S6
Partie I. On considére l'équation (E) : y' -2y = 2 - 4x°.

1. Déterminer le polynome p de degré 2 qui est solution de (E).

2. Montrer que f est solution de (E) si et seulement si f - p est solution de y’' = 2y. Résoudre (E),
puis déterminer sa solution f telle que f(0) = -1.

Partie II. Soit f(x) = 2x? + 2x - e, Cs sa courbe dans un repére orthonormé et P la parabole

d’équation y = 2x? + 2x.

1. Calculer les limites de f en - et en +oo, puis Xlimoo (f(x) -2x2 - 2x) ; étudier la position de ¢
par rapport a P. Etudier la branche infinie de C; en +oo.

2. Calculer f'(x) et f(x). Etudier les variations de f', et en déduire que f est strictement décrois-
sante sur R.

3. Montrer que I(0,-1) est un point d’inflexion de C;, en lequel la tangente est horizontale.

4. Montrer que 'équation f(x) = 0 admet une unique solution a, et que -1,1 < a < -1. Tracer P et
Cf.

5. Pour A < 0, calculer l'aire A(A) du domaine compris entre Csr P et les droites d’équations x = A
et x = 0, puis Al_i)rpooA(/\).
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Exercice 39 Le changement de variable x = e' ** corrigé p. 6

Soit f une fonction deux fois dérivable sur ]0, +oo[ ; on lui associe la fonction g définie sur R par
g(t) = f (e*), de sorte que f(x) = g(ln x).
1. Montrer que, pour tout x >0: x f'(x) = g'(Inx) et x2f"(x) = g"(Inx) - g’(ln x).
2. Montrer que f est solution de (E,) : xy' -2y = x3 sur ]0, +oo[ si et seulement si g est solution
de z' - 2z = €% sur R. Résoudre (E,), puis donner la solution qui s'annule en 1.
3. On consideére l'équation (E,) : x2y" - xy' +2y =0 sur ]0, +oo[.
a) Montrer que f est solution de (E,) si et seulement si g” - 2g" + 2g = 0. Résoudre (E,).

b) Déterminer la solution f de (E,) telle que f(1) = 0 et f'(1) = 1. Montrer qu’elle s'annule une
infinité de fois dans ]0, 1], et calculer sa limite en 0.

"

4. Résoudre de méme (E;) : x“y
ont une limite finieen 07?

- Xy’ -3y = 0 sur ]0, +oo[. Quelles sont les solutions de (E;) qui

Exercice 40 Le facteur e xx corrigé p.S7
On considére 'équation (E) : y' +y = sin(e¥).
1. Soit f dérivable sur R et z(x) = f(x)e*. Montrer que f est solution de (E) si et seulement si
Z'(x) = e*sin (e¥) pour tout réel x. Résoudre (E).
2. Montrer que toutes les solutions de (E) tendent vers 0 en +oo, et qu’une seule d’entre elles,
X
notée f, a une limite finie en -co. Montrer que f(x) = 2e™* sin’ (%) et préciser cette limite.

3. Montrer que f 2 0 et déterminer les zéros x, < x, < - de f. Calculer klim (Xpa1 = Xp)-

2 X
4. Montrer que 1-cosu < u7 pour tout réel u, puis que f(x) < % et f(x) < 2e™; en déduire que
0<sf<1surR.

5. En utilisant (E), montrer que si f admet un extremum local en x,, alors le point (xo,f(xo))
appartient a la courbe de x + sin (e*).

Exercice 41 Le changement de variable x = t? » * x corrigé p.S7

Soit f une fonction deux fois dérivable sur ]0, +oo[ ; on lui associe la fonction g définie sur ]0, +oo[
par g(t) = f (t?), de sorte que f(x) = g (Vx).

1. Calculer g'(t) et g”(t), puis montrer que, pour tout x > 0: &x f"(x) + 2f"(x) = g” (V).

2. En déduire les solutions sur ]0, +co[ de 'équation (E) : 4xy” + 2y’ +y = 0.

3. Déterminer la solution f de (E) telle que f("Tz) =1et f("Tz) = 0. Déterminer ses zéros et les

réels en lesquels elle atteint son maximum : que remarque-t-on sur les écarts entre deux zéros
consécutifs ?

4. Montrer qu’une solution x ~ Acos./x + Bsin/x de (E) se prolonge en une fonction dérivable
(a droite) en 0 si et seulement si B = 0, et donner alors son nombre dérivé en 0.

5. Résoudre de méme (F) : 4xy” + 2y’ -y =0 sur]0,+oo[. Quelles sont ses solutions bornées ?
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Exercice 42 Second ordre: le changement z = y ¥ * *» corrigé p. S8
=X
On considére l'équation (E) : y" +2y' +y = ——.
1+ x2

1. Soit f deux fois dérivable sur R et z(x) = f(x) e*. Montrer que z” = (f" + 2f" + f) e*, et en déduire

que f est solution de (E) si et seulement si z"(x) = - 1x2
+

Par une intégration par parties, déterminer la primitive de arctan nulle en 0.
Résoudre (E), puis déterminer sa solution f telle que f(0) = f'(0) = 0.
En étudiant z, montrer que f(x) = 0 pour tout réel x, avec égalité seulement en 0.

pour tout x.

L O

Limites de f en oo 2 Montrer que toutes les solutions de (E) tendent vers 0 en +co.

€ Second ordre homogéne

Pour (E) : y” +ay +by = 0, on résout r’> + ar + b = 0, de discriminant A = a®> - 4b: siA > 0,
y=Ce*+Ce?*; siA=0, y=(C,x+C,)e™; siA<0(racinesaxiB), y = e (Acospx +Bsinpx) =
Re®™ cos(Bx - ). Les conditions y(x,) = ¥, ¥'(X,) = ¥, déterminent une unique solution (si f(x,) =
f'(x,) = 0, alors f = 0).

Exercice 43 Les trois cas, sans hésiter * corrigé p. 58
Pour chaque équation : résoudre dans R, puis déterminer la solution f qui vérifie les conditions
indiquées.

a) y"-y' -12y=0; f(0)=0, f'(0)=7. d) 2y"+y'-y=0; f(0)=1et lim f(x)=0.

b) 25y” + 20y’ +4y =0; f(0)=5, f'(0)=0. e) y'-2/2y +2y=0; f(0) =

1, £(0)=0.
c) y"+2y' +17y =0; f(0)=2, f'(0)=2. f) 2y"+2y' +5y=0; f(0)=0, f(%)=e
] ! 3 :

SIE]

Les conditions de d) et f) fixent-elles bien une unique solution ? Et dans f), avec f(0) = 0 et
F(5)=17

Exercice 44 Laforme R cos(Bx - @) * corrigé p. S9
On considére 'équation (E) : 4y” +9y = 0.

1. Résoudre (E), puis déterminer sa solution f telle que f(0) = 1 et f'(0) = %

2. Montrer que f(x) =2 cos(%x - %) Donner l'amplitude et la période de f, ainsi que les réels en
lesquels f atteint son maximum.

3. Résoudre dans [0, 2mr] 'equation f(x) = 1, puis l'inéquation f(x) = 1.
4. Déterminer les solutions de (E) d’amplitude 3 qui s'annulent en g

Exercice 45 Une étude compléte (examen) * % corrigé p.S9

Partie I. Résoudre 'équation (E) : 2y” - 5y’ + 2y = 0, puis déterminer sa solution f telle que
f(0) = -3 et f(0) = 0.

Partie Il. Soit f(x) = e** - 4e§, et C; sa courbe dans un repére orthonorme.

1. Calculer les limites de f en -oo et en +oo, et étudier les branches infinies de C;.

X 3x .« e
2. Montrer que f'(x) = 2e2 (eT - 1) et dresser le tableau de variations de f.
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3. Résoudre l'équation f(x) = 0 ; on note a sa solution. Etudier le signe de f.
4. Montrer que C; admet un unique point d’inflexion I, d’abscisse -a, et calculer son ordonnée.
5. Tracer C;. Discuter, selon le réel m, le nombre de solutions de l'équation f(x) = m.

a
Partie Ill. Pour A < a, on pose J(A) = f f(x)dx.
A

1. Enintégrant l'égalité 2f” -5f" +2f = 0 sur [A, a], montrer que J(A) = g(f(a)— f)-(f"(a)-f'(A)).

2. En déduire J(A), puis la limite, quand A — -0, de l'aire du domaine compris entre C., 'axe des
abscisses et les droites x = A et x = a.

Exercice 46 Zéros et extremums des solutions * x corrigé p.60

Soient a, b deux réels, (E) : y” +ay’ +by =0, A = a® - 4b, et f une solution non nulle de (E).

1. On suppose A > 0. En écrivant f(x) = e"2*(C,el""™"2* + C,), montrer que f s'annule au plus une
fois sur R. Méme question si A = 0.

2. On suppose A< 0, et on note a +iB (B > 0) les racines de I'équation caractéristique.

a) Justifier que f(x) = Re™ cos(Bx - @) (R > 0, ¢ € R), puis que les zéros de f sont des réels z,

(kR € Z)tels que z,,, -z, = 5

b) Montrer que f'(x) = Rp e** cos(Bx - ¢ + ), ol p = /a2 + B2, cos Y = %, siny = g. En déduire
que f atteint ses extremums en des réels t, (k € Z) tels que t,,, -t, = % et f(t,,,) = -e® f(t,).

3. Application. Une solution f de (E) s'annule exactement en tous les entiers relatifs, vérifie f'(0) =
m, et deux extremums consécutifs de f sont dans le rapport —%. Déterminera, b et f.

Exercice 47 Le wronskien * x % corrigé p. 60

Soient a, b deux réels et (E) : y” +ay’ + by = 0. Pour deux solutions f et g de (E), on appelle
wronskien de (f, g) la fonction W = fg' - f'g.

1. Montrer que W’ = -aW, puis que W(x) = W(0) e ®* pour tout réel x. En déduire que W est soit
identiquement nul, soit jamais nul.

2. On suppose W(0) # 0. Soit h une solution de (E). Montrer qu’il existe un unique couple (A, y)
tel que Af(0) + pug(0) = h(0) et Af'(0) + ug’(0) = h'(0), puis que h = Af + ug.

3. Onsuppose W = 0 et f # 0. Montrer qu'il existe un réel ktel que g = Rf (considérer f(0)g-g(0) f
ou f'(0)g - g'(0) f). En déduire que deux solutions non nulles ayant un zéro commun sont
proportionnelles.

4. Entrelacement des zéros. On suppose W # 0, et que f s'annule en deux réels x; < x, sans
s'annuler entre eux.

a) Montrer que f’(x,) et f'(x,) sont non nuls et de signes contraires.
b) En calculant W(x,) et W(x,), montrer que g s'annule au moins une fois dans ]x,, x,[.

5. Application. Vérifier que u(x) = e3* cos 4x et v(x) = e”3* sin 4x sont solutions de y” + 6y’ + 25y =
0, calculer leur wronskien, et en déduire toutes les solutions de cette équation. Vérifier sur u
et v la propriété de la question 4.
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Exercice 48 Le cas A = 0, frontiére entre les deux autres * * x corrigé p. 6l

Pour tout réel m, on considére (E, ) : y”" -2y +(1-m)y =0, et l'on note f,_ la solution de (E,,)

telle que f, (0) = 0 et f; (0) = 1.

1. Soit f deux fois dérivable sur R et g(x) = f(x)e™. Montrer que f est solution de (E, ) si et
seulementsig” =mg.

2. En déduire que, pour tout réel x :

e*sin (v/-m x)

Fol¥) = 2= (/X - eV™) sim>0, () =xef,  fo () p

2/m

3. Soit x un réel fixé. Montrer que lim f (x)= lim f_(x)= f,(x).
m—0* m—0-

sim<0.

4. Montrer que e - eV > 2u et sinu < u pour tout u = 0. En déduire que, pour tout x = 0:
frn(X) 2 fo(x)sim >0, et f_(x)< fy(x)sim<O0.
5. Déterminer, selon m, le nombre de zéros de f, dans ]0,+oo[. Pour m < 0, on note x_ le plus

petit d’entre eux : calculer lirrcl) x,, et interpréter.
m—-0-

(2] Equations fonctionnelles

L'inconnue est une fonction. On fixe une variable et on dérive par rapport a l'autre (ou on dérive
une intégrale) pour obtenir une équation différentielle avec ses conditions initiales ; on la résout,
puis on verifie que les fonctions trouvées conviennent (synthése).

Exercice 49 Trois équations d’addition * corrigé p.6)

1. Soit g dérivable sur R telle que g(x +y) = g(x) + g(y) + g(x)g(y) pour tous réels x, y ; on pose
a=g’'(0).
a) Montrer que g(0) € {0,-1}, et que g est constante si g(0) = -1. b) On suppose g(0) = 0.
Montrer que g'(x) = a(1 + g(x)) pour tout réel x, puis déterminer g et vérifier qu’elle convient.

2. Soit h dérivable sur ]0, +co[ telle que h(xy) = h(x)h(y) pour tous x >0,y > 0; on pose a = h'(1).
a) Montrer que h(1) € {0, 1}, et que h est nulle si h(1) = 0. b) On suppose h(1) = 1. Montrer
que x h'(x) = ah(x) pour tout x > 0. En posant k(t) = h(e') (t € R), montrer que k' = ak, puis
déterminer h.

3. Soit f dérivable sur R telle que f(x + y) = f(x)e¥) pour tous réels x, y. Montrer que f est la
fonction nulle.

Exercice 50 Trois équations « du parallélogramme » » corrigé p. 62

e¥+eV
-

Dans cet exercice, f est une fonction deux fois dérivable sur R, et chy =

1. On suppose que f(x +y) + f(x - y) = 2f(x) + 2f(y) pour tous réels x, y.
a) Calculer f(0) et montrer que f est paire. b) En dérivant deux fois par rapport a y, montrer
que f” est constante. En déduire qu'il existe un réel c tel que f(x) = cx?, et vérifier que ces
fonctions conviennent.

2. On suppose que f(x +y) + f(x - y) = 2f(x) cosy pour tous réels x, y. Montrer que f” + f =0 et
en déduire f ; verifier. Déterminer f si de plus f(0) = 1 et f(g) = 2, et I'écrire sous la forme
R cos(x - o).

3. Mémes questions (sans les conditions f(0) = 1, f(g) =2)avec f(x+y) + f(x-y) = 2f(x)chy.
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Exercice 51 Equations intégrales a noyau exponentiel * * corrigé p.62

1.

2o

Soit A un réel. On cherche les fonctions f continues sur R telles que (E;) : f(x) = 1+
X

/\f e tf(t)dt pour tout réel x.

0
a) Soit f continue sur R et g(x) = e f(x). Montrer que f vérifie (E,) si et seulement si g(x) =
e +A [ g(t)dt pour tout x.
b) En déduire que f vérifie (E,) si et seulement si f est dérivable sur R, f' = (1 +A)f - 1 et
f(0) =1.
c) Résoudre (E,) (distinguer A = -1 et A # -1). Pour quelles valeurs de A la solution est-elle
bornée sur [0, +oo[ ?

X
Déterminer les fonctions f continues sur R telles que f(x) = x + 2 [ e!™f(t)dt pour tout réel
0

x (on posera g(x) = e*f(x)).

Exercice 52 Une équation intégrale a noyau min(x,t) * % corrigé p. 63

1
Pour f continue sur [0,1] et x € [0, 1], on pose Kf(x) = [ min(x, t) f(t) dt. Soit A un réel ; on
0

cherche les fonctions f continues sur [0, 1] telles que (E,) : f(x) = 1+AKf(x) pourtout x € [0, 1].

1.

Montrer que Kf(x) = foxtf(t) dt+x f; f(t)dt, puis que Kf est deux fois dérivable sur [0, 1], avec
(Kf)'(x) = f; f(t)dt et (Kf)” = -f. Calculer Kf(0) et (Kf)'(1).

Montrer que, si f est solution de (E,), alors f est deux fois dérivable, f* = -Af, f(0) = 1 et
f(1)=0.

Réciproquement, soit f deux fois dérivable sur [0, 1] telle que f” = -Af, f(0) =1 et f'(1) =0, et
u=f-1-AKf. Montrer que u” =0, u(0) = 0, u’(1) = 0, et conclure que f est solution de (E,).
Résoudre (E,), puis (E_,). Plus généralement, soit w > 0: résoudre (E_,,), et montrer que (E,,)
a une unique solution si cosw # 0, et aucune si cosw = 0.

Exercice 53 Léquation f(x +y) = f(x)+ f(y) + f' (X)f'(y) *** corrigé p. 63

On cherche les fonctions f deux fois dérivables sur R telles que (A) : f(x+y) = f(X)+f(y)+f (X)f (v)
pour tous réels x, y. On pose a = f'(0) et b = f”(0).

1.
2.

Montrer que f(0) = -a? et que (1 - b)f'(x) = a pour tout réel x.

On suppose b # 1. Montrer que f' est constante, puis que f(x) = ax - a® ; vérifier que ces
fonctions conviennent.

On suppose b = 1. a) Montrer que a = 0 et f(0) = 0; on pose g = f'. b) En dérivant (A) par
rapport a x, puis par rapport a y, montrer que g(x) +g'(x)g(y) = g(y) + g(x)g’(y) pour tous réels
X, y. c)Justifier Uexistence d'un réel y, tel que g(y,) # 0, puis montrer qu'il existe un réel c tel
que g’ =1+cg. d) En déduire g, puis f (distinguer c = 0 et ¢ # 0).

Vérifier que les fonctions obtenues en 3 conviennent, et donner toutes les solutions de (A).
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Exercice 54 Léquation f'(x) = f(%) * %k corrigé p. 64

On cherche les fonctions f dérivables sur ]0, +oof telles que (E) : f'(x) = f(%) pour tout x > 0.

1. Soit f une solution de (E). Montrer que f est deux fois dérivable et que x?f”(x) + f(x) = 0 pour
tout x > 0.

2. Soit f deux fois dérivable sur 10, +oo[ et g(t) = f(et) (t € R). Montrer que x*f"(x) + f(x) = 0 pour
tout x > 0 si et seulementsig”-g +g =0 surR.

E]

3. En déduire que toute solution de (E) s'écrit f(x) = \/x (A cos(w In x) + Bsin(w In x)), avec w = %

et A, B réels.
4. Déterminer les réels A et B pour lesquels cette fonction est solution de (E). En déduire que les
solutions de (E) sont les fonctions f. : x C\/}cos(w Inx- %), C eR.

5. Soit f la solution de (E) telle que f(1) = /3. Montrer que -2,/x < f(x) < 2\/x pour tout x > 0, et
déterminer les points ou la courbe de f touche celle de x ~ 2,/x. Calculer ling f(x).
x—0*

(23] Modélisation

On traduit une loi (chimie, économie, biologie, mécanique) par une équation différentielle, on la
résout, puis on interpréte : équilibre, durée caractéristique, ordre de grandeur.

Exercice 55 Une réaction réversible * corrigé p.6S

Un composé A se transforme en son isomére B, et B redonne A (réaction réversible A 2 B). Les
concentrations a(t), b(t) (en mol- L™, t en min) vérifient a(0) = 1, b(0) = 0, a’ = -0,3a+0,1b et
a+b="1.

1. Montrer que a’ = -0,4a+0,1. Donner la solution constante de cette équation, puis déterminer
a(t) et b(t).

2. Calculer les limites a_ et b_ de a et b en +oo, puis K = be 5 03

o comparer a 01

oo

3. A quel instant t, a-t-on a = b ? Montrer que l'écart a(t) - a_, est divisé par 2 pendant toute
durée égale a un méme T, a préciser.
4, Déterminer a(t) et b(t) si B est pur au départ (a(0) = 0). Léquilibre dépend-il de l'état initial ?

Exercice 56 Le prix d’équilibre d’'un marché * corrigé p.6S

Le prix p(t) d’'un bien (en dirhams, t en mois) varie proportionnellement a 'excés de la demande

D surloffreS: p’=0,1(D-S), avec S =10 + 4p et p(0) = 25.

1. Dans cette question, D = 100 - 2p. Montrer que p’ = -0,6 p + 9 ; déterminer le prix d'équilibre
p, (pour lequel D = S), puis p(t) et sa limite. A partir de quel instant a-t-on p(t) - p,<0,17

2. La demande augmente avec letemps: D = 100-2p+3,6t. a) Montrer quep’ = -0,6 p+9+0,36t

et déterminer une solution affine de cette équation ; en déduire p(t). b) Montrer que le prix
commence par baisser; calculer son minimum. c) Le prix d’équilibre instantané p (t) est défini

par D = S: le calculer. Montrer que p(t) - p, (t - g) tend vers 0 en +oo et interpréter.
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Exercice 57 Une population au rythme des saisons * % corrigé p.66

L'effectif P(t) d’'une population d’'insectes (t en années, t = 0 au début de l'été) vérifie (E) : P’ =
r(t)P, P(0) =P, >0, ou le taux r(t) = 0,1 + 0,5 cos(2mt) suit les saisons.

1. Soit R(t) = 0,1t + S'"(z"t) . Vérifier que R’ = r. Soit P une solution de (E) et z = Pe R : montrer que
Z' = 0. En déduire que P(t) = P, eR) et vérifier que cette fonction convient.

2. Montrer que P(t + 1) = e%'P(t) pour tout t > 0. Calculer P(n) pour n € N ; au bout de combien
d’années entiéres l'effectif aura-t-il doublé ?

3. Déterminer les instants de [0, 1] ou P est décroissante, et la durée de cette période (en mois).

1 1 -
4. Soit Q(t) = P, e%1t (taux moyen). Montrer que e < % < ein et interpréter.

5. Cas general r continue et 1-périodique, m = j s)ds. Montrer que P(t) = P exp(f (s)ds),

quet - f s)ds est constante, puis que P(t + ‘I) = e™P(t). Limite de P(n) selon le signe de
m?
Exercice 58 Un tunnel a travers la Terre ** corrigé p. 66

La Terre est une boule homogéne de centre O, de rayon R = 6400 km ; g = 10 m-s™2. On admet
qu’un objet de masse m situé en un point M intérieur a la Terre subit la force F = —% OM. Dans
un tunnel rectiligne sans frottement, on lache un objet sans vitesse depuis la surface.

1. Le tunnel suit un diamétre, sur lequel l'objet a pour abscisse x(t) (origine O, x(0) = R, x'(0) = 0).
Montrer que x” + w?x = 0 avec w = \/% ; calculer w, puis déterminer x(t).

2. Combien de temps dure la traversée jusqu’aux antipodes ? Quelle est la vitesse maximale de
'objet, et ou est-elle atteinte ?

3. Le tunnel suit une corde [AB] de milieu H, de longueur 2¢; l'objet, laché en A, a pour abscisse
s(t) sur (AB) (origine H). La réaction étant perpendiculaire a (AB), montrer que s” + w?s = 0, et
que la durée du trajet ne dépend pas de la corde. Vitesse maximale si 22 = 1000 km ?

4. Un satellite décrit a vitesse constante v un cercle de rayon R contenant le diamétre du 1, avec

% = g. Calculer v et la période ; montrer que sa projection sur ce diamétre a le mouvement de
l'objet du 1.

Exercice 59 Un tir avec frottement * * corrigé p.67

Un projectile est lancé de l'origine O d’un repére orthonormé (0,7,)) (J vertical ascendant ; m, s)

avec la vitesse v, = 207+ 20]. Avec un frottement proportionnel a la vitesse, ses coordonnées

vérifient x" =-0,5x" et y"=-10-0,5y".

1. Déterminer x’(t) et y'(t), puis x(t) et y(t). Calculer les limites de x(t), x'(t) et y'(t) en +oo ;
interpréter.

2. Déeterminer l'instant et les coordonnées du sommet S de la trajectoire. Sans frottement, la
trajectoire serait la parabole P : y = x - ﬁ (a vérifier) : comparer les sommets.

3. Montrer que la trajectoire I' a pour equatlon y =2x+40 ln(1 - —) 0 < x < 40. Montrer que I

est au-dessous de P (étudier @(u) = u + 72 +In(1 - u) sur [0, 1]).

4. Montrer que I recoupe (Ox) en un unique point d’abscisse x, €]31,6;32[ (In0,21 = -1,5606,
n 0,2 ~ -1,6094). Comparer a la portée sans frottement.
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Exercice 60 La chaine qui glisse * * % corrigé p. 67

Une chaine homogéne de longueur L = 2 m repose sur une table, une partie pendant par-dessus le

bord ; x(t) est la longueur pendante (enm, tens), x(0) = 0,5, x'(0)=0,g =10m-s2etchu = %

1. Sans frottement, la loi de Newton donne x” = %x = 5x. a) Déterminer x(t). b) Déterminer
linstant t, ol la chaine quitte la table (x = 2). c) Montrer que x'2 - 5x? est constante ; en
déduire la vitesse de la chaine a l'instant t,.

2. Avec frottement (coefficient y = % sur la partie posée), on admet que, tant que la chaine glisse,
x" = %((1 + U)X - uL). a) Ecrire 'équation ; quelle est sa solution constante ? b) En posant
z = x - 0,4, déterminer x(t), l'instant t, ou la chaine quitte la table et sa vitesse a cet instant.
¢) Que se passe-t-il si x(0) = 0,4 ?

@ Défis de concours

. u -u U_p,-u
Notations: chu = &2~ shu = &=~ thu = 3" et cothu = .
2 2 chu shu

Exercice 61 Un principe de moindre action * % % % corrigé p. 68

Soit C 'ensemble des fonctions y deux fois dérivables sur [0, 1], a dérivée seconde continue, telles
1
que y(0) =0, et A ={y € C : y(1) = 1}. On pose J(y) = f (v (%)% + y(x)?) dx.
0

1. Déterminer l'unique fonction u telle que u” = u, u(0) = 0 et u(1) = 1.

2. Soity e Aeth = y-u. a)Montrer que f01 (u'h’ +uh)dx = 0. b)En déduire que J(y) = J(u) +J(h) 2
J(u), avec égalité si et seulement siy = u (si J(h) = 0, étudier H(x) = fOX h(t)? dt). c) Montrer que
J(u) = u(1)u’(1) = coth 1 ; comparer a J(x) et J (x?).

3. En déduire que J(y) 2 coth(1) y(1)? pour tout y € C.

4. Une condition « naturelle ». Pour y € C, on pose K(y) = J(y) - 2y(1). Montrer que K(y) = -th1,

avec égalité si et seulement si y = v, ol v(x) = i[‘]—’; Vérifier que v’ = v, v(0)=0etv'(1)=1.

Exercice 62 Les orbites des planétes * x x % corrigé p.68

Le Soleil S est fixe, a l'origine ; une planéte a pour coordonnées polaires (r(t), G(t)). On admet que
r’0’ = C (loi des aires) et r" -r@? = - (C, k > 0 constantes), et que r(t) = p(6(t)) avec p deux fois
dérivable ; on pose u = %.

1. Montrer que r' = -C u’(8), puis que r" = -C>u(8)’u"(6). En déduire que u” +u = k, avec k = 5.

2. En déduire que u(6) = k(1 +ecos(6 - p)), e > 0; on prend ¢ = 0 (choix de l'axe polaire) et p = +
: p(6) = 1+e€ose' a) Si e < 1: calculer la plus petite distance r, (périhélie) et la plus grande r,

(aphélie). b)Sie=>1: montrer que r —» +oo (la cométe s'éloigne).

3. Soite < 1, et M(x, y) la planéte (x = pcos®, y = psinB). a) Montrer que SM = p - ex, puis que
(1-e?)x?+2pex+y? = p®. b)Soita-= % et S'(-2ae, 0). Montrer que SM + S'M = 2a : Uorbite
est une ellipse de foyers S et S’ (premiere loi de Kepler).

4. a) Pour la Terre, :—2 ~ 1,034 : calculer e. b) Pour la cométe de Halley, ro =~ 0,586 UA et e =~ 0,967

: calculer r, et a, puis sa période T en années (T? = a3, a en UA).
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Exercice 63 Les modes propres d’'une corde * * % % corrigé p. 69

Soit A un réel. On dit que A est une valeur propre s'il existe une fonction y non nulle, deux fois
dérivable sur [0, 1], telle que y” +Ay =0, y(0)=0 et y'(1)+y(1)=0.

1. Montrer qu’aucun réel A < 0 n’est valeur propre.

2. Soit w > 0. Montrer que w? est valeur propre si et seulement si tan w = -w ; préciser y.

3. a) Montrer que tanw = -w n'a pas de solution dans ]0, g[ et une unique solution w, dans

J(r-2)m,(k+ )n| (k2 1), avec w, < km, et que 2 < w, < 2,05 (tan 2 = -2,185, tan 2,05 = -1,925).

b) Soit 6, = w,, - (k - %)n Montrer que 6, = arctan wl, puis déterminer les limites de 6, et de
3
R6,.
4. Soity,(x) = sin(w,x). a)Calculer de deuxfagons f01 (yj’yk - yjy;)dx; en déduire que f01 Yi¥dx =

2+wﬁ

0sij # k. b)Montrer que fo1 y2dx = el

'|+U.)k)

Exercice 64 Une couche limite * % x corrigé p. 69

Soit € € ]0,%[ ety, lasolutionde ey” +y' +y =0, y(0) = 1, y'(0) = 0, que 'on compare a e,
solution de 'équation « réduite » y' +y = 0, y(0) = 1.
)

T+/1-4¢

1. Montrer que l'équation caractéristique a deux racines r, < r, < -1, avecr, = , et que,
quande - 0:r, » -1,r, » - eter, - -1.

r,e2* -r,en*

2. Montrer que y,(x) = —————

7 =1,
3. Soit x 2 0. a) Montrer que 0 < y (x) - e2* < % b) Montrer que 0 < e™* - "X < _175 c) En
1772
déduire que sup, ., |V, (x) - e"‘| — 0 quand € — 0. Quelle condition initiale est perdue ?

4. a) Calculer y;(x) et montrer que, pour x > 0 fixé, y.(x) - -e™* quand € - 0. b) Montrer que

y.(e) = —(1 - 1;) Interpréter (« couche limite » d’épaisseur de l'ordre de ).

Exercice 65 Léquation fonctionnelle du sinus * % * % corrigé p. 70

On cherche les fonctions f dérivables sur R telles que (S) : f(x +y) = f(X)f'(y) + f'(x)f(y) pour
tous réels x, y.

1. Montrer que £(0)(1 - 2f(0)) = 0.

2. On suppose f(0) # 0. Montrer que f' = ——

2£(0)

3. On suppose f(0) = 0 et f non nulle. a) Montrer que f'(0) = 1. b) Soit y, tel que f(y,) # 0:
en écrivant (S) pour y = y,, montrer que f' est dérivable. ¢) Montrer que f"(x)f(y) = f(x)f"(y)
pour tous X, y, puis qu'il existe un réel k tel que f” = Rf. d) En déduire f (selon le signe de k)
et vérifier.

4. Déterminer les solutions de (S) bornées sur R, puis celles qui sont bornées et s'annulent en m.

f ; déterminer f et vérifier.
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Exercice 66 Le modéle de croissance de Solow * % * % corrigé p.70

Le capital par travailleur k(t) > 0 (t en années) vérifie (S) : k" = skR¥-6k, R(0) = k, > 0, ol a, s (taux
d’épargne) €10, 1[ et 6 > 0 sont constants. La production par travailleur est k%, la consommation
(1-s)kRC.

1. Soit R une solution de (S) sur [0, +oo[, a valeurs strictement positives, et z = k"%, Montrer que

Z' =(1-a)(s-6z); en déduire z, puis k. Réciproquement, vérifier que la fonction obtenue est
une solution strictement positive de (S).

a1

2. Montrer que R est monotone et tend vers R* = (%)1’“, unique solution constante strictement
positive de (S).

3. Régle d’or. La consommation d'équilibre est c(s) = (1 - s)(k*)*. Montrer que ¢ est maximale
pour s = a.

4, On prend a = %, 6 =0,05, s =0,2 et k, = 1. Calculer k* et k(t). Au bout de combien d’années R
atteint-il 90 % de k* ?
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

1. ((x*+ 1)e")' = (x*+2x+1)e*, doncy’'-y = 2xe* /. Avecs = sin(ﬁx), C= cos( 2x) ety =e*s:
y' =e™”* (—s + ﬁc), y"=e* (—s - 2\/§c), d'oly”+2y' +3y =e™* [(—‘I -2+3)s+ (—2\/5 + 2\/5) c] =0
v (les racines de r2 + 2r + 3 sont -1 + iy/2).

2. La tangente au point (x, f(x)) est horizontale si et seulement si f'(x) = x + f(x) = 0 : ces points

sont sur la droite y = -x. Pour g(x) = -x-1: g'(x) = -1 = x + g(x), donc D est une courbe
intégrale.

3.50itg=f+x+1:9'-g=f"+1-f-x-1=f"-(x+f).
Donc f est solutionde (E) < g' =g < g =Ce*:

fe(x)=CeX-x-1| y:.—x y| c=2 Cc=1

SiC>0: fr(x) = Ce* -1 est négative sur ]-oo, - In [, .
positive ensuite : minimum en x, = - n C, de valeur N
fe(xg) = 1+InC-1=1InC = -x, : le point (xy,-X,) N
est sur la droite y = -x (comme le prévoyait 2.). Si I X &N
C<0: f. <0, f, est strictement décroissante, sans F
extremum. Enfin f(x) - (-x - 1) = Ce*: Cfc est au- |
dessus de D si C > 0, au-dessous si C < 0 (deux

courbes intégrales ne se coupent pas).

® Corrigé de l'exercice 2

ol

. Cy =-ey+e:

1.a)y = —%y: y=CeXV3| p)y = 2y +2, solution constante -3 : |y = Ce

N W

. d)y’=—3y+%: y=%+Ce'3X. Pourb):en+oo,Ce%—>:oosiC¢0:seulela

solution constante -% a une limite finie ; en -oo, toutes tendent vers —%.

2.a)Ce = 2: |f(x)=2e | b)cen?- 2-2C=2:f(x-= 2e% - % . ) La tangente y =

f'(0)x + f(0) passe par B(1,0) si et seulement si f'(0)+ f(0) = 0; avec f(0) =1+C et f'(0) = -eC:
1+C(1-€)=0, |f(x)=1+ . d) Léquation donne f'(0) = -3f(0) + 2 = £(0), donc £(0) = 2,
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_ -3x

e

C=-3:|f(x)=

N | —
=

® Corrigé de l'exercice 3

a)p' -p=-ax’+(2a-b)x+(b-¢c)=-x> & a=1,b=2,c=2:p=x>+2x+2, ety = x> +2x+2+Ce*;
nulleen0: C=-2, |f(x)=x%+2x+2-2e"|

b)p' -p=(2b-a)cos2x-(2a+b)sin2x =5c0s2x < b=-2aet2b-a=-5a=5:a=-1,b=2;
’y = 2Sin2X - COS 2X + Ce"‘(p est la seule solution bornée).

c) Pour g = (ax + b)e®* : g’ - 3q = ae**, multiple constant de e3* : il faudrait 2x + 1 = a pour tout x,
impossible (e3* est solution de I'équation homogéne). Pour p = (ax? + bx)e**: p’-3p = (2ax+b)e®*,

dola=b=1:|y=(x*+x+C)e>|

d) (ae™)' - ae™™ = -20e™ = 2e’¥ < a = -1. Par superposition, x* + 2x + 2 - e est solution, et
y=x2+2x+2-eX+CeX;f(0)=1+C=1: |[f(x)=x>+2x+2-e¥|

® Corrigé de U'exercice 4

1.a)r2-5r-14=(r-7)(r+2): |Ae’ + Be?|. b)(4r-1)2=0:|(Ax +B)es |. c)A=-100,r=2+5i:

2 3
e2(Acos5x + Bsin5x)| d)r=+i\/7: Acos/7x +Bsiny/7x|. e)(2r—\/§) = - (Ax+B)e73". f)

6r2-r-1=2r-1)3r+1): Ae? +Be’5 | g)A=—4,r=‘12*’: e'g(Acos§+Bsin§). h)r? =3:

AeV3* + BeV3x |,

2.a)A+B=0,7A-2B=9:|f = e’ -e7?| b)B=4,f'(0)=A+§=2: f=(x+4)es| c)A=0,5B=5:
f =e®*sin5x|. d)A=\/§,ﬁB=\/7:f=\/§cos\/7x+sin\/7x=2(cos%cos\/7x+sin%sin\/7x)=

14 1

2 cos (ﬁx - %) : amplitude 2, période 2—7, maximum 2 atteint en x = 7 (% + 2kn), kez.

® Corrigé de U'exercice 5

1. z=y vérifiez +3z=9,s0itz = -3z+9: z=3+Ke>, puis y = 3x + Ae>* + B (primitives).
f(0)=3-3A=0,f(0)=A+B=0: |f(x)=3x-1+e3|

2X
1+x2

(In(1+x%)+C)e®. Avec f(0) = 1: [f(x)=(1+In(1+x?))e?| > 0 (car In(1+x%) 2 0). En
2

-0 : f = +0o, En +o0 : In(1 +x2)sx2'donc0<f(x)5(1 + X )e—zx 50

2. 2 = (f' +2f)e?, donc f est solution < =z = & z=In(1+x%)+C soity =

3.g=f+2:g"-4g=f"-4f-8,donc f estsolution < g" =4g < f =Ae’*+Be > -2.
f(0)=A+B-2=0etf(0)=24-2B=0:A=B=1,f=eX+e2-2=|(eX-e%)?|

® Corrigé de l'exercice 6

1. p”-2p' -3p =-3ax?-(4a+3b)x+(2a-2b-3c) = -3x>-4x+5 < a=1,b=0,c=-1:p=x*>-1.
Par linéarité, (f - p)” - 2(f - p)’ - 3(f - p) = (f" - 2f" - 3f) - (5 - 4x - 3x?), nul si et seulement si f
estsolution. r’-2r-3=(r-3)(r+1):y=x>-1+Ae>* +Be™. f(0)=-1+A+B =0, f'(0)=3A-B=0:
e3x+3e-x

==

A=, B=2, If(x)=x-1+
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2. 3 est racine de r? - 2r - 3: ae®* est solution de 'équation homogéne, donc (ae®)" - 2 (ae®*)’ -
3ae3* = 0 # 8e3*. Pour p = axe® : p’ = a(3x + 1)e3*, p” = a(9x + 6)e3*, et p” -2p' -3p = a(9x + 6 -
6x -2 -3x)e> =4ae® :a=2, |y=(2x+A)e>* +BeX|

® Corrigé de l'exercice 7

a) Vrai: Acos3x+Bsin3x est 23—"—périodique( (x + —) 3x+2m). b) Faux: f'(0) = 1-f(0); méme
nombre dérivé en 0 = méme valeur en 0 = méme solution (unicité). c¢) Vrai: f” = -af’ - bf
est dérivable, et en dérivant, (f')” + a(f’)’ + bf' = 0. d) Faux: f = (Ax + B)e*, f(0) = B = 0, puis
f(1) = Ae = 0, donc f = 0. e) Faux: (xe*)" + a(xeX)' + bxe* = [(1+a+b)x + 2 +ale* = 0 pour tout
x impose a = -2, b = 1; mais alors (ez")" S 2(e2")' +e? =e¥ 2 0. f)Vrai: f = Acos2x + Bsin 2x,
f(0)=A=0, etf(g)= Bsinm=0.

® Corrigé de U'exercice 8

. _ 1 1013 (h+1000)
1. p(h) = 1013e*M et 899 = 101371000k : |R= ——| 119410 m™| B2 o
p(h) ¢ ¢ € 7000 ' 899 ! p(h)
e 1000 = B : 3 chaque kilométre, la pression est multipliée par == = 0,887, elle baisse de

114 o,
e [M11,25%]
8,849
2. p(8849) = 1013 (&2)""" =[352hPa| e =1 «— h=102:[5806m]| 1013e™ =750 <

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9
Partiel. 1. 7 = (f'-f)e™: f est solution < =2z = —137 < 2z = C-arctanx <

’f (x) = eX(C - arctan x)‘ 2. eX(C - arctanx) > 0 pour tout x < C > arctan x pour tout x. Si

C2 E c’est vrai car arctan x < ﬂ ;siC< E comme arctanx —» I en +00, 0N a arctan x > C pour x

assez grand. D'ou | C >

2
Partie Il.
1. En -o0 : g -arctanx —» mete* —» 0,donc f —» 0: l'axe (Ox) est asymptote. Pour x > 0,
arctan x +arctan 1 = X, d’odi f(x) = e*arctan 1. Soit (t) = arctant - L5 : @'(t) = —L5 - (11’:22)2 =
2t2

1z
X 1+x2'

>0et@0)=0: ¢ =0 sur[0,+oo]. Avect-— arctan donc f(x )>&X2—>+ooet

@ > 1f)x(2 — +o00 : branche parabolique de direction (Oy).

2. D’aprés (E), f' = f - % = e*g(x). g'(x) = _1+1X2 + (13‘2)2 = ((1’():2))2 < 0, nul seulementen 1: g est

strictement décroissante, de limite 0 en +oo. Donc g > 0 (si g(x,) < 0, alors g < g(x, +1) < g(x,) <
0 sur [x, +1,+o0], et la limite serait < 0). Ainsi f* > 0: f est continue, strictement croissante, de
limites 0 et +oo : bijection de R sur ]0, +oo.

Maths Olympiad @
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3. (0= 4, £(0)=g(0) = 2-1:
T:y=(%—1)x+g. y Cs
Y (2)= L | 2= |~1,75 '
Y (5)= 7 =| 73 |= 175 :
X |- +00 1+
f'(x) +
f| -
0

® Corrigé de l'exercice 10

Partiel.p” -3p'+2p = 0-3+2x v. Par linéarite, (f-p)’ -3(f-p) +2(f-p) = (f" - 3f" + 2f)-(2x-3).
Commer?-3r+2=(r-1)(r-2):y=x+Ae*+Be* ; f(0)=A+B=-1,f(0)=1+A+2B=1:B =1,
A=-2, |f(x)=x-2e"+e*|
Partie Il.

1. f(x)-x =e*(e¥-2) » 0 en - : A est asymptote ; C; est au-dessous de A sur J-oo, In 2[, au-
dessus sur ]In 2, +oo[, et la coupe en (In2,ln2). En +oo : f(x) = ezx(1 -2e%+ xe‘z") — +00 et
@ =1+ @ — +0o : branche parabolique de direction (Oy).

2
2. f'(x)=1-2e"+2e* =2 (ezx -eX+ %)+% =2 (e" - %) +1>0: f eststrictement croissante de -co a

. . . 2
+00, donc bijective de R sur R: f(x) = 0 a une unique solution a. f(%) =(Ve-1)-3~-0,08<0

et f(1) = (e-1)2 >0 %<a<1 (a = 0,524).

3. f"(x) = -2e* + 4e?* = 2e¥(2e* - 1) s'annule en changeant de signe en -n2: C; est concave sur

]-0, - In 2], convexe sur [- ln 2, +oo], I(— In2,-ln2- %) |

4. Sur [a,n 2], f(x) < x (question 1), donc ¢

x N2

e
2 - —|

ln2
A(a) = [ (2e* - e¥)dx =
a 2 a

eZG

soitA(a) =|2 -2e9 + U2 (aire colorée poura = -4),

qui tend vers |2 |quand a —» -oo.

® Corrigé de l'exercice 11

’ e .. o
1. Pour z = % c = —;—2. Si f est solution, z' = —% = -z + X. Réciproquement, si z' + z = x, alors
f’ =—§—; = Zz'—z" = f - xf2. (F) a la solution affine x - 1: \z=x—1 +Ce'X\.

2. p(x)=1-Ce™. SiC<0:@.>0ety. - -0 en -oo, donc . prend des valeurs négatives. Si
C > 0: @, déecroit sur ]-oo, In C], croit sur [In C, +oo[, de minimum @(InC) = InC. Donc ¢, >0

surR < C > 1. Une solution f > 0 sur R donne z = % > 0, solution de (F) sur R: z = @,

1
x-1+Cex’

IL, atteint en In C.
nC

Maths Olympiad @

avec C > 1; et réciproquement : ce sont les| f. = C>1| En oo, . — +oo (en -co,

. =e(C+(x-1)e¥), donc f, = 0; maximum
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3. Surle plus grand intervalleJ > 0ou f # 0, % = x-1+Ce™ avec ﬁ =-1,s0itC=0:|f(x)= x‘+1 \
qui ne s'annule pas. Elle est définie sur et tend vers -oo en 17 (« explosion » en temps

fini : on ne peut pas la prolonger) ; elle tend vers 0 en -oo.

® Corrigé de l'exercice 12

1. 2 =(y +y)eX: yestsolution & 7 = % = z(x)= C+f0X%dt = y-= Ce'X+[0Xi—;Zdt=
Ce™ + F(x).

2. Pour x > 0, l'intégrande est > 0 : F(x) > 0. Sur [0,% , 137 <1et fOX/2 el Xdt=e2 -eX<e?:sur

X 1 1 _ 4 Xt _ % T -2 . b .
[E,X],mSm—metfxlze Xdt=1-e2 < 1. DOU0<F(X)Se 2+m - 0:F—>0,et
toute solution Ce™ + F(x) tend vers 0 en +co.

3. F(0)=0,F(1)>0etF — 0: il existe A > 1 tel que F(x) < F(1) pour x = A. Sur [0,A], F continue
atteint son maximum en x,, avec F(x,) 2 F(1) > max(F(0),F(A)) : x, €10,A[, et pour x 2 A,
F(x) < F(1) < F(x,) : C'est le maximum sur [0, +oo[. En ce point intérieur, F'(x,) = 0, et 'équation
F' = -F + — donne | F(x,) = -

2
T+x 1 +X%

(numériquement x, = 1,065, F(x,) = 0,469).

B Corrigé de l'exercice 13

1 > 0: le bateau ne s'arréte jamais ; x(t) = f; v = |50(1-e™/°)| < 50 : il parcourt

moins de 50 m (limite 50 m).

_1 2 o ,__v_’_ _ . _ﬂ _ 50
2.Tantquev>0,z-;ver|ﬁez =-3 =0,02etz(0)=0,1:2z= o V_t+5

(qui ne s'annule pas,

donc valable pour toutt 2 0), et| x =50 n (1 + %) :v > 0 mais x - +oo!

3.2 = -% = 22,002 =022+002: z = Ke'/>- 0,1, 2(0) = 0,1 donne K = 02, z = 21

_ 10 _ 10et/5 _ -s/5 0 _ 1,-5/5 . _ [t50w(s) - -t/5
etV = o = pewe Avecw = 2-€°, w = pe®P i x(t) = ff TS ds = 501n(2 - e3).

Distance totale ’ 50ln2 = 34,7 m|. Bilan: le terme en v? seul ne suffit pas a arréter le bateau sur
une distance finie (a faible vitesse, v? « v) ; le terme en v garantit une distance finie ; les deux
ensemble donnent la plus courte : 34,7 < 50 < +oo,

® Corrigé de l'exercice 14

F . A R 1 q _ R _ 1 _ 1 _ _ .
1. EndivisantparL: q i +E-O,avecz-60etE-W-ZSOO.A-36OO—1OOOO<O.

_ 2m L _ _-30t .
-—40-—20~0,157s.q-e (A cos 40t +Bsin 40t),
A=q(0)=0,02C, g’ (0)=-30A+40B=0:B=0,015, et

régime pseudo-périodique, r = -30+40i,| T

q(t) = e3%(0,02 cos 40t + 0,015 sin 40t) =| 0,025 e73% cos(40t - )|, |i(t) = -1,25e73 sin 40t |,

25 = qTq' + Lii" = i(% +Lq”) = i(-Rq’) = -Ri? < 0: 'énergie est dissipée par effet Joule. E(0) =

2 . . _3n
% = [0,1J] EnT: cos40T = 1, sin40T = 0, donc i(T) = 0, q(T) = 0,02e 2 et E(T) =

0,737 =8,1-10°|

Maths Olympiad @
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2
3. Régime critique < (%) = i

2\/% =20 Q| Alors g” +100q’ + 2500q = O,
racine double -50: g = (A+Bt)e™%, A = 0,02,
B-50A=0:|q=0,02(1+50t)e™%| Figure
(g en mC) : pseudo-périodique (bleu, entre
les enveloppes +25e73%) et critique (vert). i .

<=>RC=

® Corrigé de l'exercice 15

1. Si f est solution, z = e/ > 0 etz = f'ef = (e*-1)ef = e2* - z. Réciproquement, si z > 0
vérifie 2 + z = e?*, f = Inz vérifie f' = Z; = % -1 = e/ - 1. Solution particuliére % :

= % +Ce X=X (ez_x + C), strictement positive sur R si et seulement si C 20 (si C < 0, elle est

2X
négative pour x assez petit). Solutions: | x — In (% + Ce"‘), C=20|

1 : 2 242 | 2e2%-2e _ 2(e¥-1 6 :
2. f(0) = n(L+C) = 0:C =2, fx) = €28, py) = 28026 L AN 5 6 gy signe
de x : f décroit sur ]-oo, 0], croit sur [0, +oo[, de minimum f(0) = 0: f > 0 (c’est l'inégalité
o o - s 3X
arithmético-géométrique e? + e™ + ™ 2 3). f"(x) = 125 > 0 : C; est convexe.

()

3. f(x)-(@2x-1n3) = In ezxe% = In(1+2e%),
positif et de limite 0 en +o0 ; f(x) - (—x +1n %) =
n "’3;*2 =1In (1 + e;—x), positif et de limite 0 en -co :
D et D' sont asymptotes, et Cf est au-dessus.

X -00 0 +00

7 (x) R
ol N,
0

® Corrigé de l'exercice 16

1.z = LEBXYSNX .y ast solution & 72/ = —!

cos? x osix z=tanx+( < \y=sinx+Ccosx\. Les
solutionsde y” +y = 0 sont lesAcosx+Bsinx, etg'(0) = B =1: ce sont lessinx +Acos x, la méme
famille.

2. Surl,cosx>0:sinx+Ccosx =0 < tanx =-C < x = -arctanC (tan est une bijection

de I sur R) : unseul zéro. Si C < 0: y(x) < sinx < 1 sur I, pas de maximum égala 2. SiC > 0:
- 2 _ - _C g -1 n . i 2 -

y =1+ C2cos(x - ) avec cos @ N sin@ m,cp € ]0, 2[ cl: maximumy1+C2=2 <

C=+3: y:sinx+\/§cosx:2cos(x—%),maximum en %

Maths Olympiad @
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€ Corrigés du niveau 3

® Corrigé de l'exercice 17

1L.Surl:z=fx%2z =x%"(xf' -af). Surj: |x| = -x,z=f(-x)%, 2" = =(-x)"*" (xf' - af). Dans
les deuxcas,z =0 < xf =af: lessolutions sont Cx® surl et D|x|% sur J.

2. Enx=0:0=af(0), donc f(0) =0sia # 0. Une solution sur R vaut Cx® sur I, D|x|% sur J, et doit
étre dérivableen 0. *a<0: |x|* - +c0 en 0, la continuité impose C=D=0: . ca=0:f

f(X)

0<a<1: = Cx*" > too0 en

est constante sur [ et sur J, continue en 0 : ] les constantes |.

0*siC#0;demémeagauche:|f=0[ ca=1:f=Cxsur][0,+oco[, -Dx sur ]-oo, 0], dérivable

1 1C =-D - — o o M R ' _ 7= .
en 0sietseulementsiC=-D: . a>1: == — 0desdeuxcotes, f (0) = 0 et 'equation
est vérifieeen 0: ’f = Cx% (x 2 0), D|x|% (x < 0)}, C, D quelconques (deux paramétres).

3. a=2:f(1)=C=1,D quelconque : une infinité de solutions (x? pour x 2 0, Dx? pour x < 0).
Léquation s'écrit y’ = %y seulement sur | ou sur J : en 0, le coefficient de y’ s'annule, et la
condition en 1 ne « traverse » pas 0.

® Corrigé de l'exercice 18

’ " 2 "
1. c2+c-2 = 0: solutions constantes|1]et[-2] Siy = ’%: y' = fT—(f?) = ’%—yz. Doncy’ =2-y-y?

= %:2—’% = f"+f -2f=0.

2. r24r-2=(r-1)(r+2): f =Ae* +Be ¥ ety =

fo_AeX-2Be®* (b _A.q.a-0-_ _ A-2B _
e e (B=0:1;A=0:-2). y(0)= 552 =0
3Xx

X _~,2x  2(e’” -1
AT g ( ) , définiesur R. y' =
2eX + e-2X 2e3X + 1 (2e3x+1)
-2 (en -o0) a 1 (en +o0), entre les deux solutions constantes.

3Xx ~
18”5 0: y croit de

A=2B,etavecB=1: |y=

A-2B 53X+ b4 | oo o o3
3.55 =3 & 5B=-2A;avecA=5B=-2: y=m,deﬁnlelaou5e > 2: sur

]— n £ +oo[ (% ln % = -0,31). A la borne gauche, le numérateur tend vers 6 et le dénominateur

vers 0* : y — +oo (explosion) ; en +oo,y — 1;ety =(1-y)y+2)<0:ydécroit.

® Corrigé de U'exercice 19

1. Le second membre af(x) + bf(-x) est dérivable, donc f’ aussi, et f"(x) = af'(x) - bf'(-x) =
alaf(x) + bf(-x)] - blaf(-x) + bf(x)] = (a® - b?) f(x).

a=1,b=2:f" =-3f,doncnécessairement f = Acos+/3x+Bsiny/3x. Alors f'(x) = —/3Asin/3x+
V3B cos+/3x et f(x) + 2f(-x) = 3Acos+/3x - Bsiny/3x ; l'égalité (en x = 0 et x = 2—\’;3) équivaut

é\/§B =3A, ie. B = \/EA: f=A(cos\/§x+\/§sin\/§x)=2Acos(\/§x—ﬂ). a=b:f"=0

3
f=a+Bx, etB=a(f(x)+f(-x))=2aa: ’f(x) = a(1 + 2ax) ‘

2. Comme (x = f(-x))" = f"(-x): p"(x) = LT - JE0T - piy) et g7(x) = LA -
f(-X)—f(X)

= -g(x). Doncp = Ae"+Be"‘ avecp paire: (A-B)(e* - e"‘) =0,A=B;etqg=Ccosx+Dsinx
|mpa|re C=0.Ainsif=p+q=a<= +Bsmx réciproquement f"(x) = a Fee -Bsinx = f(-x)
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eX+eX

+Sin x|
2

s fO)=a=1,£(0)=B=1: |f(x)=

® Corrigé de l'exercice 20

ro_ X' "o X_" ﬁ _ _ﬁ ﬁ _ ) B
1. z —‘1/—02,2 —(10+100)Z—(1 100+100)z-z,z(0)_1’
(0) = 2
Z(O)_ 10. t -t
2-Z=Aet+Be't,A+B=1,A—B=%;z=3eZe’
= 3et W e_t _ 3et = e't _ 3-¢72t
x=101n 4 ) V_1o3et+e'f = 103+e-2t - 10, et
/_ 120 4\ o2t
= > 0. Enfin x—(10t—10[n 5) = 10ln(‘| +T) -

0 : asymptote (courbe au-dessus).
3.A+B=1,A-B=2:7=3¢ y-q03e - 102

500 4 Set-e-t 5-g-2t
10, v’ = (5er—et)2 < 0. Quel que soit vy, v = 10 m/s: cest

la vitesse pour laquelle x” = 10-0,1v? = 0 (poids et frotte-
ment se compensent).

® Corrigé de l'exercice 21

1. La courbe y = Ce* passant par M(x,y) a pour pente Ce* =
orthogonalement en chaque point (x, @(x)) si et seulement si @'(x)p(x) = -1. Avec z = @

7 =209 =-2 & z=c-2x: |p(X)=yc-2x
paraboles d’'axe (Ox) (figure de gauche).

2. La parabole y = Cx? passant par M(x,y) a C = %, et pour pente 2Cx =

X

18

10

2° Bac Sciences Mathématiques

Lp’-27"’ =-1 & 200 = -x & 7 =-x(z=¢? = ° =c’_X2_2 —
(c =2c’ > 0): des arcs d’ellipses (figure de droite).
y? =c-2x Cx?
y
Ce*
x2+2y?=c
- X

® Corrigé de U'exercice 22

1. g'(t) = (1+tan?t) f'(tant), puis g"(t)
x = tant (tan est une bijection de ]—%,
A%f(x). D'ou l'équivalence.

1

2.
= + .
cos2 0 T+x

2. 0 = arctanx € ]—g,g[, cosf > 0 et

c0s20 = cos2 0 - sin’0 = ]'—Xz, sin20 = 1% (E,): g =Acost+Bsint,

+X2

A(1-x2)+2Bx
1+ x2

g =Acos2t+Bsin2t, |f(x) =

Maths Olympiad

cosfO =

1

Viex2'

. La courbe de ¢ les coupe

2 o

sur ]—oo, %[ Les courbes y? = c - 2x sont des

27”. Orthogonalité :

X2 +2¢%=c

sinf = xcosfO =

f(x) =

A+ BXx

V1 +x2

- 2tant(1+tan?t)f'(tant) + (1 + tan?t)’ f"(tant). Avec
o[ surR): g"(0)+22(0) = (1+x2)" £ (x)+2x(1+x2) f'(x)+

X

Viex2!

S

O
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_ 2

3. f(0)=A=1etf'(0)=g'(0)=2B=2:B=1,|f(x)= ‘Hf# . Comme g(t) = cos 2t + sin 2t =
+

J2 cos (2t - —) f(x) = V2 cos (2 arctan x - —) 2arctanx - - decrlt] 54", 37”[ et ne vaut 0 qu’en

x=tan%=\/_—1:maX|mum\/§en \/—-1.Entoo:f \/fcos—

® Corrigé de U'exercice 23
¢+ _ =x'(a-x)+x'(b-x) _ (b-a)x" _ _ \bx _ _ . _ __1 _b_ 1. _1,t/2
1.2 = @y = e - k(b a)a_x = k(b -a)z. Ici k(b - a) = S €t z(0) = c=-:z=-e"" De

2(1-¢e?)
- N _N=1-_ =12z _
z2-x)=1-x:x(1-2)=1-22,x = | g e

2. x' =0,5(2-x)(1-x)>0: x est croissante, de limite|1|= b : la réaction s'arréte quand B est
épuisé, B est le réactif limitant (il reste a-b = 1 mol/L de A). x’ = 0,5(2 - x)(1 - x) est un produit de
facteurs positifs décroissants en x, et x croit : la vitesse est maximale a Uinstant initial, x'(0) = 1

mol/(L'min). 90% de B: x=0,9, z = ?—] = % = %e'“Z :[t=2ln % ~ 3,41 min |

€ Corrigés du niveau 4

B Corrigé de l'exercice 24

1. x=y =0: f(0)? = £(0). Si £(0) = 0, y = 0 donne f(|x|) = f(x)f(0) = 0, donc f = 0 sur [0, +oo[, puis
f(x)? = f(\/flxl) =0: f =0, exclu. Donc , ety = 0 donne f(x) = f(|x|): f est paire.

y=x: f(x)? = f(ﬁx) en remplagantx par = \/. : f(x) = f(%)z 2 0. Si f(x,) = 0, alors f(%) =
) 0,;or

et, par récurrence, f(

f>0.
2. Ay > 0 fixé, en dérivant par rapport a x > 0 (avec r = /x2 + y2) : f'(X)f(y) = ff’(r) de méme

: _ Y f(X) v _ fOf'(y) N S C9 R ()
fOOf'(y) = rf( ). Donc ) et, en divisant par f(x)f(y) > 0: 00 = VE) Cette

fonction est donc constante sur ]0, +oo[ ; notons-la 2a : f'(x) = 2axf(x) pour x > 0. f paire
donne f’ impaire : pour x < 0, f'(x) = -f'(-x) = -2a(-x)f(-x) = 2axf(x), et f'(0) = 0. D'ou
’f’(x) = Zaxf(x)‘sur R.

— 0 et f est continue : f(0) = 0, contradiction. Donc

2n/2 2n/2

3.2 =(f - Zaxf)e“’x = 0: z est constante, égale a z(0) = 1: | f(x) = e |, Réciproquement,
e e’ = gal*+y?) - f(,/x2 +y2) /. Limite nulle en +c0 < a < 0: ce sont les gaussiennes

X2
e 202 (loi de Maxwell des vitesses).

® Corrigé de l'exercice 25

1sinc=0:[c=km kReZ| (f(x+c) = f'(x+c)=sinf(x+c); (-f) = -sin f = sin(-f) ; (f +2m) =
' =sin(f +2m).

2. Par les accroissements finis (| cos| < 1): |d’| = |sinf -sing| < |f - g| = |d]|. Puis (dze'zx)' =
2e2(dd’ - d?) < 2¢2(|d||d’| - d2) < 0 et (d2e?*) = 2e**(dd"’ + d?) = 2¢2* (d - |d[|d"]) 2 O.
Pour x 2 x, : 0 < d?(x)e®* < d*(x,)e®* = 0 ; pour X < X, : 0 < d?(x)e** < d?(x,)e** = 0. Donc

d=0:[f=g]
Maths Olympiad @
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3. Si f prenait la valeur 0 ou ™ en un point, elle coinciderait (unicité) avec la solution constante 0
ou m, ce qui contredit f(0) = y,. f étant continue et ne prenant jamais ces valeurs, le TVI donne
0<f<m;alors f" =sin f > 0: f est strictement croissante.

4, 7 = tan i est défini ( ]0, 2[) et z' = (1 +tan? f)
fooof
2 L
—5'”ff = —szcofsz = z. Donc z = tanZeX et
2cos? 3 2cos? 3 2

Y -
f(x) =2arctan|e*tan 221} de limites 0 en -0 et i en +oo
2

(asymptotesy =0ety=m). f" = f'cosf = %sin 2f change
de signe quand f franchit g : un seul point d’inflexion, a

mi-hauteur. Pour y, = 2?" c \/§e" =1,|x= _lnTB. Allure :

les droites y = kmr ; dans chaque bande ]km, (k + 1)n[, des
courbes translatées horizontalement les unes des autres,
croissantes si k est pair, décroissantes si k est impair (car
-f et f + 2m sont solutions).

® Corrigé de l'exercice 26

I Z

1. 0 convient, et ((x-¢)®) = 3(x - ¢)* = 3 |(x-¢)*|*. Avec f(0) = 0: 0 et x* conviennent, pas
d’unicite.

2. f =3|f|520: f croit. 0u f>0: (f%) - 1f5f 215005 <0: ((-f)%) 13y = sif
ne s'annulait pas, elle serait de signe constant (TVI) : si f > 0, f% = x + K sur R, qui est < 0 pour
x < -K, absurde ; de méme si f < 0. Donc Z = {x : f(x) = 0} est non vide ; c’est un intervalle (f

1
croissante), fermé (f continue): Z = [a,b]nR avec -co < a < b < +oo0. Sur ]b, +oo[, f > 0, f3 = x+K,
1

et la continuité en b donne K = -b: f = (x-b)>. De méme, sur ]-oo, a[, (-f)3 =a-x: f = (x-a)’.
Réciproquement, f, , est dérivable enaeten b (dérivées nulles des deux cotés) et veérifie (E)
partout.

3.f(1)=1>0:1>bet(1-b)>=1,s0itb=0; a € [-o, 0] est quelconque une infinité de

solutions. Si K existait, avecv =0etu >0: 3u3 < Ku, soit K = 3u” 3 5 o0 quand u —» 0*:
absurde. Lexercice 25 reposait sur |sinu - sinv| < |u - v|, qui donnait |d’| < |d] ; ici, faute
d’une telle inégalité prés de 0, la preuve tombe, et l'unicité aussi.

® Corrigé de l'exercice 27
1. u' =fcosx-fsinx-f"sinx-f cosx=-(f"+f)sinx;v' =f sinx+fcosx+f"cosx-f"sinx-=
(f"+f)cosx; ucosx+vsinx = f(cos? x + sin? x) = f (et de méme -usin x+vcos x = f'). Posons

= foxg( t)sintdt et V(x [ g(t)costdt. Si f” f=g:u=f0)-Uv=Ff(0)+V,et
f=ucosx+vsinx=f(0 )cosx+f(0)smx+h(x)

h(x)=sinxV(x)—cost(x)=fx(sinxcost—cosxsint)g(t)dt=fxsin(x—t)g(t)dt
0 0

Réciproquement, h’ = cosxV + sin x U (les termes en g se compensent), puis h” = -sinxV +
cosxU+g=-h+g: hestsolution, et f = f(0)cos x + f'(0) sin x + h aussi.

2. V(x) = f, 1dt=xetU(x)= [ tantdt = -In(cosX) : ’y=(A+ln(cosx))cosx+(B+x)sinx‘.
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3. Si f est 2m-périodique, f' aussi: f(2m) = f(0), f'(2m) = f'(0). Réciproquement, F(x) = f(x + 2m)
est solution (g est 2m-périodique) avec les mémes conditions initiales que f : F = f (unicité, la
différence étant solution de y” +y = 0 nulle ainsi que sa dérivée en 0). Or f(2m) = u(2m) = f(0) -
u(2m) et f'(2m) = v(2m) = f'(0) + V(2m) : f est 2m-périodique < U(2m) = V(2m) = 0, condition

m
qui ne dépend pas de f : toutes les solutions, ou aucune. * g = cos? : U(2m) = [—%%]o =0,

2

v(2m) = [smt i1 t] = 0 : toutes périodiques ; avec cos® x = %, a + B cos 2x convient
0
sia =z ‘35 = 1 : Y=%- cosé2x +Acosx+Bsinx|. - g = sin®: UQ2m) = fOZHSin4tdt = 37" 2

0 (sin t= 3-4c0s 2t+Cos 4t
8
contient sint).

® Corrigé de l'exercice 28

1. 1+f2>|f| 2-f,doncu>0. u =f"+ L = [

h.,_fz [1+f12'

) : aucune solution périodique (résonance : sin’t = %sint - %sin 3t

donc xu’ = Xf u = ku. Comme a

lexercice 17 (sur 10,1]) : (ux®) = x ™" (xu’ - ku) = 0, u = Cxk, et u(1) = 0+1=1: u=xk| De

J1+f2=u-f:1+f2=u?-2uf +f2, f = “;;1 = 1(xk—x"’) ;au passage, /1+f2=u-f =

2

2 (xF+ x7),

. Quand

1-k
2. f(1) = 0 donne f()-l( TR ‘f—k)+‘|—kk2

x = 0%, f(x) > £ (1+k > 0): le chien rejoint laxe,

donc le lievre, en H(O, %) . Le lievre y arrive a l'instant

_k i R _ 1 ’ .

Ky , et le chien a parcouru W-m =132 k2 (c’est bien
1 xkex® 1. 32 2

A dx). Pour R = 30 f(x) = - - X+ capture en

( ,5), distance %

3.k=1:u=x,f'=%(x—%), f(x )—X = _lnTx - +oo en

0*: le chien n’atteint jamais l'axe, pas de capture. Le lievre
est sur la tangente, en (0, f(x) - xf'(x)) : leur distance vaut

W= ()= 5 3]

® Corrigé de l'exercice 29

1x

1. f continue sur [0, 1] atteint son maximum en c; f(c) > 0 = f(O) f(1), donc c €]0,1[, et en ce
maximum intérieur f'(c) = 0 ; puis f”(c) 2 f(c) > 0. Comme (X) IO 5 £7(¢) > 0, on a

X-C

f">0surunintervalle]Jc,c+6[: fy est strictement cr0|ssante, et f(c + g) > f(c), contradiction.

Doncsur [0, 1].

2. Si f,, f, sont solutions, d = f, - f, vérifie d” = d et d(0) =

donned<0et-d<0:d=0.

3. 1 estsolution constantede y” -y =-1:w=1+Ae* + Be

Maths Olympiad
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eX+e

T+e
-w < 0. Par l'inégalité arithmético-géométrique, e + e’ ™% > 2\/exe’-x = 2,/e, avec égalité si et
seulement si x = % Tw s w(%) =1- i—‘/f ~0,1132.

4 h=f-Mw:h"-h=(f"-f)-M(w" -w)=(f"-f)+M=0eth(0)=h(1)=0,donch<0: f < Mw.
De méme avec -f : -f < Mw. D'ou |f| < Mw £0,1132M <|0,12M |,

B=-=%: wx)=1-

= . -w vérifie (-w)” = -w+1 > -wetsannuleenOet1: par1,

® Corrigé de l'exercice 30

1. Hérédité (lecask = 0, a, = a, donne la premiére formule) : supposons x(km) = (—‘I)kak, x'(km)=0
avec a, > p (|x(km)| > p : le palet repart). Soit @,(t) = (-1)F [[J +(a, - p) cos(t - krr)] D, =
(-1, @, (k) = (-1)ka,, @, (k) = 0, et @,(t) = (-1)*(a, - p)sin(t - km) a le signe de (-1)**" sur
]k, (R+1)m[ : si k est pair, @, < 0 et 'équation du mouvement est bien x” +x = i ; si k estimpair,
®}, > 0 et c’est x” + x = -p. Par unicité (conditions initiales en km), x = @, sur [k, (k + 1)m], et
x((k+ 1)) = (-1)*2p - a,) = (-1)**"a,,,, avec x'((k + 1)) = 0.

2. Alinstant (R+1)m, le palet est arrété en (—1)k*1ak+1, eta,,, = a,-2p > -y ilreste immobile si et
seulementsia,,, < p. Il s'arréte donc définitivement en N, N = min{n : a-2np < p}(qui existe
cara, - -00). Les amplitudes a, décroissent arithmeétiquement (de 2 par demi-oscillation) et
le mouvement cesse en un temps fini ; dans le circuit de I'exercice 14 (frottement « visqueux »),

3" - . - - . . .
les extremums successifs sont dans le rapport -e” % : décroissance geomeétrique, oscillations
sans fin. Application: a, = 10-1,6k: 10;8,4;6,8;52;3,6;2;0,4<0,8:|N=6],arréta

linstant 6 = 18,8 en .

18 N- -

/\/\4 "

4rr 6

-10

€ Corrigés : premier ordre y =ay+b

® Corrigé de l'exercice 31

1. Onisole y’, puison appliquey’ =ay+b < y=Ce™ +¢, avec? = ‘%-

(E;):y =2y, |y = Cex*| solution constante 0. (E,):y =3y -4,2=3: |y= Ce3* +3|,

(Ej):y =-2y-50=-2: y=Ce3*-2]| (E,): V' =—(ln2)y+ln4,e={2—3:2,ete‘“n2=2'xz

y=C27%+2|

2. a) fy(4)=Ce®=e3 doncC=1: |f,(x)= ei*|.

b) eé-%m=3,doncfz(%ln3)=3C+3=0etc=—1: f,(x)=3-e3|

¢) Fi(x) = -2Ce™3*, donc f2(0) = -5C =5et C=-2: | f.(x) = -2 - 2e73"
3 T2 ! 3 o2 T B * 173 - g
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d) f,(1)=%+2=3,doncC=2et [f,(x)=2+2"| Comme 2" = eI)tn2; lim f,(x)=2 et
lim f,(x) = +oo.
X—-00
In2 _3tqln2
3.0=1Tetg(x)=1+Ce3: ! g(t)dt=ln2+C[-eT ) =ln2+%(1-%)=ln2+%.
7C 7

La valeur moyenne vaut 1 + si et seulementsi C=2: |g(x)=1+2e3|

:1+
241n2 12ln2

® Corrigé de U'exercice 32

1(E) & y=-2y+2: y=3+Ce 3", CeR| et [2=3]

2. 2(f-g) +3(f - 9) = (2f +3f)~ (29" +39) = 9-9 = 0, donc f - g = Ke* (K & R). Si f(x;) = g(x,),
alors Ke 3% = 0,donc K = 0 et f = g. Deux courbes intégrales distinctes n’ont aucun point
commun : l'une reste strictement au-dessus de l'autre.

3 3 3

3. f=3+Ce2¥avecC#0: f =-2Ce2=-3(f-3), puis f"=-3f" =2(f-3).0rf-3=Ce2*a

le signe de C:

+ courbe au-dessus de A(C>0): f' <0et f" >0, f eststriccement décroissante et convexe ;
+ courbe au-dessous de A(C<0): f'>0et f” <0, f eststrictement croissante et concave.

4, 26 -f) +3(6-f) = ~(2f +3f)+18 = -9+18 = 9
/. Les points (x, f(x)) et (x, 6 - f(x)) ont pour milieu
(x,3) : le faisceau est symétrique par rapport a A.

5. R(x) = f(x+c): 2R'(x)+3R(x) = 2f ' (x+c)+3f(x+c) =9
v.

SiC >0, o0nposec-= —% [nC, de sorte que C = e3¢ 0 v 7+

alors f(x) =3+ e 200 - u(x +c): la courbe de f est \
limage de celle de u par la translation de vecteur

-c1. Si C < 0, on écrit de méme -C = e 2 et f(x) =

v(x + c). Toutes les courbes au-dessus de A sont

« la méme » a une translation prés, de méme pour

celles au-dessous.

® Corrigé de l'exercice 33

1. f(x) = £+ Ce™, donc f(x + h) - £ = Ce™e = e(f(x) - ¢).

2. Avecx =neth=1:u,,-2=¢%u,-¥),soit|u, , =eu +2(1-e%|: lasuite (u, - ¥) est

A Atri H a — na
geometrique de raison e, donc |u, =2+ (u, -2)e" |

3.Avecq=e“etu0=0:u1={’(‘I—q)=2etu2=2q+{’(‘l—q)=2q+2=8,donc,a=ln3,
0= =-1etb=-ab=1In3: (E): y =(In3)y+1), et f(x) = -1+Ce*"*avec f(0) = 0:

(on vérifie f(1) = 2, f(2) = 8).

n n

3M1 -1 31 -2n-3
> flk)=2 3" -(n+1)= -(n+1)=| ——=|
k=0 k=0 2 2

4. D'apres la question 2, il suffit quee® =2et#(1-2)=3:a=1n2,¢=-3 b=-af =3In2, soit
]y’ =(In2)(y +3), et g la solution telle que g(0) = v, = 1: ’g(x) =4-2%-3 ‘ La suite (g(n))
vérifie la méme relation de récurrence que (v,) et a le méme premier terme, donc (récurrence
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immédiate) v, = g(n): |v, =2"%-3|

® Corrigé de l'exercice 34

f(x)

X

DY =f(x)+ f/(x)(X-x). Comme f'(x)20: Y=0 << X=x-

2° Bac Sciences Mathématiques

2. La condition s’écrit m = 2 pour tout x, soit f' =

f(x)

%f: f(x) = Ceg, et f' ne s'annule pas si et

seulement si C # 0. Réciproquement, ces fonctions conviennent :

3. T, nest pas paralléle a D (car f'(x) # 0) et la coupe au point d’abscisse X telle que 3 = f(x
f'(X)(X - x), soit X = x +

3-f(x)
f'(x)

f(x)

=3+Ce2,

c=z0|

f(x)

® Corrigé de l'exercice 35

1. 2= et f(0) =

2. La courbe intégrale I', passant par M,, (solution ¢, de (E) telle que ¢,(kh) = u,) a pour pente

enM, : @ (Rh) =1

(uk - %) est géométrique, et uy, -1 = (1-2h)* (0 - %), d’ou

fx) =1

1 (1-e2%)|.

u

_1
"2

1
2

(

3. Pourn>2x: (1

4. w(t) =

Expllcatlon. up, < 5 (car (1

In(1-t)+t: w'(t) =
e]O 10: nln(1——)< -2x, donc(1—2—")nse‘2’<et
_2h)

1

- i—")n = exp(n ln(

Par continuité de exp : (1 - 27") > e et|u

F(x) =

)) etavect——T - 0:nln(1+t)=-2x

e X et f"(x) =

f(x) =

Ce2, C20|

D 2 (0

. La condition X = x + 2 s'écrit 2f" = 3 - f, soit y’ =

f(x)-3 = Ce> — 0en +oo: D est asymptote a toutes ces courbes en +c0. f(0)=3+C =1:
=3-2¢e2|,

: la courbe est concave.

- 2u,, pente du segment [M,M, .1, qui porte donc la tangente en M, aT,.
Upey = (1-2h)u, + het 2 = (1-2h)1 +h; par différence, u,,, - 5 = (1- 2h)(u

1). :
R 5). la suite

. Pourk=n,h=2

n

-

1

1 —2x

= f(x) |

_—_t, positive sur ]-o, 0], négative sur [0, 1[, donc @ < w(0) =

u, 2 f(x)|
0), donc [, est située sous la droite y =

intégrales ne se coupent pas) ; elle est alors concave, puisque @, = -2¢, =

In(1 +1t) L oy

0. Avec

1 2 (les courbes
(1 -2p,) < 0.

Une courbe concave est au-dessous de ses tangentes : M, , est au-dessus de I',, donc T, ,
au-dessus de T,. Par récurrence, chaque I, est au-dessus de I’ = Cpetu, 2 f(x).

5. U10=5
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® Corrigé de l'exercice 36

1.a) f'(x)=1+|f(x)] 21>0: f est strictement croissante, et f(0) = 0 ; donc f(x) < 0si x <0 et
f(x)>0six>0.
b) Sur [0,+0co[, f 2 0 donc f' = 1+ f, et A(X) = (‘I + f(x))e‘x verifie A" = (f'-1-f)e* =0:
A(x) = A(0) = 1, d’ou f(x) = e -1. Sur]-c,0], f <0donc f' =1-f, et B(x) = (‘I - f(x))ex
verifieB ' =(1-f-f")e*=0:B(x)=1,dou f(x)=1-e*. Ainsi .

X) - 0 X _ . -X _
Z.w() qo()vaute 1—>15|x—>0*,ete [

et cp’)((o) =1 =1 +)|(Lp(0)|. Pour x > 0: (p’(x))=( e =1+@(x)=1+|px)|; pour x < 0:
P'(x)=e*=T-0(Xx)=1+|pX)| .

Pour x > 0: ¢(-x) = 1-e* = -(x) :  est impaire. Elle est continue, strictement croissante
(¢’ 2 1), de limites too en too : C'est une bijection de R sur R.

3. a) R(x) = f(x) - x vérifie K" = |f]| = 0: Rk est croissante, donc pour x < 0, R(x) < R(0) = 1, soit
f(x) <1+ x. Ainsi f(-1) < 0 < f(0) = 1; f étant continue et strictement croissante, elle
s'annule en un unique a € [-1,0[.

b) Sur [a,+oo[, f 20, donc f* =1+ f et (1+f(x))e™ = (1+f(a))e® = e : f(x) = &%~ 1. Alors

f(0)=e®-1=1:[a=-n2] Sur]-e,a], f <0, donc f = 1- f et (1- f(x))e* =e? = 1

f(x)=2e¥-1 six2-In2, f(x)=’|—%e"‘ six<-Iln2.

— 1six - 0 : @ est dérivable en 0

€ Corrigés : se ramener au connu

® Corrigé de U'exercice 37

1. a) p'+p=ax?+(a+B)x+(B+y) = x*+2x-1:a=1,B=0,y =-1, p(x) = x*>-1. |y = x*> -1+ Ce™™,

et la solution nulle en 0 (C = 1): .

b) p’+\/§p=(B+\/§a)cosx+(\/§B-a)SinX2 a =3P et4f =4, dolp(x)=+/3cosx+sinx =

2cos(x—%) et y=2cos(x—%)+Ce"/§X.

p est bornée (|p] £2). SiC#0: |y(x)| 2 |C|e‘\/§" -2 — +o0 en -0, et y n'est pas bornée. p
est la seule solution bornée.

c) p'(x) = (ax+a+B)e*, 2p'+p =Bax+2a+3B)e :a=18=2. y:(x+2)eX+Ce'§
F(0)=2+C=0: |f(x)=(x+2)e-2¢e2|
d) p =1 convient(0+25p = 25). z = y-1 vérifie 2" +25z = 0 (r = £5i): ’y =1+Acos5x+Bsin5x ‘

~e

f0)=1+A=0etf'(0)=5B=0: f(x)=1-cos5x =|2sin* 2|
2. Pour f deux fois dérivable, f" - 2f" = 4x < 2z -2z =4xavecz = f'. Avecz =ax+b:
a-2ax-2b = 4x,donca =-2,b = -1, et z(x) = -2x - 1 + Ce?*. Les solutions de (F) sont les

primitives de ces fonctions: |y = C,e** -x? - x+C,, (C,,C,) € R?|
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® Corrigé de l'exercice 38
Partie I.

T.p=ax?+bx+c:p -2p=-2ax*>+(2a-2b)x+(b-2c)=-4x>+2,dota=2,b=2¢=0:
p(x) = 2x% + 2x |,

2. (f-p)-2(f-p)=(f —2f)—(2 - 4x2) est nul si et seulement si f est solution. Donc les solutions

sont les fonctions |y = 2x? + 2x + Ce?*|, et f(0) = C = -1 donne | f(x) = 2x? + 2x - e2X|.

Partie Il.

1. En-co: e - 0, donc. En+oo: f(x) = e ((2x? + 2x) e - 1) et x?e™®* > 0: .

f(x) - (2x* +2x) = -e®* - 0 en -oo, et -e** < 0 : C; est au-dessous de P, qui est une courbe

. X 2X . .
asymptote a C; en -co. En +oo: y =2X+2- eT — -oo : branche parabolique de direction
(0y).

2. f'(x) = tx+2-2e*, f"(x)=4(1-e*), positive sur y
]-o0, 0] et négative sur [0, +oo[ : f' croit puis décroit, P
de maximum f'(0) = 0. Donc f'(x) < 0 pour x # 0: . 5 K
f est strictement décroissante sur R. f

3. f” s'annule en 0 en changeant de signe, f(0) = -1 S A
et f/(0) =0: 1(0,-1) est un point d’inflexion a tan- 12 TN x
gente horizontale y = -1. 4 \

4. f est continue, strictement décroissante, de +o
a -oo : bijection de R sur R, d’ol un unique a.
f(-1)=-e2<0etf(-1,1)=0,22-¢22 20,109 > 0

: (a=-1,057)

0
5. CfestsousP:A(/\)=f e?Xdx =
A

tend vers quand A - -oo.

® Corrigé de l'exercice 39

i=re=

2

u.a., qui

1. g'(t) = e'f'(e') et g"(t) = e'f'(e') + e*f"(e'). Avect = Inx: g'(Inx) = xf'(x) et g"(Inx) =
xf'(x) + x*f"(x), d'ou le résultat.

2. Xf'(x) - 2f(x) - x> = g'(t) - 2g(t) - e3* avec t = In x ; comme n est une bijection de ]0, +oo[ sur
R, f est solution de (E,) si et seulement si g’ - 2g = €. Avec ke®' : 3k -2k = 1, k = 1, donc
g(t)=e3+Ce? et |f(x)=x>+Cx?| Nulleen1:C=-1, |f(x)=x*(x-1)|

3.a) X*f" -xf' +2f=(g"-g')-g' +2g=g" -2g’' +2g (ent = Inx). Racinesde r> -2r+2: 1%,

donc g(t) = e(Acost +Bsint) et | f(x) = x(A cos(ln x) + Bsin(ln x)) .

b) f(1)=g(0)=A=0et f'(1)=g'(0)=A+B=1: ’f(x) = x sin(ln x) ‘ Elle sannule en x,, = G
k € N : une infinité de zéros dans ]0,1]. Comme |[f(x)] < x : lin& f(x)=0.
x—-0*

4. X*f"-xf'-3f = g"-2g'-3g, de racines caractéristiques 3 et -1: g(t) = Ae’'+Be™, | f(x) = Ax® + g I

Ax3 > 0et % — +00 si B # 0: les solutions ayant une limite finie en 0 sont les x ~ Ax3 (limite
0).
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® Corrigé de l'exercice 40

1. 2 =(f' +f)eX,donc f' +f =sin(e*) & Zz' =e*sin(e*)(de laforme u’sinu), soit z = C-cos(e¥)
; les solutions de (E) sont les fonctions ’y =e*(C-cos(e¥), CeR ‘

2. |C-cos(e¥)] < |C| +1, donc |y(x)] < (|]C|] +1)e* —» 0 en +o. En-co0o: e — 0, donc C -
cos(e¥) - C-1;siC # 1, le produit par e* — +oo tend vers too. Seule C = 1 convient :

f(x)=e*(1-cos(e¥))=|2e™* sinz(%) ,etavecu=e* - 0": f(x)=u- 1_5# - 0 x % =@.

3. f 2 0 (produit de deux facteurs positifs). f(x) =0 < sin % =0 < % = km, k € N* (car

e*>0): | X, =In(2km), R e N*| X, -X, = ln(‘l + %) — [0]: les zéros se resserrent.

4. (u) = % -T+cosu: @'(u) =u-sinu = 0sur[0,+oo[ et ©(0) = 0, donc ¢ > 0 sur [0, +[, puis
2X X
sur R (g est paire). Alors f(x) < e eT = %, et 1-cos < 2 donne f(x) <2e™. Six<ln2:

f(x)sez—xs1;silenz:f(x)52e‘xs‘l.Donc .

5. f est dérivable sur R (intervalle ouvert) : en un extremum local x,, f'(x,) = 0, et (E) donne
f(x,) = sin(e*0)-f'(x,) = sin(e*0) v. (Le maximum de f, environ 0,72, est atteint vers x, = 0,85.)

B Corrigé de l'exercice 41

1. g'(t) = 2t £ (t?) et g"(t) = 2f" (t2) + 4t2f" (£2). Avec t =[x : " (\/X) = 2f"(x) + 4x f"(x).

2. 4xf"(x)+ 2 (x) + f(x) = g"(t) + g(t) avec t = \/x ; comme t = t est une bijection de ]0, +oo[ sur
lui-méme, f est solution de (E) si et seulement si g” +g = 0 sur ]0, +oo[, soit g(t) = Acost+Bsint

f(x) = Acos+/x + Bsiny/x, (A,B) € R? |

_A 1 B
3. f(n—z) = ACOS% + BSing = B = 'I' et f,(X) - Sln\/;\;— COS\/; q
2y/x

7 =0:

onne f("fz) = -

3>

f(x) = siny/x|.

2
Zéros : /x = km, soit|x = k?>m?, k € N*|; maximum 1 pour \/x = T + 2k, soit x = (g +2kn) .

2
k € N. L'écart (R + 1)°r? - R*m? = (2k + 1)m? tend vers +oo : les oscillations sont de plus en plus
lentes.

4. f(x) = Acos+/x +Bsiny/x - Aen 0*: on prolonge par f(0) = A. Avec u = \/x - 0*:

. ) : \ i :
fx)-A _ ) cosu 1,gsinu 1 gcosu-1 1 sinu 1

X u? u u u? 2 u u

Le taux a une limite finie si et seulement si B = 0 : les solutions dérivables en 0 sont les
x + Acosy/x, et | f'(0) = —'g |

5. 4xf" +2f - f = g"(t) - g(t) : g" = g, g(t) = Aet + Be™t, | f(x) = AeV* + BeV*|. VX €]0,1[ et

e/* = +o0: les solutions bornées sont les x —> Be VX,
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® Corrigé de l'exercice 42

e 7 = 1
1+ x2 1+x2°

1.2 = (f+f)e* etz = (F"+f +f +f)e* = (f" + 2f + f)e*. Donc f*+2f +f =

X X X
2. f arctantdt = [tarctan t] - [ L_dt=|xarctanx-11In (1+x%)]
0 0 Jo 1+t2 2

3. Z' =arctanx + C;, puis z = xarctan x - % ln(1 +x2)+C1x+ (o

y= e"‘(x arctanx - 2 (n(1+x?) + C x + Cz) ]

f(0)=2(0)=C,=0etz'(0)=f'(0)+f(0)=0=C,: |f(x)= e"‘(x arctan x - % In(1+ xz)) I

4, 7'(x) = arctan x a le signe de x : z est strictement décroissante sur ]-oo, 0], strictement crois-
sante sur [0, +oo[, et z(0) = 0. Donc z(x) > 0 pour x # 0, et f = ze™ > 0, avec égalité seulement
en 0.

5. En +00: 0 < z(x) < xarctanx < 7x, donc 0 < f(x) s ZIxe™ — 0: . En -o0 : z(x) =

n (1 + Xz)
2|x|

|x|(|arctanx| -

Toute solution s'écrit f(x) + (C,x + C,)e™, et xe™ — 0: toutes tendent vers 0 en +co.

, ol la parentheése tend vers % ;doncz —» +o0, et comme e* - +oo

© Corrigés : second ordre homogéne

® Corrigé de l'exercice 43

a) rP-r-12=(r-4)r+3):y=Ce*+Ce; C,+C,=0et4C,-3C,=7: |f(x)=e"-e3|

b) 2512 +20r+4 = (5r+2): y = (C;x + C,)e 5% C, =5 et f/(0) = €, - 2C, = 0: | f(x) = (2x+ 5)e 3" |

) A = 4-68 = -64, racines -1 £ 4i : y = e*(Acos4x + Bsin4x); A =2et-A+4B = 2:
’ f(x) = e*(2 cos &x + sin 4x) ‘

d) 2r2+r-1=Q2r-1)(r+1):y = C1e§ +C,e. SiC, 20, f(x) ~ C1e§ — *00 en +oo ; donc C; = 0,
puis f(0)=C,=1: |f(x)=e™|

e) r2-2y2r+2 = (r-\/i)2 1y = (Cx+C,)eV?; C, = et £/(0) = C,+v2C, = 0: | f(x) = (1- V2 x) e/

I
NIx
w

X

f) A = 4-40 = -36, racines -2 + 3j : y = e'g(Acosé—X+Bsin37"); f(0) = A = 0, puis f(g) =
) St

Be ¢ sin% —e5, B=1: f(x

Dans d) et f), les conditions imposées conduisent, comme les autres, a une valeur unique de

chaque constante : la solution existe et est unique. Mais avec f(0) = 0 et f(%") =l ¢ f(z?") =

o . o 0n0 o o
Be'ssinm = 0 # 1: aucune solution. Des conditions « aux deux bouts » ne garantissent ni
l'existence ni l'unicité.
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® Corrigé de l'exercice 44

1. 4r2+9 = 0,1 =3i: |y=Acosix+Bsinix, fO)=A=1etf(0)=2B=32 B=-3:

f(x) = cos3x + J3sin 2x.

- I o5 3 e L Sl 3y_IY|- i ari _2m _|4m
2. f(x)-2(cos3coszx+sm3sm2x)- 2cos(2x 3) : amplitude 2, perlodeT-3/2 =13t
MaX|mum2pour x——-2krr x=9 "k" , kez|
= 3y _ T _m 8mf. 5 4 _mmsm7n = n
3. Avec u = N 6[3 3| cosu = 5 = ue{3,3,3,3},etx- (u+ )dou
_[o 4m 4m 16m 1 _n n]y[sn m]. |o - 4m 16m
5-{0,9,3,9} f(x)>1<=>cosu>2<=>ue[ ]u[3,3].5-[0 ] 3779 |
4, h = Acos%x + Bsin 3 >x et h(g) = Acosi + BsinE = B = 0; 'amplitude est alors |A| =

h(x) =3cos2x ou h(x) = -3 cos x|,

® Corrigé de l'exercice 45
Partiel. 2r2 -5r+2 = (2r-1)(r-2): y = C,e¥ + C,e2. C, +C, = -3 et 2C, +2C,=0:C = 1,C, = -4,
f(x) = e¥ - he? |,

Partie II.
1. En -0 : f —» 0: asymptote y = 0, et f(x) = y
e: (e37x —4) < 0 au voisinage de -co. En +co :

f(x) = e (1 - 4e'37x) — +oo et @ — +00 : branche
parabolique de direction (Oy). e

2. f'(x) = 2e¥ - 2e3 = 2e2 (e37x - 1), dusignede x: f
décroit de 0 a f(0) = -3 sur ]-oo, 0], puis croit de -3
a +0o0,

3. f(X)=0 &> e% =4 & |x=a=*%In2|~0924
f <0sur]-o,af et f >0 sur ]a, +oo.

4 f'(x) = Le* - e2 = e: (4e37x —1) sannule en

changeant de signe uniquement poure2 = %, soit
a 2 8 4
x=-2In2=-a. Avece’2 =275 : f(-a) =273 - 23 =

215.275, |1 ( 41n2, —7) (= -2,36).

5. Nombre de solutionsde f(xX)=m: 0sim<-3; 1sim=-3; 2si-3<m <0 (une dans ]-,0],
une dans ]0,a[); 1sim=0.

Partie lil.

1 “@fr -5+ 2) = 20 - S+ 200 = 0, dod JA) = 3(f(a) - FN) - (F'(@) - £ )

a A
2. f(a)=0et f'(a) =2e2(4-1)=6- 2§ = 6/4. Donc JQA) = —%ez" +8e2 - 64| Comme f <0sur

[A, a], laire vaut -J(A), qui tend vers |6 V& ~9,52 |u.a. (sans aucune primitive a chercher!)
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® Corrigé de U'exercice 46

1.A>0: f(x)=0 < (e =-C, avec(C,,C,) # (0,0). Si C, = 0, pas de z&ro ; sinon x ~

e(=12)X est strictement monotone (r,#r,):auplusunzéro. A=0:f(x)=0 < C,x+C, =0,
au plus une solution.

2. a) f(x) = e™(Acos Bx + Bsin Bx) avec (A, B) # (0,0). Avec R = /A2 + B2 > 0, le point (%, %) est sur

le cercle trigonométrique : il existe ¢ tel que cosp = %, sing = %, et AcosBx + BsinBx =

R cos(Bx - ).
@+ 2 +km -
fxX)=0 & Bx—(p=§+krr = x=zk=2T,keZ: zk+1—zk=E.
b) f'(x) = Re™(a cos(Bx - @) - Bsin(Bx - )) = Rp e™*( cos y cos(Bx - @) - sin wsin(Bx - )) =

I ’ . (p - Lp * g * krr
Rp e®* cos(Bx-@+y). f's'annule en changeant de signe exactementauxt, = —————

: ce sont les points d'extremum, et t, , -t, = % Enfin Bt,,, - @ = Bt, - @ + m, donc f(t,,,) =

Re®e P - (- cos(Bt, - @) =|-eF f(t,)|.
3. f a plusieurs zéros, donc A < 0 (question 1). Zéros consécutifs k et k + 1 :

n
B
: -e% = —%, a = -1. L'équation caractéristique est (r+1)> +m? = 0: |a=2, b=1+m?| Alors
f(x) =e™*(Acosmx +Bsinmx), f(0)=A=0et f'(0)=nB=m: ’f(x) = e X sin(mx)
bien exactement aux entiers.

=1, B = . Rapport

, qui s‘annule

M Corrigeé de l'exercice 47

1. W=fg+fg"-f'9g-f9g =fg"-f"g=f(-ag’ - bg)-(-af" - bf)g = -a(fg’ - f'g) = -aW. Donc
(We™) = (W' +aW)e®™ = 0 et ’W(x) = W(0)e ‘: nul partout si W(0) = 0, jamais nul sinon.

2. Le déterminant de ce systéme linéaire est f(0)g’(0) - f'(0)g(0) = W(0) # 0 : il a une unique
solution (A, p). Alors k = Af + g est solution de (E) (linéarité), avec R(0) = h(0) et k'(0) = h'(0) :
par unicite, .

3. Si f(0) = f'(0) = 0, l'unicité donne f =0: exclu. Si f(0)#0: ¢ = f(0)g - g(0)f est solution, avec
©(0) = 0 et ’(0) = f(0)g’(0) - g(0)f'(0) = W(0) = 0,donc =0etg = %f. Si f(0) = 0, alors
f'(0) # 0 et W(0) = -f'(0)g(0) = 0 donne g(0) = 0 ; y = f'(0)g - g'(0)f veérifie p(0) = w'(0) = O,
doncw=0etg=% .

Si f(x,) = g(x,) = 0, alors W(x,) = 0, donc W = 0 (question 1) et g est proportionnelle a f.

4. a) f # 0 (sinon W = 0). Si f'(x,) = 0, alors f(x,) = f'(x;) = 0 et f = 0 par unicité : exclu ; de

méme f'(x,) # 0. Par le TVI, f garde un signe constant sur Ix,, x,[, disons f > 0 (sinon on

change f en -f). Alors f'(x,) = lim fx) 2 0, donc f'(x;) > 0; et f'(x,) = lim S <0,

X=Xq X - 1 X=Xy X - X2

donc f'(x,) < 0.
b) W(x,) = -f'(x,)a(x;) et W(x,) = -f'(x,)g(x,) sont non nuls et de méme signe (signe de W(0)).
Donc g(x,), g(x,) sont non nuls, de signes contraires (car f'(x,), f'(x,) le sont) : par le TV,
g s'annule dans ]x,, x,[. Les zéros de f et de g s’entrelacent.
5. r2+6r+25 = 0 a pour racines -3 + 4i : u et v sont solutions. u’ = -e3%(3 cos 4x + 4 sin 4x),
v' = e3*(4 cos4x - 3sin4x), d’ol

W =uv' - u'v =e®[cosbx (4 cos 4x - 3sin 4x) + sin 4x (3 coS 4X + 4 Sin 4X)] =

(on retrouve W(0)e™® avec a = 6). Comme W(0) = 4 # 0, les solutions sont les fonctions
X = (A coshx + psin4x) |, (A, u) € R%. Les zéros de u sont les T+ &1, ceux de v les &7 : entre
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deux zéros consécutifs de u se trouve exactement un zérodev .

® Corrigé de l'exercice 48
1. f=geX:f'=(g'+g)e*etf”=(g"+2g +g)e*, d'ou
f*-2f"+(1-m)f =(9"+29"+g-2g°-2g+g-mg)e*=(g" - mg)e*

2. g = f,,e vérifie g" = mg, g(0) = 0 et g'(0) = f, (0) - f,,(0) = 1.
“m>0:9=Ce™+CeV™ Cc +C,=0etym(C,-C,)=1:C,=-C,= =

2/m’
*m=0:9"=0,9(x)=x. m<0:g"+(-m)g=0,g=Acos,/-mx+Bsiny/-mx,A=0,B = ﬁ
On multiplie par e* : on obtient les trois formules annoncées.
u_ ,-u
3. Pour x = 0, tout vaut 0. Pour x # 0 et m > 0, avecu = \/mx - 0: f_(x) = xe* - € ¢ et

2u
1) — 1. Pourm < 0,avecu =+/-mx - 0: fm(x):xex¥ - xeX.

eV -el :1(e“—1 +e‘”—
2u 2 u -u

Donc lim0 f,(x) = xe* = f (x)|: la solution dépend continiment de m.
m-—

u uy\2
4 R(u) =e'-eY-2u:Ru)=e"+e"-2-= (ei-e'i) > 0 et R(0) = 0, donc k > 0 sur [0, +oo[ ;
s(uy=u-sinu:s"=1-cosuz0,s(0)=0,doncs=>0.Pourx=0etu=,|m|x=0:

m>0: fm(x)=ex(eu_e_u)2ex'2u=xeX, m<0: f (x)=

2\/m 2\/m J-m \/
5.Simz20etx>0:f, (x)2 fy(x) = xe* >0,aucunzéro. Sim <0: f, (x) =0 < /-mx = km,

soit x = ®=, k € N* : une infinité de zéros, le premier étant x_ = LIRS quand m - 0.
Jm m m

Interpretation. Le dlscriminant de 'équation caractéristique est A = 4m. Quand A —» 07, la
pseudo-période 2 \/_ tend vers +oo : les oscillations « s'étirent » et disparaissent a la frontiére

e*sinu _ e*u X
= xe*.

A =0, ou f,(x) = xe* est la limite commune des deux régimes.

© Corrigés : égquations fonctionnelles

® Corrigé de U'exercice 49

1. @) x =y = 0: g(0) = 2g(0) + g(0)?, soit g(0)(1 + g(0)) = 0 : g(0) € {0,-1}. Si g(0) = -1, y = 0 donne
g(x) = g(x) - 1 -g(x), donc g = -1 (fonction constante qui convient: -1=-1-1+1).
b) A x fixé, on dérive par rapportay: g'(x +y) = g'(y)(1+g(x)); avecy = 0: g'(x) = a(1 + g(x)).
Ainsi g est solution de y’ = ay +aavec g(0) =0: g = Ce®™ -1 (si a = 0, g est constante égale
a g(0) = 0), et g(0) = 0 donne C = 1: . Réciproquement, 1+ g(x +y) = e =
(1+9())(1+9(y)) =1+g(x)+g(y) + g(x)g(y) ~. Solutions: g = -1 et x —» e®™ -1 (a € R).

2. a)x=y=1:h(1)=h(1)? donc h(1) €{0,1};si h(1) =0, y = 1 donne h(x) = h(x)h(1) = 0.
b) A x fixé, on dérive par rapporta y : x h'(xy) = h(x)h’(y) ; avec y = 1: xh'(x) = ah(x). Alors
k'(t) = e'h’ (e) = ah(e') = ak(t) et R(0) = h(1) = 1, donc k(t) = €™ et h(x) = k(lnx) = e®"*:
h(x) = x%|, qui convient : (xy)? = x%y9. Solutions: h =0 et x » x% (a € R).

3. Supposons f non nulle : soit x, tel que f(x,) # 0. Avec x = x,, ¥ = 0: f(x,) = f(x,)e/®, donc
ef© = 1 et £(0) = 0. A x fixé, on dérive par rapporta y: f'(x +y) = f(X)f'(v)ef® ; avec y = 0 :
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f"=cfouc=f'(0). Donc f(x) = Ke, et f(0) =0 donne K =0: f =0, contradiction. , qui
convient bien. (Plus directement : x = 0 donne f(y) = f(0) e/ = 0.)

® Corrigé de l'exercice 50

1. @)y = 0: 2f(x) = 2f(x) +2f(0), donc f(0) = 0. x = 0: f(y)+ f(-y) = 2f(0) +2f(y), donc f(-y) = f(y)
: f est paire.
b) A x fixé, on dérive deux fois par rapporta y: f'(x +y) + f"(x - y) = 2f"(y) ; avec y = 0 :
f"(x) = f(0). Donc f” = 2c (constante), f(x) = cx® + Bx + f(0) = cx? + Bx, et la parité impose
B =0: |f(x)=cx?| Réciproquement c(x + y)> + c(x - y)* = 2cx? + 2cy? v (c'est l'égalité du
parallélogramme).

2. On dérive deux fois par rapporta y: f"(x +y)+ f"(x - y) = -2f(x)cosy ; avecy = 0: f"(x) =
-f(x). Donc ’f(x) =Acosx +Bsinx ‘ Réciproquement, cos(x + y) + cos(x - y) = 2cosxcosy et
sin(x +y)+sin(x-y) = 2sin x cosy : par linéarité, toutes ces fonctions conviennent. f(0)=A =1

etf(%)=%+§B=2donnentB=\/§: f(x) = cos x +/3sin x = 2cos(x—g),

3. Commech” =chetch0 =1, onobtientde méme 2f"(x) = 2f(x): f” = f, donc ’f(x) = Ae* + Be™® ‘
Réciproquement, e**¥ + e*¥ = 2e*chy et e*V + e**Y = 2e* ch y : ces fonctions conviennent.

B Corrigé de l'exercice 51

1. a) e™* [ e f(t)dt = [ e'f(t)dt = [ g(t)dt. En multipliant (E,) par e™ # 0: (E;) < g(x) =
X+ A [ g(t)dt pour tout x.

b) Si f vérifie (E,): x — foxg est la primitive de g (continue) nulle en 0, donc g est dérivable,

g’ =-e*+Agetg(0) = 1. Alors f = e*g est dérivable, f(0) = 1 et f' = e*(g+g’) = e((1+A)g-e™) =

(1 +A)f - 1. Réciproquement, si f' = (1+A)f -1 et f(0)=1,alorsg’ =e™*(f' -f)=Ag-e*;la

fonction @(x) = g(x) - e™* —/\foxg vérifie ’ = 0 et ((0) = 0, donc @ = 0: f vérifie (E,) d’aprés a).

(1)
Q) SiAz-1:f=-L+Cel"™ et f(0)=1donne C =LA f(x)=—1+1AfA

1+A
0913

Sur [0, +oo[ : si A < -1, e"*MX — 0 et f est bornée (continue, de limite finie) ;siA=-1, f > -0 ;
siA>-TetAz0,|f| > +o0;siA=0,f=1.|fbornée <> A<-TouA=0|

2. En multipliant par e* : g(x) = xe* + 2[0X g(t)dt. Comme en 1, cela équivaut a : g dérivable,
g =(x+1)e*+2getg(0)=0. Avecg =e*(f+f'): f = f+x+1etf(0)=0. Une solution
affine ax + B vérifiea = ax+B+x+1,dota=-1,B=-2. Doncf=Ce*-x-2avecC=2:
f(x)=2¢*-x-2].

. SiA=-1:f"=-1,
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® Corrigé de l'exercice 52

1. min(x,t) = t pourt < x et = x pourt 2 x: Kf(x) = foxtf(t)dt + xfx1 f(t)dt. Les fonctions
x o [Xtf(t)dtetx » ['f=- [*f ont pour dérivées xf(x) et -f(x) : (Kf)'(x) = xf(x)+ [, f -
xf(x) = fx1 f(t)dt, a nouveau dérivable : (Kf)" = -f. ’Kf(o) =0, (Kf)(1)=0 ‘

2. f = 1+AKf est deux fois dérivable, f” = A(Kf)" = -Af, f(0) = 1T+AKf(0) =1 et f'(1) = A(KKf)' (1) = 0.

3. u” = f"+Af = 0: uestaffine, u(x) = ax+B. Oru(0) = f(0)-1-AKf(0) =0etu’(1) = f'(1)-AKf)' (1) =
0,d'otiB=a=0:u=0,cest-a-dire f =1+AKf. Ainsi(E,) < (f"=-Af, f(0)=1, f'(1)=0).

_cos(x-1)
" cos1
(E2): f" = wPf, f = ae®* + Be™* ; les conditions a + B = 1 et w(ae® - Be™) = 0 ont une

4. (E;): f=cosx+Bsinxetf(1)=-sin1+Bcos1=0,douB=tan1: |f(x)

unique solution (déterminant -w (e“ +e™¥) # 0), et x W (avec chu = %) les vérifie
ch(w(x - 1)) REPRE
fx) = S22 pour w =1: f(x) = 22

(sz): f = coswx + Bsinwx et f'(1) = w(-sinw +Bcosw). Si cosw # 0: unique B = tan w,

cos

k € N).

2
f(x) = %(Xw’”) Sicosw=0:sinw=+1et f'(1) = 7w # 0 : aucune solution (pour A = (g + kn) ,

® Corrigeé de l'exercice 53

1. x =y =0: f(0) = 2f(0) + a?, donc | f(0) = -a*|. A x fixé, on dérive par rapportay: f'(x +y) =
F'W)+f)f"(y);avecy =0: f'(x) = a+bf'(x), soit (1 - b)f'(x) = a.

2. f' = % est constante, égale a f'(0) = a; donc| f(x) = ax - a® |. Réciproquement : (ax-a?)+(ay -
a’)+a-a=a(x+y)-a’ /.

3. a) Avec b = 1, la relation du 1 donne a = 0, puis f(0) = -a® = 0.
b) En dérivant (A) par rapport a x : f'(x +y) = g(x) + g’(x)g(y) ; par rapporta y: f'(x +y) =
g(y) + g(x)g’(y). D'ou l'égalité.
c) g(0) = 0 et g'(0) = b = 1: g n'est pas la fonction nulle, d’oli y,. Avecy =y, : g'(x)g(y,) =

’ . ’ ! -1
g(y,) + g(x)(g'(y,) - 1), soit g’ = 1+ cg avec c = %.
2
d)Sic=0:g =1,9(0)=0,g(x) =xet f(x)=X?. Sicz0:g= Kecx—%etg(0)= 0 donne
efX_q . . .. eCX -1-cx
g(x) = &=, puis (primitive nulle en 0) | f(x) = ————
4, Xz—z * y; +Xy = —(X+ZY)2 /. Pourc # 0: 2(f(x) + fly) + FOO)f'(y) = e* -1-cx+e¥ -1-cy+

(e*-1)(eY-1)= eClx+y) _ 1 - c(x +y) = sz(X+y) /.
Solutionsde (A): x = ax-a’(a e R), x 2 ot x s €1

S E (c 2 0). (La deuxiéme est la
limite de la troisiéme quand ¢ — 0.)
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® Corrigé de l'exercice 54

1. f=f-uavecu(x)=*
Donc x?f"(x) + f(x) = 0.

2. g'(t) = e'f' (e') et g"(t) = e'f" (e*) + e*'f" (e') : avec x = €', x2f"(x) + f(x) = g"(t) - g'(t) + g(2).
Comme t ~ e est une bijection de R sur ]0, +oo[, on obtient I'équivalence.

+ i@ : g(t) = e’?(Acoswt +Bsinwt), et f(x) = g(lnx) =

dérivable : f' est dérivable et f"(x) = -~ f" (%) = -f(x) (par (E) en 1).

x2

3.r2-r+1 = 0 a pour racines
VX (A cos(w In x) + Bsin(w ln x)).
4. AvecO = wlnx: f'(x) = ﬁ[(% + wB)cos 6+(§ - wA)sin 9] etf(%) = L (Acos O - Bsin8). Comme

1
2

Jx
0 décrit R, (E) équivaut (prendre6 =0et 0 = g, la réciproque étant claire) a wB = % et %B = WA,
rest-a-di -B3.g- A 2% -
c'est-a-dire, avec w = > B = 5 Alors, avec C = 7 eER:

f(x)=A\/}(cose+%sin 6) = C\/}(cos%cose+sin%sin6) = C\/}cos(w lnx-%).

5. f(1) = Ccos(—%) = @C =3:C=2etf(x)= Zﬁcos(w lnx - %), d'ol |f(x)| < 2y/x. Contact

1+12R)m . ..
lorsque wlnx - Z = 2km: |x, = exp (+—) , Rk € Z|(une infinité, s'accumulant en 0). Par
6 k 3\/§

encadrement, | lim f(x) =0/

X—0*
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© Corrigés : modélisation

® Corrigé de l'exercice 55

1.

Commeb=1-a:a =-0,3a+0,1(1-a) =-0,4a+0,1. Solution constante : g—l = 0,25. Donc

a=0,25+Ce%*, eta(0) = 1donne C=0,75: |a(t) = 0,25+ 0,75e™%4|, | b(t) = 0,75(1 - e %)

03| ... .. . .
a,=025b_=075et|K=3= 0’1 : a l'equilibre a’ = 0, soit 0,3a = 0,1b : les deux réactions
se compensent.
a=b < a-= % = e 04t - % t, =2,5ln3=2,75min|. Pourtoust,T20:a(t+T1)-a, =

= ’T=2,5[n2z‘|,73 min‘.

e—O,AT(a(t) _ aoo)' et e—0,4T - %
a

a(0) = 0 donne C =-0,25: a(t) = 0,25(1 - %) et b(t) = 0,75 + 0,25 &% : mémes limites. Plus
généralement a(t) = 0,25 +(a(0) - 0,25)e™®** - 0,25 : l'équilibre ne dépend pas de l'état initial.

1R~
075 N 00000 TTTTrmmmmmeeeeeeiioiiioooo.
b
05 traits pleins : A pur au départ
! pointillés : B pur au départ
a
05—t oorreeTrT———
2t 4 6 8 10 t

® Corrigé de l'exercice 56

1. D-S=90-6p,doncp =-06p+9.D=S < p=15:p, =15 est la solution constante, et

Maths Olympiad

p=15+Ce " avecC=10: |p(t)=15+10e %% - 15| Puisp-p,<0,1 < e%"*<0,01 <

t> “‘01% ~ 7,68 mois.
a)D-S=90-6p+3,6t, doul'équation. Avecp=at+B:a=-0,6at-0,6B+9+0,36t pour tout

t,dolia=0,6etB =14 Doncp=0,6t+14+Ce " etp(0)=25: [p(t)=0,6t+14+11e06t]
b)p'(t)=0,6-6,6e%%:p(0)=-6<0,etp'(t)<0 < e’'<11 = t<§ln11 = 4 mois. Le
prix baisse, puis monte ; son minimum estp(glnﬂ) =ln11+14+1 =\15+ln11 = 17,40 DH\.
)D=S > 6p=90+3,6t:[p,(t)=15+0,6t| Alors p(t)-p,(t-2)=0,6t+14+11e06 - (14+

0,6t) = 11e™%% — 0 : le prix suit l'équilibre avec un retard de g mois (50 jours) ; il reste 1 DH
au-dessous de p,(t).
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® Corrigé de l'exercice 57

1. R'(t) = 0,1 + 2"%1(2'") =r(t). Puis 2’ = (P -R'P)e R = (P" -rP)eR = 0: z est constante, égale a

2(0) = P, (car R(0) = 0), d’odi | P(t) = P, e®®|. Réciproquement (P e®) = R' P,eR = rP .

2. R(t+1)=0,1t+0,1+ 320 = R(t) .+ 0,1, d'oli | P(t + 1) = % P(t) | et P(n) = P, *'". Doublement
:e%1">2 « n=210ln2=6,93: au bout de 7 ans.

3. P >0, donc P’ ale signe de r: P décroit < cos(2mt) < —%. Avec 6, = arccos(—%) € ]g,rr[

ett, = % - 0,282 : P décroit sur [t,, 1 - t,] = [0,282;0,718] (automne et hiver), pendant

2
1-2t, = 0,436 an, soit environ 5,2 mois.

4, % = eRO-01t - exp(%) € [e':_n,e:_n] ~ [0,92;1,08] : leffectif reste @ moins de 8% du

modéle au taux moyen ; a long terme, seul le taux moyen compte.
5. R(t) = jot r(s)ds est la primitive de r (continue) nulle en 0 : le raisonnement du 1donne P = POeR.

La fonction y(t) = ftt+1 r = R(t+1)-R(t) a pour dérivée r(t+1)-r(t) =0: v = w(0) = m. D'ou

P(t+1) = P,eRO™ = | eMp(t) et P(n) = P,e™ : — +o0 sim >0, - 0sim <0, constante sim =0
(P est alors 1-périodique).

P
PO

1,6 —+— Q
P décroit

0,9

® Corrigé de l'exercice 58

1. Sur 'axe du diamétre, la loi de Newton donne m x” = —%x, soit x” +w?x = 0, avec w = ,/ﬁ =

1,25x 103 s7'|. Donc x = Acos wt + Bsinwt ; x(0) = R et x'(0) = 0 donnent’x(t) = R cos(wt) ‘
2. L'objet atteint x = -R pour la premiére fois quand wt = m: t = = = 800w s = .

w

X" = -Rw sin(wt) : vitesse maximale Rw = 8000 m - s~ = , atteinte quand sin(wt) = #1,
c'est-a-dire en x = 0 : au centre de la Terre.

3. Soit & le vecteur unitaire de (AB) dirigé de H vers A: OM = OH + s i avec OH L ii. En projetant
la loi de Newton sur i (la réaction est orthogonale a i) : ms” =F - il = —% (OH- i +s)= —% s.

Avec s(0) = £, 5'(0) = 0 : s = £ cos(wt), qui atteint B (s = -¢) en = = 41,9 min, quelle que soit la

corde. Vitesse maximale : fw =5x10°x 1,25x 1073 = (au milieu H).

7, o g:v=,/gR=8000m-s™; vitesse angulaire % = \/% = w, période %" = 1600m s = 83,8 min.

R
En prenant t = 0 quand le satellite passe en (R, 0), ses coordonnées sont (R cos wt,Rsin wt) :

sa projection sur le diamétre a pour abscisse R cos(wt) = x(t). Lobjet du tunnel et '« ombre »
du satellite arrivent ensemble aux antipodes.
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B Corrigé de l'exercice 59

1. x" est solution de u’ = -0,5u avec u(0) = 20 : x’ = 20e7/?, et x(t) = fot 20e™/2ds = | 40(1-e/?)|
y’ est solution de v’ = -0,5v - 10 (solution constante -20) avec v(0) = 20 : y’ = -20 + 40e7'/?, et
y(t)=80(1-e"?)-20t| En+co: x —» 40, x" - 0,y" — -20: le projectile tombe de plus en

plus verticalement, vers la droite x = 40, avec une vitesse limite de 20 m-s™.
2y =0 & e =1 — . =2In2=139s: [S(20;40-40In2)=~(20;12,27)| Sans

frottement, x = 20t et y = 20t - 5t%, d’ol y = x - g, de sommet (40;20) : le frottement abaisse
et rapproche le sommet.

o tf2 9 _ X S = - X "ol = X - X - X .
3. Pour?sx<40.e =1-%t= 2[n(1 40),douy-80 40+401n(1 402)/.Avecu-4o.
(x—%)—y:—&Ou—zouz—AOan—u)=—40(p(u). Ortp’(u)=1+u—1+u=—1”7u50ettp(0)=0:

@ <0, donc I est au-dessous de P.

4. h(x) = 2x + 40 ln(1 - %) P h'(x) = 2 - 2% = 22 h croit sur [0,20] a partir de h(0) = 0 (donc
h > 0 sur ]0,20]), puis décroit strictement sur [20,40[ de h(20) = 40 - 40ln2 > 0 & -0 : un

unique zéro x,. h(31,6) = 63,2 - 62,42 > 0 et h(32) = 64 - 64,38 < 0:|31,6 < x, < 32 (sans
frottement : 80 m).

y |
e e E— e =
-7 I S~o
PRs | ‘~\
f” : ~\s
s | "
. | .
’ | \~
10 % i *
Y
| .
] A Y
| A Y
A Y
] A Y
] AY
| A Y
X | \\P
P ] \
20 40 60 80 X
r | X = 40
I

® Corrigé de l'exercice 60

1.a)r’=5:x= Ae‘/gt+Be“/§t;A+B = 0,5et\/5(A-B) = 0 donnentA =B =0,25: |x(t) = 0,5 ch(\/gt) X

b)x=2 ch(\/gt)=4 = X+)l(=8avecx=eﬁtz1,soitx2-8)<+1=o:x=4+\/ﬁ

In 4+\/ﬁ
(lautre racine 4 - /15 est < 1). t, = g 20,92s|
V5
) (x2-5x2) =2x"(x" -5x)=0: x2-5x2 =0-5x0,25=-1,25. En t, : x'2 =20 - 1,25 = 18,75,
vitesse # =433m-s’|

2. a)x" = 5(%x - %) =16,25x - 2,5|; solution constante x = 0,4 : la chaine immobile, le poids de

la partie pendante étant exactement compensé par le frottement.
b) z* = 6,252, 2(0) = 0,1, (0) = 0: comme en 1, z = 0,1ch(2,5t) et | x(t) = 0,4 + 0,1 ch(2,51)].

X =2 < ch@25t) =16 < e* = 16+255: t2=0,4ln(16+\/255)=1,39s. Puis

z%-6,252% = -0,0625 et z= 1,6 ent, : 2 = 15,9375, vitesse 2,5,/2,55 (3,99 m-s7"|
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) Si x(0) = 0,4, lunicité donne x = 0,4 : la chaine reste immobile (équilibre instable : le moindre
exceés z(0) > 0 croit comme ch). Si x(0) < 0,4, le frottement retient la chaine, qui ne bouge pas.

€ Corrigés : défis de concours

® Corrigé de U'exercice 61

_shx
u(x)-sm.

2. a) Comme h(0) = h(1) = 0 et u” = u, par parties : fo1 u'h’ = [u’h]; = f01 u"h = —f01 uh.

b) J(u+h) = J(u)+2 fo1 (u'h’ + uh)+J(h) = J(u)+J(h) = J(u). SiJ(h) = 0 : H est croissante (H' = h? > 0),
H(0) = 0 et H(1) < J(h) = 0, donc H = 0 sur[0,1] et h?> = H' = 0: y = u. Réciproque claire.

¢) Par parties, [ u? = [uu']; - Jyuu” = u(u'(1) - Ji u?, d'od J(u) = u(t)u'(1) =

’coth1 = 1,313‘. Comparaison : J(x) = f01(‘l +x?)dx = % ~ 1,333 et J(x?) = f01 (4x? + x*) dx

% ~ 1,533 : tous deux > coth 1 v.

3. Soit ¢ = y(1). Sic # 0, % eAet)(y) = czj(%) > c?coth1;sic=0,J(y) 2 0. Dans les deux cas

1. u=ae*+Be™;u(0)=0impose B =-a,doncu=2ashx,etu(1)=1:

J(y) 2 coth(1) y(1)? |, avec égalité si et seulement siy = cu (pourc =0:J(y) = 0 imposey = 0
comme en 2b).

4. Avec c = y(1): K(y) 2 c®>coth1-2c = coth1(c-th1)?>-th1 2 . Egalité & c=th1et
y = cu, Cest-a-dire y = th1. 2% = X -y Frv” = v, v(0) = 0, v (1) = €2 = 1: la condition

sh1
y(1) = 1 est remplacée par la condition « naturelle » y’(1) = 1.

® Corrigé de l'exercice 62

1. r= e)' doncr' = —“(( et et =< =Cu(8)?:|r =-Cu’'(8)] Puisr” =-Cu"(0)0’ = -C2 2u"(0) |

Commerf?=1 LC?ut = C%u? la relatlon donne -C2u? (u” +u) = -ku?, soitu” +u = £ = k.

2. R est solution constante, donc u = kR + Acos6 + Bsin6 = k + Rcos(6 - ) avec R = \/A2 +B2:
B3 % R'> 0 convient.
a)1+ecosB =1-e>0: p est définie (et 2m-périodique) sur R. Minimum pour cos8 =
p P
T+e A 7 e
b) Il faut u > 0, donc 1 +ecos6 > 0 : en partant de 6(0) €]-6_,6_[ avec 6_ = arccos(—%), 6
(croissante) ne peut dépasser 6 ; elle a donc une limite £ < 6_. Si?<6_, u(6) 2m > 0 et
6" = Cu®? 2Cm?, d’oli 6 - +oo: absurde. Donc 6 » 6_,u - O et[r > +oo|
3.a)p(1+ecosB)=psécritp+ex=p:SM=p=p-ex. Enélevant au carré : x*> + y? = (p - ex)?,
d’ou l'équation.
b) Avec y? = p? - 2pex - (1-€*) x> : S'M? = (x + 2ae)® + y* = €*x? + 2e(2a - p)x + ka*e* + p2. Or

maximum pour cos@ =-1: |r, =

p = a(1-e?) donne 4a?e? = 4a® - 4ap, donc 4a’e” + p? = (2a- p)* et SM? = (2a-p + ex)2 =
(2a - SM)2 CommeSM<r,=a(1+e)<2a:
4. a) 1€ = 1,034 donne e = ggiz ~|0,0167 |: orbite presque circulaire. b) p =ry(1+e)= 1,53,

rA=1L 34,9 UA|(au-deld de Neptune), a = 22 ~ 17,76 UA et T = a*? ~[75 ans|
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® Corrigé de l'exercice 63

1.A=0:y=Ax(cary(0)=0)ety'(1)+y(1)=2A=0,doncy =0. A=-p?(u>0):y=ae +Be*

et y(0) = 0 donnent y = 2ash(ux); y'(1)+y(1) = 2a(uchpy +shpy)avecuchpy+shy>0:a=0.
Aucun A £ 0 ne convient.

2. y=Acoswx +Bsinwx ety(0)=0:y=Bsinwx, puis y'(1)+ y(1) = B(w cosw +sinw). Il existe

B # 0 convenable (et alors y = Bsinwx) < wcosw+sinw =0. Sicosw =0,sinw=+120:

impossible ; donc la condition équivaut a[tan w = -w|

3. a) Sur ]O,g[, tanw > 0 > -w. Surl,, ¢(w) = tanw + w est continue, strictement croissante

(¢" = 2 +tan w), de -0 & +00 : un unique zéro w,, ; ¢(km) = km > 0 donne w,, < km. Sur I, :
$(2) = -0,185 < 0 < 0,125 = $(2,05), d'0ii [2 < w, < 2,05| (w, = 2,029, w, = 4,913 w, = 7,979).

b) Soit 6, = w), - (k - %)n € ]0, g[ Par m-périodicité, tan w, = tan (6k - g) = tan% ; la condition

donnetané, = wi, d'ou |6, = arctan 1150 (car w, — +o0). Puis k6, = w— rcan@jog) _, ,

k Wy k 1wy

car & -
w

% (encadrement) et @ — arctan’(0) = 1.
R

’ w 1 w " 1 ’ i b
a) D'une part, y;' = —wjzyj donne [, (yj Vi —yjyk) = (wﬁ - wf)fo Y;V,- D'autre part, c’est [yjyk -

y,-y,;]; = Vi (MYp(1) = Y;(NY(1) = =y;(1)y, (1) + y;(1)y, (1) = 0 (car y'(1) = -y(1) et y(0) = 0). Comme
W; # W, f01 VY = 0.
1 1

T _. 2 _ 1 _sin2w . = = = = —
b)f0 sin“(wx)dx = 5 - =75 or sin2w = 2sinw cos w 2w cos® w et cos? w ryreil vl

2+ w?

k
f1y§=l(‘|+ 12)= .
oT v g (14 w)

® Corrigeé de l'exercice 64

1.

ert+r+1 =0,A=1—4£>0;aveco=\/1 -4e €]0,1[: r, ‘1*" ,desomme -- <Oetde produit

150:r <r, <0. Puisr, = -2
€ 1 2 2 7 2¢(1+0) 1+0

r, = -oo. Enfin 0 < 1 donne ry<-1.

Quand£—>0 o—>’| r, - 1sr -—1T°—>—1et

.y=ae’1"+[3e'2xaveca+[3=‘letar1+[3r2=0:a- B-rr
172
a) y,(x) - e”* rr—z(e’zx - e"%), avec —=— >0 et 0 < e’z -e"*<1pourx=0v.
- 1772
b)e™ -e2* =e*(1-e®)avecs=(-1-r,)x20: cestentre 0 et e*(-1-r,)x < '1:2.
Q) |y.(x)-e*| < rr—2r + % pour tout x 2 0, et ce majorant tend vers 0 (r, - -1,r, - -o):
1772
convergence uniforme vers e*. La condition y'(0) = 0 est perdue : (e™*) (0) = -
a) y.(x) = 1—2(er2" ehX), et L2 = —2_ 1 Pourx > 0:e"* - 0ete2* —» e* doi
1 ry ry=ry 1-ry/1
Ve(x) > -e™

b) e"2f —» 1ete®=ef1 - o7 : y.(€) = —(‘I - %) = -0,63 | Entre 0 et ¢, y, passe de 0 a environ

-0,63, puis rejoint -e™* : la fonction converge uniformément, mais pas sa dérivée prés de 0
(couche limite).
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® Corrigé de l'exercice 65

1. x =y = 0: f(0) = 2f(0)f'(0), soit f(0)(1 - 2f"(0)) =

2. Alors f'(0) = 7, ety = 0 donne f(x) = 2f(x) + f(O)f (x): f' = W Avec ¢ = f(0): |f(x) = cex
(c # 0). Verification : f(x)f'(v)+ f'(x)f(y)=2- cex - —e2c —cex /.

3.a)y=0: f(x)=f(x)f'(0) pour tout x, et f non nulle: f'(0) = 1.
; FO+y)-f" V)f (%)
b) f'(x) = — v

c) En dérivant (S) par rapporta x: f'(x +y) = f'(X)f'(y) + f"(x)f(y) ; par rapport ay: fix+y)=
FOOF“() + FOOF (v). Dol F(Of(Y) = FOOF" () et avec y = vy : f* = kf, k= T8

d) Avec £(0) = 0, f'(0) = 1: si k = 0, [f(x) = x|; si k = w? > 0, | f(x) = Sh(w“’x) Ssik=-w?<0,
F(x) = sin(wx)

; de méme shachb + chashb = sh(a + b) (développer les exponentielles).
4. Solutions de (S): 0, x = cex, x = X, X % w (

le second membre est dérivable en x, donc f' l'est.

. Vérification: x-1+1-y = x+y; sin(wx) cos(wy)+cos(wx) sin(wy) = sin (w(x+y))

, X - c#0,w > 0). Bornées :

sin(wx sin(nx
(wWx) ;s‘annulant de plusenm: 0et|x - f) )

Oetx - ,n e N”.

® Corrigé de l'exercice 66

1.2 = (1-a)k®k = (1-0a)(s-6k"") = (1-a)(s - 6z). Donc, avec z, = Ry ety = (1-a)s :

1

2(t) = 2+(zy- £) e et k(1) = ( (’?”"-5) )ﬁ-Réciproquement,z(t)=(1 eV)zve'z

8 5 0
est compris entre z, > 0 et% >0,donck = 774 > 0 est dérivable et k' = 1172% = R%(s-6R""%) =
SRY - 6k v.

1 -
2. 2-2 garde le signe de z, - et |z - —| décroit : z est monotone et tend vers 3 it tTa étant

croissante et continue, k est monotone et| kR —» R* = (%)H’ . Enfin sk = 6k <= R'%= % pour
k> 0.
3. (k%) = (%) avec B = =% ¢(s) = 6P(1-5)sP et c'(s) = 6PsP'(B-(1+P)s), positive puis négative,

-
nulleens = % =a: ’c est maximale pour s = a‘.

4. R* = 432 =8|y = 2x0,05 = 30, =1: |R(t) = (4—3e'”30)3/2 , croissante. R(t) 2 7,2 <
4-3e"30>722 = t>30ln =375 722/3 ~[72 ans|
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Chapitre 10+ Eguations différentielles

2° Bac Sciences Mathématiques

Mown bilan sur le chapitre

Partie B - Le parcours en 4 niveaux

\.

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire
1a8 /8
9216 /8
/7
24230 /7

J

Partie C - La bangue d'exercices

Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Premierordrey’ =ay +b 31a36 /6
Théme B - Se ramener a une équation connue 37 a 42 /6
Théme C - Second ordre homogéne 43 a 48 /6
Théme D - Equations fonctionnelles 49 & 54 /6
Théme E - Modélisation 55 a 60 /6
Théme F - Défis de concours 614 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : ' Structures algébrigues
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