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1) Continuité d’'une fonction en un point
Continuité d’'une fonction en un point d’abscisse x,
f une fonction définie sur un intervalle ouvertl et x, € |
La fonction f est continue en x, < lim f(x) = f(x,)

X—X0
Continuité d’'une fonction a droite et a gauche d'un point a
» fune fonction définie sur un intervallel = [a;a + r[;r > 0
f est continue a droite dea & lim f(x) = f(a)

X—a
» fune fonction définie sur un intervallel = |a —r;al; r >0
f est continue a gauche de a & lim f(x) = f(a)
X—a

La fonction f est continue ena < f est continue a droite eta
gauche du point a

3.Fonction partie entiere y
Soitx e R; E(x)

(VxeR): Ex)<x< E(x)+1

Propriétés : Soit p € Z limite A droite ~ lim, E

> (Vxel=[pp+1);E(x)=p

limite A gauche  lim,- £

» xEZ<S E(x)=x
> (VxeR); E(x+p)=EX) +p

> (VxeR): x—1<E(Xx)<x 0 2
3)Prolongement par continuité

I un intervalle tel que x, € I et fune fonction définie sur I\{x,}
La fonction f est dite prolongeable par continuité en x, sifadmet

une limite finie en x; ; Notons alors lim f(x) =1
X—X(

fx); x # xg
f(xe) =1
e Alors f est continue en x; et on I'appelle le prolongement par
continuité de fen x,

e On définit alors la fonction f:1 — R tel que: {

2)Continuité sur un intervalle

f une fonction définie sur un intervalle [a; b]

> La fonction f est continue sur I'intervalle ouvert |a; b[ ssi f est
continue en chaque point de I'intervalle ]a; b[

> La fonction f est continue sur l'intervalle [a;b] ssi f est
continue sur l'intervalle ]a; b[ et continue a droite de a et a
gauchedeb

Exemple des fonction usuelles continue sur un intervalle

1) Toute fonction polynomiale est continue sur tout intervalles

inclus dans IR

2) Les fonctions rationnelles sont continus en tout intervalles

inclus dans leurs domaines de définitions

3)La fonction x — /X est continue sur tout intervalles inclus

dans [0; +oo[

4)La fonction x — |x| est continue sur tout intervalles inclus dans

IR

5)Les fonctions cos et sin sont continus sur IR
Opérations sur les fonctions continues

Somme -produit-quotient

> Lafonction f = (u + v) est continue sur Issi uetvsont
continue sur I

» La fonction f = (a. u) est continue sur Issi u est continue
sur I

» La fonction f = (u.v) est continue sur Issi u etvsont

continue sur I

» La fonction f = (3) est continue sur Issi u est continue et v

continue sur I et Vx€l; vx)#0
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Continuité de la composée de deux fonctions Image d’un intervalle par une fonction continue et
strictement monotone

] f 3 By
g of: Df f(Df) - Dg R f une fonction continue et strictement monotone sur un

x— f(x) eD, ef(x)=gof(x) mtervallel. . —
— _ est strictement croissante surI  fstrictement décroissante

f et g définies respectivement surlet] £([a; b]) = [f(a); f(b)] f([a; b]) = [f(b); f(a)]
tel que f(I) c J; La composée des fonctions f et g notée gof estla f([a: +o0]) = [f . lim f [ £([a; +oo[) = ] lim () f ]
fonction définie sur I par Vx € I; gof(x) = g(f(x)) (la; +ool) = (a)'x_‘,ﬂo x) ([a; +oo]) = lim (x); f(a)

Dyor = {x € R/x € Dyet f(x) € D) £([a; bD) = [f(a); lim £(x)| f([a;bD) = [lim £(x); f(a)]
Si f et continue sur I et g continue sur J tel que f(I) < J alors la Ja; b]) = |lim f(x); f(b) f(la; b]) = [f(b); limf(x)|
fonction gof est continue sur ] f(]—o0; b]) = ] lim f(x); f(b)] f(]—oo; b)) = [f(b); lim f(x)[
Résultats :

Théoréme des valeurs intermédiaires (TVI)
Théoreme :
> Pour montrer que la fonction f = /u estcontinue sur I,il  |;j f une fonction continue sur [a; b], alors pour tout réel k

suffit de montrer que u est continuesur I et vxel;u(x) >0 compris entre f(a) et f(b), il existe un réel c dans [a; b] tel
» Pour montrer que les fonctions x — cos(u) ; x —sin(u) que f(c) = k

X —» |u| etx - u" sont continue sur I, il suffit de montrer que

u est continue sur 1

» Silim f(x) =1 avec |l € IR et g une fonction continue en 1
x—-a

Soit u est une fonction définie surl et n un entier naturel

En d’autres termes : I'équation f(x) =k d’'inconnue x admet
au moins une solution dans [a, b] pour tout k compris entre

f(a)etf(b)

alors  lim g(f(x)) = g(lim f(x)) = g(1) Corollaire 01
3)Image d’un intervalle -Théoreme des valeurs intermédiaire Si f une fonction continue sur [a; b] et f(a) x f(b) < 0 ; alors
Image d’un intervalle par une fonctions continue I'équation f(x) = 0 admet au moins une solution a dans |a; b[
> L’'image d’un segment par une fonction continue est un segment | > De plus si f est_strictement monotone sur [a;b]alors a
» L’image d’un intervalle par une fonction continue est un est unique

intervalle Corollaire 02
> Sifestcontinue sur un segment [a, b] et M est le maximum de f | Sj la fonction f est continue et strictement monotone sur

sur [a, blet m est le minimum de f sur [a, b]. I'ntervalle I et k € f(I)

Alors f([a, b]) = [m, M] Alors I'équation f(x) = k admet une unique solution o dans I
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4)Fonction Réciproque d’une fonction continue et strictement | 5)Fonction racine n-iéme
monotone
Si f une fonction continue et strictement monotone sur l'intervallel

Alors la fonction f est une bijecion de I vers ] = f(I)

de plus la fonction f admet une fonction réciproque , notée f1 Cette fonction est appelé la fonction racine n-ieme, et elle est

définit sur ] = f(I), par la relation suivantes
y=f1(x) etxe] ©f(y) =xet yel

La fonction x — x" est continue et strictement monotone sur

[0; +o[ donc admet une fonction réciproque définie sur [0; +oo[

notée par: x - Vx

Soient x ety dans [0; + o[ et m etn dans IN* :

2)Propriétés de fonction réciproque f!

n nxm
Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un I 1 _ 5) Ax=
| m mxn
alors.1 2) Vx=x; et ¥x="K 6) /_ g
fx =y {f(y) =X
(= : n — 1 =1n =
1){X€f(l) yel 3) Xgmo&_+m 7) Vx=lilyex=y
-1 = A = - n n n
2) £~ est continue sur f (I) et a méme sens de variation que f 4 VD" = VX = x 8) VX x \/— _ \/XTy
3) Les courbes représentatives de f et de f 'dans un repére 6) Fonc_tion arctangente _
orthonormé, sont symétriques par rapport i la premiére La ior;ctlon X — tan x est continue et str1c1tten7:ent monotone sur
bissectrice ]— > E[ donc il réalise une bijection de ]— 2 E[ vers R
(c'est-a-dire par rapport a la droite d'équation y=x) e Lafonction réciproque est appelé arctangente , notée arctan
X Propriétés :
F—1 2 S =
. 1. V(m,y)e]‘f,g[x]ﬂ, tant =y < = arctany

2. Vz €R, tan (arctanz) =z et V€ |3F, ], arctan (tanz) = 7.
=)

3. (Y €R)(Vy € R), arctanz = arctany <= z =1y

4. La fonction arctan est impaire.

1 x 5. La fonction arctan est continue sur R.
4) (vxeD); flof(x) =x ; (vxe]); fof 1(x) =x ) s ] m . arctan(x)
111:1 arctan(x) = 5 lim arctan(x) = —5 llrgT =




