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soient [ une fonction numdérique définie sur un intervelle ouvert J et a € 1.
On dit f est continue en a si 11_1‘1.1’ flx) = f(a).

soit f une fonction numérique définie sur un intervelle de type [a,b).
« On dit que f est continue & droite en a si lim f(x) = f(a).
Pl ]

« On dit que f est continue & gauche en b si lhzn_ S(x) = f(b).

S oest continue en a < f est continue i droite ot & ganche en a
Remarque 4 ¢

Ii

-

partic enticre n'est pas continue en tout n de Z,

.
I continnité s v futervalle.| B

I\

« on dit que [ est une fonction continue sur un intervelle ouvert 1 s'elle est continue en tout point de /.
« on dit que [ oest une fonction sur un intervelle [a, b s'elle est continne sur [a, b, continue & droite en a
et continue & gauche en b,

Remarques 6 :

« la partie entiére est continue sur intervalle [n,n 4 1| pour tout n de Z.
« st [ est continne sur un intervalle 7 alors elle est continue sur tout intervalle J € 1,

Les fonctions polvnominles, les fonctions rationnelles, les fonctions @ o v+ o | o+ sinr ot x v+ cosr
sont continnes sur lenr domaine de définition. )

(- - Lis opérations sur les fonctions contimes, )
G

soient [ et g denx fonetions continnes sur un intervalle 7 et A € R,
« les fonctions [+ ¢, Af et fxg sont continues sur [ .

A i 1
« 51 de plus ¢ ne s'annule pas sur £, alors les fonctions = et / sont continues sur [ .
g U

« si [ et g sont denx foncetions continues sur [ et J respectivement avee f(I) € J, alors go [ est continue
sur /.

« soient [ un intervalle ouvert, a € I, [ une fonction définie sur I avee lim flx) =1 € R et g est une
fonction continne sur J avee f(I) € J alors !i_x.nln'(go )(x) = g(l). j
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* Uimage d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
« limage dan segment par une fonction continue est un segment.,

1 SUI) st f est continue et str A | (1) si f est continue et str N,
aby [f(a), S(b)] [f(b). f(a)]
a.b | lim, f(x). f(b)] f(8), Tim, f(z)]
[, b] |f (a), lim_f(x)] | lim f(z).f(a)
Ja. bl | T f(x), lim f(r)] [ lim f(r). T, f(r)]
fa, +o¢] [f(a). tim f(x)] | Jim_f(x). f(a)]
o] Nim, f(x), lim f(x)| im f(x), lim f(x)]
| = o0.b) | tim f(x). f(5)] [/(b). Tim f(x)]
| = oo b | fim f(x), Tim ()] |l f(o), T f(x)]
[=oooe[ [T lim J(x). T J(r)] [ i 7). T f(x)]

Théoreme des valeurs intermdédinires

Théoréme 11 ¢

etabel,

une solution)

Corollaire 12 :

soient f une fonetion continue sur un intervalle /

Pour tout a compris entre f(a) et f(b), il existe an
moins un ¢ compris entre a et b el que f(e) = a.
(antrement 'équation f(x) = o admet au moins

-
2]
~
~
<

soit f une fonction continue et strictement monotone sur [a, b,

\

Pour tout a compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un unique ¢ € [a, b] tel que f(e) = a.
(autrement I'équation f(r) = a admet une unique solution sur |a, b))
Corollaire 13 :

soit [ une fonction continue sur o, b telle que f(a)<f(b) < 0. Alors :
« I'équation f(x) = 0 admet au moins une solution o € a, b].

« 51 de leus ‘ est strictement monotone, 'équation f(x) = 0 admet une unigue solution o €)a, b|,

Le but de eette méthode est d'approcher la solution d'une dquation de type f(r) = 0,
Si f est continue et strictement monotone sur [a. b telle que f(a)xf(b) < 0, alors 3la €a, b]/f(a) =0,
On o deux cas ¢

«sif (" a1 ") xf(b) < 0 alors a € ]“ +5 b[.

2 P
* s f(u;—b) xf(a) < 0alors o € “.UT-i-b

Q continue de cette maniere jusqu'a l'encadrement demandé de a.

>
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fonction récii)m(iuc de f notée [~

M@=y {f(”) T s(rel:(fMof)a) =2

x € f(I) yel

* [~ est continue sur f([1).

| La fouction réciproque d'une fonction continue et strictement monotone.

soient f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle f et J = f([I).
La fonction qui lie chaque élement y de J avec 'unique élement & de I tel que f(x) = y s'appelle la

soient f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle / et f~' sa réciproque. On a :

soient f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle / et f=' sa réciproque. On a :

* [~1 est strictement monotone sur f(7) avee f et ! ont la méme monotonie.
* (Cp=1) est symetrique & (C'y) par rapport a la droite d'équation y = 2 dans un repére orthonormeé, /

.

x (Vo€ f(): (fof)x)=x

I\

fonction réciproque sera noté o/ .

L [0,400] = [0, 400
*c/_.rooai'/?oo

* (Vo,y€[0,4[): Vr=yer=y"
* (VJ‘ € [O. +:x>[) 1 ({'/7)" = V"=

Sir=2¢ Q avec g € N* et p € Z, on pose
q

(Vz €0, +00[) : 2" = Var

# La fonction z +» 2" est continue sur |0, +o00[, pour tout r € Q.
* pour tout r,r’ € Q et pour tout x,y €0, +00[ on a :

-

| [ L fonction racine nf™.

soit n € N, la fonction x v 2" est continue et strictement croissante sur [0, +o0o[. Alors elle admet une

’ ’ ’ J l
" >0 Y =a"xa" " = ()" i "
" _r'"" ([' )r = T r 3
— = N £l =P ; - = — :
xr : ’ Yy Yy
r—=y T—yY
Vz- =55 Vi- =
w vVt + Yxy + Viy* v

\

(Vz + ) (Va? + V)

B

Wattsapp : 06 06 39 22 82 5

16 avril 2020



lm‘
|

Prof. karza zouhair 2 bac sm biof zhr.math@gmail.com

7 La fonction arctan. )

. . . . T .
La fonction @ +— tan(x) est continue et strictement croissante sur ]—5 3 [ Alors elle admet une fonction
récipmiuc sera noté arctan.
* La fonction x + arctan(z) est continue et strictement croissante sur R.
* (Vo € R): tan(arctan(x)) = x
1 mw
* (V;r € | -3'3l)! arctan(tan(x)) = x
.
w W
* (Vx € R): (Vy c ]—5 3 ) s arctan(r) = y < x = tan(y)
: m X w . arctan(r
* lim arctan(x) = = lim arctan(z) = —= lim —u =1
T oo 2 Tr =0 2 10 xr
* la courbe (Clean) ¢
* “
rma! y=ua
: M . i Cron)
L
 dar 2 ' :
\ ! ' ((‘uuluu)
9 a 1 L] R 4 ) 3 1 ' % H 3 ‘. L] L] ’ L] * ~ "
................................... | e e e ey e
v =i
-
a P ;
\ . J
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( || Dérivabilite en un point et sur un fntervallo A
Ditmitions 23

Soient [ une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I et a.b € I tels que a < b.

f@) = fla) _,

* On dit que f est dérivable au point a s'il existe un réel [ tel que ln_l’r}'

J‘_ -
2 ; ) T ._.,.f()f(ﬂ) ’
I s'appelle le nombre dérivé de f au point a et sera noté f'(a). On écrit : lun = f'(a) .
.E —
f(=x )— fla)
* On dit que f est dérivable & droite au point a s'il existe un réel ! tel que hm —_— =
J'—OB
A S R o . &z T f(r) fla) _
! s'appelle le nombre dérivé a droite de f au point a et sera noté fj(a). On éerit lim, e fila)
rsat {
43 \ 1 i s . €)= Jla
* On dit que f est dérivable & gauche an point a s'il existe un réel | tel que lim f(@) - J( ) =,
r-+a~ <
: ) " PR f(') fla) _
I s'appelle le nombre dérivé i gauche f au point a et sera noté fi(a). On éerit @ lim ===t fila)
r—sa -

* On dit que f est dérivable sur [ s'elle est dérivable en tout poim de 1.
« On dit que [ est dérivable sur [a,b] s'elle est dérivable sur [a. bf, dérivable & droite de a et dérivable a
gauche de b,

[ est dérivable i droite de a
[ est dérivable au point a <=5 { [ est dérivable i gauche de a

fila) = fi(a)

» Si [ est dérivable au point a alors (C'7) admet une tangente d'équation y = f'(a)(x — a) + f(a) au point

(a, f(a)).

*» Si f est dérivable & droite au point a alors (') admet une demi-tangente d'équation
= [Ya)(x = a) + f(a
v = fala) )+ f(a) au point (a, f(a)).

TrZa

* Si [ est dérivable & gauche au point a alors (Cy) admet une demi-tangente d'équation
y = fyla)(x ~ a) + f(a)
r<a

* Si f est dérivable au point a, la fonction g définie par g(x) = f'(a)(x — a) + f(a) est une approximation

affine de f au voisinage de a et on a :

au point (a, f(a)).

r~a=% f(r) >~ g(x)

r+1
flx)=Va, a=1=>g(x) = T
\ 101 >~ 1= f(1.01) =~ ¢(1.01) = /1,01 =~ 1,005 /
Wattsapp : 06 06 39 22 82 7 16 avril 2020
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/Sl lim M = oo alors (Cy) admet une demi-tangente verticale d'équation » = a. \

r—a* rT—a
lim /(1) I(“) - N t/ lim I(’j) — ’{(n) 400
i j(.r) f(u) i /1 ’\ Jim l(:r) - l]'(n)

' Les opérations sur les fonctions dérivables

Si f et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle [ et o € R alors :
* [+ goestdérivablesur fetona: (f+¢9) =f+4¢.
» af est dérivable sur f et on a: (af) =af".

XA
NS

. 1 5 1y’
* Side plus g # 0 sur [ alors ~ est dérivable sur [ et on a : (—) = —12.
9 ] 4

4 ' '
* Si de plus g # 0 sur [ alors / est dérivable sur [ et on a : (‘1) = —!qu—]
9 g 4

Soient f et g denx fonctions dérivables sur [ et J respectivement telles que f(f) € J, alors [ o g est
dérivable et ona; (fog) = ¢'x(f'og) .

Soit f une fonction bijective et dérivable sur [ telle que f(/) = J alors sa réciproque f~' est dérivable sur
Jetona:

(VeeJ): (f7) (@)= T’(—f-l—'(T)T

* La fonction z v+ /2 est dérivable sur [0, +00[ avec n € N* et on a :

(Va €)0, +0c) : (Jj"f7fﬁ

* Si f > 0 et dérivable sur [ alors \'v‘/} est dérivable sur [ avee n € N* et on a :

' !
1) = =
" " -
* arctan est une fonction dérivable sur R et on :

1 1

Vz € R) : arctan'(z) = - B
(V2 €R) : arctan'(z) 1 + tan*(arctan(z)) 1+ 22

f'
1+ 12
* Si f > 0 et dérivable sur I alors f" est dérivable sur / avec r € Q" et ona: (f7) =rf'f™!

* Si f est dérivable sur I alors arctanof est dérivable sur / et on a : (arctanof) =

Y
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4 1| R A g i (A Rsoxne P e ] )

Théoréme 31 :

Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie sur [a.b. On a :

[ est continue sur [a.b] TAF ) ) _ e (b al P la
{f est dérivable sur la.b] = (Beelatp): 70y H@)=O—af{e)

Théoréme 32 :
Soient a et b deux réels tels que a < b et f une fonction définie sur [a.bl. On a :

[ est continue sur [a, b
[ est dérivable sur |a.b| (3c €la.b]): f'(c)=0
f(a) = J®) )

1 Les primitives d'une fonction )

Soit f une fonction définie sur un intervalle /.
On appelle fonetion primitive de f sur I toute fonction F dérivable sur [ telle que (Ve € 1) : F'(x) = f(x).

Rolle
=

I\f

Soient [ une fonction définie sur un intervalle 7 et F' une primitive de f sur 1.
Les fonctions primitives de f sur [ sont les fonctions définies sur [ par x — F(X) + C on €' est une
constante réelle,

Soient [ une fonction définie sur un intervalle 1. x4 € 1 et y, € R.
Si f admet une fonetion primitive sur 7 alors il existe une unigue primitive GG de f sur 7 telle que G(ay) = yq.

Soient [ et g deux fonctions définies sur un intervalle 7 et k € R,
Si I et G sont deux fonetions primitives de f et g respectivement sur [, alors F + kG est une primitive
de [+ kg sur [,

Tableau des primitives des fonctions usuelles

la fonetion f les primitives de f intervalle
rk kER - kr+c ceR R
.rn+l
r—a", ne N €T +c. c€R R
n+1
1 1 .
e r———+c¢, ceR R
x T
. l l .
T ne N\ {1} Jf!-)—’—l'.-ﬁ-i-(‘. ceR R
=1 2R"

I

SIS

2/ +c, c€R 10, +o0| j

/
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/ la fonction f les primitives de f intervalle \
41
zz", reQ\ {-1} T '+l+c.c€R 10, +o0
x> cos(x) zrsin(z)+ec ceR R
T+ sin(x) x> —cos(z)+c. c€R R
1 s
- (1) = —— - t 7 3, . & — LY
x+ 1+ tan®(x) D v tan(z) + ¢, c€ER R\{2+L1r'L€Z}
T ;z rarctan(z) +c. c€ R R
1 4
Tableau des primitives et les opérations .
la fonction f définie sur J une primitive de f sur / conditions
u' + 0 u+t v
u'v + v'u u
u'v - v'u u
TR = v#0sur/
ntl
uw'u", n € N* =
n+ 1
u' 1
= e u # 0 sur /
¥ 2\/u u>0sur /
Vu
o e N* 0 u >0 sur/
a1’ ’ nyu s
- " J.r+l /
u'n", re Q*\ {-1} s u > 0 sur
ru'(ar+b), aeR etaeR T iu(a.r-#b) 10, 40|
u' it
T+ a arctan(u
u' sin(u) —cos(u)
u' cos(u) sin(u)
N tan(u) ué =+ kmVkeZ
\ cos?(u) 2 " j
Wattsapp : 06 06 39 22 82 10 16 avril 2020
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[ Les branches infinies |

Les branches infinies

\

Jim f(x) =3

Yy J () =00

.
Jim /() = o0
e .., Y
lim f(x) =a#0 lim f(z) = lim f(z) =00
I 190 rese p

/\

lim (f(z) =ax)=0b

lim (flx) = ax) = x

la droite

(Cy) admet

une branche

(C'y) admet

(C'y) admet

la droite x = 3

y=axr+best parabolique une branche une branche est une est une
une asymptote suivant pnmlmliqnc parabolique asymptote asymptote
oblique )iy =ax suivant (OX) || suivant (OY) horizontale verticale

la droite @ = n]

’!il*l!”(f(.‘r) - ax) = oo #

La droite d'équation y = axr + b est une asymptote
oblique & (C'y) au voisinage de o0

= '_lilﬂx(f(;l:) — (ax + 1)) =0

(C'y) admet une branche parabolique suivant La droite
d'équation i = ax an voisinage de +o00

Asymptotes

4

4 lim_(f(e) = (axl48)) = 0
llm_ Jlx) o + llm‘ Jlx) =+
- > // 5
llm_ Slx) o = llm' J(x) = =00
Aum- (ax 4 b)) = 0
4
lim  flx) = bt lh’n )= b
Y b [ —
i f(x)=b" lim f(r) = b~
Wattsapp : 06 06 39 22 82 11 16 avril 2020



Prof. karza zouhair

2 bac sm biof

zhr.math@gmail.com

f(x)

Jix)

¢ Les branches paraboliques :
b

lim —“—”-:—oc lim M=+oc
Armoo X e

lim 1 lim M-ﬂ*

P - T 3 red ¥

/ \ tim L2 o poo TR A —
=g X T 4

\

lim = = 0% lim == =0~
PRt I 3 r4x T
A
lim (f(x) =ad) =&
et
Hiy, m(1(x) -ar) = 400
® a » a
¥ - 0 + i + 0 -
(Cy) ; (Cy) ;

d'inflexion de (C).

d'inflexion de (Cy).

.

M(a, f(a)) est un point d’inflexion

/=0

[<0

Si f" s'annule en a de I et change de signes au voisinage de a, alors le point A(a, f(a)) est un point

Si f' s'annule en a de I et ne change pas de signes au voisinage de a, alors le point A(a. f(a)) est un point

W
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[ Parit - symittrie - plriodicitd |

\

Parité - periodicité :
type de f définition conséquences
-re D/ 5
f est paire Vr € Dy): * il suffit de 'étudier sur Dy NRY
' &l {!(-:) = /(z) d
» (Cy) est symetrique par % i (OY')
-T € DI
est impaire (Vo € Dy): « il suffit de 'étudier sur D, NR*
ieENe ) {!(—r)=-—!hﬂ /
» (C')) est symetrique par % 4 O
[ est périodigue (Ve € Dy): Kotk 8-y il suffit de 'étudier sur
| ST e T) = (@) S
de pérviode T (T > 0) un intervalle de longuenr T
Symetrie :
propricté Ggquivalent i CONSGQUENCes

la droite x = a est un

axe de symetrie de (')

2a-r € Dy

il suffit de 'érudier sur

(Ve € DI)Z{

f(2a = x) = f(x)

Dynla, +o00|

la point 2(a, b) est un

centre de

symetrie de (Cf)

(Ve € D;):{

20 —-r¢€ D,
S(2a = x) =2b~ f(rx)

il suffit de 'étudier sur

D’ n l"l. +ocl
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/
[Définition 39 |

* On dit qu'une suite (U, )3, est majorée s'il existe un réel M tel que (Yn 2 ng) : U, € M.

* On dit qu'une suite (U, )25, est minorée s'il existe un réel m tel que (Yn = ny) : U, = m.

* On dit qu'une suite (U,,),3,, est bornée s'il existe un réel positif C' tel que (Vn 2 ny) : |U,| < C.
(ie. la suite est majorée et minorée a la fois)

Remarques 40 :

* Tonte suite positive est minorée par 0.
+ Toute suite négative est majorée par ().

~ | La suite monotone | .

On dit gqu'une suite est monotone s'elle est croissante ou décroissante,

* (Un)nzng o8t croissante <« (Vn2ng): Uy 2U, & Mn2ng): Uy -U, 20

* (U )nang 08t strictement croissante 4 (Vo2 ng): Uy > U, & (Yn2ng): Uy = U, >0,

* (Un)nzn, €8t déeroissante ¢ (Vn2ng): Uy €U, & (Wn2ng): U,y -U, <0,

* (Up)nan, ost strictement déeroissante <« (V2 ng) iU < U, & (Vn 2 ng) : Upsr = U, < 0.
* (Un)uzn, ost constante < (Vn 2 ng) : Uy = U,,.

Remarques 43 :

» Une suite croissante est minorée par son premier terme.(ie. (VYn 2 ng) : U, 2 U,,,)
» Une suite déeroissante est majorée par son premier terme.(ie. (Vo 2 ng) : U, € U,,,)

P
a i Lasuite arithmétique - Ia suite géométrique )

une suite arithmétique une suite géométrique
définition (Vn2ng): Uy =U,+r (Vn 2 ng) : Upyy = qU,
terme général (Vr2ng): Uy =U,+ (n—p)r (Vn 2 ng) : Uy = Upxg"™"
la somme S, =U,+...+U, | S,= ("_2——&!) (Up+Uy) | Su= (1__1,1_0.-_7-1) xU, :(qg#1)

Exemple 44 ¢

*l+243 4. +n= —-= * P+ 4+224 .. +2n =9ntl ]

)
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e | Limite d'une suite )
* On dit qu'une suite (U, ),sn, est convergente s'elle admet une limite finie I qd n — 400 et on écrit
hm Un=1

n—++4

* On dit qu'une suite (U, )2, est divergente s'elle n'est pas convergente.

Soit re Q*, ona:

. ; 400 sir>0
lim n" = )
n=4+00 0 sir<y(

Criteres de convergence :

» Toute suite croissante et majorée est convergente.,
» Toute suite décroissante et minorée est convergente.

{(\/n 2ng): U, =1 €V,
*

lim V, =0 == (U, )yzn, €8t convergente et "!i.lllx Up=1

ne-s

(Vn 2 nyg) : U, €V, :
p lim V, = Iim W, =1 m=t (Unduwo o6t convergerie of lim. Un =i
B 400

nesp

{(V" "o) ' Uu < Vn li U t (U ) t di t
* /. st e — u~|,'|I n==-00¢€ n)nzng €SU divErgente
"hmrx\.. = -0

lim W, =+~ - ..ll'+"x Uy = 400 et (Up)nzn, est divergente

s

{(Vn =zng): W, U,
*

Ordre et convergence :

(FkeN)(Vn2k): U, 20 (Vn2ng): U, €V, '
{nho“l l'," =1 =i > . nl‘l.lll lju ={ect ,l-l.!ol-lx. ‘/u - " - s ¢

Suites de type f(Uy,) = Upy :

' [ est continue sur un intervale fermé 1
nci
U €1
(U ) nzng €8t convergente
hm U, =1

\ 1=

== [ est une solution de l'équation f(x) = x sur [

Les suites adjascentes :
On dit (U,,)nzp et (Vii)nz, sont deux suites adjacentes si

* (U )nzp est croissante et (V},),3, est décroissante. * ,.HQI&(U,. -V, =0

Q/ w)nzp €t (Vi)uzq sont deux suites adjacentes == elles sont convergentes et ont la méme limite.

2

Wattsapp : 06 06 39 22 82 15

16 avril 2020



N

2

Prof. karza zouhair 2 bac sm biof zhr.math@gmail.com

N

Le logarithme népérien est la primitive de la fonction x +» — sur I'intervalle |0, 400 et qui s"annule en 1.
b M

r

On la note In,

* Le domaine de définition de In est |0, +00|.

*In(1) =0.

# In est une fonction dérivable sur |0, 400 et on a : (Vz €]0, +00[) : W'(z) = £

# In est strictement croissante sur (), +00|. '

* Pour tous a et b de 0. 400/ : a < b <= In(a) < In(b) In(a) = In(b) <> a = b.

xn(z) =0 =1 In(x) >0 x> 1 In(x) <0 0<x <1,

Une proprieté fondamentale :
Pour tous a et b de 10, 400] : In(ab) = In(a) + In(b).

Pour tous a et b de |0. +o00| et r de Qon a:

. ln((l') = —In(a) * ln(%) = In(a) — In(h)
« In(ya) = 3 In(a) « 1n(a") mir nla)
A : . In(x)
* lim  In(x) = +00 * lim In(r) = - * lim =]
Th 00 20+ e -
* lim t(l ha) = ] * lim M = () * lim x.In(z) =0
xsl) r Lodp o0 xr st
» lim h—l(I—) =( * lim 2" In(x) =0 (Vn € N%)
x—+00 " 0+
L'équation In(x) = 1 admet une unique solution noté ¢ telle que ¢ = 2, 718...,
Twvet (Cy):
x 0 +00 bt o Gl
1 ‘ B
- + ¢
£ : ;
+00 LE® ;
In /
- = J
Wattsapp : 06 06 39 22 82 16 16 avril 2020



12

Prof. karza zouhair 2 bac sm biof zhr.math@gmail.com

( | Lafonction exponentielle népérieune. )

La réciproque de la fonction In s’appelle La fonction exponentielle népérienne notée exp : R —]0, +o00|.
Autre expression de exp :

Soient r € Q et a €]0. +ox[, On a : exp(r) =a ¢ r=In(a) « In(¢’) =In(a) & a=¢".
Done exp(r) = ¢" pour tout r de @. On prolonge cette expression 4 B et on aura :

(Vr € R) : exp(z) = (.-‘I
Propriétés 62:

+ La fonction exp est continue et strictement croissante sur [R.

wel=¢ ¥ =1 e >0, (VreR).
*x (Ve eR): In(e*) ==z (Vz €]0, 400[) : eM®) = &
et =y x = ln(y)
reR y €]0, 40|
* Soient v,y e Ret r € Q@ ona:
==y >l a>y
n i 1 e* = 3
e*xe¥ = ¢tV e~F m — — - 5y ' = ((,:)v
e® ev

* Soient x € R et a €0, +00[, on a :

¢ > a4 x> In(a) ¢ <asr<infa)
e er
lim ¢ =400 lim — = +o¢ lim — = +o0, (Vn € N)
T 0 P R rerdoo pn
P
lim ¢ =0 lim xe* =0 lim x"¢* =0, (VYn € N) lim = ]
Toh = 00 2=4=00 il L I

» La fonction x v ¢” est dérivable sur R et (¢*) = ¢*, (Y € R).

* Si u est une fonction dérivable sur un intervalle 7, alors la fonction x — ¢“*) est dérivable sur 7 et on
a:(e")(x) = u'(x)e"™, (Vr € l).

Tw et (Coxp) ¢

x —00 +00
e’ + R O

+00
¥ /

\ 0
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- La dérivée logarithmique d'une fonction )

I\

Soit « une fonection dérivable et ne s'annule jamais sur un intervalle /.

u'(x)

La fonction @+ ) s'appelle La dérivée logarithmique de u sur 1.
u(x

Si u est une fonetion dérivable sur un intervalle 7 telle qu'elle ne s'annule jamais sur [, alors la fonction
fixw n(|u(x)]) est dérivable sur [ et sa dérivée est La dérivée logarithmique de u.

cad (Veel) : fllz)= :’((:?))

Soit u une fonetion dérivable et ne s’annule jamais sur un intervalle 7.

!

: e ’ u'(x . .
Les fonctions primitives de la fonction x v —“—(—;5)- sur [ sont les fonctions x v+ In(|u(x)|) + C avee C € R

7

73

\

Soit @ un réel strictement positif et différent de 1.
. In(:
Le logarithme & base a est la fonction noté log, et définie sur [0, 400 par : log, () = l:t:; £
Si a = 10 on note log,, = log.
log,(a) =1 log,(¢) = i%a) log,(1) =0 log, = In
Soient z,y €0, +o0[ et a € R} \ {1}. On a :
|
log,(xy) = log,(x) +log,(y) : log, (;) = = log,(v)
log, (:—1) = log, () —log,(y) ; log,(z") = rlog,(z), (Vr € Q)
Pour tout a € R} \ {1}, la fonction log, est dérivable sur |0, 00| et on a :
1
7 . ! R — »
(Vx €0, +00|) : log,(x) 7Tn(a)
D<a<l a>1
x 0 +00 &x 0 +o0
l‘)g:l a2 Iog:, +
+00 +0o0
\ log, T -0 lngl -0 el j
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5

| R e A VRATERNl )
Diiniton 65

Soit @ un réel strictement positif et différent de 1.
L'exponentielle & base a est la fonction exp, : z++ "™ = o et on a:

(V.’l? € ]R) . cxp“(x) = etnla) — o7

Soient r.y e Reta€ R, \ {1}. Ona:

1 a*
* a*xa' = a**v = — —=a""Y a*¥ = (a*)¥

=S T=y
a* avy

» La fonction x +» a” est dérivable sur Ret ona : (Vx € R) : (a”) = In(a)a”.
at<ad'er>y O<a<l

*

a"<a"Sar<y ,a>1

*
D<a<l a>1
T -0 +20 x -0 +00
In(a)a* - In(a)a” +
B eI 0 ¢ o— b
1
a= 3 a=2

v

Wattsapp : 06 06 39 22 82 19 16 avril 2020
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4 | Lensemble des nombres complexes R

L’équation 22 = —1 n’admet pas de solutions dans R. On imagine qu'il existe un nombre imaginaire noté
i, solution de cette équation.

On va construire un ensemble noté € plus grand que B qu'est engendré par le couple (1.4) (cad. tout
élement de C est combinaison linéaire de 1 et 7 a coefficients dans R).

L'ensemble € est définie par : C={z=a+ib/(a,b) € R? et i* = —1}.
* a + th sappelle I'éeriture algébrique (unique pour tout élement de C) de 2.

* a s'appelle la partie réelle de = sera notée Rel =),

* b s’appelle la partie imaginaire de 2 sera notée Jm(z).

* L'ensemble des nombres imaginaires pures sera noté 13,

M

Soient z.2' € C:
2= 2" = Re(z) = Re(2') ef Im(z) = Im(2')

sER«=Im(z)=0 2€ IR &> Re(2)=0

La représentation graphique d'un nombre complexe

Le plan (P)(appelé aprés le plan complexe) minue d'un repére orthonormé directe (0, @, 7).

» Tout point M(a.b) du plan (P) est une image d'un unique nombre complexe = = a + th, on éerit M(2).
De plus z s'appelle Paflixe de M et on éerit = = af f(M).

« Tout vecteur W (a, b) du plan (P) est une image d'un unique nombre complexe z = a + b, on éerit W(z2).
De plus 2 s'appelle 'aflixe de @ et on éerit 2 = af f().

A A
K M(z
) ke o2 '(‘ )
&
)
K
1
2 e
o
a bl

» Les nombres réels sont les affixes des points de I'axe des abscisses appelé axe réel,
» Les nombres imaginaires pures sont les affixes des points de I'axe des ordonnés appelé |'axe imaginaire,

Soient A(z4), B(zp). @ (23). ?(:—,r) eta€R. Ona:

aff(AB) =25 =24 ; aff(@+T)=aff(@)+aff(7) ; af f(o@) = a.af (W)

Soient A(z4), B(zp). C(z¢) et I(z;) telle que [ est le milieu de [AB]. On a :

* 2] = AT 38 * Si A, B et C sont distincts, alors : A, B et C' sont rectilignes < BB
2 Zc—2a )
Wattsapp : 06 06 39 22 82 20 16 avril 2020
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(" Proposition 814 )

Soient A(a). B(b), C(c) et D(d) des points du plan complexe C' # D on a :
«SiA£Bona: (¥, Aﬁ) = arg(b — a)[27].
+SiA# Bet A¥Cona: (AB,AC) = arg (;: “) (2.

a

*»SiA#BetC#Dona: (,43.(-'3) =arg (%) [27].
Remarques 82 :

* (Vz € R}) : arg(z) = 0[2x]. * (Vz € RY) : arg(z) = n[2x).
* (Vz €iR}) : arg(z) = g|21r * (V2 €dRY) : arg(z) = —-g-[27r:.
Tout nombre complexe non nul 2 = a+ib s'éerit sous la forme 2 = rlcos(a)+isin(a)] ol r = |2| = Va* + 1?,

a b
cos(a) = - et sin(a) = -,
g =

L'écriture = = rlcos(a) + isin(a)] s'appelle la forme trigonométrique du nombre complexe z et on note
:=ral

iio. tout nombre complexe non nul est bien déterminé par son module et son argument )

Soient 2 = [r,al et 2 =[r,a'| deC' et n € N. On a:
—z=[ra+n f=r,—aq] i @ =[ra+d] % = [—, —n]

r )
= [—-,n - u] : 2" = [r", nxa|
,'J

te | e

La formule de Moivre
Pour tout couple (n.a) € NxR on a : (cos(a) + isin{a))" = cos(na) + isin(na) .

Remarque 86 :

La formule de Moivre sert a caleuler cos(na) et sin(na) en fonction de cos(a) et sin(a). J

o
4 | La notation exponentielle d'un nombre complexe non nul. N
Diétnition 87|

* Pour tout o € R on note par ' le nombre complexe cos(a) + i sin(a) et on éerit cos(a) +isin(a) = .
» Pour tout nombre complexe non nul z, on appelle la notation exponentielle la notation re' ol 2 = [r. a]

et on éerit z = re'®,

Pourtons a.a' € Ret ne€ N, ona:
clﬂ

—_— R : : ' ’ Y
x €' = ™0 * (‘)m)n = " * %" = e,l(o-o-u ) * — = ‘,l(n ao')
e
) €0 4 e=ia . i _ p=io
Les formules d’Euler : cos(a) = —— et sin(a) =

\ 2 2i j
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<

Prof. karza zouhair 2 bac sm biof zhr.math@gmail.com

| Conjugué d'un nombre complexe - module d'un nombre complexe )

Soit z = a + tbh un nombre complexe tel que a. b € R. Le conjugné de z est le nombre complexe Z = a — ib.

I\

Soient 2.z’ e Cetne N*.ona:

n n n n
* 2+ 2 =%+ 2 et en général : Z 2 = Z k. * 2xz' = Fx2' et en général : H Zh= H 7
k=1 k=1
I 1 P z —

§ [ = | = = i N T N = =N
* Si 2" # 0, alors (2,)—?cl (’,)--::.7 * (z z
Soit 2 € C,ona:

:4Z=20e(z) ; 2-T=2Im(z) ; : T=0®z=0

=z
1 2€ER&zT=: ;, 2€iR&®T=-z2

Le plan complexe minue d'un repére orthonormé directe (O, @, 7).
Soit M(z) un point du plan complexe tel que 2 =a +ib et a,b € R.
Le module du nombre complexe = est la distance OM sera noté |z| et on a : OM = |z]| = Va? 4 b2

Soient z. 2’ e Cet n € N*, on a:
n

n
n )| = H |-

* |2x2’| = |2|x|2’| et en général ;

1 k) k)

1 TIE

* Si 2" # 0, alors =l i ot I% = I_-:T| * |2"] = |z|". * |24 2| < 2| + |2
* 2% = |z)? * 2| =|=-2|=|z| x|zl =0&2=0 w:=:':|z| ||

C;()ivlll A(z,) et B(zp) du plan complexe, on a : AB = |25 = 24|

i Largument et In forme trigonométrique d'un nombre complexe )

Soit M(z) dans le plan complexe, minue d'un repére orthonormé divecte (O, @, 7). tel que z # 0,
——

On appelle argument de = qu'on note arg(z) toute mesure de 'angle orientée (7.()1\7) en radian et on
éerit arg(2) = (W, ()4\7)[2#].

Remarque 79 :

0 est le senl nombre complexe qui n'a pas d’argument,

Soient 2,2’ e C* et ne N*. ona:

n
* arg(z ') = arg(z) + arg(z')[27] et en général : arg (H ::;) =Y arg(z).
k=1

k=1

urg ( ) = —arg(2')[27] * arg (;z;) = arg(z) — arg(2')[27] xarg(z")=n m'g(z)[‘ln'fj

Wattsapp : 06 06 39 22 82 21 16 avril 2020



Prof. karza zouhair 2 bac sm biof zhr.math@gmail.com

¢ Remarque 90 : \
On utilise les formules d'Euler dans la linéarisation de cos"(x) ou sin"(x) ou cos"(x)sin™(z). Cad les

RS

transformées en somme des termes de types acos(hz) + bsin(kz) en développant (%) ou
ir _ o=iz\"

=

cos*(x) = %('03(3::‘) + :;cos(;r) sin'(x) = %('05(417) - %ms(?m) + 3

e

o
L rcines mibmes dum nombre complexe now il | R

Soient u un nombre complexe non nul et n € N tel que n = 2.
On dit que le nombre complexe = est une racine n-icme (on racine d'ordre n) du nombre complexe u si

2" = wu.

Tout nombre complexe non nul z = re' tel que r > 0, admet n racines n-i¢mes qui sont :

2 = ,.r',i(':5+d%-'-) g

ke {0.1,..,n~1}

n=1
. : ' 04 dhn
La somme des racines n-itmes d'un nombre complexe non nul est nulle, (E eHaraE) o ())
k=0

. ‘s T 042k
« Les racines n-itmes de I'unité sont : =/ (3*5%) | re {0,1,....,n =1}
» Tout nombre complexe non nul admet deux racines carrées opposcées.

) a2 l . ‘; -T
» Les racines cubiques de 'unité sont : 1, j = = 3 + Y et .
* Les racines 4-iemes de 'unité sont 1, =1, 7 et —i.

l+j+32=0 ; j=3* 1 P’=0P=1 ; ji=1

Toute équation az® 4 bz + ¢ = 0 tels que a € C* et b, ¢ € C admet :

. bl >
# une solution double 2 = —— si A = b* — dae = 0,
(i
x s —b+4 —-b—48 ; 2
* deux solutions différentes 2y = 3 et 2 = > si A # 0 avee d est une racine carrée de A,
a a

Si 2; et 25 sont les deux solutions de 'équation az? + bz + ¢ = 0 (a # 0) alors :

* az? + bz +c=a(z - 5)(z = 2) pour tout z de C.
[ &

*:|+:2=—r—'(.'t 21 =—

a’ j
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/

M'(2’) est I'image de M(z) par une transformation dans le plan.

N

Nature de la transformation Définition Description complexe
= — '
une translation du vecteur 7 (b) MM' =4 Z=z+b

une homothétie de centre Q(w) et de rapport k

M’ = k(M

Y=k(z-w)+w

une rotation de centre Q(w) et d’angle ¢

(M # Q)

{

QM = QM

(M, QM) = 0[2r]

|2 —w| = |z — w|

arg (Z ~ w) = 0|27]

<= w

ad=:-w)+w )

Wattsapp : 06 06 39 22 82

24

16 avril 2020



Prof. karza zouhair 2 bac sm biof zhr.math@gmail.com

ol | Lidquation o/ =ay+b. A

L'équation différentielle sans ou avec une condition initiale La solution générale
V=ay:a#0 y(z) =ce™ ;:ce R
!/ —
S ja#0 y(x) = yoe =)
y(xo) = yo
b
Y=ay+b:a#0 y(z‘)=ce"‘-—;‘.c€IR
(= b b b
yESTL Sagkio y(z) = (yo + -) e
\_ y(xo) = yo a a| )
4 [ Légquation y" +ay/ +by =0 )
L'équation diffé- | L'équation cas | Solutions de | La solution génarale de I'équation
rentielle caractéristique I'éq.car différentielle
A >0 | deux solutions | y(x) = Cie"™ 4 Che™*
' +ay +by=0|r*+ar+b=0 réelles  différentes | telle que ), € R
ryetorg
A =0 | une solution réelle | y(x) = (Che + Cy)e™
double r telle que ¢, € R
A <0 | denx solutions | y(x) = (C) cos(qx) +Cy sin(qr))e™ |
complexes conju- | telle que ¢y, C € R
guées ry = p+iq
\ et ry =p—iq )
Wattsapp : 06 06 39 22 82 25 16 avril 2020
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/

f(x)dx ",
Notation 100 :

Remarque 101 :

Si f est continue

Le nombre /b f(x)dx s'écrit aussi [F(x)]" et on a : /b f(z)dz = [F(zx))t = F(b) — F(a) .

| Lintégrale d'une fonction continue sur wn segment

Soient f une fonction continue sur un intervalle [a. b] et F' sa prmntw( sur [a,b|.

Le nombre F(b) = F(a) s'appelle intégrale de f de a a b noté / f(x)dr et se lit ' I'intégrale de a a b de

b
Dans I'éeriture / f(x)dx, on peut remplacer la variable x par ¢, s, ... donc :
o

/ﬂ" Jx)de = ["' F(t)dt = /: F(s)ds = ..

sur [a, b alors : [, f(x)de = - /: flz)de et _/: flx)de = 0.

%

e
o

W

' Relation de Chasles - Ia linéarité: de Vintégrale

Soient [ et g deux fonctions continues sur un intervalle / et ab et e de [ et k € R,

b o
» La relaion de Chasles : / f(x)de = / Sflx)dx + /h fla)de

» La linéarité de 'intégrale : /:b(}' + g)(x)dx = /:j(x)dar + [g(z)dx et /:(k])(x)dx = k/: f(x)dx .

J
)

e,

[

* Si f est positive

| Intégrale et ordre

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle / et aet b de I tels que a < b.

b
sur [a, b] alors : / fle)dr 20

b b
* Si g(x) € f(x) pour tout z de [a, b] alors : / glx)dr < / fla)de.

* ‘j: [f(z)dx

Qm(b —a) < /bf(;r)d;r < M(b—-a) avec m = léllilz‘ f(x) et M = lglmgl flx).

< /:If(r)lda-.

5

>
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- L valeus moyenne. k
GG 1 1

Soient f une fonction continue sur un intervalle [ et act b de I tels que a < b.

1 b
* Il existe an moins un ¢ de [a. b tel que : flo) = g / f(x)dzx.
o a
1 b . "
* Le nombre T / f(x)dx s'appelle la valeur moyenne de f sur 'intervalle [a, b] .
Remarque 106 :

1 b
fle) = -y / S(a)dx n'est que le T.AF appliqué a F (primitive de f) exprimé a l'aide d'une intégrale.
— i Ja

.
o | Techniques de clel gl L

— se fait par trouver une primitive de la fonction a intégrer sur U'intervalle 1 .
[Exemples 107 :

j' * il [ (keYdz = [kal® = 5k — k = 4k; Yk € R

[ ;-:jrla' = [ W(x)dr = (@) = ne) - In(1) = 1

Soient f et g deux fonctions dérivables et leurs dérivées sont continues sur un intervalle [a, b]. Alors on a :

! b % !
[ 1@ @y = (s@a@)s - [ £ @iz

'utilisation de cette relation s'appelle la technique d'intégration par partie.

Exemple 109 :
¢ o , 2 P " ) l s gy —
/l In(z)dz = /l () In(z)dz = [z n(z)]; /l ax=dz == (e~1) =1
Soit g une fonetion dérivable sur [a,b] telle que ¢’ une continue sur [a, b. Soit f une fonetion continue sur
g([a,b]). Alors :
b 4(b)
[ 1a@)g @da= [ p(o)a.
a qla)
Exemple 111

2 Jx t=vE Vit Vi o2 V2 1
2tdt = - At = ° ( - - )d.=...
Mo /ﬁ T 2/. 21 2/. vl o

.
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[ | Caleul des aires et volumes | )
L1 Caleul des aires.

- =

J

Le plan est rapporté i un repeére orthogonal (O, i,

).

L'unité de l'aire est wa = || 2 ||x|| 7 ||-

wa

Soit f une fonction continue sur [a.b] et (C'y) sa courbe. L'aire comprise entre (Cy) , (Ox) et les droites
d'équations x = a et x = b est :

(f,a,b) = (/b |f(.r)|d.t.') u.a.
Remarque 113 :
(1) Si f est positive sur [a. b, alors &/(f. a.b) = (/b f(.r)dr) wu.a.

b
(2) Si f est négative sur [a,bl, alors & (f,a,b) = - ( f(x)dx | uw.a.

l.‘ii Si i ('lmniv de signe sur [a, b, alors on utilise la relation de Chasles pour caleuler «(f. a,b).

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] et (Cy) et (Cy) leurs courbes, L'aire comprise entre (Cy) |
(C',) et les droites d'équations & = a et x = b est :

b
d(f. g,0.b)= (/., |f(x) - y(.l.')|d.r) u.a
[ 2 Calcul des volumes |
- =

N T =)
L'espace est muni d'un repére orthogonal (O, ¢, y. k).
b Tl =y o -
L'unité de volume est wv = || o ||[x|| 7 [[x|| & ]

Soient un solide compris entre deux plans paralelles d'équations z = a et 2 = b,

On note par S(f) I'aire d'ensemble des points M (2, y. 2) tels que = =t (la section du solide par dans le
plan d'équation 2 = t),

Si la fonction ¢+ S(t) est continue sur l'intervalle [a; b], alors le volume V du solide , en w.v. est donné
par :

b
Vi / S(t)dt.

SuitJ une fonction continue et positive sur [a;b), et (C'y) sa courbe représentative dans le repére
oy = : g 4 p Y :

(O, 1. 7).0n note D le domaine limité par (Cy). I'axe (Ox) et les droites d'équations @ = a et & = b.
Alors le volume V du solide de révolution engendré par la rotation de D autour de 'axe (Ox) est

Vom ( / Y f(t))'*d:) -
\_ a o
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f | [Callul de quelques limites des suites & Laide d'une intégrale N

Théoréme 117 :

Soit f une fonction continue sur [a,b. On pose pour tout n € N* :

P _""f_:j( ) et S,.—- “Zf(a+zb

=0 i=1

')

Si f est strictement monotone sur [a;b] ou f est dérivable et f' est bornée [a; b], alors les suites (s,,) et

(S,.) ('om'(-lgont et admettent / Sf(x)dx comme limite commune.

: +L.Ona:

Soit (u,),-o la suite définie par : u,, = %1 “ g T mthge

lim_u, = lim_ Z 7(0+=2) = [ e = w2),

i=1
-j<l»—»L ‘est strictement décroissante sur [0: 1]
@(. ¢ %1 qu'est strictement décroissante sur [0: 1]. J
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Soient a.b € Z.
On dit que b divise a et on éerit bla s'il existe k de Z tel que a = kb.

i bla & FKkeZ : a=kbd
Remarques 120 :

1. Si b divise a alors on dit que b est un diviseur de @ ou a est un multiple de b.
2. L'ensemble des multiples de b est 'ensemble b.Z = {kb/k € Z}.
3. Ona bla = |b| € |a| .V(a.b) € Z'%XZ.

1. On a ala, Ya € Z. On dit que la relation "divise' est réflexive.
2. Si bla et ale alors ble pour tout (a,b.¢) € Z*, On dit que la relation "divise' est transitive,
3. Si bla et alb alors |a| = |b] pour tout (a.b) € Z*.

Théoreme 122 ;

a=bq+r

0<r<|b

Soient a € Z et b e Z*. Alors 3!(q, r) € ZxN tels que {

a Congruence modulo . )
Soient a,b € Z et n € N, On dit que a congrue b modulo n et on éerit a = bn’ si n divise a = b, C-i-d :

a=bn @ njla=-b) & (Ik€Z) : a-b=kn

(de la relation "Congruence modulo n')
1. Réflexive a = aln, Ya € Z.
2. Symétrique a = b[n] = b= aln). Va.b € Z.
3. Transitive a = b[n| et b= c[n] = a = ¢n]. Ya,b.c € Z.

On dit que la relation 'Congruence modulo n' est une relation d'équivalence.

Soient a,b € Z et n € N,
a = b[n| est équivalente a dire que a et b ont le méme reste de la division euclidienne sur n.

L'ensemble Z/nZ :
ZMmZ={0.1T,...(n—1)}avecF={a € Z/a=r[n]}. Vr € {0.1,...,n - 1}.
Qna: Z=0ulu..u(n-1).
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¢ Homogenité de la relation 'Congruence modulo n* avee la somme et le produit : \

Soient a.b,c.d € Z et n € N.

Sia= bln ot ¢ = dinj alors a + ¢ = b+ d[n] et ac = bd|n.

Lr+rf=F+1 et rxr’ =7,
\2 a = bln = a” = V[n], Y(a.b.n.p) € Z*xNxN". )

i Le plus grand commun diviseur, 9

I\

Soient a,b € Z°,

Le plus grand commun diviseur (pged) de a et b est le plus grand diviseur commun strictement positif de
a et bhnoté aAb.

o€ D,ND,

d=aAbé+=
(Vee D,NDy):x<d

on D, est 'ensemble des diviseurs de a,

Soient a.b,c € Z*. On a :

aANb=bAa (aAb)Ac=aA(bAc) ala=|a
Soient a.b € N* tels que b ne divise pas a et a = r[b]. Ona: aNb=bAr.

Corollaire 131 :

Soient a, b € N*.
a A b est le dernier reste non nul dans la division successive de a sur b,

Théoréme 132 :

1. Soient a. b€ Z* et 6 =aAb. 1l existe (u,v) de Z tels que & = ua + vbh.
2. Soient a,beZ et d=anb Ona: D,N Dy, = Djs.

Corollaire 133 :

Soient a.b,c € Z'. Si a Ab =4 alors ac A be = |c|d.

Remarque 134 :

On peut définir le pged de plusieurs nombres entiers en nuls de mcuw fagon.

Sid=a; AayA ... Aa, alors il existe (uy.....u,) € Z" tel que d = Z g /

N =
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- |1 [Les nombres promiers entre eux )
D 135

Soient a.b € Z*. On dit que a et b sont premiers entre eux si a A b= 1.
Théoréme 136 :
(de Bezout)

aAb=1 & (B(uv)eZ? : au+bv=1
Corollaire 137 :
ahNb=0§ & %‘/\%=l

Théoreme 138 :
Soient a,b,c € Z* et n € N*,

ale 5
|ab ab = acln
da = c|b (Thm de Gauss ) : ble = able - acin) = b= c[n
aAec=1 aAn=1
ahb=1
SiaAb=1alors (Ve €Z), (3(u,v) € Z*) : 2 = au+ bv.
Soient a,b,c € Z* et n,m € N*.
a A G- l " n m
Salbe=1 : aNb=1&aNl" =1 - aAb=1&ad"AV" =1
aAb=1
On dit que ay, ay, ..., a, de Z° sont premiers entre eux si ay Aaz A ... Aa, = 1,
Remarque 142 :
les ay, ag, ..., a, de Z° sont premiers entre eux n'implique pas qu'ils sont 2 & 2 premiers entre eux.

Théoréme 143 :

ay. @y, ...,a, de Z* sont premiers entre eux < ((uy, uy. . uy,) € Z") : ayuy + ...+ agu, =1,
Théoréme 144 :

Soient a,b € Z tels que d = a A b.
L'équation ax + by = ¢ admet des solutions ssi d|c.

. p
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~ Le plus petit commun multiple )

Soient a,b € Z*. Le plus petit commun multiple (ppem) de a et b est le petit multiple commun positif
strictement de a et b noté a Vv b.

I\

1. Soient a.b.c € Z*. On a :
aVb=bVa : (aVb)le| =acV be : aVa=lal : bla & aVvb=|a

2. Soient a.b € Z' et aV b= m. Tout multiple commun de a et b est un multiple de m.
Théoréme 147 :

Soient a,b € Z*, avb=met aAb=4. Ona md = |ab|.

Soiemt a. b€ Z*. Ona:aAb=1« aVh=|ab|

Soient ay. ay. ....a, € Z".
Le petit multiple commun strictement positif de ay, ay. ..., a, sappelle le ppem de ay, a4, ..., a,,.

J
' Les nombres premiers. A

I\/

Soient a.d € Z°.
1. On dit que d est un diviseur effectif de a si dla et d ¢{~1,1, —~a,a}.

2. On dit que @ est un nombre premier si a n'a pas des diviseurs effectifs et |a] # 1.

1. Si p et ¢ sont deux nombres premiers tels que |p| # |q| alors ils sont premiers entre enx. (<)
2. Si p est premier alors on a @ pfa = a et p sont premiers entre enx.
3. Si @ non premier de Z* \ {1, 1} alors le petit divisenr effectif positif de a est un nombre premier.
4. L'ensemble des nombres premiers est infini.
Théoréme 152 :

Soit n € N*\ {1}.

Si n est non premier alors il existe un nombre premier p tel que pln et p* < n.

Pour vérifier qu'un entier n = 2 est premier ou non, on détermine tous les nombres premiers p tels que
p"‘ < n.

1. Si I'un de ces nombres divise n alors n est non premier.

K’Z. Sinon, n est premier. /
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(Proposition 154 )

Soient p un nombre premier et ay. as, ..., a, € Z. Alors :
2

plajas...a, = (3i € {1.2,....n})/ pla

Soient p. pi. p2. ... pa des nombres premiers positifs. Alors :

Plppapn = (Zi€{1.2,..n})/ p=pi

Théoréme 156 :

(Décomposition en facteurs premiers)
Chaque nombre n € Z'\ {~1.1} s'éerit d'une fagon unique de la forme n = e.p{'ps?. pi telle que

21 P2y Py des nombres premiers différents 2 4 2 et ay, ay, ..., o, des nombres entiers naturels non nuls et
€=],
Cette éeriture s'appelle la Décomposition de n en factenrs premiers.

Corollaire 157 :

Soit n € Z*\ {=1.1} tel que n = e.p" p3?...p0"" sa décomposition en facteurs premiers.
d=pl'py o)
1. dln & (Vi€ {1,2,..r}), (35, e N)/ €0 <3, € oy

def{-11}
m o= phpyt.p
2. nlme (Vie {1,2,...r}). 3N eN)/ 0<a; €\
¢ e{-11}
Corollaire 158 :
Soient = e.p" pa™ .. ptr et m = f'.q',’"qg"",.,q:" o

Posons P = {py,pa, ....pe}, Q@ = {1, 2. g} et A= PNQ. Alors :
l. aAb= H finfae, i)

€A
2. avbh= H propland)y n Pl H q™
€A pEMA geEQ\A j

(-  Les systimes de mumération )
dniion 150 |

une base d'un systéme de numération est le cardinal de I'ensemble des nombres utilisés pour représenter
les nombres entiers naturels,

Exemples 160 :

1. La base du systéme de numération décimale est 10 et Pensemble des nombres utilisés est
{0,1,2,....9}.

\2. La base du systéme de numération binaire est 2 et 'ensemble des nombres utilisés est {0, 1}. )
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(Proposition 1611 )

Soit @ € N tel que a > 1.

n= a"qk + e
(Vn € N)(3k,r.qe €N) : {01 <ad*

0<sqp<a
Soit a € N tel que a > 1.
=k ;
3 n=) ra
(Vn € N)(3k € N)(3(ry, ....7) € N¥) : ;

0€<ri<a, (Vi€ {l,2,..k})

et on éerit 1 n = i'k?(k_,,...rzrl("’.
De plus si n > 0 alors v > 0.

Méthode pratique

[E h | a
[E] 42

Si IR, - alors n = W= T2 @

| a

(]| 0

Soient n == FEF=y)- 727 ™ et m == FF=1)-8281 ", Alors ;
1. k<l=n<m.
Tk = Sk

Fk=1 = Sk=1
2. si | = k on compare les nombres i partir du gauche. Si { ... alors n < m.

Tigl = Sigl
\ ri < s J
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( | [Vocabulaire )

Une expérience aléatoire est une expérience ot on ne peut pas prévoir avec certitude ces résultats avant
de l'effectuer comme le lancer d'une piéce de monnaie, le lancer d'un dé ... leurs résultats dépendent du
hasard.

Vocabulaires :
1. Chaque résultat d'une expérience aléatoire s’appelle une éventualité,

2. L'ensemble de toutes les éventualités s'appelle univers et souvant noté Q.

-
[ )

. Toute partie de Q s'appelle un événement.

—

. Les événements formés d'un senl élément sont appelés événements élémentaires.
. Etant donné un univers 2, I'événement 2 est I'événement certain.

o

. L'ensemble vide est I'événement impossible.

5 &

. Etant donné un univers €, soient A et B deux événements,
(a) L'événement formé des éventualités qui sont dans A et dans B est noté AN B.
(b) L'événement formé des éventnalités qui sont dans A ou dans 13 est noté AU B.

(¢) L'ensemble des éventualités qui ne sont pas dans A constitue un événement appelé événement
contraire de A, noté A,

\ (d) A et B sont incompatibles si et seulement si AN B = @. j

(  Espaces probalisés finis )
Dt 165

Soit 2 = {a,,ay,...,a,} un ensemble non vide et fini.

1. Si on associe & chaque élément a; de € un nombre p; € [0, 1] pour tout i € {1,2,...,n} et tel que

=n
Z pi = 1, alors on dit qu'on a définie une probabilité p sur §2.
=l
2. On dit que la probabilité de I'événement ¢lémentaire {a;} est le nombre p; pour tout i € {1.2,....n}
et on note p({a;}) = pi on pla;) = pi.

3. Le couple (€2, p) s'appelle un espace probabilisé fini.

Soient (€2, p) un espace probabilisé fini et A un événement.
La probabilité¢ de A est la somme des probabilités des événements élémentaires contenus dans A notée

p(A).
Remarques :
1. Toute probabilité sur € est une application de @(Q) dans [0, 1].
2. p(@)=0et p(Q) =1.
Soient (€2, p) un espace probabilisé fini et A et B deux événements.
1. p(A) =1—p(A).
2. p(AU B) = p(A) + p(B) - p(AnN B).
\3. Si A et B sont incompatibles alors p(AU B) = p(A) + p(B). /
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\

On dit qu’il y a équiprobabilité quand tous les événements élémentaires ont la méme probabilité.
Remarque 169 :

Dans les exercices, |'équiprobabilité peut étre déclarée explicitement comme elle peut étre déduite des
conditions de l'expérience telles que : « dé équilibré ou parfait », « boule tirée de 'irne au hasard »,
« boules indiscernables »...

Soient (€2, p) un espace probabilisé fini on il y a équiprobabilité et A un événement, Alors on :

card(A)  le nombre de cas favorables
card(€?)  le nombre de cas possibles

p(A)

Soient (€2, p) un espace probabilisé fini et A et B deux événements tels que p(A) # 0.
p(ANB)
p(A)

La probabilité de réalisation de B sachant que A est déji réalisé est : pa(B) = p(B|A) =

(1) Soient (€2, p) un espace probabilisé fini et A et B deux événements de probabilités non nulles. On a :
AN B) = p(A)pa(B) = p(B)ps(A),

c'est la formule des probabilités composées.

(2) Si 2 est la réunion de deux événements non nuls et non homogenes A, et Ay, alors pour tout événement
Bona:

p(B) = p(B N Ay) + p(B N Az) = p(A1)pa, (B) + p(Az)pa,(B).

patmy B — p(AXp(B)

A Rogles de construction :

1. La  somme des probabilités  des
branches issues d'un méme noend est

1.

2. La probabilité de I'événement corres-
B — p(A)xp(B) pondant & un trajet est le produit des
probabilités des différentes branches

composant ce trajet.

plA

PaABYNG — p(A)xp(B)

p(A) )

=)

ri(B)

f

B— p(A)pp(B) )
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\

Soient A et B deux événements d'une méme expérience aléatoire.
On dit que A et B sont indépendants si : p(AN B) = p(A)xp'B).

Soient A et B deux événements d'une méme expérience aléatoire tels que p(A) # 0.
A et B sont indépendants si et seulement si pa(B) = p(B).

Remarques 175 :
(1) Si A et B sont deux événements tels que p(A) # 0 et p(B) # 0, alors :
pe(A) = p(B) & pa(B) = p(B).

(2) A et B sont indépendants veut dire que la réalisation de chacun d'eux n'est pas influencée par la

Q’-nlisutiun de I'autre. /
4 + Indépendance de deux épreuves. E

Exemples 176 :

Denx urnes uy et uy contiennent des boules de certains couleurs,

(1) Si on tire une boule de chague urne, alors cette expérience contient deux épreuves indépendants, Si
A= Ay et Ay est un événement de cette éxpérience avee Ay et A, sont denx événements des deux
épreuves relatives aux urnes respectivement, alors :

P(A) = p(A;)xp(Ay).

Par exemple si - A =" obtenir une boule noir de uy et obtenir une boule jaune de uy *
Alors A, =" obtenir une boule noir de u; *
ot A, =" obtenir une boule jaune de uy "

(2) On considére une expérience on on tire une boule de 'nrne u; une boule, Si le résultat est une boule
blanche, alors on tire deux boules de 'urne u, et sinon on tire trois boules. Les deux épreuves dans
cette expérience sont dépendants.

Epreuves réptées |

On considére dans une expérience une épreuve on on s'interesse senlement a la réalisation ou pas d'un

événement A avee p = p(A).

On répéte cette éprenve indépendamment n fois dans les mémes conditions. Alors la probabilité que

I'événement A soit réalisé k fois exactement, avec k € {0;1;2; ...;n} est :

\_ (1= p)=- E.
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(" + Variables aléatoires - Lof de probabilité d'une variable aléatoire. )
Dt 175 |

Soit € I'univers d'une expérience aléatoire.
(1) Une application X : Q — R s’appelle une variable aléatoire .

(2) Si X(Q) = {x):x9;...;x,}, alors déterminer la la loi de probabilité de la variable aléatoire X veut

dire calculer. pour tout ¢ € {1:2:...:n}. la probabilité de la réunion de tous les événements d'images
a; par X. Cette réunion sera notée (X = x;).
On résume cette loi dans la tableau :

€y Iy |22 | .n | Ty
pX=z)[m|p2]|- | Pa
(3) Sizy <@y <... <xy. alors:
0 , Sia<x

pX<a)=m+pt..+p ,sixi<a<r,

k 1 ,sia >, /

(- ~ Esptrence mathématique - variance - écart type d'une varinble aléntoire. )
[Dédmitions 179 |

Soient © 'univers d'une expérience aléatoire et X une variable aléatoire définie sur €.
On pose X(£2) = {wy;x2i..020} et pp= p(X = ;) pour tout i € {1;2;...in}.

(1) L'espérense mathématique de la variable aléatoire X est le nombre réel noté E(X) définie par :
=n

E(X)= Z.r.p, =)+ Taps + o A EPa

(2) La variance de la variable aléatoire X est le nombre réel positif noté V(.X') définie par :

V(X) =3 (2 = B(X))*pi = (a1 = E(X))’pr + (22 = B(X)’p2 + ... + (20 = E(X))’pn.

1=
(3) L'écart type de la variable aléatoire X est le nombre réel positif noté o(X) définie par :
a(X) = yV(X).

Qu V(X) = E(X?) - (E(X))? avec E(X?) = ZJ'?]}. = Iip) + Tap2 + ... + T2p0.

i
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A Laloi binomiale. )
On considére une expérience aléatoire composée de n épreuves répétées et indépendantes deux a deux.
Soit A un événement de probabilté p de cette éprenve.

On appelle une variable aléatoire binomiale X de parametres p et n la variable aléatoire qu'est égale au
nombre de fois la réalisation de A.

Sous les mémes hypotheéses de la définition, on a :

(1) X(Q) ={0:1:2:...:n}.

(2) Pour tout k € {0;1:...:n}, on a p(X = k) = CEp*(1 — p)"~*.
(3) E(X) = np.

(4) V(X) =np(1 - p).

e W

Wattsapp : 06 06 39 22 82 40 16 avril 2020



Prof. karza zouhair 2 bac sm biof zhr.math@gmail.com

Soit E' un ensemble.

"~ [ Lol de composition nterne (LCT) )
Déinion 183

On appelle LCI toute application f de ExE dans E.
[(x.y) s'appelle le composé de x et y dans cet ordre pour tout x, y de E.

Notation 184 :

On note f(x,y) souvent par & +y , axy . 2Ty . x Lyonx*y .. etsi £ est muni d'une LCI # on note
(F, *).

1. La somme et le produit usuels sont des LCI dans chaque ensemble des ensembles N, Z, Q, R et C.
On note (E. +) et (E.x) pour E € {N.Z,Q.R,C}.

2. Soit I un intervalle de R et (:F(l .R) I'ensemble des fonetions définies sur [ et & valeurs réelles,

La somme et le produit dans q(l JR) sont des LCI telles que Pour tous o de [ et f et g de Cf(l ,R),
on a

(f +9)(x) = f(x) + g(x) et (fxg)(x) = f(x)xg(x)

On note (F(1.R). +) et (F(1,R),%).
o est une LCI dans g‘(R. R).

3. On note par @ rensemble des polyndmes, alors on a (g’. +) . (G’, x) et (@.o).
Soit n de N, notons g),, ={Pe G’/dvy(l’) <n}. Ona (@,.. +) mais x et o ne sont pas des LCL
4. Soit n € N*\ {1}. On a (Z/nZ, +) et (Z/nZ,x) telles que :

T4J=1+y et Ixj=Txy

Les matrices carrées

o

Soit n € N*, on appelle matrice carrée réelle d'ordre n tout tableau de dimensions nxn sous la forme :

ay yy o o 0 Ay,
azy QG . . . Qz,

raij € R,Vi, j € {1,2,...,n}.
Rl x5 o = 'Can

En particulier :

d0,(r) = (( 2 z ) :(a.b.c,d) € R')

a b ¢
duR)={| d e f |:(a,b.c.d.e f g .h,i)eR")
\ g h i j
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();«l(-ﬁuit g

\¢_ et x sont des LCI dans J04(R) et dDy(R).

(0 =o'
h=1
3 o=¢
a=a
b 'y Fail) a b ¢ a ¥V d=d
( 2 ) = ( a’ v ) & et d e fl=|d ¢ [ |{e=¢
e d ¢ d( c=c : ' oo
q h i q W i f=/f
d=d '
9=49
ho=MN
(=1
a b ¥ a U\ _f[avd bV
¢ d d A ) \e+d dud

a b e a v o ata b4l e

o d e [fl4|d ¢ [ffl=]|d+d ec+¢ [+[

g h i g n g4 h4 ' Pt

a b " a W\ ad b al W
e d dd )\ ed vdd o 4 dd
a b e a v ad' 4 bd' g’ ald 4 be' 4 el ad - bf' el
ot d e [ x|l d ¢ [ |=]|dd4ed+[fq A 4e' + [0 de' 4ef + [i (nr)
g h o g N g + hd' + 19" gb' 4 b il g hf il

P

I\

Soient (£, +) et H wne partie de £,

Soit H une partie stable de (E. ).
L'n

~ Partie stable pour une LCI - Loj induite

On dit que M est une partie stable pour » si pour tous 2 et yde Honn:xsy e H.

pplication g - HxH — H, (&, y) v ovy est une LCHdans H s"appelle la lof induite de « qui définie sur £,

\

L&

Soit (E. #).
Associntivité :
Commutativité :

¢ [Propriétés d'une LCI

:on dit que » est associative ssi (rey)ez=re(yez), Yo,y z € E.
con dit que « est commutative ssi ray=yox, Yr.y e L.
L'élément neutre @ on dit que » poosside un élément nentre € ssi re e = e «r = x, Vo € E. (unicité)
Le symétrigue d'un élément : on suppose que * possede un éément neatre e dans E. On dit que x de E
a un symétrique dans (£, ) ssi il existe o’ de E tel que r # 2" = 2"« ¢ = ¢.(unicité si » est associative )

Un élt. simplifiable : on dit que a est régulier dans (£, «) ssi Y(x, y) € E*: {

Un élt. absorbant - on dit que @ est absorbant dans (E. «) ssiVr € E:xva=cectaszr =¢.

\

ITrsa=ysrsa=r=yY

asr=asy=>r=y

W
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( 1| Morphisime )
[Définitions 19 |

Soient (E, *) et (F.®).
(1) Toute application f : E — F telle que : f(x % y) = f(x) ® f(y) pour tout (x,y) de E? s'appelle un
morphisme de (E. *) dans (F,®) (aussi appelé homomorphisme).
(2) Side plus f est bijective alors f s’appelle un isomorphisme de (E. %) dans (F. ®).
(3) Tout morphisme de (E, #) dans (E, #) s'appelle un endomorphisme,
(4) Tout endomorphisme bijectif s'appelle un antomorphisme,
Propriétés 191:
Soit f un morphisme de (E. %) dans (F, ®).
1. f(E) est une partie stable de (F, ®).
2. Si # est associative dans E alors ® est associative dans f(F).
3. Si # est commutative dans [ alors ® est commutative dans f(F).
4. Si e est 'élément neatre de (£, #) alors f(e) est I'élément neutre de (f(E£), ®).

5. Si * admet un élément nentre dans £ et 2’ est le symétrigue de o dans (£, %) alors f(r) est symé-
trisable dans (f(E). ®) et son symétrique est f(a').

Remarques 192 :

Soit f un morphisme de (£, %) dans (F, ®).

1. f transmit les propriétés de » dans £ & ® dans f(FE).
\2. Si f est surjectif alors f(F) = F. Done f transmit les propriétés de » dans £ & ® dans F. j
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/ | ILegroupe. kR

Soit G un ensemble non vide.

Soit (G. ) . On dit que (G. #) est un groupe si :
1. La loi # est associative,
2. La loi * admet un élément neutre dans G.
3. Tout élément de G a un symétrique dans (G, *).

Si de plus * est commutative, on dit que (G, #) est un groupe commutatif (ou abélien),
Si ¢ contient un nombre fini d'éléments on dit que (G, *) est un groupe fini.

Soit (G, *) un groupe et ¢ son ¢lément neutre.
1. Chaque élément de G a un unique symétrique =’ dans (G *).
2, Pourtous ret yde Gona: (xxy) =y =2
3. Tout élément de G est simplifiable.
4. Soient a.b € G. L'équation a2 = b admet une unique solution dans G, Cette solution est x = a’ « b,

Soit (7, *) un groupe et ¢ son ¢lément neutre,
Pour tout (a.b) € G?, I'équation a * x = b admet une unique solution dans G qu'est x = a’ % b,

Soient (7, %) un groupe et /1 une partie non vide de G.
On dit que (H, #) est un sous-groupe de (G #) si (H, #) est un groupe.

L. H#gGet HC G
(H,*) est un sous-groupe de (G, %) <« (2. H est stable par *
3. H est stable par passage au symétrique
L. H#@et HCG
@ (2. xxyeH Vry el
3.2 'eH Yre H
. H#¥@et HCG
L=
{2. xzxy € H. Y(x,y) € H?

SRRSO s Ty L AN B,

Soient (G, *) et (K, ®) deux groupes et f est un morphisme de (G, *) dans (K. ®).
1. Si e est I'élément neutre de (G, #) alors f(e) = ¢' est I'élément neutre de (K, ®).
2. (f(G).#®) est groupe.

\ 3. Side plus (G, *) est un groupe abélien alors (f(G), ®) est groupe abélien. j
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~ Bl )

Soit A un ensemble non vide.

Supposons que A est muni de deux LCI # et @,
Miz@(y*2)=(x@y)*(r®2)

W, 3
(2):(yr2)@®r=(y®z)x(z®2x) ' Vi a)e A

On dit que ® est distributive sur * ssi

Remarque 200 :
Si @ est commutative alors I'une des (1) et (2) suffit.
Détinition 201 |
Supposons que A est muni de deux LCI # et @.
1. (A, *) est une groupe abélien.
1. On dit que (A, *, ®) est un anneau ssi { 2. & est associative dans A.
3. @ est distributive sur *

2. On dit que (A, *,®) est un annean unitaire si (A, % ®) est un anneau et ® posséde un élément
neatre,

3. On dit que (A, #, ®) est un annean commutative si (A, «, ®) est un anneau et ® est commutative,

Exemple 202 ¢

iR. +.xi est un anneau commutatif unitaire,

Soit (A, #, ®) un annean unitaire, On a, pour tout (@, y) € A, les propriétés suivantes :
(1) Op@ae=ax®0, =0,

(2) (=l))Br=a®(=1,) = -z

B) (~)@y=a®(~y)=—(x®y).

(4) (=)@ (~y)=ax®y.

Soit (A, #,®) un anneaun et 2 € A\ {04}
On dit que x est un diviseur de zéro dans lannean A si il existe y € A\ {04} tel que :

r®y=04 ou py®r=0,

Remarque 205 :

Un anneau (A, », ®) n'admet aucun diviseur de zéro veat dire que :
VMxz.y)€®A): z@y=04ex=0,0uy=0,.

On dit (in'un anneau (A, », &) est integre s'il n'est pas réduit a zéro et n'admet ancun diviseur de zéro.

Soit (A, %, &) un anneau et x € A,

SQ[ est inversible dans (A. ®), alors x n'est pas un diviseur de zéro dans 'anneaun (A. =, ®). j
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e [3] s )
Dt 205 |

On appelle corps tout anneau unitaire (/. *, ®) non réduit a zéro tel que tout élément autre que zéro est
inversible pour la loi &.

Un corps est dit commutatif si la deuxieme loi est commutative.

Exemples 209 :

(@.4.%). (R, +.x) et (C, +,x) sont des corps commutatifs.

Soit (K. *, ®) un ensemble muni de deux LCL
(IC,%.®) est un corps ssi on a les trois axiomes :

(1) (K. *) est un groupe commutatif,
(2) (K \ {0g}. ®) est un groupe.
(3) La loi ® est distributive par rapport a la loi *.

Soit (K, *, ®) un corps, On a les propriétés suivantes :
(1) Tout élément de K\ {0k } est régulier pour ®.
(2) (K. % @) est un annean integre.

(3) Pour tous (a.b) € K\ {Ox}xK, ona:

awr=b&sr=d®b ¢t r®a=ber=b®dad,

e _/
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il | Loi de composition externe - Expace vectoriel. A
Déiniton 212 ]

Soient K un corps et £ un ensemble,

Toute application de KxE dans E s'appelle une loi de composition externe (L.C.E) de K sur E.
Si A€ Ketx€ E, onnote en général I'image de (A, x) par A -2 on Az,

Remarque 213 :

Dans de nombreux cas on prend ¥ =R ou K = C.

Dans la suite on prend K = R.

Un espace vectoriel réel ( on R-espace vectoriel ) e st un triplet (£, 4+, ) dans le quel £ est un ensemble
non vide muni :

(1) d'une LCI notée "+, telle que (£, +) est groupe commutatif d’élément neutre Op.

(2) d'wune L.C.E de R sur 2 appelé produit externe ou le produit par un scalaire notée " et possedent les
propriétés suivantes : (V(A, p) € R*)(V(x, y) € E?)

(a) At+p) x=Xa+pu-z.
b)) A(z+y)=A-x+ Ay
(c) ()= A (u-2).

d 1. z=q

Notation 215 :

Les ¢léments d'an espace vectoriel sont appelés des veeteurs. En absence d'informations sur la nature de
ces Gléments, on les note par = (7, @, ...). Avee cette notation la définition précédante devient :

Un espace vectoriel réel ( on R-espace vectoriel ) e st un triplet (£, +,-) dans le quel £ est un ensemble
non vide muni :

. : L4 —’
(1) d'une LCI notée "+, telle que (£, +) est groupe commutatif d'élément nentre Og.

(2) d'une L.C.E de R sur £ appelé produit externe on le produit par un scalaire notée *-" et possedent les
propriétés suivantes : (V(A, ) € R))(MT, ) € E?)

(@) A+p) Z=A7+pu 7T
M A(Z+T)=AT+A- 7.
() (M) -7 = A (- 7).
(d) 1.7 =7.
[Proposition 21735
Soit (£, +,) un R-e.v. Alors :
(1) Tout vecteur de I est un élément régulier (simplifiable) dans (E, +).
(2) Pourtout 7 € E,ona: 0.7 = -6)
(3) Pour tout \€ R,ona: A _0) = T))
(4) Pour tout (,\.7) €eRxE,ona: XN 7= Te A=0ou 7 = T)’

\ o

Wattsapp : 06 06 39 22 82 47 16 avril 2020



Prof. karza zouhair 2 bac sm biof zhr.math@gmail.com

(Propositon 2185 )

Soit (E.+,:) un R-e.v. Alors :
(1) Pour tout (A, @) € RxE, ona: (-A)-Z =X (-7)=—(A-7).

(2) Pour tout (7, 7) € E? I'équation @ + ¥ = 7 admet une unique solution qu'est

=7+ (-q)=7-7.

(3) Pour tout (X, p), (7. 7) € R*E?, on a

N Aofal = ke T =2 ot Dl s g )

a Sous-Espace vectoriel.

Soit (£, 4,+) un R-e.v. On dit que F est un sous-espace vectoriel de £ si
(1) F£@et FCE.

(2) F est stable par 'addition.

(3) F est stable par le produit externe.
(4) (F.+,) un R-c.v,
- ~ « I . y
(1) { 0} et E sont des sous-espaces de £, { 0} est appelé le sons-espace nul de £,
(2) Si 7 € E\ {.(_)’) alors R = (A 7/A € R} est un sous-espace vectoriel de B, appelé la droite
i

vectorielle dirigé par o,

Soient (£, 4, <) un R-c.v. et F' une partie de £, On a

F#2

k (F' est un sous-espace vectoriel de F) < {(V(z\.ﬂ) RV T)EE) : A P+u-TEF /

| Pamilles libres ou génératrices - Bases )

Soient 71. T3, ... 7y, n vectewrs d'un R-e.v. (E, +, ) avee n € N°,

on appelle combinaison linéaire des vecteurs T;T;.Tz (ou combinaison linéaire de la famille
(71,73, ....7) tout vecteur de la forme :

i=n
Z/\.- T =M T+t Th avee Ap...An €R.
=]

Les réels Ay, ..., A, sont appelés les coefficients de cette combinaison linéaire.

N .
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5

Soient T}, Ts. .... .. n vecteurs d'un R-e.v, (E.+,:) avec n € N°.
(1) On dit que la famille (7. 75, ..., T,,) est libre de E si pour tous (Ay....\,) € R" on a :

,\'. . gri‘ — ” = '\l .5 /\n = 0.
=]

Dans ce cas, on dit que les vecteurs 1, 3. .... Tn sont linéairement indépendants.

(2) Toute famille, qui n'est pas libre, est dite une famille lice.
Autrement, il existe une combinaison linéaire de cette famille de coefficients non tous nuls qui vaut 0.
Dans ce cas, on dit que les vecteurs 7, T3, .... Ty, sont linGairement dépendants.

Soit E un R-e.v

(1) La famille (_)) est libre si et seulement si 20 # ( 7.

(2) Les éléments d'une famille libre sont denx & deux ditinets.
(3) Toute sous famille d'une famille libre est libre,

(4) Toute famille contenant une sous famille lice est lice.

(5) Une famille est liée si et seulement si 'un de ces vecteurs s'éerit comme combinaison linéaire des autres
vectenrs.

Familles généreatrices.
Soient 7. 73, ... 7y, n vecteurs d'un R-e.v. (E. +,) avee n € N*,

(1) Ondit que (7) est engendré par la famille (77, 73, ..., 7,) s'il pent s'éerire comme combinaison linéaire
de cette famille,

(2) On dit que la famille (7], 75, ..., 7)) est génératrice si :

(V7 € E)3(M,...\n) ER") : T = 2,\ LT

Dans ca cas, on dit que cette famille engendre £,

Soient T, T4, ..., 7o, n vecteurs d'un R-e.v. (E. +,) avec n € N*.

La famille (;7'1 i A ,I,,) est dite base de £ s'elle est libre et génératrice. i.e

(V¥ € E)3(M, ... M) ERY) @ P = 2":,\i 7.
=]

Dans ce cas, on note cette famille 2 et on écrit & = (7. Ta, ..., 7).
ALy Ay s‘appellent les composantes (ou coordonnées) de i (lmm la base & et on note '?(A., oy An)@.

Remarque 227 :

Si un R-espace vectoriel admet une base # |, alors cette base n'est pas unique (24 est aussi une base).

8
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Soient R-e.v. (E. +.-) et B = (%].73,....T,) avec n € N* une base de E.
(1) Si Z(A1 s M)z €t Ty, ... 1) # et @ € R, alors

T+ 7(A, + [y s An + Hp)s et a- ?(OA,. e @A) .

(2) Toutes les bases de E ont le méme cardinal qu'on appelle la dimension de £ noté dimF et on écrit
dimFE = n.

Soit R-e.v. (E. 4. ) et & une base de F.

(1) SidimE=2et B=(7.7):
Soit &' = (W (a,b)y, T (a'.1)4). Alors on a :

r
' est une base de E < 3’ est génératrice de £ 4> %' est libre de F & ;: ;:, # 0.
- = -
(2) SidimE=3ct B=(7.7.%):
Soit #' = (W (a,b,c)u, 7 (a' V', ¢)a, @ (a", 0", ¢")s). Alors on a :
a a a
A est une base de £« %' est génératrice de £ & A est librede E < bV V' #0.
“ l" l'"

o /
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