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e KLTACE

Le présent manuel est conforme au programme de mathématiques
de la quatrieme année Sciences Techniques applicable a partir de
I'année scolaire 2007/2008.

Les activités proposées sont essentiellement congues pour permettre
aux éléves de construire des savoirs et de maitriser des habiletés et
des aptitudes par la consolidation des acquis et leur mobilisation dans
des situations-problémes du domaine des mathématiques ou en
rapport avec l'environnement.

La méthodologie adoptée permet d'établir un équilibre entre le travail
personnel des éléves et le travail collectif encadré par I'enseignant.
C'est ainsi que :

- De nombreuses activités de rappel, de consolidation, de découverte,
d'application, d'intégration et d'évaluation sont proposées.

- L'éléve est, toujours, appelé a concevoir et a mettre en ceuvre,
lui-méme, des stratégies pour justifier ou réfuter un résultat en
exercant son esprit critique et en utilisant les différents modes de
raisonnement mathématique.

- La démarche expérimentale et les conjectures sont frequemment
sollicitées.

- Les activités d'évaluation sont favorisées par un éventail large
d'exercices et problémes proposés a la fin de chaque chapitre. Elles
sont des occasions propices de diagnostic, de contréle et de
remédiation aux lacunes éventuelles.

- Des illustrations multiples et diversifiees permettent de visualiser les
propriétés des configurations géométriques et les particularités des
représentations graphiques des fonctions du programme.

En replacant les activités mathématiques dans leurs contextes
d'application et dans leur histoire, nous souhaitons que ce manuel
puisse contribuer a former les esprits et faire apprécier I'utilite,
I'efficacité et la beauté des mathématiques au plus grand nombre
d'éléves voire a éveiller leur vocation scientifique.

Nous tenons a remercier vivement les évaluateurs pour leur
précieuse et fructueuse collaboration.

Enfin, nous remercions d'avance, les lecteurs qui, par leurs remarques,
critiques et suggestions nous aideront a améliorer cet ouvrage.

Les auteurs




MODE D'EMPLOI DU MANUEL ~

Ce manuel a été congu pour que vous puissiez réaliser votre apprentissage

selon une progression qui s'adapte a votre rythme et qui tient compte du niveau

de vos connaissances. Il est constitué de 16 chapitres construits sur le modéle

suivant :

ACTIVITES PRELIMINAIRES

Cette rubrique est destinée a :

- Rappeler et consolider les acquis antérieurs.

- Vérifier les notions de base nécessaires aux apprentissages spécifiques au
chapitre.

- Identifier les difficultés éventuelles et y remédier a temps et de fagon
contextualisée.

COURS

Cette rubrique est composée d'activités permettant d'approcher les nouvelles

notions a partir des acquis réalisés au cours des apprentissages antérieurs et

de maitriser les aptitudes et les habiletés visées par les programmes. Les résul-

tats essentiels sont présentés dans des encadrés et a I'aide d'un langage clair

et simple. Les activités et les exercices résolus ont pour objectif d'aider I'éléve a

comprendre et assimiler les méthodes et techniques mises en jeu dans la réso-

lution de problémes.

RESUME DU COURS

Cette rubrique est constituée des résultats exigibles du programme pour une

meilleure mémorisation des acquis fondamentaux du cours.

AVEC L’ORDINATEUR

Dans cette rubrique, nous proposons des activités permettant I'exploitation de

I'outil informatique pour réaliser des expérimentations, conjecturer des proprié-

tés ou contréler des résultats. A travers un prolongement théorique, nous avons

tenu a ce que ces activités soient aussi le point de départ d'une réelle démar-

che mathématique ou I'éléve est appelé a se poser des questions, justifier des

affirmations, démontrer des propriétés et argumenter des points de vue.

EXERCICES ET PROBLEMES

Dans cette rubrique, des exercices d'application directe, des exercices d'appro-

fondissement, des problémes intégratifs dans des situations significatives du

domaine mathématique ou en rapport avec I'environnement et des problémes

de synthése sont proposés afin d'entrainer les éléves sur les diverses utilisa-

tions des nouvelles notions dans des contextes variés.

APERGCU HISTORIQUE

Dans cette rubrique, nous avons essaye de replacer les mathématiques dans

leur histoire par des notes et des bibliographies destinées a étre lues par les

eléves ; il est possible d'en débattre en classe ou de provoquer des exposés

permettant d'apprécier la contribution des mathématiques, en particulier, et les

sciences, en géneéral, a la compréhension des phénomeénes, au développement

\de I'individu et a I'évolution du monde. )
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Limite et continuité <|> Activités préliminaires

ACTIVITES PRELIMINAIRES

o Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de la fonction f en x.

2
1) f(x)= x> +x*+ 1, x, =0; 2)f(x)=x _); x,=1; 3)f(x)=/ x*-2x+9, x, =2.

X _ )

Calculer les limites suivantes :

. 1 : .ox=1 . 1 . 1 x+1
lim (—+1); lim(x*+1-x); lim—; lm ———; lim(——-——)
X—>+00 X3 X—>+ x—1* "’X _1 x—0 X2 X+1 x—> 0% X X

Soient f, g, het k les fonctions définies par :

f(x) = -3x"-x°- x+1; g(x) = X1 Th(X) = /2x2+x + X et k(x) =

x%+3

X3 +4x>
x+4 |

a) Donner 'ensemble de définition de chacune de ces fonctions.
b) Pour chacune de ces fonctions donner les limites aux bornes
de I'ensemble de définition.

Théorémes

* La limite d’'une fonction polyndme, quand la variable tend vers + « ou vers - «,
est la méme que celle de son monéme de plus haut degré :
Px)=ax"+a _x""+..+ax+a,oua = 0,ona lm P(x)= lim ax"
e e
* La limite d’'une fonction rationnelle, quand la variable tend vers + o« ou vers - «,
est la méme que celle du quotient des monémes de plus haut degré :

n n-1 n
ax ta x"+..+tax+ta a X

R(x) =

ouab =0,ona limR(x)= lim
b X" +b_Xx™" +..+bx+b, X[+ X+ b_x™

* Soit f une fonction et /un réel. Quand le réel x tend vers X, ou vers xg, ou

Vvers X, , Ou Vers + %, ou vers - «, on a les résultats suivants :
Si limf = ¢ et f est positive alors imyf=ve (£20) .
Si limf =+ et f est positive alors lim/f = \/Z
Si limf = ¢ alors lim|f| = |{.
Si limf =+ ou limf = —c alors lim |f|= + 0.



Limite et continuité <|> Activités préliminaires

Théorémes : Opérations sur les limites

Soient f et g deux fonctions. Quand le réel x tend vers x, ou vers x_, ou vers x ,
OU vers +%, ou vers -, on a les résultats suivants :

f g f+g f g fxg
a pour limite | a pour limite | a pour limite a pour limite | a pour limite | a pour limite
/4 ¢ 0+ / 4 £ x4
4 +00 +00 400 >0 +0
-00 YA -00 -0 >0 -00
+00 +00 +0 +0 7’<0 -00
-00 -00 -00 -00 g’<0 400
-0 +00 F.l +00 +00 +00
+0 -00 -00
-00 -00 +00
0 +00 QU - F.l
f g f o
a pour limite | a pour limite g g2 lmite
l
4 2=0 7
+00 >0 +00
2 >0 e
i <0 -
- <0 +00
4 +00 0
/4 -0 0
£=0 0 + o0 ou - o (on applique la régle des signes)
0 0 F.I
+00 QU - +00 QU - F.I

N.B : F.I désigne une forme indéterminée , pour laquelle une étude spécifique
doit étre menée pour déterminer I'éventuelle limite.

a) Vérifier que pour x >0 on a: sinx_ sinx X , en déduire |lim snx.
. 1-cosX Vx X 0" \x
b) Calculer lim — )
x=0  sinX
. sin3x . 1-cosx _ .. .. 1-cosx 1 . sinax _
c) Calculer Iim — CIim——=0; lm ———=—; Im =a
x—=0 Sin2x x=0 X x—0 X 2 x=0 X

. 1-cosx
d) Calculer lim ———
x=0 gIn“ X



Limite et continuité <|> Activités préliminaires

e Soit la fonction f définie sur R par
(x-1)?

si x=1
=

f(x) =

f(1)=0

1) Etudier la continuité de f a droite et a gauche en 1.
2) La fonction f est - elle continue en 1 ?
3) La fonction f est - elle continue sur R ?

Théoréemes

* Soit f une fonction deéfinie sur un intervalle ouvert | et xy un réel de |.
f est continue en xg si et seulement si, lim f(x) = f(x,).
* Soit f une fonction définie sur un interv?aﬁg [xo, X, + h[, (h>0).
f est continue a droite en xg si et seulement si, lim f(x) = f(x,).
* Soit f une fonction définie sur un intervalle ]xofhxfxo], (h>0).
f est continue a gauche en xg si et seulement sixlimb f(x) = f( xo).
* Soit f une fonction deéfinie sur un intervalle ouvert contenant xg.
f est continue en x si et seulement si, f est continue a droite et & gauche en xg.
* Si f et g sont deux fonctions continues en x alors les fonctions f+g, fxg et ‘f‘
sont continues en X, si de plus g(x,) = 0 alors la fonction i est continue en x.

* Toute fonction polyndbme est continue en tout réel xg.

* Toute fonction rationnelle est continue en tout réel x; de son domaine de définition.

° Répondre par « vrai » ou « faux » en se référant a la représentation graphique
de f, dans chacun des cas suivants :

a) f est continue sur [-2, 3].  b) f est continue en 0. c) f est continue sur 10, 5[.

y y Cf

\

N
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Limite et continuité <|> Cours

COURS

Prolongement par continuité

Activité 1
X2 +4x+3

1) On considére la fonction f définie pour tout réel x = -1, par f(x) = 1
X+

a) Prouver que f est continue en tout réel différent de -1.

b) Montrer que lim f(x) =2
! f(x) si x=-1

2) On considére la fonction p deéfinie sur R par p(x) = {2 . 1
Si X =-

a) Montrer que p(x) = x + 3, pour tout réel x.
b) En déduire que p est continue en -1.

3) Représenter graphiquement chacune des fonctions f et p dans un repere (o, , j).
Définition

Soit f une fonction continue en tout point d’un intervalle ouvert |, sauf peut-étre en
X,de I. On appelle prolongement par continuité de f en X, la fonction g définie
sur |, continue en x et vérifiant : V x € | - {xo}, g(x) = f(x).

Activité 2

1) Soit f une fonction continue en tout point d’un intervalle ouvert |, sauf peut-étre en
X,de | et g le prolongement par continuité de fen X,de I.

Montrer que lim f(x) =g(x,)

_ x® - 64
2) Soit f(x) = 4
Déterminer le prolongement par continuité de f en 4.
Activité 3 ,
Soit f la fonction définie par f(x) = X
‘x + 1‘ - ‘x - 1‘

1) Déterminer 'ensemble de définition D de f .
2) Déterminer le prolongement par continuité de f en 0.

3) Tracer la courbe représentative de f dans un repére (o, I, j).

11



Limite et continuité <|> Cours

Limite et ordre

Activité 1
a) Montrer que pour tout réel x ona -x* +2x -5 <0.
b) Calculer lim —x?+2x-5.

X—=-2

c) Préciser lim ~x% 42X - 5‘

Activité 2
Soit la fonction f définie par f(x)=vx2+1-x .
1) Calculer limf(x) , lim f(x).
x—1 X—> - i 2 1
2) a) Montrer que pour tout réel x on a Vx“+1-x =\/7— .
b) Déterminer alors lim f(x) T+x

X—>+©

3) Montrer que pour tout réel x on a f(x)>0 .
Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut-étre en un réel x .
On suppose que I|m f(x) =

Si f (x) = 0 pour tout x de I, distinct de x, alors /2 0.
Si f(x) = 0 pour tout x de I, distinct de x, alors /< 0.

Le résultat du théoreme reste vrai lorsque x tend vers Xy x(*) , =0 OU +oo,
Activité 3
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert |, sauf peut-étre en un réel x .
On suppose que : lim f(x) =/ ; I|m g(x) = ¢" et pour tout x de |, différent de x , f(x) < g(x).

X—>X

Montrer que ¢ </". (Indlcatlon conS|derer la fonction h = f - Q)

Théoréme

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert |, sauf peut-étre en un réel x, .
Si lim f(x) = ¢ ; lim g(x) = ¢* et pour tout x de |, différent de x , f(x) < g(x) alors ¢ =< /!

X—>X0 X—>X0

Le résultat du théoreme reste vrai lorsque x tend vers x; , x; , -® ou +e.

12



Limite et continuité <|> Cours

Activité 4
Soit la fonction f définie sur R* par f(x)= x> cos(l).
1) Montrer que pour x = O ona: -x* = f(x)=x?.
2) Que peut-on conjecturer sur Iirr(l) f(x)?
Théoréme

Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle ouvert |, sauf peut-étre en x  de I.
Si lim g(x) =/ ; lim h(x) = ¢ et pour tout x de |, différent de x, h(x) < f(x) < g(x)

X=X, X=X,

alors lim f(x) = ¢

X*>X0

Le résultat du théoreme reste vrai lorsque x tend vers X, xg , =00 OU oo,
Activité 5
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert |, sauf peut-étre en un réel x .
On suppose que pour tout x de I, différent de x_, on a ‘ f(x) ‘ < ‘ a(x) ‘ et lim g(x)=0.
a) Montrerque V x € | - {xo} ona: -‘ a(x) ‘sf(x)s‘ a(x) ‘ '
b) En déduire lim f(x).
Théoréme

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert |, sauf peut-étre en un réel x .

Si pour tout x de |, différent de x,, on a ‘f(x)‘ s‘g(x)‘ et lim g(x)=0 alors lim f(x) = 0.

Le résultat du théoreme reste vrai lorsque x tend vers Xy x(*) , =0 OU +oo,
Activité 6
Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert |, sauf peut-étre en x,del

et soit ¢ un réel. On suppose que pour tout x de I, different de x on a:
‘ f(x) -¢ ‘s‘ g(x) ‘ et lim g(x)=0.

a) Montrerque V x € | - {xo}, f-‘ a(x) ‘ sf(X)s€+‘ a(x) ‘

b) Que peut-on conjecturer sur lim f(x) ?

X—>X0

13



Limite et continuité <|> Cours

Théoréme

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert |, sauf peut-étre en un reel X,
de | et soit 7 un réel.

Si pour tout x de |, différent de x , on a ‘f(x) —4 s‘g(x)‘ et lim g(x) =0 alors lim f(x) = /.

X—>X0

Le résultat du théoreme reste vrai lorsque x tend vers X, xg , =0 OU oo,
Activité 7
Soit la fonction f définie sur R*par f(x) = x sin (l)+ 3
a) Montrer que pour tout x € R" on alf(x) -3|<| x |.

b) Déterminer alors lim f(x) .

x—0
Activité 8

Soit f la fonction définie sur R" par f(x)=is+sin(1)
X

a) Montrer que pour tout réel non nul x on a 13_1Sf(x)513+1
X X
b) Conjecturer lim f(x) et lim f(x).
x—0* x—0"
Théoréme

Soit f et g deux fonctions definies sur un intervalle ouvert |, sauf peut-étre en x de I.
Si pour tout x de |, différent de x ;, ona f(x) = g(x) et lim g(x) =+ alors lim f(x) = +o°

X—>X

Si pour tout x de |, différent de x,, on a f(x) = g(x) et lim g(x) = —o alors lim f(x) = o

X=X, X=X,
Le résultat du théoreme reste vrai lorsque x tend vers Xy x; , =% OU +oo,
Activité 9
1) a) Montrer que pour tout réel xona x-1<x +cosx=x+ 1.
b) En déduire lim x+cosx et lim x+cosx.

X—> 400 X——00

. . : . I 1
2) Calculer les limites suivantes : lim (3x+1+2sinx) et lim —+cos— .
X—>+00 x—=0 yx X

14



Limite et continuité <|> Cours

Fonctions monotones et limites

Définition

Soit | un intervalle de R

Une fonction est dite monotone sur |, lorsqu’elle est croissante sur | ou décrois-
sante sur I.

Une fonction est dite strictement monotone sur [, lorsqu’elle est strictement
croissante sur | ou strictement décroissante sur I.

Activité 1
Soit f la fonction définie sur [-2, 2] par f(x)=x‘x‘+1.
1) Tracer la courbe représentative de f dans un repére du plan.

2) Etudier le sens de variation de f sur chacun des deux intervalles [-2, 0] et [0, 2].
3) En déduire que pour tout x de [-2, 2l on a -3 < f(x) < 5.

Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle | de R

* La fonction f est majorée sur | s’il existe un réel M tel que pour toutx e, f(x) < M

* La fonction f est minorée sur | s’il existe un réel m tel que pour tout x € |, m< f(x).

* La fonction f est dite bornée sur | s’il existe deux réels m et M tels que pour
toutxe I, m< f(x) < M.

Activité 2

1) Soit la fonction f définie sur R par f(x)=

o x  3-sinx
2) En déduire lim —— et lim — .
x>+ 3-siNnX  x>-*3-sinX

. Montrer que f est bornée sur R.

Activité 3

Soit la fonction f définie sur E, T

1) Montrer que f est croissante sur

T

—, T
2 [
™ n[?
2

3) Quelle est la limite de f & gauche en xt ?

2) La fonction f est-elle majorée sur

15



Limite et continuité <|> Cours

Théoréme

Soit f une fonction définie sur un intervalle | = ]a, b[ (ou | = ]Ja,+o[ ).

Si f est croissante et non majorée sur | alors lim f(x) =+ (ou lim f(x) = +x)
X—> 400

x—b’

Activité 4
Soit f une fonction décroissante et non minorée sur un intervalle | = ]a, b[ .

1) Montrer que (-f ) est croissante et non majorée sur | .

2) En déduire que lim f(x) = -

x—b’
Théoréeme

Soit f une fonction définie sur un intervalle | = ]a, b[ (ou | = ]Ja,+o[ ).
Si f est décroissante et non minorée sur | alors lim f(x) =-o (ou lim f(x)=- oo)

X —=b X =+
Activité 5

On considére les fonctions f et g définies par L.
Théoréme

f:

0,£[—>]R etg:]0,+oo[—>]R _ _ .
2 Soit f une fonction définie sur un

X b -2 4 x b X1 intervalle | = Ja, b[
cos x X (ou I =]a,+o[ ).
1) Montrer que f est décroissante sur [O,E[ * Si f est croissante et majorée
2 sur | alors f admet une limite finie

et g est croissante sur ]0, +oof . 5 R E )

2) Calculer lim f(x) et lim g(x) . * Si f est décroissante et minorée
. X sur | alors f admet une limite finie
2

. .y o a gauche en b(ou en +x).
3) La fonction f est-elle majorée ? minorée ? g ( )

4) Montrer que g est majorée sur 0, +oo[ .
Limite et continuité d’'une fonction composée

Activité 1
On considére les fonctions f, g et h définies par f(x)= 4x?, g(x)= Jx et h(x) = Z‘X‘

1) Montrer que pour tout réel x on a g(f(x)) = h(x)
2) Préciser Iim1g(f(x)) et comparer le résultat trouvé avec g(f(-1)).

16



Limite et continuité <|> Cours

Définition

Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur | et J telles que pour tout
x € | on a f(x) € J. La fonction qui a tout réel x de | associe le réel g(f(x)) est
appelée la composée de f par g. On la note gof, on lit : « g rond f » et on écrit

(9of)(x) = g(f(x)).

Activité 2

On considére les fonctions f et g définies par f(x) = T+x et g(x) \/;
1

1) Donner I'expression de (gof)(x).

2) Calculer lim (gof)(x).

x—T

Théoréme

Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur | et J telles que pour tout
xelonaf(x)ed. Silimf(x)=¢ (¢« €R) et g est continue en ¢ alors
lim (g f)(x) = g(¢) '

X=Xy

Le résultat du théoreme reste vrai lorsque x tend vers x; , x; , - ou +.
Activité 3
Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur | et J telles que pour tout

x €l ona f(x) €J. Soit X, un élément de I. Montrer que si f est continue en X et g
est continue eny, = f( Xo) alors gof est continue en x,

Théoréme

Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur | et J telles que pour tout
x € l on a f(x) € J. Soit x, un élément de |. Si f est continue en x et si g est conti-
nue en f( xo) alors gof est continue en X, -

Activité 4
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | et soit X, un réel de I.

1) Montrer que si f est positive sur | et continue en x_ alors la fonction \ﬁ est

continue en X,.
2) Montrer que si f est continue en X alors la fonction‘ f ‘ est continue en X, .

17



Limite et continuité <|> Cours

Activité 5
On considére la fonction f définie sur ]0, + oo[ par f(x) = Vx2+ X - X .

1
1) Montre que lim f(x)=— .
Ko 2 \/1+x 1
2) a) Montrer que pour toutx>0ona: f( )= :

b) Calculer lim f( ) comparer avec I|m f(x) .

X—>O X—>+0o0

c) Conclure

Théoréeme

* Soit f une fonction définie sur un intervalle du type ]0, +o[ .On a :

lim f(x) existe < Iim+ f(— )eX|ste Dans ce cas on a lim f(x) = lim f(— L )-

X—>+o0

x—=0 XS x—=0" X

* Soit f une fonction deflnle sur un intervalle du type ]-, 0[ .On a:

X—>-00

lim f(x) existe < I|m f( ) existe.Dans ce cas on a I|m f(x) = I|m f( )-

Activité 6

1) Déterminer les limites suivantes : lim xsin(—); lim x cos( )-x?

X—+00 X—>+00

X | =

6
2) Calculer de deux fagons lim X+1
x—-o| 2x +3

Activité 7
Calculer les limites suivantes :

5 . sin x
X —x‘ : lim [——

: 3 2 4, ;
lim (X +x°+x) ; lim
x—=0 X

X—>— X—>+0®

Théoréeme

Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur | et J telles que pour tout
x el onaf(x) eJ.

Si lim f(x) =/ et I|m g(x)=¢"alors lim (go f)(x)=¢"

X—>Xq X—>Xq

(x4, ¢ et (" pourront étre finis ou infinis).
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Continuité sur un intervalle
Image d’un intervalle

Activité 1
Soit la fonction f(x) = Vx%+x - x .
Déterminer 'ensemble de continuité de f.

Définition

Soit a et b deux réels tels que a < b.

* Une fonction définie sur un intervalle ] a, b[ est dite continue sur ]a, b[ si elle est
continue en tout réel de ]a, b|.

* Une fonction définie sur un intervalle ] a, b] est dite continue sur ]a, b] si elle est
continue sur ]a, b[ et continue a gauche en b.

* Une fonction définie sur un intervalle [a, b[ est dite continue sur [a, b[ si elle est
continue sur ]a, b[ et continue a droite en a.

* Une fonction définie sur un intervalle [a, b] est dite continue sur [a, b] si elle est
continue sur ]Ja, b[, continue a droite en a et continue a gauche en b.

* Une fonction définie sur un intervalle ]Ja,+o[ (resp. sur ]-,a[) est dite continue sur
]Ja,+o[ (resp. sur ]-=,al) si elle est continue en tout réel de ]Ja,+«[ (resp. de ]-«,a|).

* Une fonction définie sur un intervalle [a,+o[ est dite continue sur [a,+[ si elle
est continue sur ]-o,a[ et continue a droite en a.

* Une fonction définie sur un intervalle ]-«,a] est dite continue sur ]-«,a] si elle est
continue sur J-,a[ et continue a gauche en a.

Activité 2
Justifier chacune des affirmations suivantes:

a) La fonction x — ,/x*+1 est continue sur R .

2
b) La fonction x = 3X+—?X+1 est continue sur 'intervalle ]-1, +oo[.
X+

c) La fonction x > +/1-x? est continue sur l'intervalle [-1 , 1].

Image d’un intervalle par une fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle | de R. On désigne par f(I) 'ensemble
des réels f(x) tels que x 1. On note f(l)= {f(x) ; x €1}.
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2) Reproduire le graphique ci-contre et représenter
chacun des ensembles de réels suivants : f([-2,-1]) ; f([-1,0]) JFSKF .
et f([0, 2]). AN
3) a) Montrer que pour tout x de [0, 2], le réel f(x) appartient 77_'2773 1
a l'intervalle [0, 6].
b) Montrer que pour tout y de [0, 6] il existe un réel x de[0, 2] tel que y = f(x).
c) En déduire f([0, 2]).
4) a) Résoudre graphiquement les équations f(x)=0 et f(x)=1.
b) Résoudre algébriquement les équations f(x)=0 et f(x)=1.

Activité 3
Soit la fonction f: x > x*+x définie dans [-2, 2]. JTJT#JFTLJT
(C) étant sa courbe représentative dans un repére (07]) JFJF#JF{%JF
du plan. (Voir figure ci-contre) ++ } } } }
1) Justifier que f est continue sur l'intervalle [-2, 2]. +++

e

]

N___
| =

Activité 4

Soit f la fonction définie dans l'intervalle ]-5, 5[

par f(x) = 2 sin3x et dont la représentation graphique

est illustrée par la figure ci-contre : SN

1) a- Justifier que f est continue sur lintervalle -5, 5[. }--+--f-\:{--}--
b- Quelle est 'image de ]-5, 5[ par f ? ——— ‘

2) Résoudre graphiquement, dans ]-5, 5[ ,
I'équation f(x) = 0.

3) Résoudre graphiquement I'équation f(x) = 1.

4) Résoudre algébriquement, dans [-x, «t], les équations f(x)=0 et f(x)=1.

Activité 5
1) Représenter dans un repére du plan la courbe de la fonction f définie sur R par

f(x) = x*+1 six=0

f(0) =-2
2) Montrer que f n’est pas continue sur R.
3) Déterminer 'ensemble f( R ). Cet ensemble est-il un intervalle ?
4) Déterminer I'ensemble f(]-,0[). Cet ensemble est-il un intervalle ?
5) Résoudre graphiquement I'équation f(x)=k ou k est un réel donné. Discuter.
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Théoréeme
* L'image d’un intervalle par une fonction J
continue est un intervalle. i i

y . . , w |f
* L'image d’'un intervalle fermé borné [a, b] s O
par une fonction continue f est un intervalle ™

2 2 . M) (3= 1% %

fermé borné [m,M] ou m et M sont respec- SR E R <
tivement le minimum et le maximum de f HEEERNA
sur l'intervalle [a, b].

Activité 6
1) Soit la fonction f : x > x*. Déterminer algébriquement, I'image de ]-1, 1 [ par f.

2) On considére la fonction g définie sur R par:
g(x) =2x+1 six=0

9(0) =-2

1) Etudier la continuité de g sur ]-,0].
2) Déterminer I'image de l'intervalle ]-,0] par g.

Résolution d’équations de la forme f(x) = k

Activité 1 e

Soit h la fonction définie sur [-1, 2] par h(x) = v/x+1 - x? o i

r--a--1 i
et représentée dans le graphique ci-contre : L /\Cb
1) Justifier la continuité de la fonction h sur l'ntervalle [-1, 2] '1/ © N 1 EZ i
2) Résoudre graphiquement I'équation \/x+1-x%2=0. i i i i

3) a) Calculer h (1) et h (2) et justifier que 0 appartient a I'intervalle h([1, 2]) .
b) En déduire que I'équation h(x) = 0 posséde une solution a dans l'intervalle
11, 2[ puis prouver que 1 <a <1,5.
4) Montrer de méme que h(x) = 0 posséde une deuxiéme solution § dont on donnera
un encadrement d’amplitude 0,5.
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Corollaire 2

Si f est une fonction continue sur un intervalle et ne s’annule en aucun réel de cet
intervalle alors elle garde un signe constant sur cet intervalle.

Activité 3
( unicité de la solution )
Soit la fonction f:x — 2x°%+ 2x - 1
1) Montrer que f est continue et strictement croissante sur R .
2) Montrer que lI'image de l'intervalle [0, 1] par f est l'intervalle [-1, 3].
3) Montrer que I'équation f(x)=0 admet une solution unique o dans l'intervalle 10, 1].

4) Donner une valeur approchée, a 10? prés par défaut, de o .

Théoréme

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b] et
vérifiant f(a).f(b) < 0 alors il existe un réel unique c appartenant a l'intervalle
ouvert ]a, b[ tel que f(c) = 0.

Activité 4

Dans le plan muni d’'un repére (07]) , 0N a représente : 'E y 'E :f ‘E ? |
la fonction f définie sur R par f: x> x°+ x3- 3, -1 T
(voir graphique ci-contre) i'"'i"'l' c"'i '('p-:f"'i-"f-"i
1) Justifier que f est continue sur R . . _15 5 iz Ll i
2) Montrer que f est strictement croissante sur [0, 2]. l----i----l----l---»:f---i---i---l
3) a) Calculer f (0) et f (2). 1 —
b) En déduire que I'équation f(x) = 0 admet l'"J:""z'“/E"':L'"E“'f'":
une solution unique appartenant a l'intervalle [0, 2]. i—---i-/ Li---s}---i---«}---i

4) On désigne par a la solution de I'équation R o L

f(x) = 0 dans l'intervalle [0, 2].
a) Calculer f (1) et en déduire que o appartient a [1, 2].
b) Calculer f (1,5) et en déduire une valeur approchée, a 0,5 prés par défaut, de a.
c) Calculer f (1,25) et en déduire une valeur approchée, a 0,25 prés par défaut, de a.
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Commentaires :

Cours

Pour trouver une valeur approchée d’une solution o de I'équation f(x) = 0, dans un

intervalle [a, b], on utilise la dichotomie de la fagon suivante :

- On partage [a, b] en deux intervalles [a, c] et [c, b] de méme amplitude.
- On détermine lequel de ces deux intervalles contient a. en utilisant le corollaire1.
- On recommence avec cet intervalle les deux étapes précédentes.

- On s’arréte lorsqu’on a obtenu un encadrement satisfaisant de o.

(Dichotomie signifie : division en deux)

Activité 5

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2x*- 3x*- x + 1.

a) Montrer que 'équation f(x) = 0 admet une solution unique o dans l'intervalle [0, 1].
b) Utiliser la méthode de dichotomie pour détermier une valeur approchée de o .

Limites et comportement asymptotique

Activité 1

1) Soit f la fonction définie sur R par
f(x) = 2x*- 3x*- x + 1 dont la courbe

y

N

©

est représentée par le graphique ci-contre. Montrer que
la courbe (C) de f admet au voisinage de +x et de -« des
branches paraboliques de direction celle de I'axe des ordonnées.

2) On a représenté dans le graphique ci-contre

la fonction f: x — v/ 2x-1 définie sur [%,+oo

Montre que sa courbe (C) admet au voisinage de +« une

©

branche parabolique de direction celle de I'axe des abscisses.

Branches paraboliques d’une courbe :

f(x)

*Si lim f(x) =+ ou-o et lim =~ =+ ou - (resp. quand x — - )

X — +x X —+oo X

alors (C,) admet en + ( resp. en -») une branche parabolique de direction

celle de I'axe des ordonnées.

*Si lim f(x) =+ ou -0 et lim 19 0 (resp.quand x — - )

X — +0 X =+ Y

alors (C,) admet en + ( resp. en -») une branche parabolique de direction

celle de I'axe des abscisses.
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Activité 2 7 K
©
Soit f la fonction définie sur R - {1} par f(x) = 2x +1

et représentée ci-contre : x-1 1
Montrer que sa courbe posséde une asymptote \
horizontale et une asymptote verticale. LT

Asymptotes paralléles aux axes du repeére :

y
* On dit que la droite A : x = a est une /\
asymptote a la courbe de f dans l'un des
quatre cas suivants :

lim f(x)= +; lim f(x)= -oo;
x—a* x—a* o 1 a X
lim f(x)= +o0; lim f(x)= - \(

* On dit que la droite A : y = b est une
asymptote a la courbe de f lorsque

lim f(x)=b ou lim f(x)=b

X—>—00

Activité 3
2
Soit f la fonction définie par f(x) = 2X+—j1X+1 v
X
et (C) sa courbe représentative dans

un repére (07]) du plan.
a) Montrer que la droite D : x = -1 est une /
asymptote a (C). /

b) Montrer que pour tout x différent de -1 on a 1
f(x) = 2x+2 - —1— ©
x+1
c) Prouver alors que la droite A : y = 2x +2 est une A

asymptote a la courbe (C) au voisinage de
+oo et de -oo.
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Asymptote oblique a une courbe :

On dit que la droite A : y = ax + b est une
asymptote oblique a la courbe de f au /
voisinage de -« (resp. de +w«) sion a: ol 1 g

lim [f(x)-(ax+b)]= 0 (resp. lim [f(x)-(ax+b)]= 0) N

Activité 4

2
1) Soit la fonction f: x > M

X2 4+x-2
a) Donner 'ensemble de définition et préciser le domaine de continuité de f.
b) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
c) Interpréter graphiquement les résultats obtenus.
X% +X+1

2) Soit la fonction g: x —
X-2

a) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout x=2ona:g(x)=ax+b+

b) Déterminer les asymptotes a la courbe représentative C de g.
3) Soit h la fonction définie sur R par h(x) = vx?+x+1
a) Calculer lim h(x), lim ™) et lim [n(x) - x]

X— 400 X—> 400 X X— 400

b) Montrer que la droite D : y = x + 0,5 est une asymptote oblique a la courbe repré-
sentative (C) de h au voisinage de +«.
c) Etudier le comportement asymptotique de la courbe (C) au voisinage de -.

4) Soit k la fonction définie par k(x) = x+\/; . Montrer que sa courbe représentative
admet une branche parabolique de direction la droite D : y = x au voisinage de +.

Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [c, +oo[ .
f(x) ~a(acR)et lim [f(x)-ax]=b (bER)

alors la droite D : y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe représentati-
ve de f au voisinage de +x .

Si lim f(x) =+ (ou —x) et lim

X—>+00 X—>+00

f(X)

Si I|m f(X) =+ (ou — ) et I|m a(aeR)et Ilm[(x)—ax]=+oo ou —oo

X—>+400

alors la courbe représentative de f admet au voisinage de +« une branche para-
bolique de direction celle de la droite D : y = ax.

Les résultats sont vrais pour une fonction f définie sur un intervalle du type

]-, c] et x tendant vers - .
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RESUME DU COURS

* Prolongement par continuité :

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I, sauf peut-étre en un réel x, de I.
Si f admet une limite finie ¢ en x, alors la fonction p définie sur | par

f(x) six=x, L
p(x)= . _ est le prolongement par continuité de f en x; et p est
Si X =X,

continue en Xx,.
* Limite et ordre :

- Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert |, sauf peut-étre en x, de |.
On suppose que lim f(x) = /

X—>X

Si f(x) est positif pour tout x de l, distinct de x,, alors 7 est positif.
Si f(x) est négatif pour tout x de |, distinct de x,, alors ¢ est négatif.

- Soit f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle ouvert |, sauf peut-étre en
un reel x,.

Si lim f(x) =/ ; lim g(x) = /', et pour tout x de |, différent de x,, f(x) < g(x) alors ¢ < 7.

Si lim g(x)=¢; lim h(x) = ¢ et pour tout x de I, différent de x,, h(x) =< f(x) < g(x)

X*>X0 X*>XO

alors lim f(x) = ¢

Si pourXtZ>let xdel, (#Xy), ona ‘f(x)‘ ‘ x)‘ et lim g(x) =0 alors Ilim f(x) =

Si pour tout x de |, différent de x,, on a‘f(x) -f‘ ‘g x)‘et I|m g(x)=0 alors lim f(x) = ¢
Si pour tout x de |, distinct de x,, on a f(x) <g(x) et lim f(x)=+oo alors lim g(x) = +oo

Si pour tout x de I, distinct de x,, on a f(x) =g(x) et lim g(x) = -« alors lim f(x) = -«
* Fonctions monotones et limite: o o

Soit f une fonction définie sur un intervalle | =]a, b[ (oul = ]a, +o[ ).

* Si f est croissante et non majorée sur | alors lim f(x) =+ (ou Iim f(x) = +o0)

* Si f est décroissante et non minorée sur | alc;rgbl|m f(x) = - (ou I|m f(x) = —)

* Si f est croissante et majorée sur | alors f admet une limite finie a gauche en

b (ou en+x).
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* Limite d’une fonction composée :

Soient f et g deux fonctions définies respectivement sur Dy et Dg telles que pour

tout x de Ds on a f(x) appartient a Dg :

*Si lim f(x)= ¢ et Iirrlg(x)=£' alors lim go f(x)=¢'

(X, ¢ et ¢'peuvent étre finis ou infinis).

En particulier si / € Dg et g est continue en 7 et lim f(x) =/ alors lim gof(x)=g(¢)

c’est-a-dire lim gof(x)=g( lim f(x))

X=X, X=X,

* Soit Xq un élément de Dy.

Si f est continue x, et si g est continue en f(x,) alors gof est continue en x,.

*Si f est continue sur Df et si g est continue sur Dg alors gof est continue sur Ds.
* Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | et x, un réel de I.

- Si f est positive et continue en x; alors la fonction Jf est continue en Xo-

- Si f est continue en x, alors la fonction ‘ f ‘est continue en Xq.

* Continuité sur un intervalle- Image d’un intervalle :
* L'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
* L'image d’un intervalle fermé borné [a, b] par une fonction continue est un
intervalle fermé borné.

* Résolution d’équations de la forme f(x) =k :
Théoréeme des valeurs intermédiaires : Soit f une fonction définie et continue
sur un intervalle 1.
Soit a et b deux réels de | tels que a< b.
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x) = k posséde au moins
une solution dans l'intervalle [a,b].
* Si f est une fonction continue sur un intervalle [a, b] et vérifiant f(a).f(b) < 0 alors
il existe au moins un réel ¢ appartenant a l'intervalle ouvert ]Ja, b[ tel que f(c) = 0.
* Si f est une fonction continue sur un intervalle et ne s’annule en aucun réel de
cet intervalle alors elle garde un signe constant sur cet intervalle.
* Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle [a, b] et
vérifiant f(a).f(b) < O alors il existe un réel unique c appartenant a l'intervalle
ouvert ]a, b[ tel que f(c) = 0.

* Asymptote oblique a une courbe :
Soit f une fonction définie sur un intervalle du type [c, +oo[ .

Si lim f(x) =+ (ou —x) et lim @=a (aeR) et XIiﬁrr+1m[f(x)—<':1x]=b beER)

X —>+00 X—>+00

alors la droite D : y = ax + b est une asymptote oblique a la courbe représenta-
tive de f au voisinage de +o . (Si b = + ou -« |la courbe posséde une branche
parabolique de direction la droite D : y = ax au voisinage de +).

Le résultat est vrai pour une fonction f définie sur un intervalle du type ]-, c]
et x tendant vers -« .
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AVEC L’ORDINATEUR
Activité 1

Soit f(x) =x*-x?-1.
1) Sur une feuille de calcul d’un tableur, entrer les données ci-dessous :

* Placer x dans A, et f(x) dans B, ;

* Placer (-1) dans A; et écrire la formule = A;*Az* A; - Az* A; -1 dans By ;

e Ecrire la formule = A; + 1 dans A, ;
Sélectionner la ligne 3 puis étendre cette formule jusqu’a la ligne 10.
2) a- Sélectionner les colonnes A et B de la ligne 2 a la ligne 10.

b- Choisir successivement dans les menus suivants :
Avec Excel : insertion- Graphique - Nuage de points —Terminer.

c- Conjecturer sur 'ensemble des solutions de I'équation f (x) = O.
3) Le tableau de données et le graphique laissent apparaitre que f (x) = 0 admet une
solution comprise entre 1 et 2 .Pour obtenir un encadrement plus précis de cette
solution placer :
*enAs:1etenA,:=A;+ 0.1 sélectionner la ligne 4 puis étendre la formule jusqu’a
la ligne 10.
* Sélectionner les colonnes A et B de la ligne 2 a la ligne 10 et insérer le graphique
Examiner le résultat, puis continuer la recherche (mettre dans A; : 1 et dans A,,=A; + 0.05).

4) Montrer que I'équation f (x) = 0 admet, dans R, une solution et une seule o
et vérifier que a appartient a l'intervalle ]1.45, 1.5[.

Activiteée 2
Calcul d’une limite en utilisant un logiciel de calcul formel :

Exemple : Soit a calculer lim xsin(l)
X

X—>+00

* Ouvrir le logiciel Derive. 1
* Taper I'expression suivante : x *sin(1/x) pour exprimer xsin(—).
X

: . : -1 . '
* Valider par entrée (I'expression xsin(—) va apparaitre sur I'écran)
X

* Cliquer sur la raccourcie lim (on obtient une fenétre ou il y’a le nom de la variable
x et le point limite *).

* Pour point limite compléter par +« puis appuyer sur simplifier.

* |l va apparaitre sur I'écran les étapes et le résultat final de la limite demandée

X—>+00

s : .1
c’est-a-dire : lim xsin(—) =1
X
Application : Déterminer a ton tour, en utilisant le logiciel Derive, chacune des limites suivantes :
. P . xX-1 . X+1
lim {x“+1-x; |lim ; lim ———;
X—>+%0 x—>1 X =1 x=-1 X" + X

(N.B : I'expression /x*+1-x s'écrit sqrt(x*+1)-x ou \/_(x"z +1)-x)
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EXERCICES ET PROBLEMES

Soit f la fonction définie par f(x)=(x-2)°.

a) Déterminer la limite de f en 2.

b) Déterminer les limites del a droite en 2

et a gauche en 2.

c) Que représente la droite d’équation

X = 2, pour la courbe de % ?

H 1) Représenter chacune des fonctions

) 2X ) -X + 1
fix—=—etg:x—
x+1 2x + 1

2) On designe par Cf et Cy les
courbes représentatives de f et g dans un

repére orthogonal (O, i ]).

Préciser les asymptotes a ces courbes,

aux voisinages de +x et de -,

n Calculer les limites suivantes :

lim (2x2 X+ 2); lim

X—>—©

fim | v/ + — -|im(-x-\/ﬁ+1);

X —>+00

i | ] [—Jﬁ”]

X —>+00 (X _ 1)2 ’ X—>—00 X

n Calculer les limites suivantes :

N
lim (\/1 +x—x—1) im NPT

X—>+00 X—>-00 X
X=X -1 >

lim Y——; lim ~——; lim {{/x* -=1-Xx
X—>+00 X3 X—>— 3 X—>+00

X
lerpw(2x+1+3cos x);XILrpw(2x+1+3cos x)
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Etudier chacune des limites
suivantes :

. 1 o XE -1
a) lim b) lim

x=2 x\[X = 2 =1(x 1)

3 2
c)Iim(zx X ‘X_z) dlim—

=1 x*+3x-4 x> (X =X -1
X +5-3 X +1-2
e)lim Y= 272 flim N <
X—4 X - 4 Xx—3 X — 2 _1
n On considére les fonctions suivantes :
X x*+4
f(x) = —F—— ;9(x) =
(1 +\/;)2 2X
2
hog = X Givaa
X+4

h(-4) = a; a est un réel.

1) a- Donner I'ensemble de définition et
préciser le domaine de continuité de
chacune de ces fonctions.

b- Pour chacune de ces fonctions donner
les limites aux bornes de I'ensemble de
définition.

2) Pour la fonction h, déterminer le réel
a pour qu’elle soit continue en xg = - 4.

Pour x €[- § 2[U]2, +oo[ on pose
2

X-2

X +1-y2x +5
a) Montrer que pour x différent de -2 et

a(x) =

X +1+4V2x+5
X

+2

b) En déduire que g admet un prolonge-
ment par continuité en Xy = 2 que I'on

précisera.

X E[- g,z[u]z, +oo[ , g(X) =



Limite et continuité

Trouver chacune des limites
suivantes :

. sinbx . 1-cos3x .
lim : Ilm—2 :
x—0 thx x—0-

X

. 1-cos2x .
lim —_— lim
x—=0" 4)( x—=0"
. tg®x

lim 9 )

x—0" 1-COS X

tgx -sinx |

X2

n1) Soit la fonction f définie sur R par.

1

f(xX)= ———— Montrer que f est bornée.
2+ COS X
2) En déduire lim et
x—+2 2 + COS X
x+sinx

lim
x=+2 2 4+ COS X

m Soit f la fonction définie par :
f(x) = 2sinx +1-cosx

X
f(0) =1
Etudier la continuité de f en 0.

six=0

m Soit la fonction f définie sur R par :

1-cosx

f(x) = six=0

f(0)=0
Montrer que f est continue sur R .

Soit la fonction f définie sur R par
‘X‘)\(/M six=0

0 six=0
Etudier la continuité de f sur ]-1, 1[.

f(x)=

O
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Exercices et Problemes

Soit la fonction f définie par
f(x)=x? sixe [0,1]

f(x) = 2x-1 8i X € 1+

Montrer que f est continue sur [0, 2].
Déterminer I'image de [0, 2] par f.
Déterminer I'image de [0, +oo[ par f.
Tracer, dans un repére orthonormé du
plan la courbe C représentative de f.

m fonction g définie par g(x)= —iz.
X

a- Etudier la continuité de g sur R".

b- Etudier le sens de variation de g sur
chacun des intervalles ]-«, O[ et ]0, +oo].
c- Déterminer les images des ces inter-
valles par la fonction g.

1)
2)
3)
4)

a- Montrer que I'équation x° +3x-2=0
possede une solution réelle unique a
appartenant a l'intervalle 10, 1].

b- Vérifier que %<a<%

1) En considérant la fonction

f: x> x*+2x-1 pour x€ ]-, 1[, mon-
trer que I'équation x*+ 2x = 1. admet une
solution unique X telle que 0 < xy < 1.

2) Déterminer une valeur approchée a
0,1 pres par defaut de x,.

74 1) Montrer que I'équation
sinx -2x +1 = 0 admet une solution

T
1k
En utilisant la méthode de dichotomie,

déterminer une vﬂgleur approchée de
cette solution a 3 prés .

unique B dans }0,

2) Montrer que I'’équation %x -tgx=0

posséde une solution unique o dans

l'intervalle E,E .
4 3



Limite et continuité

On considere la fonction polynéme P

définie sur R par P(x) = 2x°* -3x*-1.
Montrer que I'équation P(x)=0 admet une
racine réelle comprise entre 1,6 et 1,7.

m Soit P la fonction polynédme définie
sur R par P(x) = x®* —-x —1.

a) Montrer que I'équation P(x)= 0 admet

une racine réelle unique o dans lintervalle

[1, 2.

b) Utiliser la dichotomie pour donner une

valeur approchée par défaut de cette

racine a 10 " prés.

c) Vérifier que 1,2 < a. < 1,25.

m Soit la fonction : f(x)=x2-3x‘x‘.

1) Etudier la continuité puis les variations
de f sur chacun des intervalles
J-, O[ et ]O, +ool.
2) Représenter graphiquement f dans un
repére orthonormé (Oﬁ)
3) Déterminer les images des intervalles
et ]-o, O] et ]O, +oo[ par f.
1) Représenter sur un méme gra-
phique (unité 3 cm) la parabole d’e-
quation y = x* et la droite D d’équation
y=x+1.
2) Etablir a l'aide du graphique que
I'équation f(x) = 0 admet deux solutions,
ou f(x) = x*- x - 1,I'une positive qu’on
notera a. et 'autre négative qu’'on notera 3.
3) a) Placer sur la parabole et la droite D
les points d’abscisses respectives Eet§
b) Conjecturer alors a l'aide du gra-
phique, un encadrement de o.
4) a) Expliquer par le graphique que sur
l'intervalle [0,+], il est équivalent de dire

que x<aou f(x)<0.

O

32

Exercices et Problemes

b) En déduire que 3 < <2
27773

c) Montrer le résultat précédent.

5) a) Montrer que 1 - a est une solution
négative de I'équation f(x) = 0.

b) En déduire a I'aide de la question 4),
un encadrement de 3 .

Soit la fonction h définie par
X

h(x) ‘XH
1) Préciser le domaine de définition de h
et montrer que h est une fonction impai-
re, tracer alors la courbe (C’) de h et pré-
ciser ses asymptotes.
2) Dresser le tableau de variation de h.
3) Déterminer graphiquement et suivant
les valeurs du réel k le nombre des solu-
tions de I'équation x + k = k‘x‘ .

E On considére la fonction polyndme P
définie sur R par P(x) = 4 x%- 3x - 1

1) Calculer P(-1), P(-%), P(0) et P(1).

2) a) Montrer que I'équation P(x) = 0
admet dans R trois racines distinctes
qu’on les notera x4, X et x3 avec

X1< Xp < X3. 1
b) Vérifier que-1 < X< "5 XS 0<x,<1
3) a) Montrer que pour tout réel o on a :
cos(3a) = 4cos3(a) - 3cos(a).

b) Montrer alors, que

(1175
X, = COS| ——

7Tx
, X, = COS|—

et X, = COS (E)
9

mOn considére la fonction f définie par
f(x)=2x+vV2x -1

Etudier les branches infinies de sa cour-

be C et tracer une allure de C.



Limite et continuité <|> Apercu Historique

APERCU HISTORIQUE

Augustin Louis Cauchy
(21 aoiit 1789 [Paris] - 23 mai 1857 [Sceaux])

Augustin Louis Cauchy est le mathématicien francais le plus prolifique (avec presque
800 articles publiés). Ses idées politiques et religieuses ont pourtant a plusieurs reprises
contrarié sa carricre. Il est né le 21 aoGt 1789, au lendemain des événements de juillet.
Son pére, premier commis du lieutenant de police de Paris, voyait sa vie menacée par la
colere du peuple. Il s'était, pour quelques temps, réfugié avec sa famille a Arcueil. Dés
le plus jeune age, il prend en main 1'éducation de son fils, et Augustin est admis a 'Ecole
Polytechnique. Celle-ci a a peine 10 ans d'age, mais déja les savants les plus prestigieux
y enseignent.

A la sortie de 1'école, Cauchy est admis dans le corps le plus prestigieux (celui des
Ponts et Chaussées), et en 1810, nommé¢ aspirant ingénieur, il participe a la construction
du port de Cherbourg. C'est a Cherbourg que Cauchy commence ses recherches mathé-
matiques sur les polyédres, et ses premiers résultats sont prometteurs. Mais, fatigué par
le cumul de la charge d'ingénieur et des longues veillées de recherche, Cauchy connait
un état dépressif qui s'éternise et le pousse a retourner vivre chez ses parents.

A Paris, il cherche une situation en adéquation avec sa volonté de faire de la recher-
che mathématique pure. Malgré I'appui de son pére, il se voit devancé par d'autres pour
plusieurs postes, avant d'étre élu, en 1814, a la société¢ philomathique, antichambre de
I'Académie (alors nommé Institut). A la chute de 1'empire, Cauchy, royaliste et dévot,
voit de nombreux protecteurs accéder au pouvoir. Leur influence permet sa nomination
comme professeur d'analyse a I'Ecole Polytechnique en 1815.

Augustin Louis Cauchy est sans nul doute celui qui développa et précisa les regles
essentielles du calcul sur les limites.

Le cours d'analyse que Cauchy professe a I'Ecole Polytechnique est décrié tant par ses
¢léves que par ses collégues des autres maticres. Pourtant c'est ce cours, publié en 1821
et 1823, qui devait devenir la référence de 'analyse au XIXeés. en mettant en avant la
rigueur, et l’intuition. C'est la premiére fois que de vraies définitions de
limites, de continuité, de convergence de suites, de séries, sont énoncées.

(& J
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Limite et continuité <|> Apercu Historique

-

lecons sur le calcul infinitésimal » (1823), dans lesquels I’idée de limite y est clairement
explicitée. Il dit : « lorsque les valeurs successivement attribuées a une méme variable
s’approchent indéfiniment d’une valeur fixe, de maniére a finir en différer aussi peu que
I’on voudra, cette derniere est appelée la limite de toutes les autres ».

ne quantité variable devient infiniment petite lorsque sa valeur numérique décroit indé-
finiment de manicre a converger vers la limite zéro ».

limites de cette fonction. Il n’a cependant pas vu le rapport qui existait entre dérivée et
dérivabilité, ce que fera Dirichlet en 1829.

~

Entre 1821 et 1829, Cauchy publie trois ouvrages, et en particulier le « Résumé des

I1 donne une des premieres explications de I’infiniment petit. Il écrit : « on dit qu’u-

De ce fait, Cauchy détermine la dérivée d’une fonction continue, par 1’approche des

J
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Activités préliminaires

NA
Z 3

Cours

& | Dérivabilité a gauche - Dérivabilité a droite

L)

Dérivabilité sur un intervalle - Fonction dérivée

K/
L X4

Dérivée seconde et point d’inflexion

/7
*®

Dérivée et sens de variation

Y/
*®

0,
L X4

Extrema

< | Derivée d’'une fonction composée

& | Théoréme et Inégalités des accroissements finis

Résumeé du cours

Avec L’ordinateur

Exercices et Problemes

Apercu Historique
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ACTIVITES PRELIMINAIRES

1) Déterminer, chaque fois, le nombre
dérivé de f en x, en utilisant la définition :

a) f(x) =x3, x,=2

b) f(x) = Vx+1, x,=1
o) fx) = 2, X,= (-1)
d) f(x) = é( Xp=3

2) Donner, pour chaque résultat trouve,

'approximation affine de f en x,,.

Soit la fonction

g: X \/; pour X € [0,+oo[.

a) Déterminer le nombre dérivé
degenxy,=1.

b) Donner une approximation affine
du réel 10001

c) En déduire une valeur approchée

du réel +10001 .

Le plan est muni d’'un repére (o,i, j).
Soit la fonction f: x > x* +1

a) Donner une équation cartésienne
de la tangente (T) a la courbe repré-

sentative C; en son point d’abscisse 1.

b) Tracer (Cy) et la tangente (T).

36

Nombre dérivé :
Soit f une fonction définie sur un
intervalle ouvert | et soit x, un

réel de |.
On dit que f est dérivable en x,,

s’il existe un nombre réel 7 tel que

i 100-10x,)
X- X0

=/{ O0u encore

X—>X
0

lim f(x,+h) - f(x,) _
h—0 h
Le réel /7, est alors appelé le nom-
bre dérivé de f en x, et il est noté

l

£(Xo)-

Approximation affine :
Soit f une fonction définie sur un
intervalle ouvert | et soit x, un élé-

ment de .

* Si f est dérivable en x, alors sa
courbe représentative admet au
point A(xy, f(X,)) une tangente (T)
dont une équation cartésienne est
Y = f(xo) + (X - Xg) F(Xo)..

* En posant x = x, + h, on a pour h
voisin de zéro, le réel f(xy) + hf'(x)
est une valeur approchée de f(xy+h).
On dit que le réel

f(xg) + hf(xy) est une approximation
affine de f(x,+h). On écrit :

f(xg + h) = f(x) + hf'(xo) -




-

Nombre dérivé et interprétation géométrique :
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | et soit x, un élément de |.

Si f est dérivable en x, alors sa courbe représentative (C;) admet au point
Mo(Xo, f(Xp)) une tangente (T) de coefficient directeur f(x,) et dont un vecteur

- (1
directeur est u ( )

f'(x,)
b y y
€hf /()
. (T) @
| £'a) (&)
f(xo)] Mo _1_.! 14 Mo _1_.|
) —rne— @
(0] X0 2 O 1 : x
\ Sl 1 X
f *(x0)>0. f'(x,) <O0. f *(x,)=0.
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- (Continuité et dérivabilité)

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I. On suppose que f est dérivable

f(x) - f
en un réel x, de I. On pose k(x) = M Si X=X,
_— X=X, Théoréme
a) Verifier que pour x# Xo, on a f(x) = f(xg) + (X = Xo).k(x) | Si une fonction f est
b) Quelle est la limite de k(x) lorsque x tend vers x, ? dérivable en x, alors
c) Trouver alors jim, f(x) et conclure. elle est continue en x,.

X—>X
0

Soit la fonction f définie sur R par :

fix)= x* si x=<0

- COS X

) = si x>0

1) Montrer que f est continue en x; = 0.

2) a) Calculer le nombre dérivé a gauche de f en x, = 0. Interpréter graphiquement
le résultat.
b) Etudier la dérivabilité de f a droite en x, = 0. Interpréter graphiquement le résultat.
c) La fonction f est-elle dérivable en 0 ?

Soit f une fonction définie sur un intervalle | de R et x, un réel de .
* On dit que f est dérivable a gauche en x,, s'il existe un nombre réel /. tel que :

- +h) -
lim M=g1 ou encore lim M=
x—>x0' X - X0 h—0"
Le reel 7, est alors appelé le nombre dérivé a gauche de f en X, et il est noté
f'4(Xo)-
* On dit que f est dérivable a droite en X, s'il existe un nombre reel 7, tel que

lim M=£2 ou encore lim w=

T - h—0*
X=X] X X0

Le reel 7, est alors appelé le nombre dérivé a droite de f en x, et il est noté
fa(%o)

1

1

l

2
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Dérivabilité <2>

Remarques :

* On peut avoir une fonction continue en x, mais non dérivable en Xx,.

* Si f n’est pas continue en x, alors elle n’est pas dérivable en x.

Activité 3

Soit la fonction f: x — ‘xz —1‘.

Cours

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repére orthogonal (o,?, ])

du plan.
1) a) Etudier la dérivabilité de f en x, = 1.

b) En déduire que (C) admet une demi-tangente a gauche et une demi-tangente

a droite au point A(1,0).
c) Tracer les deux demi-tangentes a ( C ) en A.
2) a) Montrer que f est une fonction paire.
b) construire la courbe (C).

Interprétation géométrique du nombre dérivé
a gauche et du nombre dérivé a droite

* Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | et dérivable a gauche en x, de I.
Le nombre f4(X,) représente la pente de la demi-tangente a gauche a la courbe
représentative de f en son point My(X,, f(X,)).Une équation cartésienne de cette

y =, ()-(x - x,) + f(x,)

demi tangente est donnée par :
{x <X,

* Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | et dérivable a droite en x, de |I.
Le nombre f'4(x,) représente la pente de la demi-tangente a droite a la courbe
représentative de f en son point My(x,, f(X)).Une équation cartésienne de cette

demi tangente est donnée par : y = £(x,)-(x - x,) + (x, )
X =X,

Lorsque f'y (Xo) # f g (Xo) la courbe de f admet deux demi-

tangentes de directions différentes en My(X,, f(Xo))-

On dit alors, que le point M, est un point anguleux pour

la courbe de f.

Théoréeme

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | de R et X, un réel de |.

y

Ct

Mo

La fonction f est dérivable en x, si et seulement si f est a la fois dérivable a droite

et a gauche en x, et f';(X,) = f4(Xo).
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Soit la fonction f: x > v2x -4 pour x € [2,+oo[.
1) Etudier la dérivabilité de f a droite en 2.

2) Interpréter graphiquement le résultat obtenu.

- -

3) Tracer la courbe (C;) de f dans un repére (o,i, j).
Commentaires :

Pour f:xn—n/ﬂ; XE[2,+00[ :

Ona lim fo)-1(2)

x=2t  xX-2

une demi-tangente verticale au point M, (2, f (2)).

=+, on dit alors que la courbe représentative de f possede

Plus généralement : si f est une fonction définie sur D et vérifiant pour x, de D,

lim M=+oo (OU _Oo) ou lim f(X)_f(X0)=

x—>x0+ X - X0 X=X, X - X0

+00 (Ou — )

alors f n'est pas dérivable en x, et sa courbe représentative posséde une demi-
tangente verticale au point My(X,, f(Xo))-

Soit f la fonction définie sur R par :
f(x) = x*-4  si x=<2

fx) = 8- 10 & x>2
X

1) Montrer que f est continue sur R .

2) Montrer que f est dérivable sur chacun des intervalles |-, 2[ et ]2, +o[ et calculer
f’(x) pour x <2 et pour x > 2.

3) a) Etudier la dérivabilité de f en x,=2.
b) La fonction f est-elle dérivable sur R ?
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* Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I.
La fonction f est dérivable sur | si elle est dérivable en tout réel x, de |. Dans ce
cas f posséde une fonction dérivée notée f’ définie sur |, qui a tout x de |
associe f’(x).

* Soit a un réel.

- La fonction f est dérivable sur [a,+[ si elle est dérivable sur ]a,+[ et dérivable
a droite en a.

- La fonction f est dérivable sur J-«, a] si elle est dérivable sur ]-, a[ et dérivable
a gauche en a.

* Soient a et b deux réels tels que a < b. La fonction f est dérivable sur [a, b] si
elle est dérivable sur ]a, b[, dérivable a droite en a et dérivable a gauche en b.

Recopier et compléter le tableau suivant

Ensemble de

Fonction f Fonction dérivée f dérivabilité de f

fix—x®+3x*+5x°+6

-3x+1
2x -1

fix—

f:xn—>3\/;+£3
X

f:x—>2cos(3x+1)

f:x—>tgx
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Dérivabiliteé

2

Dérivées des fonctions usuelles

Cours

Fonction f f'(x)
fix—k f'x)=0, x€R
f:x—>ax+b f'x)=a, xeR
fixi>x";neN- {1 f'x)=nx"", xeR

1 . 1 .
fix—— f'x)=-—, X€ER

X X
. 1 < 1 . n *
f.XHF;nEN-{‘]} f(x)——w, XER

! 1
fix VX f(X)=2 , x>0
X
a
f:x ax +b f'(X) = ——, ax+b >0.
i i 2\Jax+b
£l ax+b f'(x) = ad-cb , X¢_9
' cx +d (cx +d) c
f:x > sin(ax +b) f‘(x)=a.cos(ax +b), x&€ R
f:x > cos(ax +b) f(x) =-a.sin(ax +b), x&€ R
f:xm— tanx f'(x)=1+tan’ x = - ,XER\{E+kn,kEZ}
COS” X 2
f:x > cotan(x) f'(x) = —(1+ cotan® x) = - — ,xeR\{kn:,kEZ}
sin® x

Activité 3

On considere les fonctions f et g définies par f(x)=4x*>, g(x)= Jx .

1) Déterminer 'ensemble de dérivabilité de chacune de ces fonctions.

2) Calculer les fonctions dérivées de f+ g, fg, T etg’.
g
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Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle | de IR.

Fonction Fonction dérivée

f+g f’+g’

a.f (a constante réelle) af

f.g G g’ f

f" (n 22)

1
f
4
g

-

Le plan est muni d’un repére orthonormé (o,i, j) )

On a représenté la courbe ( C;) de la fonction

f: x> -x* - 3x%et sa tangente (T) au point |

d’abscisse (-1) dans le graphique ci-contre :

1) Lire graphiquement la pente de la tangente (T).

2) Déterminer la fonction dérivée f’ de f.

3) Déterminer la fonction dérivée seconde f ” de f.

4) a) Donner une équation cartésienne de la tangente (T).
b) Conjecturer graphiquement sur la position relative

de (Cy) et (T).
5) Dresser le tableau de signe de f ”(x).

Commentaires :

* Ona f”(x) =-6 x -6, qui s’annule et change de signe en x, = -1.
Le point | d’abscisse (-1) est un point d’inflexion de la courbe (Cy).

\A

(Cr

* On remarque aussi que la courbe (C;) traverse sa tangente en (-1, f(-1)).
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~ ostitons

Dérivée seconde :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle | et f’ sa fonction dérivée.

Si la fonction f’ est dérivable sur | alors f est dite deux fois dérivable sur | et la
fonction dérivée de f’ se note f ” et s’appelle fonction dérivée seconde de f.
Point d’inflexion :

Le point My(x,, f(Xg)) est un point d’inflexion de (C;) si et seulement si (C;) traverse

sa tangente en M,.

y T
Cr y Mo
f(x0) |- - - - - = . Cr

T :
f(xo)[ == A Mo !
1 1
: 1 i
! 1
! 1

(0] X0 X 0 10X X

Mg est un point d’inflexion de Cs¢ My n’est pas un point d’inflexion de C¢

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ouvert | contenant x, et (C)
sa courbe représentative dans un repére(O,U)du plan. Soit f ” la fonction dérivée
seconde de f.

Si la fonction f ” s’annule et change de signe en x, alors le point My(x,, f(X,)) est

un point d’'inflexion de (C).

Soit f: x> 143 Z2x? + 4x +1 et soit (C;) sa courbe représentative

- —

dans un repére (O, i,j).

a) Calculer f ”(x) pour tout x réel.
b) En déduire que (C;) posséde un point d’inflexion d’abscisse x, que I'on précisera.

c) Montrer que la fonction f’ s’annule en x, sans changer de signe.
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Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle ouvert | contenant x; et (C;)
sa courbe représentative dans un repére (07]) du plan. Soit f’ la fonction dérivée

de f. Si la fonction f ’ s’annule en x, sans changer de signe alors le point
Mo(Xo, f(Xp)) est un point d’'inflexion de (C;).

Soit f: x> x*+2x
1) a) Vérifier que pour tout x réel on a f(x) = (x+1)* -1 .
b) En déduire que f est strictement croissante sur [ -1, +o[ et que f est
strictement décroissante sur ]-o, -1].

2) Calculer f’(x) et étudier son signe sur chacun des intervalles ]-, -1] et [-1, +oo].
3) Dresser le tableau de variation de f sur R .

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle . On a :

* La fonction f est croissante sur | si et seulement si pour tout x appartenant a |,
f(x) = 0.

* La fonction f est décroissante sur | si et seulement si pour tout x appartenant a |,
f(x) = 0.

* La fonction f est constante sur | si et seulement si pour tout x appartenant a I,
f(x)=0

Etudier le sens de variation de chacune des deux fonctions suivantes :

2

g T X .
-, =.b)g:x— sur l'intervalle |0, +x| .
2 2[ ) X% +1 [ ¥ [

a) f: x> tgx surlintervalle
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Dérivabilité <2> Cours

Extrema

Activité 1

Une entreprise fabrique une quantité x d’objets par jour.
Le colt de production de cette fabrication, exprimé en DT,est donné par la formule
f(x) = (0.1).x* -2x +20.

1) Dresser le tableau de variation de f sur R .

2) En déduire la valeur de x qui minimise le co(t journalier de production.

Minimum et maximum d’une fonction :

Soit f une fonction définie sur un ensemble D.

* S'il existe x, appartenant a D tel que pour tout x de D, f(x)=f (xy), on dit que
la fonction f admet sur D un minimum en x, .Le réel f(x,) est le minimum de f.

* S'il existe x, appartenant a D tel que pour tout x de D, f(x) =f(x), on dit que
la fonction f admet sur D un maximum en x,. Le réel f(x,) est le maximum de f.
* Un minimum ou un maximum de f s’appelle aussi un extremum de f.

Activité 2

On a représenté, ci-contre, la courbe de la fonction f
définie surR par f(x) = -x* + 6x* - 9x + 1. IE
Répondre par vrai ou faux.

a) La fonction f admet sur R un maximum en x, = 3 égal a1.

b) La fonction f admet sur [0,+o[ un maximum en x, = 3 égal a -3.| °|| /| \L [
c) La fonction f admet sur ]-0,4] un minimum en x, = 1 égal a -3. \ |
d) Pour tout x € ]-,0], f(x) =1. =

e) Pour tout x € [0,+oo[ , f(x) <1. |
f) Pour tout x € ]0,4[ , f(x) <f(1).

Activité 3

La courbe ci-contre représente la fonction f définie sur R par f(x) = 8x* -6x - 1.
On consideére la fonction g définie sur l'intervalle]-1,1[ par g(x) = f(x). y
a) En examinant le graphique, donner le nombre d’extremum(s) de g.
b) Conjecturer les nombres dérivés de g en ces extremums.

=

c) Dresser le tableau de variation de g. 5
d) En déduire que g admet