Chapitre : Etude locale d’une fonction numérique.

Séquence 1 : Limites —Continuités

I.  Limites d’une fonction numérique :
1. Limite d’une fonction en un point :

a)

b)

Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I de centre X,, sauf peut étre au
point X,. On dit que la fonction f admet un réel | comme limite au point X, si
pour tout x € I, f(x) dévient suffisamment voisin de I, lorsque x est de plus
en plus proche de X,.

On écrit thj f(x)=1

Exemple : fixP2x*+x+1; XOZ%

1

limf(x):f(— =2

2

2
Théoreme : La limite d’une fonction en un point si elle existe, est unique.
Opérations sur la limite en un point :
Théoremes :
- Sif et g sontdeux fonctions admettant chacune une limite en un point
X, alors les fonctions f+g , fxg et Af ou A estun réel quelconque
admettent une limite en X, etona:
lim (f(x]+g(x)|=1im f(x)+lim g(x)

X - X, X = X, X = Xy

lim (f(x)x g(x)|=1im f(x)x lim g(x)

X - X X = X, X = X

lim Af(x)=Alim f(x)

X = X, X - X,

f

i . 1 .
hgl g (x)¢0 alors les fonctions E et E admettent une limite

- Sienplus

en Xpetona:

.
1 1 . f(x)_xinxlof(x)
lim =— - et lim =—

x-x glx| lim glx] — x-x glx] lim g[x]

- Si f est une fonction admettant le réel I comme limite en un point X, et
g une fonction admettant une limite au point [ , alors la fonction
composée g ° f admetune limite en X, et Xhm goflx|= £1£nl g(x)

- Xy

Exemple :
: m T
f(x|=cos 2x+€ P Xo=3
lim [2x+Z|=2Z 4 LoD i cosx=202
6736 6 e 2

X -

3 6



Evaluation :
Calculer les limites suivantes :

lim 4+v3; li

x - 19

~

;7 . limi
X'2 ’ x_,n\/;

=

X -

N

2. Limite a droite, limite a gauche en un point :
Activité :

(x-1](x+3]
|x+3]

1) Etudier le signe x+3 et puis écrire f (x) sans la valeur absolue ;

Soit la fonction f : x

2) Etudier la limite de f avec la valeur absolue et puis sans la valeur absolue
au point  Xx,=-3.

Synthese :
- Définition :
o Lalimé, ., flx|=4¢ est appelle la limite a gauche de f au
point -3 ;
o Lalimi, . f[x)=-4( est appelle la limite a droite de f au
point - 3.
- Théoreme :
Une fonction admet une limite en un point X, si et si seulement si elle
admet une limite a droite et une limite a gauche en X, qui sont égales,
C’est-a-dire lim z,x.of(x]:hm ouf(x)=1, 1€R &4,
Evaluation :

Calculer les limites suivantes :

. x(x+1) . x2-9
lim ——; lim ———
x-0 |X‘ x--3 ‘X|-3
3. Regles de calcul des limites:
Soit a € IR:
o Rl)}(ifr:x=a;
g Jim xroe s fim oo

.1 .1
e R;) lim ==+00 ; lim —=-o0;
x-0" X x-0 X

Démonstration ;

0,01 |0,001]0,0001]|0 -0,01 |-0,001 | -0,0001 | O

> | =X
> | ==




e Ry lim 220 ; lim 1=0;

xﬁ+oox xa-oox

Démonstration :

X 10 10 | 1000

-10 | -100 | -1000

> | =]

X

. . oo < o
o Ry)VnelN lim x"=+o0 ; lim x"= St n est tmpair

X o+ X o 00 +o00 si n est pair ’
. sinx . tanx
e R lim =1 ; lim——=1;
x -0 X x -0 X
. 1-cosx_1 . 1-cosx
e Ry lim———==; lim =0:
7 2 2 > )
x-0 X x-0 X
Remarque :

- la limite a I’infini d’une fonction polynome est la limite a I’infini du
monome de plus haut degré.

- La limite a I’infinie d’une fonction rationnel est la limite du quotient du
monome de plus haut degré au numérateur par le monome de plus haut
degré au dénominateur.

Exemple :
% lim [7x2-3x+2|= lim 7x2 1-2 42 _|= 1im 7x2=400
X « to0o X —» too X X X —» t0o
3x 1+3i
X
% lim ﬂ— lim = lim 3x = lim 3 =0
Xxo-0 7X2-3X+2 s, w 3 2 xo-0 7X%2 xo-07X
7x2(1-—+
7x 7Xx?
Evaluation :

4. Formes indéterminées :
Activité :
Calculer les limites suivantes :

x*tx-6
2 x2-7x+10°
by i V3+x- F
V2x+ -v1
0 hm (ﬁ )

a) lim

. Vx2-x+2
d) lim |x-—————|.
X - +0o 2X—\/4X2+X

Syntheése :



Dans la recherche de la limite, si nous obtenons I’'une des formes suivantes :

0 o | Lo L
0 ;;;OXOO; |+00|+(-00| | aucun théoréme Mathématiques ne nous permet de

conclure. On dit qu’on a une forme indéterminée.

Lorsqu’on a une forme indéterminée, on léve I’indétermination.

Par exemple dans b) on a: lim V3+x-V5-x _ ¥3+1-v5-1 =220 Forme
P s V2x+7-V10-x v2+7-Y10-1 3-3 0

Indéterminée.

Levons I’indétermination en utilisant les formules des produits remarquables :

lim V3+x-v5-x W3+ x-v5-x][V3+x+V5-x|[V2x+7+/10-x|
x-1V2x+7-V10-x  x-1(V2x+7-vV10-x)[V2x+7+v10-x)[v3+x+/5-x]

= lim V3+x-v5-x “lim 2x-2)[v2x+7+10-x|
I V2xr 7105 W 3533 x B3]

En simplifiant le numérateur et dénominateur par (x-1) on aura :

im 3+x-v5-x “lim 2(V2x+7+410-x| _2(2+7+10-1] 6
x-1v2x+7-410-x 3(V3+x+v5-x]  3[V3+1+/5-1] 6
3+x-v5-x _
Doncllm =
2x+7-410-x

5. Limites et relations d’ordre :
Soit f, g et h trois fonctions, I un intervalle et a € I ou a est un nombre réel ou
+00 Qu -0,
. Sivxel, flx|<glx|alors lim f(x)<lim g(x)

X-a X-a

. Sivxel, flx|<glx| et lim f(x|=+00 alors lim g|x|=+o00

. Sivxel, flx|<glx| et lim glx|=-o alors lim f(x|=-o0

Si vxelI, hix|<flx)<glx|et lim h(x|=1lim g(x|=1, 1€ R alors limf|x|=

X->a X-a X-da

(théoreme de gendarmes).

Exemple : Calculer les limites suivantes :

. . . COSX
lim (2x+3+sinx/); lim
X — =00 X — +00 X2+1

Solution :

Vx€eR,-1<sinx<1=2x+2<2x+3+sinx<2x+4



Douvx elR,2x+2<2x+3+sinx<2x+4

lim 2x+2=-o

Xos-t0 = |lim 2x+3+sinx=-00
lim 2x+4=-00  *-=® )
X - -00

vxelR, -1<cosx<1 et x*+1>0

1 X 1
) SCos <
x2+1 x2+1 x2+1

lim -——=0

xoteo X +1 lim ccz)ixlz
. L+ X

lim ——=0 ¥

X - +oo X +1

II.  Fonction continue :
1. Fonction continue en un point :
Synthese :
Définitions :
e Soit f une fonction définie en un point X,:
lim (X):f(xo),

X - X

On dit que f continue en X, si
e SoitrelR, r>0:
- Si f est définie sur I’intervalle }XO-F , XOL on dit f est continue a
gauche au point X, si thxl fIxI=f(x,),
- Sif est définie sur l’intervalle[xo , xo-r[, on dit f est continue a droite
au point X, si 3£n3 f(x)=f(x0)_
2. Prolongement par continuité :
Activité :
Vvx+1-2
x-3
a) Trouver I’ensemble de définition de f.

Soit la fonction f : x+

b) La fonction f admet-elle une limite au point x,=3?

Synthese :

1
- La fonction g:x+ m qui coincide avec la fonction f sur Df, admet

un limite en X,=3et est continue en ce point.
On dit que la fonction g est la fonction prolonge par continuité de f au

point X,=3 ; et on a lim f(x)=1lim g(x|=

Xx-3 Xx-3

NG

- Définition :



x, & Df
si et seulement si| |jm f(x)=l, leR

X = X,

f est prolongeable par
continuité au poin x,

3. Fonctions continues sur un intervalle :
Activité :

a)

b)

0)

Définition :

Une fonction est continue sur intervalle si elle est continue en tout point de cet

intervalle.

Théoreme :

- Une fonction polyndme est continue en tout point de R,

- Une fonction rationnelle est continue en tout point de son domaine de
définition.

- Les fonctions x—sinx ; x+cosx;x+|x| sont continues en tout point de
R.

Propretés :

s Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle I alors les
fonctions f+g ;f-g et Af ou A € R sont continues sur I.
Et si en plus g ne s’annule pas sur I (c’est-a-dire Vx € I g(x)#0) alors

f

o1 .
les fonctions E et E sont continues sur I.

¢ Si f est fonction continue en un pointX, et g une fonction continue au point
f (x,) alors la composée g ° f est continue au point x,.

Exemple : Montrer que la fonction f: x+4/cos| x +% est continue sur

Solution :

T
0;%
;

. ~ T .
- La fonction polyndme xH X +§ est continue sur IR, alors elle est

continue sur

T
0;,—
6

. . . m
- La fonction x+~ cosx est continue sur R et la fonction x~ cos(x +§)

. . T
est continue sur IR donc elles sont continues sur O;E .
T n 7 T T b
- Vxe|0;—=|, 0<x<—=>—<x+—<—=cos|x+—|>0 donc la fonction
6 6 3 3 2 3

T :
f:xP4/cos| x+ 3 est continue sur

Image d’un intervalle par une fonction continue :

T
0;,—1.
6}




- L’image f(I) d’un intervalle I par une fonction continue f sur I est un
intervalle.
- Si f est continue et croissante sur (a, b|alors f([a, b])=[f(a),f(b)].

- Si f est continue et décroissant sur |a, b]alors f{[a, bl|=|f(b), f(a)].
Théoreme fondamentale :

Si f est une fonction continue sur un intervalle [a, b alors pour réel a compris

entre f(a) et f (b), il existe au moins un réel x, € [a, b] tel que f(XO)ZO(.
Théoréeme des valeurs intermédiaires :

Si fest une fonction continue et strictement monotone sur intervalle (a, b et si
f(a)xf(b)<0 alors il existe un réel unique X, de V’intervalle [a, b| tel que

f(xO)ZO.

" R .

Théoréme :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle alors f est une
bijection de I sur I’intervalle J=f(I); fadmet alors une fonction réciproque ' qui est
une bijection de J sur I et ™' varie dans le méme sens que f.

Dans un repére orthonormé du plan, les deux courbes représentatives de f et f' sont
symeétrique par rapport a la droite y =x (1% bissectrice).

Exemple : g:x+ x2+2 a pour réciproque h:—+/x-2 sur[0;+o]



6. Branches infinies :
a) Asymptote parallele a I’'un des axes :

Lorsque Xlirflwf x|=a ou lim flx|=a, a€R 45 1a droite d’équation

X - -0

y=a est asymptote horizontale a la courbe représentative de f

Lorsquei{n:,f(X):ioo ou lim*f(x):ioo .

X-a

On dit alors que la droite d’équation x=a est asymptote verticale a la courbe
de f.

24+ 1
Exemple : Etudier les branches infinies de la fonction f : X+ m
Solution :
f est définie si x2-2x-320=Df =RR-|-1;3]
X - 00 - 1 3
x2-2x-3 + %— +
o
lim f(x)=1
Xﬁ r: flx)=1 — la droite d’équation y=1 est asymptote horizontale a la

courbe de f.



lim f(x)=%=+oo

ot 02 =1la droite d’équation x=-1 est asymptote verticale de
lim f(x)===-o

x--1" 0

la courbe représentative de f.

lim £ (x)=12=-cc

2 10 0 =1la droite d’équation x=3 est asymptote verticale de la
lim f(x)=E=+oo

x-3"

courbe représentative de f.

a b
74

Remarque :
Une courbe et son asymptote peuvent se couper.
b) Asymptote d’équation y=ax+b:
On dit qu’une droite y=ax+b est asymptote oblique a la courbe représentative
d’une fonction f lorsque
lim [f(x]-(ax+b)]=0 ou lim [f(x|-(ax+b)|=0

X — =00 X —» +00

Ou encore on dit que la droite d’équation y=ax+best asymptote oblique a la
courbe de f s’il existe une fonction e telle que f(x]=ax+b+e(x| avec
lim €(x|=0 ou lim e(x|=0

X — =00 X — +o00

Recherche de I’asymptote oblique :

Si f est une fonction telle que thflw f(x)=+00 ou lim f(x)=%% oy git alors

X - +00

que il y a possibilité d’asymptote oblique pour la courbe de f.

Si lim f(x) existe alors lim M:a ou lim M=a

X —» t0o X X — -00 X X — +00 X

- sj lim [f (x)-ax} existe alors

X — oo



lim [f('x)-ax}:b ou lim [f(x)—ax]:b On dit alors que la droite y=ax+b

X —» -00 X —» t oo

est asymptote oblique a la courbe de f.
- Cas particuliers :

sj lim f (x ):J—roo, alors il y a possibilité d’asymptote oblique pour la courbe

X — oo

def.
flx]

* Si lim ——=+00 on dit alors que la courbe de f admet une branche

x>t X

parabolique de direction celle de 1’axe oy.

& si lim f (x ):O, on dit alors que la courbe de f admet une branche

X — oo

parabolique de direction celle de 1’axe ox.

flx]

% Si lim -==q, aeR et 1im {f{x]-ax}:ioo on dit alors que la courbe

x>t X X ==

de f admet une branche parabolique de direction celle de la droite

d’équation y =ax.

flx|

* Si lim —— n’existe pas ; il n’y a ni asymptote, ni branche parabolique ni
X

X — too

direction asymptotique
Exemple : Etudier les branches infinies de la fonction f:

3
X +2x2+x-1
9) f[x]— x2+x+2

b) flx|=vVx2+5x-6
Solution :

3
X +2x2+x-1
x2+x+2

a) flx]

f est définie si x2+x+2#0
Posons x2+x+2=0; A=-7 donc Df=R

3
lim f(x)= lim X—ZZ-OO
X = =00 X X3 ==Possibilité d’asymptote oblique
lim f(x|= lim X—2=+°0

X —» too x_>+oox

) 3 3
. X . +2x2+Xx- .
lim X2 g X200l X
ot X xote X(X24X+2)  xliew x

lim [f(x]-x|= lim X—§=1

X — oo X ot X

La droite d’équation y=x+1 est asymptote oblique a la courbe de f.
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III.  Dérivées :
1. Fonction dérivable en un point :
a) Définition :

Soit f une fonction définie en un point X,, on dit que f dérivable en X, si et

(x]-
seulement si lim M
X - X, X-X,

existe et finie.

Cette limite est notée f '(x,) et est appelée le nombre dérive de la fonction f au
point X,.
Autre définition ; en posant h=x-x, , h € R=x=x,+h, f derivable au point
h+x,|-f(x
X, si et seulement si la limite : lim f( 0}2 f< 0)
h-0
Exemple : f(x|=x2+x ; x,=-1

existe.

b) Nombre dérivé a gauche et a droite d’un point :
- Une fonction f est dérivable a gauche en un point X, si et seulement si la

limite lim —f(x)-f(xo)
xox, X=X,

existe et finie.

Cette limite est appelée nombre dérivé a gauche au point X, de la fonction,
on la note [, (x,).

- Une fonction f est dérivable a droite en un point X, si et seulement si la

limite lim M existe.
P X-X,

Cette limite si elle existe, est appelée nombre dérivé a droite au point X, de

la fonction, on la note f 4(x,).



Théoréme :

La fonction fest dérivable en X, si et seulement si f est dérivable a gauche et a droite

en X et f 4(xo|=f 4(x).

2. Interprétation géométrique :
Soit f une fonction définie sur un intervalle Iet dérivable au point A d’abscisse a de I,
de représentation graphique ci-dessous :

_~

M

b

\
1

£
M'---------

0 1 3 4 5 6

Soit A(a ;f(a)] un point fixe de C;. Considérons le point M(:x ; f(x)] mobile sur C,.

flx]-f(a)

‘a est le coefficient directeur de la droite |AM . Lorsque M

Le rapport r=

tend vers A|x — al la droite (AM ) tourne autour du point A et tend vers une position
limite qui est celle de la droite (4,). (4,) est appelé la tangente a la courbe C; au
point d’abscisse a de coefficient directeur ou de pente f "(a).

Equation de la tangente a la courbe en un point a:

L’équation de la tangente (4,) ala courbe C ¢ de f au point d’abscisse a est :

(4): y=flallx-al+f(a)

Remarque : si le coefficient directeur f '(XO), la tangente est horizontale ou paralléle a
I’axe des abscisse en X,,.

W



2 — ”

0 1 3 3 4 —2}
3. Fonction dérivable sur un intervalle :

a) Définition :
Une fonction f est dérivable sur un intervalle I si elle est dérivable en tout
point de I.
Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I alors 1’application
f:x—f'(x) est appelée fonction dérivée (ou dérivée premiere) de f sur
I’intervalle I.
Exemple : f:x— x*+3x+2

fx]-f o) i X H+3X+2-X0-3X-2 - X*+3X-x0-3X, . [X-Xo|[x-

Vx, €R, lim —————=1im =lim lim
xox,  X-Xg X=X, X=X, X=X, X=X, X=X, X-X

=f est dérivable en X, et f '

Xo|=2x,+3 d’oll f est dérivable sur R et sa

dérivée f ' est définie par Vx, € R f [x]=2x+3.

Remarque :

- Une fonction polyndme est dérivable sur R,

- Une fonction rationnelle est dérivable en tout point de son domaine de
définition.

- Les fonction x+ cosx et x+sinx sont dérivable sur R.

b) Dérivées des fonctions usuelles :

Fonction f Ensemble de Dérivée f' Ensemble de
définition de f définition de '
f(x)=a ae g R f'(x) =0 R
f(X)=ax qe R f'(x)=a R
f(x)=x R f'(x) =2x R
fx)=x R F1(x) =nx""! R
n =1 entier
1 . 1
f(x) = R {0} f(x) =- 2 R {0}




f(x)=— R \{0} f'(x)= T R {0}
n =1 entier

1
f(0 =x 0500 = Jos=e

u+v estdérivable sur |

(w+v) =u'+v'

ku est dérivable sur I, ol k est une constante

(ku)' =ku"

Uv est dérivable sur |

(uv)’ =u'v+uv'

L 1) u'

U est dérivable sur I, ou u ne s'annule pas sur | u u’

u u u'v-uv
vV est dérivable sur |, ou v ne s'annule pas sur | \% v

Théoréme 1 ;

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle I alors Vn € @, la fonction u" est dérivable

sur un intervalle I

En particulier on a : Vu=

Théoreme 2 :

. n-1

etona:(u) =nu'u

2Vu’

Si f est une fonction dérivable en un point X, et g une fonction dérivable au point f(Xo)

alors la fonction composé g ° f est dérivable en X, etonalge° f)'(xo)Zf "(xo)%g '[f(xO )}

Si fest une fonction bijective d’un intervalle I sur un intervalle J et si f est dérivable sur I

alors sa bijection réciproque f™' est dérivable sur J et on a :

vxelJ [f](x=

I
U (x)]

c) Dérivées successives :

Si f est une fonction dérivable sur un intervalle I, alors sa fonction dérivée
sur I est notée f ' qu’on appelle aussi dérivée premier de f sur I.

Si f' est aussi dérivable I, alors sa fonction dérivée sur I est appelée
dérivée second sur I que I’on note f "'

Si f'' est aussi dérivable I, alors sa fonction dérivée sur I est appelée
dérivée troisiéme sur I que I’on note f''". De proches en proche, si f est n

fois dérivable sur 1, alors sa dérivée n*™ ou dérivée d’ordre n est notée "

dazf

T

On note aussi f =




Exemple :
fixe3x*-2x°-4x*+x+1
flx|=12x*-6x*-8x+1

f [x|=36x2-12x-8

e

flx|=72x-12
f(x|=72
f*(x|=0

v nelN n>5 f"(x|=0

d) Sens de variation d’une fonction :
Activité :
Soit f: x> x2-4
i. Etudier le signe f';
ii. Compléter le tableau suivant :

X -3 -2 -1 0 1 2 3
f(x)
En déduire la sens variation f sur ’intervalle [-3; 3]

Que remarquez-vous ?
Théoreme :
Soit fun fonction dérivable sur un intervalle I:
- Sif >=0sur I alors sur fest croissante sur I.
- sif <0 sur I alors f est décroissante sur I/
- si f =0 sur Ialors falors constante sur I.
e) Point inflexion :

Définition : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle I.
Un point d'inflexion est un point ou la courbe traverse sa tangente en ce

point.

\__-

Théoréme :



Un point d’abscisse X, est un point d’inflexion de la courbe de f si et
seulement si f est deus fois dérivables en X, et sa dérivée seconde '’
s’annule et change de signe enx,.

Exemple :

f:xH%x3-4x+1

Df =R=[-00; +oo]
lim f(x|=-c0 et lim f|x)=+00

X — =00 X - too

f est dérivablesur R vx e R f(x|=x"+4
Posons x2+4=0=—=x=-2 ou x=2

X - 00 -2 2
x|+ ?- ? +
f(x) 13
/ 3\ -13/
- 5

f [x|=2x posons f (x|=0=2x=0=x=0

X -00 0

f(x) : ? *

Alors le point de coordonnées (0; 1/ est un point d’inflexion de la courbe de
f tangente a la courbe de f au point d’inflexion :

y=flol[x-0]+f(0)
y=-4x+1




