Fonction Logarithme Népérien

Fonction Logarithme Népérien

OBJECTIFS :

Ce théme vise a :

» définir et étudier la fonction logarithme népérien

* mettre en place les primitives de fonction de la forme ":

Commentaires

La fonction In est nouvelle en terminale. Son introduction vient compléter et enrichir les
fonctions étudiées a ce niveau.

Volume horaire : 8 heures

SAVOIR SAVOIR-FAIRE
« Fonction logarithme népérien : « Résous des équations ou inéquations faisant
- Définition, notation, propriétés intervenir la fonction logarithme népérien.
représentaiion grapr’ﬂque ’ «Détermine les primitives d’une fonction du
. "
- Limite de référence. type o

« Etant donnée une fonction f faisant
intervenir la fonction logarithme népérien :

- Trouve les limites de f aux bornes de
son ensemble de définition ;

- Primitives de ":
* Logarithme décimal : définition.
*Dérivée des fonctions du type In o u et

Ino|ul. i o
- Etudie les variations de f

- Représenter graphiquement f.

Remarques et suggestions

La maniere d’introduire la fonction logarithme népérien n’est pas imposée. 1l y a plusieurs
approches possibles :

« approche historique (comme dans le livre CIAM de TSM, page 239) ;
» approche avec la calculatrice (comme dans le livre CIAM, TSE page 82).
sapproche avec I’utilisation des propriétés des primitives.

L’usage de la calculatrice renforce les possibilités d’étude de cette notion aussi bien pour
effectuer des calculs que pour permettre de conjecturer des résultats.
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Fonction Logarithme Népérien

La représentation graphique de la fonction logarithme népérien doit étre connue des éléves car
elle permet de reTrouve de nombreux résultats (ensemble de définition, variations, signe,
limites, valeurs particulieres, branches paraboliques).

La bijectivité de la fonction logarithme népérien permet d’introduire le nombre e.

Aucune étude des propriétés de la fonction logarithme décimal ne sera faite mais on I’Utilisea
dans les exercices. La croissance "lente" de la fonction logarithme népérien (illustration de la
branche parabolique) pourra étre étayée avec des calculs numériques. Ce résultat  sera
réinvesti lors de I’étude des croissances comparées des fonctions logarithme, exponentielles et
puissances.

e —————————————————
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1- Définition :

Fonction Logarithme Népérien

On appelle fonction Logarithme Népérien notée (In), la primitive de la fonction x—»% qui

prend la valeur 0 en 1 sur I’intervalle ] 0; + oo [

2- Ensemble de définition des fonctions logarithmigues :

- Sif(x)=Ilnx=>Df =1]0; +oo]
- Sif(x)=In(ax + b)=>Df ={x/x€R;ax + b>0}

- Sif(x)=In[u(x)]=Df ={x/x € R;u(x) >0}

- Sif(x)=lIn (%) =>Df ={x/x€R; ig} 0}

- Sif(x)=Injlu(x)| =>Df ={x/x € R; u(x) # 0}

3- Propriétés Remarguables :

Va>0 etVb>0, ona les propriétés suivantes:

1
- Py In(axb)=In(a) + In(b) Ps:Ilm/a=Inaz= %lna

- Py:in(%)=1na-Inb P, : In(a) = In(b) © a=b

- P3:ln(§)=—lna Pg:lne®=a et e =3
- Py In(a)"=nlna Po: lna=bea=¢

- Ps:lne = 1letinl =0 Po:lna =lnb& a=5»

Pu:ln(a)>In(b) ®a= b

4-  Limites remarguables
lim Inx = —oo; lim lnx = 4+
x -0 x = + o
lim xlnx =0 et lim x"lnx =0
x =0 x >0
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Fonction Logarithme Népérien

lim xlnx = 40 et lim x"lnx =+ o
X — + oo X — 4o
im ™ = —o et lim ln—nxz—oo
X X
x>0 x -0
im "X=0 et lim lnnx =0
X X
X — + oo X — + oo
i In (x+1) . Inx S . .
lim ——==1 et lim = 1 (Nombre dérivé de la fonction In au point 1)
x -0 x -1

5-  Dérivées logarithmiques:

La dérivée logarithmique d’une fonction u, est la dérivée de in|u|

Inx => f'(x) ==

Stf(x)

- Sif(x) =Ilnlax + b| => f'(x) =

ax+b

- Sif)=n(UX)=>f (X)‘u(x)

- SifE = (E8) =100 = ’;((;‘)) =

- Sif)=In(UE)evx))=>f" (x)—% T;((;C))

- Sif()=In[u@)]"=>f'(x)=n

6- Primitives remarquables :

u (x)

En appliquant la technique de I’intégration par parties, calcule une primitive des fonctions :
x = Inx et x = In(ax + b). Ainsi on retiendra :

Sif(x) =lnx => F(x) =xlnx-x + k

- Sif(x) =In(ax + b) => F(x) = (x +§)ln(ax+b)— x+k
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Fonction Logarithme Népérien

v _ _
T => F(x) = Inlu()|+ k

- Sif(o) =

7- _Fonction logarithme de base a :

a) Définition :

Soit a un réel strictement positif et différent de 1. On appelle logarithme de base a, la fonction
définie par: log,(x) : R} - R
Iy x

x = log,(x) =l

N.B : Lorsque a = 10, la fonction logarithme de base 10 est appelé fonction logarithme
Iy x

I 10

décimale. Ainsi la fonction logarithme d’un nombre réel positif est noté log x =

M = ﬁ est appelée la Mantisse du logarithme décimal ; ainsi log x = Me Inx.

b) Propriétés :

P, :log(ab) = loga + logb P3:log(%) = loga — logb
P,:log(a)" = nloga P,:log(10)" = n
Ps: (logx) = =0

8- Etude de la fonction log,(x) :

Soit f(x) = log,(x)et de courbe représentative ( C,).

1 Cas:0<a <1(lna<0)

Df=]0;+o[
lim f(x) =4+ et lim f(x)= —oo.
x>0 x - + o

Alors la courbe ( C ) admet des branches : x = 0 est asymptote verticale pour la courbe (C).

Inx

(x'0x ) est branche parabolique (car lim —= 0)

X > + oo

1

f(X) = loga(x) => f‘(x) = xlna

e —————————————————
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Fonction Logarithme Népérien

D’ou le tableau de variation est le suivant :

X
JHe3) =
+o0
) \

- (O Nn(O0X) @lnx = 0&x =e°=1

Donc (C) coupe I'axe (ox) en 1
- (O)Nn(0Y) => x = 0et f(0) = In(0) qui n’existe pas.
Donc (C) ne coupe pas I’axe (oy).

2"™Cas:a >1(Ilna>0)

Df =10;+o0of
lim f(x)=—c et lim f(x)= + oo
x =0 X > + o

Alors la courbe ( C) admet des branches : x = 0 est asymptote verticale pour la courbe ( C).

X

( x’Ox ) est branche parabolique (car lim lnT =0)

X = + oo

1

xlna

>0

f(x) = log,(x) => f'(x) =

D’ou le tableau de variation est le suivant :

0 400

x
f1x) +

+oo
||

- (ON0X) Rlnx =0&x =e°=1

Donc (C) coupe I'axe (ox) en 1

- (O)n(0Y) => x = 0et f(0) = In(0) qui n’existe pas.

e —————————————————
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Fonction Logarithme Népérien

Donc (C) ne coupe pas I’axe (oy).
NB : dans tous les cas, log,(x) =1<=> x = e

Représentation

Exercices

Propriétés de la fonction logarithme

. 1) En utilisant les propriétés logarithmiques, exprime en fonction de In2 les réels suivants :

A=n8 +51n16— V2 ; B=In(2+v2+V2) +in(2=V2+2) + In(2 + V2)

C:an\/7+ln4—lnj—7 +InV2? : D=In64 +§ln8—ln 2/2 22

2) En utilisant les propriétés logarithmiques, résous dans R les équations suivantes :
a-ln(2x +7) = In(x-3) ; b- In(xX*-2x-3)=Iln(x + 7)
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Fonction Logarithme Népérien

cC-lnx + InBx +2)=mm2x+3);d-nx-3)=Inx+7)-In(x + 1)
e-n(2x-2) + In(x+2) =32 ;f-ln(x—-2) + In(x +3) = 2In(x +1).
g- Inv2x -3 :ln(6—x)—%lnx i h-In|x—1|+mn2x—1|=0
i-(Inx)?—7lnx+6=0; j- 3[In(x+1)]*?-2In(x+1)—-5=0

3) En utilisant les propriétés logarithmiques, résous dans R les inéquations suivantes :
aln(x +8)—nx+14)+n(x+2)<0; b-In(2x-1)-In(1-x) <In3

c- In(x+1)>nMAx-1)-In(x-1)

4) En utilisant les propriétés logarithmiques, résous dans RxR les systemes suivantes :

_{x+y=15 _ _{x2+y2=13 _ _{2lnx—lny=0
Inx +Iny = In36 Inx + Iny = In6 ' 4inx + Iny = 3
_{lnxxlnyz—lo . e_{XXY=4

Inx + Iny =3 : 4(log,y + log,x) = 17

- Soit le polyndme q définie par g(x) = 2x°+ 3x*- 8x + 3.
1) Calcule g(1) puis résous les équations g(x) = O0etq(x) = 0
2) En déduis la résolution de :
a- I'équation : 2(In x)* + 3(In x)*- 8Inx + 3 = 0
b- l'inéquation 2(In x)* + 3(In x)*- 8lnx + 3 = 0
Application des limites de la fonction logarithme

. Calcule la limite des fonctions suivantes aux bornes de leur ensemble de définitions :

1) f(x) =In(2-%) ; 2)f(x) =In(—x*+2x +3) ; 3) f(x) = (x+ Dinx-x
4) f(0) =Inl—x*+2x +3| ; 5)f() = (Z2) ; 6) f(x) = “EH

Dfe) =x-x-2mnx + 1 ; 8)f(x) = 25 ;9) f(x) = (2x — Din(2x — 1)
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Fonction Logarithme Népérien

Dérivées et primitives de la fonction logarithme
. 1) Calcule la dérivée des fonctions suivantes :

a-f(x)=ImQx +7) ; b-f(x) =ln(x*-2x-3); ¢c- f(x) = (x + 7)In(Bx + 2)

d f()=IVZ=3 ;e f) =[G +DP i f- f()=in(23)

x +2
o f(x) = In(x*-x)(x*+2); h- f(x)=vVx—1In(-x + 1)

2) Calcule la primitive des fonctions suivantes :

a-f(x) =In(2x +7) ; b- f(X) =% Lo f(x) =
d f) = (3-x) ;efO)=T= if fQ)=lnx+ 2
O =g i b f =15k

-Soit la fonction g définiesur R—{-1;0; 1} par g(x) = ﬁ

1) Détermine les nombresréelsa, betctel quevVx €]1 ; +oof

. a b c
Onaitg(x) = -+ =5 + 773

2) En déduis une primitive de la fonction g sur ]J1 ; +oo[

Fonction logarithmes dans les cas pratiques

- La magnétude apparente d’un astre d’éclat E est M = log, (EE) ou E, est I’éclat de référence.
0

. . E

1) Exprime M en fonction de lna et In (5_)

0

2) Calcule Ina sachant que E; = % et M=5
3) En déduis la magnétude apparente des astres suivants :

a- Soleil : E = 4,786x10'°E, ;. b- Lune: E =12x10%E,

- L’aire A (en cm?) de la peau d’un cobaye, en fonction de son poids P (en gramme) est donnée
par I’égalité suivante : iInA = In(9,85) + 0,64inP. (In désignant le logarithme népérien).

1°/ Quelle est I’aire A de la peau d’un cobaye de poids P = 780g ?

2°/ Quel est le poids P d’un cobaye dont la peau a pour aire A = 30cm?®?
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- Pour Détermine I’age d’un fossile ou d’un os on mesure le pourcentage de "carbone 14"
présent dans I’objet. En effet, a la mort d’un étre vivant si k est le pourcentage de "carbone 14"

restant au bout de N années, alorsona: N =- 8310 X Ink.

1°/ Le squelette d’un « homme du Cro-Magnon » contient 5% de carbone 14 initial. Quel age
a-t-il ?

2°/ Le pourcentage k de carbone 14 contenu dans un fossile vérifie :

51,8% < k < 53,8%. Donne un encadrement de I’4ge de ce fossile.

3000
1+0,25x

- Une culture de bactéries a un rythme de croissance modélisé par la fonction R(x) =

Ou x est le temps écoulé en jours.
On admet que ce rythme de croissance est la dérivée de la fonction population P(x) c’est-a-
dire que P'(x) = R(x) et au temps x = 0, la culture compte 1000 bactéries c’est-a-dire :
P(0) = 1000.
1) a- Détermine P(x) désignant la population des bactéries apres x jours.
b- Evaluer le nombre de bactérie au bout de 3 jours.
c- Aprées combien de jours le nombre de bactéries atteindra t-il 12000 individus ?
2) Etudie le sens de variation de P(x) sur Iintervalle [0 ; +ool.
(on Calculera la limite de P(x) en +c0)
3) On donne la fonction H définie sur [0 ; 4o par :
H(x) = 48000(1 + 0,25x)In(1 + 0,25x) — 11000x
a- Montre que H est une primitive de P sur I’intervalle [0 ; +oo].
b- Calcule I’intégrale I = fsw P(x) dx puis en déduis une interprétation concrete du résultat.
c- En déduis le nombre moyen de bactéries entre le 5™ et le 10*™ jour.

- Partie A
Inx-2

Soit la fonction f définie sur [10;100] par: f(x) = —_

1) Calcule f’

2) Démontre que f'(x) est positive sur I’intervalle [10 ; e3] et négative sur [e3 ; 100]

3) Dresse le tableau de variations de f.

Partie B

On se propose d’Exprime la capacité pulmonaire de I’étre humain en fonction de son age

x, représenté en années et,g(x) la capacité pulmonaire en litres. On admet que sur
I’intervalle[10 ; 100]Jon a :g(x) = 110f(x) ou f est la fonction définie dans la partie A

1) Calcule la capacité pulmonaire a 10ans, 15ans, 30ans et 60ans.

2) Trace la courbe représentative de g dans un repere orthogonal.

(On prendra en abscisse : 1c¢m pour 10 ans et en ordonnées 1cm pour 10 litres).

3) A quel &ge la capacité pulmonaire est-elle maximale ? Quelle est cette capacité maximale ?
4) Détermine graphiquement I’intervalle du temps durant lequel la capacité pulmonaire reste
supérieure ou égale a 5 litres.
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Problémes

- Partie A :

Soit la fonction g définie sur ] 0; +oo[ parg(x) = —x*+1- Inx
1) Dresse le tableau de variation de g.
2) Calcule g(1) puis en déduis le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B :

Inx

Soit la fonction f définie sur ] 0; +oo[ par f(x) = — %x +1+ o et ( C) sa courbe dans le

repére orthonormé (o; 7; j) (unité graphique 2 cm )
1) Dresse le tableau de variation de f.

2) Démontre que I'équation f(x) = 0 admet deux solutions a et avec (a < )

3) a) Montre que la droite (A ) d'équation y = — %x + 1 est asymptote a la courbe (C) de f.
b) Etudie le signe de f(x) — (— %x +1 ) puis en déduis la position de (C) et (A).

4) Trace (C) et (A) dans le méme repere.

- Partie A :
On considére la fonction g définie sur ] 0; +oo[ par g(x) =x*+2- 2Inx
1- Etudie les limites de la fonction g aux bornes de son ensemble de définition.
2- Dresse le tableau de variation de g puis en déduis son signe sur ] 0 ; +oo[

Partie B :

Inx

On considere la fonction f définie sur] 0; +oo[ par: f(x) = x +2 — et soit (C) sa

courbe représentative dans le repére orthonormé (o i1 f) (unité graphique 2 cm )
1) a- Calcule les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.
b- Etudie les variations de f et Dresse sont tableau de variation.

c-Montre que la droite (A) d’équation y = x est asymptote a la courbe (C), puis étudier la
position de (C) par rapport a la droite (A).
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2) Détermine les coordonnées du point A sachant que la courbe (C) admet au point A une
tangente (T) parallele a (A).
3) Montre que I'équation f(x) = 0 admet une solution unique o et que o. [0,5 ; 1]
4) Trace (C) et (A) dans le méme repére.

5) Hachure puis Calcule I'aire du domaine plan limité par la courbe (C) ; la droite (A) et les
droites d'équation x = letx = 2.

- Partie A :
1) On considére la fonction numérique g définie par g(x) = 1+ x° - 2x°Inx
a- Dresse le tableau de variation de g.
b- Démontre que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique o telle que : 1,89 < < 1,90.

c- Déduis de ce qui précede le signe de g(x).

Inx
1+ x2
courbe représentative dans le repére orthonormé (o ; 7; j) (unité graphique 2 cm )

2) On considere la fonction numérique f définie sur ] 0; +oo[ par f(x) = et soit (C) sa

a) Dresse le tableau de variation de f.

g 1 P . . _
b) Vérifie que f(a) = 7 En déduis un encadrement de f(a) d'amplitude 2¢10~*
c) Trace (C) dans le repere.

Partie B :
On considere la fonction numérique définie sur ] 0; +oo[ par: F(x) = fle(t)dt
1) a) Prouve que F est dérivable sur ] 0; +oo[ et Précise F'(x).

b) En déduis le sens de variation de F.

Int Int
< < =
(1+t)2 — f@& = t2

2) a) Vérifiequevt >1;0na:

b) Pour toutx > et ¢ # 0; onpose (x) = [, Tdt et J(x) = [} gz dt

- A l'aide d'une intégration par parties, Calcule I(x)

: woalite - L _ 1, 1
- Alaide d'une intégration par partie et de I'égalité : repws il + I , Calcule J(x).
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c) Déduis de ce qui précéde que Vx > 1;o0na:

ln2+ln(L>— I o F(x)Sl—ln—x— L

x+ 1 x+ 1 X x
d) On admet que lim F(x) = 6. Sans Calcule 6 Vérifiequeln2<6 <1
X — +oo

- L'objectif de ce probleme est I'étude compléte de la fonction numérique f définie pour tout
nombre réel x différent de —1 par :

{f(x) =x— len|1 +§| six #0
fx)=0
Les parties A et B sont indépendantes.

On notera (Cf)la représentation graphique de f dans le plan muni d'un repére orthogonal

;1.
Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire.

2x +1
x(x+1)

Soit g la fonction numérique définie par : g(x) = —2In |1 + % |
1) Détermine Dg et Détermine les limites de g en +oo et en —co.

2) Etudie les variations de g ; on ne demande pas de Calcule ses limites en —1 et en 0.

3) Calcule g (—%) puis Démontre que l'on a :

Vx€ ]-o; —1[u]—% ;0[ ;9(x) <0 et VxE€ ]—1; —%[u]0;+00[;g(x) >0
Partie B : Etude de la limite de f & l'infini.

1) Soient les fonctions h et k définies sur I’intervalle [0 ; +oo[ par :

t2 t2 3
h.t—>ln(1+t)—(t—7) et k.t—>ln(1+t)—(t—7+?)
Apres une bréve étude sur [0 ; +oo[ des fonctions h et k; Démontre que :

t2 2 43
Vt=>0; ona:t—;s n(1+¢t) < t—>+75

e —————————————————
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2) En déduis que lim —20+0 =1

t2 2

t -0
3) En utilisant les résultats précédents, Démontre que lim f(x) = %
X > —o
Donne une interprétation graphique des résultats de la question précédente.

Partie C : Etude de la fonction f.

1) Détermine Df et Détermine la limite de f en —1

2) Etudie la continuité de f en 0

3) Démontre que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 1

4) Calcule la dérivée de f et Démontre que f'(x) = x X g(x)

5) Dresse le tableau de variations de f

6) Détermine une équation de la tangente (T)a (Cf)au point d'abscisse 0
Détermine les asymptotes a (Cf).

7) Montre que I'équation f(x) = 0 a pour solutions 0 et 8 avec —0,8 < B < —0,7.

8) Trace (T) ; les asymptotes et la courbe (Cf).

- Partie A :

Le but de ce probleme est d'étudier dans la partie A la fonction numérique f définie sur

Inx

10 ; +oof par f(x) =x + i + — , de Détermine ensuite dans la partie B la position de sa

courbe représentative par rapport a son asymptote oblique et enfin d'étudier une suite
récurrente dans la partie (I'), cette derniére partie étant dans une large mesure indépendante
des deux autres.

1) Soit g la fonction numérique définie sur 10 ; +oo[ par g(x) = x°- x - 2Inx + 1

(x—l)(3x2 +3x +2)

X

a) Montre que la fonction g est dérivable et que V x € Dg g (x) =

b) Etudie les variations de la fonction g puis Détermine le signe de g(x).

2) a- Détermine les limites de f en 0 et en + oo.

b- Montre que pour toutx € 10 ; 4+oo[, f '(x) = % puis donne le tableau de variations de
la fonction f.
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Partie B :

I Désigne la représentation graphique de la fonction f dans un repére orthonormal
(o; T; J) unité graphique 2 cm.

Soit h la fonction définie sur ] 0 ; +oo[ par A(x) = x + Inx.

1) Etudie le sens de variation de h puis Montre que I'équation h(x) = 0 admet une solution
unique o sur l'intervalle[ 0,4 ; 0,7 ]

2) Montre que l'ona: e =«
3) a- Vérifie que la droite A d'équation y = x est asymptote obliquea I" en + co.
b- Utilise les résultats de la question 1) pour Détermine les positions relatives de I et A.

4) Construire I" et A dans le repére ortho normal (0 ; T; J)

5) a- Calcule au moyen d'une intégration par parties, l'intégrale | = fz e

1 ¢2

b- En déduis l'aire, en cm? de la portion de plan limitée par la courbe I", la droite A et les
droites paralléles a I'axe des ordonnées d'équationx = letx = 2.

Partie C : Etude d'une suite
Dans cette partie :

e | désigne l'intervalle [ 0,4 ; 0,7 ]

e estle réel mis en évidence au B. 1.

e ¢ estlafonction définie sur R par ¢ (x) =e™™*

u, =04

1) wuestlasuite récurrente définieparvn € N: {
Upy1 = (p(un)

Montre qu'on a pour tout x € [ :
a)p(x) €l

b) lo'(x)| < 0,7
C) lp(x) —al <0,7|x — «af

2)a) Montrequevn € N; ona: |u,y; —al <0,7|u, — | puis en déduis par récurrence
quevn € N; ona:|u, —al <0,3(0,7)"

b) Conclus alors quant a la convergence de la suite u.

3) Détermine un entier p tel que pour n > p onait: |u, — a| < 1073 puis donné a l'aide de la
calculatrice une valeur approchée de u, a 10~>prés.
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En déduis une valeur approchée par défaut et par excés de a & 10~3prés

- Partie A : On considére la fonction g définie sur l'intervalle I = [—% ; +oo[ par :

2x
T —In(1 +x)

Soit f la fonction définie par : f(x) =

1) a) Détermine I'ensemble de définition de f et les limites aux bornes de cet ensemble.
b) Détermine la fonction dérivée de f et établir son tableau de variations.

2) Démontreque V x € |1 ; +oo[; I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a.
Vérifie qu'une valeur décimale approchée de a & 10~3prés est 3,9.
3) Précise, suivant les valeurs de x, le signe de f(x)

n(1+¢t)

"G sit>0

Partie B : soit g la fonction définie par : g(0) = 0et g(t) =

1) Démontre que g est continue en 0. Etudie la dérivabilité de g en 0.
2) Calcule g'(t) et Exprime g'(t) en fonction de f(t)
3) a) Détermine la limite en +oo de g.

b) Dresse le tableau des variations de g.

4) Le plan est rapporté au repére orthogonal(o ; 7; j). Construire la courbe (I')
représentative de g.

Partie C : Cette partie a pour objectif de Détermine l'aire A, en unités d'aires, de la portion de
plan limitée par I'axe des abscisses, la courbe (I") et la droite d'équation x = 1.

1) a) Démontre que la fonction g, définie sur [0; +oo[ par : g, (x) = VxIn(1 + x) est
dérivable en 0.

b) Soit ¢ la fonction définie sur [0 ; +oo[ par : @(x) = 2vxIn(1 + x) — fxﬂdt

0 1+¢

Démontre que ¢ est dérivable en tout point de [0 ; +oo[ et que ¢'(x) = g(x)

2) En déduis que A = fol g(©)dt = 2In2 — fgllzTﬁtdt

3) Soit h la fonction définie sur [0 ; +oo[ par : h(x) = fxﬂdt et k la fonction

0 1+¢
définie sur [O; %[ par k(0) = tan®6
a) Calcule (hok)(0)
b) Prouve que V 8 € 1; ona: (hok)'(8) = 4tan’6

¢) En écrivant tan?0 = (tan?6 + 1) — 1; Détermine une primitive de (hok)’ puis donne
I'expression de (hok)

d) Calcule h(1)
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On considere la fonction f définie par f(x) = In (11;—;‘) et soit ( C ) sa courbe représentative

dans le repére orthonormé (o; 7; j)

1) Détermine I’ensemble de définition Dy de f.

2) Calcule les limites aux bornes de Dy puis en déduis que ( C) admet deux asymptotes dont on

Précisera les équations.

3) Dresse le tableau de variation de f

4) a-Ecris une équation de la tangente ( T ) & la courbe ( C) au point d’abscisse I ou I est le

point d’inflexion de la courbe ( C).

b-Etudie la position de (C ) et (T ) puis Trace (C) et ( T ) dans le méme repére.

5) On considere I’intégrale | définie par = f_olf(x)dx.
2

a-Calcule | en utilisant une intégration par parties.

b-En déduis en cm? Iaire A de la partie du plan délimité par la courbe ( C ), la tangente

(T) et la droite d’équation x = —%

Partie B :

On considére dans cette partie la fonction numérique h définie sur ]0 ; %] par :

h(x)= %f(cosx) ou f est la fonction définie dans la Partie A :

1) Vérifie que h est la primitive qui s’annule en % de la fonction g définie par

1

gx) =

sinx

. _ .1
2) Calcule I'intégrale K = f% —dx

Soit I’intégrale (I,,)); n appartenant a N définie par : I, =

a-Calcule I et I

NI

b- Calcule I’intégrale [ sinxcos™xdx

3
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c- En déduis I’expression de I,, —1I,,,, en fonction de n puis Calcule I, ; I5 et I,

- PARTIE A :

Soit g la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par g(x) = —x? + 3x - 1 - Inx. On désigne par Cg la
courbe représentative de g dans un repére orthonormé( 0 ; 7 ; j) d’unité graphique 1cm.

1) Etudie les limites de g en 0 et en + oo.

2) Etudie les branches infinies de la courbe Cg.

3) Etudie les variations de g.

4) Montre que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique « dans I’intervalle[ 2 ; 3 .
Détermine un encadrement de o

5) Déduis de ce qui précede le signe de g(x) en fonction de x.
Interpréte graphiquement le résultat.

6) a- Trace la courbe Cg.
a- Discute graphiquement suivant les valeurs du périmétre réel m, le nombre de

solution de I’équation g(x) =m

PARTIEB :

Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = ﬁ On désigne par (Cf ) la courbe
représentative de f dans un repere orthonormé (0 ; 7 ; j) d’unité graphique : 1 cm.

1) a) Montre que pourtout x de ] 0; + oo[,onax > Inx.
b) Justifie que la fonction f est bien définie sur ]0; +oo.

2) Etudie les limites de f en O et en 4+o0. Que peut-on en déduis ?

3)a- Monter que pour tout x de J0; 4oo[ , f’(x) = (ng(x)

—xlnx )?

b- Dresse le tableau de variation de f.

1

¢ — Montre que f(a) = ———

puis en déduis un encadrement de f ().

4) Détermine une équation de la tangente ( T ) a la courbe (Cf ) de f au point d’abscisse 1.

5) Résous I’équation f( x ) = 0 puis Trace la courbe (Cf ) et la tangente ( T ) dans le méme
repere.

1

6) a- Montre que pour tout x € ]0; +oo[ ,ona: f(x) = s

x —Inx

b- Soit A(a) I’aire de la partie du plan délimité par la courbe (Cf ), I’axe des abscisses et
les droites d’équations x =1 etx = «a .
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Montre que A(a)=2Iin( a — 1) puis en déduis un encadrement de A(a).

7) Soit n un entier naturel supérieur ou égale a .
a- Calcule a, = fln f(x)dx. Interpréte graphiquement ce résultat.
b- Calcule la limite de a,, lorsque n tend vers +co.

PARTIEC:

Soit la fonction h définie sur R par h(x) = ffx f(t)dt. On désigne par (Ch)la courbe
représentative de h dans un repére orthonormé (O ; 7 ; j) d’unité graphique : 1 cm.

1) a- Montre que h(x) =In(e* — x).
b- Montre que pour tout nombre réel ,ona:e* > x.

2) a-Calcule limite de h(x) puis limite de @ en + oo

Que peut-on en déduis pour la courbe (C¢) ?

b- Montre que pour tout nombre réel ,ona:h(x)=x + In (1 - i).

ex
En déduis de lim h(x) en + o

3) Etudie la position relative de (Ch) etde (A):y = x
4) Dresse le tableau de variation de h puis Trace(Ch) .

- PARTIE A :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = In( 2x + V4x2 + 1). On désigne par (Cf) la
courbe représentative de f dans un repere orthonormé(0 ; 7 ; j) d’unité graphique 1cm.

1) Montre que f est impaire.

2) Montre que f est dérivable sur R puis Montre que sa dérivée f'(x) = 2

Vaxze1

3) Dresse le tableau de variation de f.

4) Etudie les branches infinies de la courbe (Cf).

5) Trouve une équation cartésienne de la tangente (T ) a (Cf) au point d’abscisse nul.

6) Précise la position de ( T ) et (Cf).

7) Trace la droite (T ) et la courbe (Cf)

8) Soit o un réel strictement positif. Calcule en fonction de a , I’aire de la partie du plan
délimitée par la courbe (Cf) et les droites d’équations respectivesx =0,y =0 et x = a.

e —————————————————
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PARTIEB :

1) Montre que la fonction f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle |
que I’on Précisera.

2) Construis dans le méme repére que (Cf) , la courbe (Cg) de la fonction g.

3) Montre que pourtoutx € l,ona: g(x) = %(e" — e ).

4) Montre que I’équation g(x) = x admet dans I’intervalle ] 0 ; + oo [ une solution
unique a et que o€ ]_T\E ; ?[

5) Calcule en fonction de o I’aire du domaine limité par les deux courbes (Cf) et (Cg)
et situées dans le demi-plan x = 0.

PARTIE C:

g(x)
g' @)

On considére la fonction ¢ définie sur R par ¢ (x) =

1) Montre que ¢ est une bijection de R sur un intervalle J que I’on Précisera.
2) Onpose h(x) = ¢~ '(x). Donne les expressions de h(x) et h' (x).
3) Etudie puis représenter le fonction h sur]—1; 1[.

Solutions

Propriétés de la fonction logarithme

- 1) En utilisant les propriétés logarithmiques, exprimons en fonction de In2 les réels suivants :

A=n8 +In16 — 2
=>A=2’ +1in2* —In22 =32 +22 —1 2 =>A=2 2
B=1In(2+V2+v2) +In(2-V2+V2) + n(2 +2)
=>B=mn[(2+V2+V2)(2-V2+V2) (2 +V2) |

=In [((2)2 - (\/T\/E)z) (2 + \/7)] =in[(4-(2++2)) (2++2) |

= in[(4 -2~ V2)(2 +2) | = In(2 - VZ)(2 ++2) = In| @2 - (v2)]

=In(4—-2)=Im2 =>B= I[n2
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C=In2v2 + In4 — ln\/l—j + 23
3 1
=>C = In22 + In2? — (Inl — Inv2) + In(2%)2
3 3 3 1 3
= In22 + In2%2 + InV2 + In22 = In22 + In2% + In2z + In22
3 1 3 3 1 3
= Ean + 2In2 +Eln2 +Eln2 = Ean + 2In2 +Eln2 +Eln2

= U2 => c=Ym
2 2

15
D = In64 +§ln8—ln fz /2\/2\/7 = In2¢ +§ln23 — In216

=6n2 +5m2-2m2=2m2
16 16

=>D=2Lm2
16

2) En utilisant les propriétés logarithmiques, résolvons dans R les équations suivantes :
a-ln(2x +7) = In(x-3) =>D, =]3; +oo[

Alorsin(2x +7) = In(x-3)®2x +7=x-3®x =-10¢D,=>S={0}

b- In(x*-2x-3)=In(x + 7)=>D, =1-7; —1[U]3; 4oo[

Alorsin (x*- 2x-3)=In(x + 7) ©®x*-2x-3=x + 7®x*-3x-10=0
=>A=49Doncx; = —2€D, etx,=5€D, =>S={-2; 5}

c- Inx + In(3x + 2) = In(2x + 3)=>D, =]0; +oo[

Alorsinx + In(3x + 2) = In(2x + 3) @ In[x(Bx+ 2)]= In(2x + 3) &

x(Bx+ 2)=2x +3©3x%+2x =2x +3©3x* =3 x* =1=>x=-1¢D, ou
x=1€eD, =>S={1}

dnx-3)=hhx+7)-In(x+ 1) =>D,=]3; 4+oo

x+7
x+1

x+7
x+1

Alorsin (x-3) = In(x + )= In(x + ) & n(x-3)=m(27) & x-3=

S(x-3)x+D=x+7 ©x*-2x-3=x+ 7®x°-3x-10=0=>A=149
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Doncx;, = —-2¢D, et x,=5€D, =S={5}

e-ln(2x-2) + In(x+2) = 3ln2 =>D, =]1; +oo[

AlorsIn (2x - 2) + In(x+2) = 3In2 <3=>ln[( 2x - 2)(x+2)] = 23 &
(2x-2)(x+2)=22®2x°+2x-4=8 ©2x"+2x-12=0®x"+x-6=0
=>A=25.Donc x; = -3€¢D, et x,=2€D, =>S={2}
f-inx=2)+In(x+3) =2In(x +1).=>D, =]2; +oof

Alorsin(x—2) + In(x +3) = 2In(x +1) ® In[(x- 2)(x +3)| = In(x +1)?
& (x-2)x+3)=(x +1)? ®—x—-7=0=>x=-7¢D, => S={0}

g- ln\/m=ln(6—x)—%lnx =>Dv=]§;+oo[

Alors InvV2x =3 =1In (6 —x) —3Inx & InV2x—3 =1n (6 —x) — Invx &
InV2x =3 +Invx =In(6—x) © In[(V2x =3 )Vx)] = In (6 —x) &

(V2x=3 )(Vx)=6—x® Jx(2x—3) =6 —x® /2x2—3x =6—x &

2
(/2x2-3x) =(6-x) &2x2-3x=x*-12x+36 @ x*+9x- 36 =0

=>A=225.Donc x;, = —12¢D, et x,=3€D, =>S={3}

h- lnlx—1|+ln|2x—1|=0=>DV=]—00;%[U]%;1[U]1;+00[
Inx—1D)R2x-1D]|=0nx-1)R2x—-1)|=mh1 & |x—-1)2x-1)|=1
& |2x?-3x+1=1=>2x*-3x+1=-1 ou 2x*-3x+1=1

- Si2x?-3x+1=-1 &2x>-3x+2=0=>A= -7 etS;={0}.

- Si2x?-3x+1=1®2x*-3x=0=>2x—-3)=0.Donc x= 0€D, ou

X = %EDV =>S={0;§}

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 5. Fonctions Logarithme Népérien. Page 331



Fonction Logarithme Népérien

i- (Inx)? —7lnx +6=0.

Effectuons un changement de variable en posant : Inx = X

Alors I’équation (Inx)? — 7Inx + 6 = 0 devient: X?—7X+6=0=>A= 25,
Donc X;, =1 etX,=6

- SiXy;=1®hx=1=>x=el=e.

- SiX,=6 ®lnx=6 =>x=e¢°

=>S={e; e}

j- 3[In(x + D]* = 2ln(x +1) —5=0

Effectuons un changement de variable en posant : In(x + 1) = X

Alors I’équation 3[in(x + 1)]?> — 2In(x + 1) — 5 = 0 devient: 3X?—-2X—-5=0
=>A= 64. Donc X; =-1 et X,= S

- SiXy=—-1®hkx+1)=-1=>x+1=el=>x=-1+e!

3 3
- Sinzg <i>ln(x+1)=§ =>x+1=e5 =>x=-1+4+¢€5

=>S={—1+e‘1 ; —1+e§ }

3) En utilisant les propriétés logarithmiques, résolvons dans R les inéquations suivantes :

a-ln(x +8)—-Inx+14)+in(x+2)<0=>D,=]-2;+00]

nx +8)—-Inkx+14)+in(x+2)<0.

Posons In (x +8) — In (x + 14) + In(x +2) = 0 & In (222

)+ln(x+2)=0<3:(>

(x +8)(x+2)] _ (x +8)(x+2) _
ln[T = Inl <3=(>—x+14 =1 +8)x+2)=x +14 &

2 4+10x+16=x+14 & x249x+2=0 =>A= 73.Doncona:

-9-+73 -9++73
x1 - >

. ot x, = -9-+73 _—9+\/ﬁ]

':>51=[ 2 ’ 2

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 5. Fonctions Logarithme Népérien. Page 332



Fonction Logarithme Népérien

Ainsi I’intersectionde D, = ]-2;4+c0 [ et §; = [_9_m ; _9+m] donne :

2 ’ 2

—-9++73
2

S = ]—2;
b- ln(2x-1)—ln(1-x)<ln3=>DV=]§;1[

m(2x-1)-In(1-x)<In3

2x -1
1-x

)=ln3 <:>21"‘1 =3 &

Posons In (2x -1)- In (1-x) = In3 & In(
20-1=3(1-x) $5x—4=0 >x=2 =>5 = |- ; ]
Ainsil’intersectiondeD,,=]%;1[et S = ]—oo ;;i[ donne : S = ]% ;;i[
c-In(x+ 1) >mM@x-1)-In(x-1) =D, =]1;+0]

mnx+1D>mh@x-1)-In(x-1).

Posonsin (x + 1) = In(4x-1)-In(x-1) @ In(x +1) = ln(4x—1) o

x—1

_4x—-1
x—1

x +1 S+ Dx-1)=4x-1®x-1=4x-1®x*-4x=0%

x(x-4)=0=>x=00ux=4=>5 =]-00 ;0[U]4 ; +oof

Ainsi I’intersectionde D, =] 1; 4o [ et §; = ]—o ; 0[U]4 ; +oo[ donne:
S=14; 4]

4) En utilisant les propriétés logarithmiques, résolvons dans RxR les systemes suivantes :
A retenir

Si S et P désignent respectivement la somme et le produit de deux termes x et y , alors :

- x+y=S.

- xXy=P.

- x2+y?=58%2-2pP
- x3+y3=5%-3pPS

_{x+y=15 {x+y=15 {x+y=15 <::?{5‘:15
Inx + Iny = In36 In(x x y) = In36 xXy=36 =
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Ce systéme est solution de I’équation X?> —SX + P = 0 avec S = 15 et P = 36
Alors résolvons I’équation : X2 — 15X + 36 = 0 => A= 81. Donc X; = 3 et X, = 12
=>85={(3;12) ; (12;3)}

2 2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2 _op _
b_{x +y° =13 N {x +y 13 o {x +y 13 <::>{5 2P =13
Inx + Iny = In6 In(x xy) =1In6 XXy=6 P=6

o {52 ;2:(66) =13 o {52—2162 =13 {s; - 265 o {15; zz o {5P==—65

§S=5

P—g le systéme est solution de I’équation X2 —SX + P =0avecS =5 etP =6

-Pour{

Alors résolvons I’équation : X2 —5X +6 =0=>A=1.Donc X; =3 etX, =2

=>S={(3;2); (2;3)}

§=-5 , le systéme est solution de I’équation X2 —SX + P = 0 avec S = —5 et

-Pour{ =g

P=6
Alors résolvons I’équation : X2 + 5X +6 =0=>A=1.Donc X; = -3 etX, = -2
=>8={(-3;-2); (-2;-3)}

i {Zan —Iny=0

4inx +lny =3 (2)
(1)
1

La somme des équations (1) et (2) donne : 6lnx = 3 => Inx = % =>x=e2

1 1
En remplagant x = e2 par sa valeur dans I’équation (1), ona: 2lnez —Ilny = 0 &

2x%—lny=0<:>1—lny=0 =lny=1=>y=e

=>S= {(e%;e) ; (e?e%)}

Inx x Iny = —10 _ _v o [XXY=-10
'{lnx+lny=3 Posonslnx =X et Iny=Y _>{X+Y=3
<:>{P=—10

§=3

Ce systéme est solution de I’équation X> —SX + P =0avecS =3 etP = —10
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Alors résolvons I’équation : X —3X —10 = 0=>A=49.Donc X; =5 et X, = —2

- SiX;=5®Inx=5=>x=e¢"
- SiXy;=-2®Imx=-2=>x=e?

=> S={(e;e7?); (e72; e}

XXY =4 {XXYZ 4 {XX’Z:%

e_{ _ o Iny | Inx _ & In®y +In“x\ _
4(logxy+l0gyx)_17 4-(lnx-i-lny) 17 (lnxxlny )_17
XXY= 4 XXY= 4

@{zn2y+zn2x_1_7 .Posonslnx =X et lny=Y ¢>{Y2+x2 _17 @

Inxxlny 4 Xxy 4
P= 4
P= 4 P=
P= 4 P=
2_ 2_

sz—zpzzQ{ﬂ=1_7 ®{5 8=£®{52_8=17 {52=25<:>
P 4 4 4 4

(=4

S=5

Ce systéme est solution de I’équation X> —SX + P =0avecS =5 etP =4
Alors résolvons I’équation : X2 —5X +4=0=>A=9.DoncX; =1 etX, = 4

- SiX\j=1®hx=1=>x=e
- SiXy=4®Inx=4=>x=¢"

- Soit le polynéme q définie par q(x) = 2x* + 3x*- 8x + 3.
1) Calculons g (1) puis résolvons les équations g(x) = Oetq(x) = 0
q(1) =2(1)*+3(1)?-8(1)+3=2+3-8+3=0
Résolvons les équations g(x) = Oetq(x) = 0

Pour cela, factorisons g(x). La forme factorisée de q(x) en trois produit de facteurs est :
g = @ - D +3)(x—3)

1 1
Alorsq(x) = 0= (x—l)(x+3)(x—z) =0=>x=1oux=-3 oux ==

=> 5= {1;—3;%}
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Demémeqg(x) = 0 (x —1)(x+3) (x —%) > 0. Posons (x — 1)(x + 3) (x —%) =0

1 T . .
=>x=10oux=-3 oux= > Ainsi le tableau de signe est le suivant :

x -3 . & 1

x—1 —

x+3 —

1
x —=

2
q(x) + +

D’apreés le tableau de signe, I’ensemble solution correspondant a I’inéquation g(x) = 0 est:
1

S= [—3 ; E] UJ[l; +oof

2) En déduisons la résolution de :

a- I'6quation : 2(In x)* + 3(ln x)* - 8lnx + 3 = 0

2(Inx)*+3(nx)>-8lnx + 3 = 0.PosonsInx =X =>2X3+3X?—X+3=0

1

(X—1)(X+3)(X—§)=0=>X=1ouX=—3 ou X =1

- SiX=1®mhmx=1=>x=e
- SiX=-3&lx=-3=>x=¢3

. 1 1 1
- SIX=E <3=(>lnx=5 =>x = ez

1

=S = {e; e_3; ef}
b- l'inéquation 2(In x)* + 3(In x)*- 8lnx + 3 = 0

1
en utilisant la question 1) et 2) a-) ,ona: S= [e‘3 ; ef] Ule; +oof

Application des limites de la fonction logarithme

- Calculons la limite des fonctions suivantes aux bornes de leur ensemble de définition :

1) f(x) =In2-x)

Dp={x/x €ER; 2-x>0}.2-x>0=>x<2=>D; =]-00;2[
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lim f(x) =limin(2-x) = limin(-x) = +oo
X— —0  x- —00 X - —0

lim f(x) =limn(2-x) =—o

x— 2" x> 27

2) f(x) =In(—x*+ 2x +3)

D ={x/x €R; —x*+ 2x +3>0}. —x? + 2x +3 > 0.Posons —x? + 2x +3 =10

lim f(x) = limIn (—x*+ 2x +3) = -

x> —1% x - —1*

lim f(x) =limIn (—x*+ 2x +3) = —o

x— 3" x— 3"

Nf(x) = x+Dinx-x

Df={x/x ER; x>0} x>0=>Dy =]0;+ oo
limf)=limx+Dinx-x =0 +1)(—0)-0= (1)(—) = —c0
x—0 x—0

limf()=limx+Dinx-x =(+0)(+0)-(+o0)=4+0—0c0="F"
X > + © X = +

Levons I’indétermination

limf(x) =lim(x+Dinx-x =limxlnx+lnx—x=limx(lnx+ln7x—1)

X = + oo X — + oo X = + oo X = + oo

e —————————————————
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= (+0)(+0+0—-1)=(+00)(+00)=4+0

4) f(x) =In|-x*+2x + 3|

D ={x/x €R; —x*+ 2x +3 # 0}. —x* + 2x +3 # 0. Posons —x* + 2x +3 =0
=>A=16.Donc x; = —1 et x, =3. Alors D; = ]—00;—-1[U]-1;3[U]3; +oo[
lim f(x) = lim In|—x? + 2x + 3| = lim In|—x?| = +o

X—>—0 x-—0 X > —0

lim f(x) = lim In|—x? + 2x + 3| = lim In|—x?| = +

x —> 4o X —> 400 x> +oo

lim f(x) =lim f(x) = +o0

x> —1" x - —1%

limf(x)=limf(x) = =4

x> 3" x - 37

5) f(x) = In(353)

x—1=0
x—1 x—1 i x—1 __ _
Df—{x/x ER'x+2>0}' x+2>0,Posons—x+2—0—> et
x+2=0

=
+
8

X —00 -2
x—1 + \ +
X +2

=>Dp =]|-00;=2[U]1;+oo]

lim f(x) =limn (i—;;) =limlin (xi) =Imn(1)=0
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lim f(x) =limln (i—;zl) =limin (xi) =mn1)=0
X — 400 X — +oo X = +oo

lim f(x) = lim f(x) = In () = +oo
x> -2 x--=-2%

lim f(x) = lim In(0) = —c0

x—- 17 x -1t

In (x +1)

6) f(x) =
Dr={x/x €ER; x +1>0etx®#0}.
x +1>0=>x >-1 et x2#0=>x%#0

La reunion de ces deux conditions Donne Dy = ]—1;0[ U ]0 ; +oo[

lim f(X) = lim In(x +1) _ n(0) - —o»

lim f(x) = llm in(x_+1)

(-0) x (1) =

x - 0" x— 0"

In(x +1)

lim f(x) = llm X (+o) x (1) = 4

x - 0t x - 0%
lim f(x) = lim In(x +1) +1) = lim ln(;) =0
X > +oo X > +oo X = +oo

Nflx) =x>-x-2nx + 1

D={x/x ER; x>0} x>0=>Dr=]0;+00[

limf(x) =limx3-x-2lnx + 1 =0-0—2(—©)+1= +

x—0 x—0

Fonction Logarithme Népérien

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 5. Fonctions Logarithme Népérien.

Page 339



lim f(x) =limx3- x-2Inx + 1 =4+ 00— o0 ="F["
X = + oo X — + oo

Levons I’indétermination:

lim f(x) = limx3- x- 2Inx + 1 = lim x? (x—%—ZlnTx

X > + o X —> + X —> + oo

In|cosx |

8) f(x) =

xz
Dy ={x/x €R; cosx # 0etx*#0}.
x¢%+2k7‘r

cosx # 0 <® cosx # cos% => ou aveck € Z
X+ —%+ 2km

x2#0=>x#0
T

La reunion de ces deux conditions Donne Dy = R — {— 7305 %}

9 f(x)=02x—-1n2x—-1)

Dy={x/x €R; 2x—1>0}.2x—1>0=>x>>=> sz]g

lim f(x) = lim (2x — 1)In(2x — 1) = (0)(—) = "FI "

Levons I’indétermination en effectuant un changement de variable:
Posons 2x — 1 =X=>x=X2i1.Six—>% alors X -0
=> lim f(x) © limXinX =0

x=- X-0

Dou limf(x) =0

1
X —-=
2

Fonction Logarithme Népérien

+2) = (+0)?(+ ) = + oo

;+°°[
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lim f(x) =lim 2x — 1)In(2x — 1) = lim 2xIn2x = +
X = + X = + o X — + ©
Dérivées et primitives de la fonction logarithme

. 1) Calculons la dérivée des fonctions suivantes :

a-f)=m2x +7) =>f'(x)=

2x +7

-2

b- f(x) =In(x?-2x-3) =>f'(x) =

x2 2x -3
¢ fO) =@ + Din@Bx +2) =>f ()= nGx + 2) + L2
= f'(x) — (3x +2)ln(33);-:—§)+3x+ 21
- 1
— o £ — VZX—3 _
d- f(x) =Inv2x -3 =>f'(x) == T3
ef) =l + DI = () =3(2)ln @ +D]P =2
-1 1 x?+4x+1
f f(x)—ln( ) _>f (x)_ x2—1 x+2_ (x2 =1 (x +2)
_ 3 2 ' _ 3x2-1 2x _ Sx*+3x%2-2
0 f(x) =In(x® -x)(x?+2) =>f (x) = F—+ ==

x3-x x242 (x3—x)(x2+2)

h- f(x)=vx—1In(—x +1) —>f(x)— XVx—1

- f'( )= m(=x+1)  Vx=1 _in(=x+1) , Vx=T1 _ (x —Din(-x+D +2(x - 1)
- X = =1 k41 arod x-1 20— DVx —1

2) Calculons la primitive des fonctions suivantes :
a-fx)=m@x +7)

NB:Sif(x) = In(ax + b) => F(x) = (x + =) In(ax+b) - x+k

Alors f(x) = In (2x +7) => F(x) = (x + 3)In(2x +7) = x +k

Sinx — Cosx —(=Sinx + Cosx) .
b- f(x) = = , = —In|cosx + sinx| + k
cosx + sinx cosx + sinx
—x+ 1 -2 —x+1 1. 2x-2
Cc- xX) = = —X = —X—0—-
f( ) x2—2x-5 -2 x2-2x-5 2 x2-2x-5
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=>F(x) = —;xIn(x? - 2x—5)+k

d- f(x)=In(3—x) =>Fx)=x-3)In(3—-—x)— x+k

7 2 7 7 2 7
- = = X = X ==X —_
€ f(x) 2x =5 2 2x -5 2 2x-5 2 lnlzx 5| +k

_ —x+ 1 _ _ _l 2 _ _
f- f(x)—lnx+xz_2x_5 => Fx)=xlnx-x len(x 2x—5)+k

1
g- f(x) = —— =2x—— => F(x) = 2 X In|lnx| + k = 2In|lnx| + k

xlnx nx

-2 2(1-3)
h- f(x)=—X = 2 => F(x) =2XIn|x —Inx| + k = 2In|x — Inx| + k

x—Inx x—Inx

. Soit la fonction g définie sur R —{—1; 0; 1} par g(x) = ﬁ

1) Déterminons lesnombresréelsa; betctelquevx €]1 ; +oof

OnaitQ(x): %+ x—1 * x-Cl

b + c alx — Dx+ D+bx(x+1D)+cx(x—1)

a _ —
g(X)—;'i'x_l x+1_>g(x)_ x(x—Dx+1)

_ _ a(x2 - 1)+ bx(x + D+cx(x—1) xz(a+b+c)+x(b—c)—a
=> g(x) - x(x2 -1) - x(x2-1)

D’autre pat g(x) = ﬁ . Ainsi par identification, on a:

x%(a+b+c)+ x(b—c)—a _ 1 2 _
TG?-D —x(x2_1)¢>x(a+b+c)+x(b c—-a=1

a+b+c=0 a+b+c=0 —14+b+c=0 b+c=1

= b—c=0 &3 b—c=0 & b—c=0 ®©b—c=0

—a=1 a=-1 a=-1 a=-1
__(b+c=1 _ 1o 1 -1
= {62 2 =1=>b=] etc=;

s _ 1 1 1
Dot g(x) = P 2x—-1) * 2x +1)
2) Endéduisons une primitive de la fonction g sur 1 ; +oo[

1 1 1 1 1
gy = ——+ o0 Vs Gx) =—lnx+-In(x-D+7n(x+ 1) +k
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Fonction logarithmes dans les cas pratiques

. La magnétude apparente d’un astre d’éclat E est M = log, (Ei) ou E, est I’éclat de référence.
0

1) Exprimons M en fonction de lna et In (Ei)
0

M=loga(lf—0)<3:(>M= —_—

2) Calculons Ina sachant que E, = % et M=5

in ;) ln<£> ! !
£0 .OrE0=1E_0:> M= 0/ &M= 209 o gy, = 200

Ina Ina M

M =

Ina

OrM=5 =>ina= ’”(51") = 0,46

2) En déduisons la magnétude apparente des astres suivants :

a- Soleil : E = 4,786x10'°E,

ln( E ) ln(4,786 x1010E, ) 1

E Ep. E In(4,786x10

M= log, (£) @M= —I2 M= T )
Eg Ina Ina lna

_ 10in@786x10) _ 10ln(4786) (.4 _ 046 => M = 1004786 _ g,
Ina Ina 0,46 —
b- Lune: E =1,2x10°E,
E 1,2x10%Eg
M = log, (i) S M= M SM = ln( Eq ) _ In(12x10%)
Ep Ina Ina Ina
_ Sm(2x10) _ 5In(2) 02046 =5 M = 2002 o7

lna lna 0,46

. L’aire A (en cm?) de la peau d’un cobaye, en fonction de son poids P (en gramme) est donnée
par I’égalité suivante : iInA = In(9,85) + 0,64InP. (In désignant le logarithme népérien).

1) Déterminons I’aire A de la peau d’un cobaye de poids P = 780g
InA = In(9,85) + 0,64inP .OrP =780

=>InA = In(9,85) + 0,64In780 < InA = 2,28 + 4,26 © InAd = 6,54 & A = %>
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=> A = 692,28 cm?

2) Déterminons le poids P d’un cobaye dont la peau a pour aire A = 30 cm?

InA = In(9,85) + 0,64InP. Or A = 30

=>[n30 = In(9,85) + 0,64InP < 0,64InP = In30 — In(9,85) <0,64InP = 3,40 — 2,28

©0,64InP = 1,12 © InP = % &P =175 &P =el75 =575

=>P = 575g.

- Pour Détermine I’age d’un fossile ou d’un os on mesure le pourcentage de "carbone 14"
présent dans I’objet. En effet, a la mort d’un étre vivant si k est le pourcentage de "carbone 14"
restant au bout de N années, alorsona: N =- 8310 X Ink.

1) Le squelette d’un « homme du Cro-Magnon » contient 5% de carbone 14 initial.

Déterminons 1’age de ce squelette

N =- 8310 x Ink. Ork=5%:%=0,05

=> N =- 8310 X [n0,05 = 24894,53

=> N = 24894,53 Ans.

2) Le pourcentage k de carbone 14 contenu dans un fossile vérifie : 51,8% < k < 53,8%.
Donnons un encadrement de I’age de ce fossile.

51,8% < k < 53,8% ®%<k<% © 0,518 < k < 0,538 ©

n0,518 < Ink < [n0,538& —0,65 < Ink < —0,61 <&
(- 8310) x (—0,61) <- 8310 x Ink < (- 8310) x (—0,65) <»5069,1 < N < 5401,5

Alors I’age de ce fossile est compris entre 5069 ans et 5402 ans.

3000
1+0,25x

- Une culture de bactéries a un rythme de croissance modélisé par la fonction R (x) =

Ou x est le temps écoulé en jours.

On admet que ce rythme de croissance est la dérivée de la fonction population P(x) c’est-a-
dire que P'(x) = R(x) et au temps x = 0, la culture compte 1000 bactéries c’est-a-dire :
P(0) = 1000.
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1) a- Déterminons P (x) désignant la population des bactéries aprés x jours.

3000 _ 025 3000 _ 3000f 0,25

1+0,25x

P'(x) =R(x) =>P(x) = fR(x)dx = f1+0,25x x = 0,257 1+40,25x x = 0,25

0,

25
=> P(x) = 12000 [ 52—

dx = 12000[In(1 + 0,25x)] + k. Or P(0) = 1000

=> P(x) = 12000in(1 + 0,25x) + k. Or P(0) = 1000<> k = 1000

D’ou P(x) = 12000in(1 + 0,25x) + 1000
b- Evaluons le nombre de bactérie au bout de 3 jours.

P(3) = 12000in(1 + 0,25 x 3) 4+ 1000 ~ 7715
D’ou le nombre de bactérie au bout de 3 jours est de 7715 individus.

c- Déterminons le nombre de jours a partir du quels le nombre de bactéries atteindra 12000
individus

Pour cela, posons P(x) = 12000 < 12000in(1 + 0,25x) + 1000 = 12000

& 12000In(1 + 0,25x) = 11000<> In(1 + 0,25x) = 11;‘(’)2?) & In(1 + 0,25x) = 0,91

<1 + 0,25x = %91 < 0,25x = %91 — 16 0,25x = 2,48 — 1<> 0,25x = 1,48

=>x =592=6

Alors le nombre de jours a partir du quels le nombre de bactéries atteindra 12000 individus au
bout de 6 jours.

2) Etudions le sens de variation de P(x) sur I’intervalle [0 ; +oo[
(on Calculera la limite de P(x) en +)

P(x) = 12000in(1 + 0,25x) + 1000
P(0) = 12000in(1 + 0,25 x 0) + 1000 = 1000 et lim P(x) = +o

X > +oo
3000

1+0,25x

P'(x) = R(x) = >0Vxe€[0; +oof

Alors V x € [0; +oo[, P est strictement croissante.

3) On donne la fonction H définie sur [0 ; +oof par :

H(x) = 48000(1 + 0,25x)In(1 + 0,25x) — 11000x

a- Montrons que H est une primitive de P sur I’intervalle [0 ; +oof.

H est une primitive de P sur I’intervalle [0 ; +oo[ si et seulement si H'(x) = P(x)

H(x) = 48000(1 + 0,25x)In(1 + 0,25x) — 11000x
= (48000 + 12000x)In(1 + 0,25x) — 11000x

0,25
1+0,25x

=> H' (x) = 12000 X In(1 + 0,25x) + X (48000 + 12000x) — 11000
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(12000 +3000x)

= 12000in(1 + 0,25x) + =

— 11000

(12000 +3000x) — 11000 (1 + 0,25%)
1+40,25x

=12000In(1 + 0,25x) +

12000 +3000x — 11000 —2750x

= 120001n(1 + 0,253(,') + 1+0,25x

9250x + 11000

=12000in(1 + 0,25x) + — -

1000 + 250x

1+0,25x
1000(1 +0,25x)

1+0,25x

=12000In(1 + 0,25x) +
=12000In(1 + 0,25x) +

=12000In(1 + 0,25x) + 1000 = P(x)

D’ouU H est une primitive de P sur I’intervalle [0 ; +oo[

b- Calculons I’intégrale I = fsw P(x)dx
1= [ P(x)dx =[] P(x)dx = [H(0)]}* = H(10) — H(5)

=>]=100464,1787 — 32580,46335 = 67883,71

Interprétation concréte du résultat : I’intégrale I correspond I’aire en cm? de I’espace occupé
par les bactéries entre le 5°™ et le 10°™ jour.

c- Calculons le nombre moyen de bactéries entre le 5°™ et le 10°™ jour.

m=—— L P(x)dx = +1=0,21=0,2 x 67883,71 = 13576,74 ~ 13577

Alors le nombre moyen de bactéries entre le 10°™ et le 20°™ jour est d’environ 13577
individus.

Partie A
Soit la fonction f définie sur [10;100] par: f(x) =
1) Calculons f’

Inx — 2

X

1
_mx—-2 __ 4 _ (;)(x) -MUnx-2) 1-inx+2 _ 3-Inx
f(x) - x => f (x) - (x)2 - (x)2 - x2

2) Démontrons que f'(x) est positive sur I’intervalle [10 ; e3] et négative sur [e3 ; 100]
Pour tout x € [10;100],x% > 0 alors le signe de f'(x) dépend donc du signe de 3 — Inx
Posons 3 — Inx > 0 —Inx > -3 ®Inx<3 ®x<ed

=>vx<e’ 3-lmx>0etVx>e? 3—Inx<0
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DouvVxe[10;e®],f (x) >0 etvxe[e?;100], f'(x) <0

n10 — 2 ne3 -2 3 -2 1 _
fA0)==———=003 ; f(e)="F—="F5—=5 =€
et £(100) = ’"1;’30‘ 2-0,02

3) Dressons le tableau de variations de f.

X 10 e’ 100
f'(x) + -
e—3
0,03 ,02
Partie B

On se propose d’Exprime la capacité pulmonaire de I’étre humain en fonction de son age
x, représenté en années et,g(x) la capacité pulmonaire en litres. On admet que sur
I’intervalle[10 ; 100]Jona: g(x) = 110f(x) ou f est la fonction définie dans la partie A
1) Calculons la capacité pulmonaire a 10ans, 15ans, 30ans et 60ans.

- Lacapacité pulmonaire 2 10 ansest: g(10) = 110£(10) = 110 x 0,03 = 3,3 litres
- Lacapacité pulmonaire a 15 ansest: g(15) = 110f(15) = 110 x 0,04 = 4,4 litres
- Lacapacité pulmonaire a 15 ansest: g(30) = 110£(30) = 110 x 0,05 = 5,5 litres
- Lacapacité pulmonaire d 15 ansest : g(60) = 110f(60) = 110 x 0,03 = 3,3 litres

2) Tracons la courbe représentative de g dans un repére orthogonal.
(On prendra en abscisse : 1em pour 10 ans et en ordonnées 1cm pour 10 litres).

En utilisant le tableau de variation de f, on en déduit celui de g :

10 e’ 100

X
g'x) + -

110e™
g(x) /
3, 2,2

3) Déterminons I’age a partie du quel la capacité pulmonaire est maximale

En utilisant le tableau de variation ci-dessus, on a :

La capacité pulmonaire est maximale & I’age de : e3 = 20,08 ~ 20 ans et cette capacité
maximale correspond & 110e3 = 5,47 litres.

4) Déterminons graphiquement I’intervalle du temps durant lequel la capacité
pulmonaire reste supérieure ou égale a 5 litres.
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En observant le graphique, la capacité pulmonaire reste supérieure ou égale a 5 litres dans
I’intervalle du temps ]14 ; +oo

Problemes
Partie A :

Soit la fonction g définie sur] 0; +oo[ par g(x) = —x? + 1— Inx

1) Dressons le tableau de variation de g.

limg(x) =lim —x*+1-Inx=—(0)>+1— (—) = +o

x—0 x—0

limg(x) =lim —x*+1- Inx = —(4+0)? + 1 — (+) = —00 — 00 = —00
X = 400 X = 4o

gx)= —x*+1-Inx=>g (x) =—2x — %= —(2x+ i)

Alors Vx €] 0; +oo[ g (x) < 0. D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 5. Fonctions Logarithme Népérien. Page 348



Fonction Logarithme Népérien

X 0 1I 400
g'(x) —
+o :

2) Calculons g (1) puis en déduis le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
g)= —x*+1—Inx =>g(1)=0

Alors d’aprés le tableau de variation de g, ona:

Vxe]0; 1[ gix) >0et Vxe]1; +of gx) <0

Partie B :

Inx

Soit la fonction f définie sur ] 0; +oo[ par f(x) = —%x +1+ e et ( C) sa courbe dans

le repére orthonormé (o; 7; 7) (unité graphique 2 cm )
1) Dressons le tableau de variation de f.

fO) = —3x +1+ 2=

lim f(x) = lim — 2x + 1+ 2= == 2(0) + 1 +;(~00) = —o0

x—-0 x—-0

lim f(x) = lim = >x + 1 + 12“— =— 2(+0) + 1+3(0) = —
x>+ X -+

f(x) = —%x + 1+ l;—z = f'(x) = _% + lz—xl;uc _ —xz-;iz—lnx _ %

Vx €]0; +oo[ ,2x% > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x).
Or d’apres Partie A 2),ona:

vx€]0; 1 glx) >0=> vxe]0; 1] f'(x) >0

et Vx €]1; 4o glx) <0=>Vx€]1; +oo] f'(x) <0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

e —————————————————
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x
f10) +

£ /e/'

2) Démontrons que I'équation f(x) = 0 admet deux solutions a et avec (a < )

D’apreés le tableau de variation de f, vx € 1 0; 1[ f est définie, continue et strictement
croissante de I’intervalle ] 0; 1[ vers ]—oo; %[

Alors I'équation f(x) = 0 admet une premiére solution «

De méme,Vx € | 1; +oo[ f est définie, continue et strictement décroissante de I’intervalle

]1; +oof vers ]—oo; %[.Alors I'équation f(x) = 0 admet une deuxiéme solution S

3) a) Montrons que la droite (A)d'équation y = — %x + 1 est asymptote & la courbe (C) de f.

La droite (A)d'équation y = — %x + 1 est asymptote & la courbe (C) de f si et seulement si
limf(x)—y=0
X — 400
. . 1 Inx 1 . 1 Inx 1
llmf(x)—y=llm(— Ex+1+g)—(— §x+1)=llm— X +1+—+-x—1
X — +oo X — +oo Xt

= lim & = lim l-ln—x=1(0) =0

2x 2 x 2

X —> 400 x> 400
D’ou la droite (A)d'équation y = — %x + 1 est asymptote & la courbe (C) de f
b) Etudions le signe de f(x) - (— %x +1 ) puis en déduis la position de (C) et (A).
L’étude du signe de f(x) — (— %x +1 ) nous permet d’en déduis que :
- Vx€]0; 1[; (C)est en dessous de la droite (A)

- Vx€]1l; +oo[; (C)est audessus de la droite (A)
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4) Tracons (C) et (A) dans le méme repere.

- Partie A :

On considere la fonction g définie sur ] 0; +oo[ par g(x) =x? + 2- 2inx
1- Etudions les limites de la fonction g aux bornes de son ensemble de définition.
limg(x)=limx? + 2-2Inx =(0)2+2—2(—») = —o0

x—0 x—0

limg(x)=limx? + 2-2Inx = (+0)? + 2 —2(+0) = +00 — 00 = "F[ "
X = 400 X — +0oo

Levons I’indétermination

) = (+0)*(1 + 0 = 0) = +oo

. T 2 _ —J;i 2 i_
limgx)=limx* + 2-2Ilnx =limx (1+x2 =
X— 400 x> 4o X -t

2- Dressons le tableau de variation de g puis en déduis son signe sur ] 0; +oo[

2 _
g(x) =x2 + 2_ Zlnx :>g’(x) = 2x _§= Z(XX 1)
vx €]0; +oo[ ; x > 0 Alors le signe de g’(x) dépend du signe de x? — 1

Posonsx? — 1=0 =>x=—-1¢D,ou x =1

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :
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X 0 1 400
g'x) - ) +

gx) \ ; /

D’apres le tableau de variationde g, Vx € ] 0; +oo[ g(x) >0

Partie B :

Inx

On considere la fonction f définie sur] 0; +oo[ par: f(x) = x +2 — et soit (C) sa

courbe représentative dans le repére orthonormé (o ;1 f) (unité graphique 2 cm )

1) a) Calculons les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Inx

lim f(x) =limx + 27 =0+4+2(—0) = -

x—0 x—0

Inx

lim f(x) =limx + 2 — =+o00 + 2(0) = +oo
X = +0o X — +00

b) Etudions les variations de f et Dresse sont tableau de variation.

- 2,5
f(x) =x +2lnTx =>f'(x)= 1+ 2(1x21nx) _ x*+2-2mx _ g(x)

XZ x2
Vx €]0; +oo[ ,x% > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x).
Or d’apres Partie A 2),ona:Vx €]0; +oo[ glx) >0=>Vx €]0; +oo[ f'(x) >0

D’ou Vx €]0; 4oo[ ; f est strictement croissante le tableau de variation de f est le suivant :

x 0 400
f'(x) +

+o0
F) /

¢) Montrons que la droite (A) d’équation y = x est asymptote a la courbe (C), puis étudions la
position de (C) par rapport a la droite (A).

La droite (A)d'équation y = x est asymptote a la courbe (C) de f si et seulement si
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limf(x)—y=0
X — 400

limf(x)—y= lim(x + 2 lnTx)—(x) =limx+ 2 lnTx—x = limi® MTX =2(0) =0
X > 400 X = 400 X —> 400 X = 400

D’ou la droite (A)d'équation y = x est asymptote & la courbe (C) de f

Etudions le signe de f(x) — y puis en déduis la position de (C) et (A).

L’étude du signe de f(x) — y nous permet d’en déduis que :

- Vx€]0; 1[; (C)est en dessous de la droite (A)

- Vx€]1l; +oo[; (C)est audessus de la droite (A)

2) Déterminons les coordonnées du point A sachant que la courbe (C) admet au point A une
tangente (T) parallele a (A).

- Soit(T) latangente y = f'(xo)(x — xp) + f(xg) .

- Soit la droite (A) d'équation y = x

i o (x0 .
Soit A (yo) ce point
La tangente (T) est paralléle a la droite (A) si et seulement si les coefficients directeurs sont
249
égale C’est —a-diref’(x,) = 1. Or f'(x,) = 2 FH2-2n%o

x02

24
flxp) =1 <3=(>x°+j¢ = 1®xp%+ 2— 2lnxg = xy> & 2— 2Ilnx, =0 &
0

Inxog=1=>xy=e et yp=xy=e.
D’ou A(%) est le point cherché.

3) Montrons que I'équation £ (x) = 0 admet une solution unique « et que a [0,5 ; 1]

- D’aprés le tableau de variation de f, Vx € ] 0; +oo[ f est définie, continue et strictement
croissante de I’intervalle J10; +oo[ vers]—oo; 400 .
Alors I'équation f(x) = 0 admet une solution unique « telle que f(a) = 0.
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£(0,5) = —2,2

IR I CORIIORT:

De pIus{

Alors d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires « [0,5 ; 1]
Conclusion : I'¢quation f(x) = 0 admet une solution unique « et que a [0,5 ; 1]

4) Trace (C) et (A) dans le méme repére.

5) Hachurons puis calculons I'aire du domaine plan limité par la courbe (C) ; la droite (A) et les
droites d'équation x = letx = 2.

Soit A = flz[f(x) — yldx cette aire

A=Y@ b a2 ) ar a= (212 )

2 nx 21 Inx)21?
=>A=2 [ —dx =2 J; ~lnxdx = 2 [%]1 = [(Inx)?]? =1,92 cm?

Pour le domaine hachuré, (Voir figure)
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- Partie A :

1) On considére la fonction numérique g définie par g(x) = 1+ x? - 2x%Inx
a- Dressons le tableau de variation de g.

Dy =10; +oof

limg(x) =lim1+x?-2x?nx =1+ (0)2-2(0) =1

x—0 x—0

lim g(x) =lim 1+ x? - 2x%Inx =1+ (4+9)? — 2(+00) = +00 — 00 = "F[ "
X > +oo X > +oo

Levons I’indétermination

lim g(x) = lim 1 + x% - 2x%Inx = lim x* (xi2 +1- 2lnx) =(+0)%(0+ 1 — ) = —0
X—> 400 x> 4o X = +oo

gx) = 1+x? - 2x%nx => g'(x) = - 4xinx

Vx €]0; +of; - 4x < 0. Alors le signe de g'(x) dépend du signe de Inx
Posons Inx > 0 =>x > e® =>> 1. Ainsi pour lesx > 1,ona: Inx >0

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

X 0 1 le 400
—4x - P =
Inx — ( e
g'(x) + =
2 !
9(x) 0
1 —o0

b- Démontre que I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que :
1,89 < a < 1,90.

- D’aprés le tableau de variation de g, Vx € ] 1; +oo[ f est définie, continue et strictement
décroissante de I’intervalle ] 1; +oo[ vers]—oo; 2.
Alors I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que g(a) = 0.
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9(1,89) = 0,02

g(1,90) = —0,02 =>g(1,89) x g(1,90) < 0

- De plus {

Alors d’aprés le théoreme des valeurs intermédiairesona: 1,89 < a < 1,90.

Conclusion : I'¢équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que 1,89 < a < 1,90.
c- Déduis de ce qui précede le signe de g(x).

Alors d’aprés le tableau de variation de g, ona:

Vx€]0; af g(x) >0et Vxe]a; +oof gx) <0

Inx
14 x2

2) On considere la fonction numérique f définie sur ] 0; +oo[ par f(x) = et soit (C) sa

courbe représentative dans le repére orthonormé (o ;1 j) (unité graphique 2 cm )

a- Dressons le tableau de variation de f.

Inx
1+ x2

= —00

lim f(x) = lim

x—0 x—0

. T nx 5. lnx
lim f(x) = lim -—— =lim— =0

X — +oo X — +oo X =+
1 2
Inx , —(1+ x%)—2x(lnx) 1+ x2 - 2x2inx g(x)
= => =X = =
f(X) 1+ x2 f (X) 1+ x2)2 x(1+ x2)2 x(1+ x2)2

Vx €]0; +oo[; x(1+x2)? > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x)
Or d’aprés Partie A 1)c),ona:

Vx€el0; afl gx) >0=> Vvxe]0; al f'(x)>0et

Vx€la; +of glx) <0=>Vx€e]a; +of f'(x) <0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X
f/(x) + 0 -

@ || / f(a)\o

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 5. Fonctions Logarithme Népérien. Page 356



Fonction Logarithme Népérien

b- Vérifions que f(a) = # En déduis un encadrement de f(a) d'amplitude 2¢10~*

2
D’aprés Partie A 1) b),ona: g(a) =0 < 1+ a? - 2a’lna =0=>Ina = 12;‘;
’ _ o Inx _ Ina
D’autre part f(x) = v fla) = Tz
1 +a? _ Ina L .
Remplagons lna = Sz barsa valeur dans f(a) = o Ainsiona:
l 1%3 1+a? 1 1
= _na = = 2a = a = — o = —
f(a) T 1+ a2 >f((l) 14 a? 2a2(1+ a?) 2a? D’ou (a) 202"
c- Tragons (C) dans le repere.
¥
1+
0 1 2 3 a4 5 x
—1+
2L

Partie B :
On considere la fonction numérique définie sur ] 0; +oo[ par: F(x) = fle(t)dt
1) a) Prouvons que F est dérivable sur ] 0; +oo[ et précisons F'(x).

f est une fonction continue sur ] 0; +oo[ . Alors F est donc dérivable sur ] 0; +oo[

Inx
14 x2

Sa fonction dérivée est F'(x) = f(x) avec f(x) =

b) En déduis le sens de variation de F.

e —————————————————
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X 0 1 400
f(x) - +

| T~ —

D’apreés le tableau :

Vv x €]0; 1[; F est strictement décroissante

V x €]1; +oo[; F est strictement croissante

- . Int Int
2) a) Vérifions que V' t 21;ona.m£ f < =z

OnsaitqueVt >1;ona:t?<1+t><t?+2t +1

1 1 1 1
t2+2t +1 1+¢t2

En prenant les inverses, ona:

En multipliant cette derniére par Int, ona:

Int Int Int Int Int . . .
< = & < < = ’
EvSrE vev Ty = fit) < = (ce qu’il fallait Démontre )

x Int Int

b) Pour tout x >0 et¢ # 0; onpose/(x) = [ —zdt et J(x) =f1x—(1+t)z dt

- A l'aide d'une intégration par parties, Calcule I(x)

x Int

100 = [[ 27 dt = [ 5 Intdt

Posons u(t) = Int =>u/(t) :%

V() =5 >v(t) =—3
> se= ] gt = [
= J(x) =1 —%—’"7"
c) A l'aide d'une intégration par partie et de I'égalité : t(11+t) = %— %H , calculons J(x).

Puis en déduisons de ce qui précéde que Vx > 1;ona:

x Inx Inx 1
ln2+ln(x+1>— S F(x)Sl—x—— -
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J) = [, GGordt =, (1+ oo X Int dt

Posons u(t) = Int =>u/(t) :%

1
Vi) = a +t)2 =>v(t) = T 1+t
Int Int
=> ](x)_[_l_-i—tl +J 1 t(1+t) [_1_+t]

Int Int

=> ](x)—[——] +[int — In(1 + O = [- = Int —

_ _ x _ Inx
= ](x)—ln2+ln(x+ 1) T+x

En déduisonsque Vx > 1;o0na:in2+In (x

Inx

) -
+1 x+ 1

1

FE-

1+t

Fonction Logarithme Népérien

In(1 + t)]:

Inx

< F)<1-2--

f \ . Int x Int . . sy
D’aprés2) a),ona: T2 < f1 fdt < - Intégrons cette inégalité sur [1 ; x]

x Int
fl (1+t)? d

x lnx 1
ln2+ln(x+1) x+1<F(x)<1 x  x

d) On admet que lim F(x) =

X — 400

On sait que : In2 + In (xj: -

x+ 1
En appliquant le théoréme des gendarmes a I’inégalité :

x nx 1 i
ln2+ln(x+1> x+1< F(x)<1———; ona:

x)_ Inx <
+1 x+ 1

limin2 +In (x lim F(x)

X — 400 X — +oo

In2 <0 <1 (Cequil fallait Démontre )

)- S @) <1-2-

X — +oo

llml———l e

X

t < [fmd < [[Tdt @ J@) < F@O) <I@x) @

6. Sans Calcule 6 vérifions que In2 <6 <1
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L'objectif de ce probleme est I'étude compléte de la fonction numérique f définie pour tout
nombre réel x différent de —1 par :

{f(x) =x- len|1 +§| six #0
fx)=0
Les parties A et B sont indépendantes.

On notera (Cf)la représentation graphique de f dans le plan muni d'un repere orthogonal

;1.
Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire.

2x +1

Soit g la fonction numérique définie par : g(x) = oy

—2in|1+1]
X

1) Déterminons I’ensemble de définition Dg

Dg:{x/xeR;x(x+1)¢0et1+§¢0}:>Dg=R—{0; -1}

=>Dg = ]—o0; —1[U]-1;0[U]0; +oof

Déterminons les limites de g en +co et en —oo.

, g 204l 1| _ g 2x 1 _ g2 1| _
llmg(x)—llmx(xH) 21n|1+x|—llmx2 Zln|1+x|—llmx 21n|1+x|—0
X — +oo X — +oo X — +oo X — +oo

lim g(x) =lim 2x+11)—2ln|1+%| =limi—’;—21n|1 +%| =lim2;—21n|1+%| =0

x(x +
X > — X > — X > — X > —

2) Etudions les variations de g ; on ne demande pas de Calcule ses limitesen —1 eten 0.

2x +1

_ _ 1S __—1
g(x)—x(xH) 2ln|1+x| >g'(x) =

x2(x +1)2

etvxeR—-{0;-1}; ona:g'(x) <0

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

X —00 -1

g'(x) -

_——t AN

90 | TN

/
/
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3) Calculons g (— %)

1
9(-3)=0
D’apreés le tableau de variationde g ; ona:
Vx€E ]-oo; —1[u]—%;0[ ;9(x) <0 et Vxe€ ]—1; [U]O +oo[;g(x) >0
Partie B : Etude de la limite de f a l'infini.

1) Soient les fonctions h et k définies sur I’intervalle [0 ; +oo[ par :
t2 t2 3
h.t—>ln(1+t)—(t—?) et k.t—>ln(1+t)—(t—?+?)
Aprés une bréve étude sur [0 ; +oo[ des fonctions h et k; démontrons que :
t? t2 3
Viz0;ona:t——=< n(1+1¢t) < t——+7
- Etudebrévede h(t) =In(1+t)— (t - —) sur I’intervalle [0 ; +oo[
h() =— [=>VLE; [0 ; 4+ A'(t) = 0. Alors h est croissante sur R, ..
2
Deplus h(0) =0.Donc vVt =0; ona: h(t) = 0 et par suite t —% < n(1+1t)

2 3
- Etudebrévede k(t) =In(1+¢t)— (t - % + %) sur I’intervalle [0 ; +oo[

kK'(t) = _T3 =>Vvte; [0; 4+ k'(t) <0.Alors k est croissante sur R,.
De plus k(0) = 0.DoncVt > 0; ona: k(t) < 0etparsuite In(1+t) < t—t2—2+§
Conclusion Vt>0; ona: t——< In(l+t) < t——+f
2) En déduisons que lim %&Ht) = %
t -0
t3

D’apreés ce qui précede, ona: t——< In(1+1¢) < t——+—

Multiplions tous les membres de I’inégalité par —1. Ainsiona:
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t2 3 < < t2
—t+7—?_—n(1+t)_—t+7
Ajoutons t a tous les membres de I’inégalité. Ainsiona :

t3 t2
3

¢2
5 St—ln(l+t)$7

Divisons tous les membres de I’inégalité part?. Ainsiona:

l—ES t—In(1+t) < l

2 3 t2 2

.1t 1 .1

lim=—=-=-= et lim==-
2 3 2 2

t—-0 t—-0

, \ PR . t—In(1+t 1
Alors d’aprés le théoreme des gendarmes, ona : lim * =3

t—-0
3) En utilisant les résultats précédents, démontrons que lim f(x) = %
X — —00
_ 2 1 1 1y 1 1
fx)=x—x ln|1+;|. Posons x == —>f(;) =-= t—zln(1+t).

Quand t tend vers 0, alors x tend vers +co

Alors lim f(x) = lim # =% De méme lim f(x) = lim % =%
X — 4o t—-0 X = —x t—-0

Interprétation graphique des résultats de la question précédente.
Puisque lim f(x) = lim f(x) = % . Alors la droite d’équation y = %
X 540 x - —00
Alors la droite d’équation y = %est asymptote horizontale a la courbe (Cf)
Partie C : Etude de la fonction f.

f(x)=x-— len|1+%|
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1) Déterminons Df
Df = {x/x€R;x#0et1+2#0}=>Df =R—{0; -1}
=>Df = ]-o0; =1[U]-1;0[U]0; +oo[
Calculons la limite de fen —1
vx €Df; f(x) =x— len|1+%| etona:limln|1+§| = —00
x - -1
Donc limf (x) = 4+
x - -1
2) Etudions la continuité de f en 0

f est continue en 0 si et seulement si limf(x) = f(0) =0

x -0
lim f(x) = limx — len|1+§| =limx — x%In ﬂ|
x =0 x =0 x =0

= limx — x%In|x + 1| + x%In|x|. Or lim xInx = 0
x =0 x -0
Donc limf (x) = 0. De plus f(0) = 0 donc f est continue en 0
x >0

3) Démontrons que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 1

f est dérivable en 0 si et seulement si lim % =f'(0)=1

x -0

- —x2m|1+1
lim [/ f(0)=lim%= lim il bl :lc| "|

0 =lim1—xln|1+§|

x -0 x -0 x -0 x -0

e —————————————————
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= lim1— xIn|x + 1| + xIn|x|. Or lim xIn|x| = 0

x -0 x -0
Donc lim f—(xx):f(o) =1
x =0

Conclusion : f est dérivable en 0 et son nombre dérivé est f'(0) =1

4) Calculons la dérivée de f et démontrons que f'(x) = x X g(x)

vx €Df; f(x) =x— len|1+%| = f'(x) =%—2xln|1 +§|
=> f'(x) = x [% —2n |1 +l| ] => f'(x) = x x g(x) (Ce quil fallait Démontre )

5) Dressons le tableau de variations de f

D’ apres Partie A ; 3) ,etPartieC; 4) ona :

VXxE€ |—o; —1[U]—%;O[ UJ0;+oof;f'(x)>0et VxE€ ]—1; —%[;f’(x) <0

x —oo -1 -2 0 +o0

g' () + - 0+

+oo|[ 4+ oo i
9 / \ /e/ :
1

1
2

6) Déterminons une équation de la tangente (T)a (Cf)au point d'abscisse 0

L’équation de la tangente (T)a (Cf)au point d'abscisse 0 est y = x

Déterminons les asymptotes a (Cf).

lim f(x) = +oo. Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote verticale & la courbe (Cf).

x - —1

limf(x) = lim f(x) = % . Alors la droite d’équation y = %est asymptote verticale a la

X — +o x — —oco  Courbe (Cf).
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7) Montrons que I'équation f(x) = 0 a pour solutions 0 et 8 avec —0,8 < B < —0,7.
1 . . . . 1 1
-Vx€ ]—1 ; _E] ; f est continue et strictement décroissante de ]—1 s —5| vers [_E ; +oo[

Alors I’équation f(x) = 0 admet une solution unique g telle que f(B) =0

£(=0,8) = 0,087

F(=0.7) = —0,28 > F(O8) X f(=07) <0

- De plus {

Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, § € ]-0,8 ; —0,7]

De méme :

Vx€ ]—% ; +oo[ ; f est continue et strictement croissante de ]—% ; +oo[vers ]—% ; %[

Alors I’équation f(x) = 0 admet une solution unique § telle que f(§) =0
Orf(0)=0doncs =0

Vx€]—oo; —1[; f(x) > 0.

Conclusion : I'¢équation f(x) = 0 a pour solutions 0 et § avec —0,8 < 8 < —0,7.

8) Tragons (T) ; les asymptotes et la courbe (Cf)
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- Partie A :

Le but de ce probleme est d'étudier dans la partie A la fonction numérique f définie sur
10 ; +oo[par f(x) =x + % + l:—j , de Détermine ensuite dans la partie B la position de sa

courbe représentative par rapport a son asymptote oblique et enfin d'étudier une suite
récurrente dans la partie (I'), cette derniére partie étant dans une large mesure indépendante
des deux autres.

1) a) Dérivée de la fonction g
La fonction g, définie sur ] 0 ; +oo[ par g(x) = x3 -x -2 Inx + 1est dérivable sur ] 0 ; +oo[
(comme somme algébrique de telles fonctions) et sa dérivée est :

3x3-x -2 _ (x—1)(3x2—x—2)

X X

g'(x) = 3x? —1—% =
b) Variations de g et signe de g(x).

On peut résumer I’étude du sens de variation de g et du signe de g(x) dans le tableau suivant :

X 0 1 400
x—1 - +
3x% 4+ 3x+2 + +
g'(x) - +
+o0 +oo

900 T 1 "

D’aprés le tableau de variation, g(x) > 0

2) a)Limitede fenOeten + o

Inx

fx)=x +%+ -
lim f(x) =limx +%+ l:—;:—oo
x—>0 x—0

lim f(x) =limx +%+ 1:_;2_'_00
X -+ X -+
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b- Montrons que pour tout x € ] 0 ; +oo[, f '(x) = % puis donnons le tableau de
variations de la fonction f.
La fonction f, définie sur ] 0 ; +oo[ par f(x) =x + i + T—; est dérivable sur ]0 ; + oof et sa

1-2lnx __ x3—x +1-2Inx

Arive - f! 1 — 1 (x)
dérivéeest: f'(x) = 1-5+ = f'(x) = %‘

x3 x3
Vx €]0; +oo[; x3 > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x)
Or d’apres Partie A 1) b),ona:

Vx €]0; +oo[; g(x) >0=> Vx €]0; + o] f'(x)>0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

0 400

X
f1e) +

+00
fo ||

Partie B :
Soit h la fonction définie sur ] 0 ; 4+oo[ par h(x) = x + Inx.

1) Etudions le sens de variation de h puis montrons que I'équation h(x) = 0 admet une
solution unique « sur l'intervalle[ 0,4 ; 0,7 ]

La fonction h définie sur] 0 ; +oo[ est également dérivable] 0 ; +oo[ et sa fonction dérivée est
W)= 1+ =22 =>Vx €]0; + o[ ;h'(x) > 0

D’ou le tableau de variation de h est le suivant :

X 0 a +o0
K (x) +

| +00
o | —

- D’apreés le tableau de variation de h, Vx € ] 0; +oo[ h est définie, continue et strictement
croissante de I’intervalle ] 0; +oo[ vers]—oo;+oo].
Alors I'équation h(x) = 0 admet une solution unique « telle que h(a) = 0.

h(0,4) = —0,52

r(0,7) = 0,34 =>h(0,4) x h(0,7) <0

- De plus {
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Alors d’apreés le théoreme des valeurs intermédiairesona: a« € [0,4 ; 0,7 ]

Conclusion : I'équation h(x) = 0 admet une solution unique « € [ 0,4 ; 0,7 ]

2) Montrons que l'ona: e ™ =«

D’aprés PartieB 1)ona:h(a) =0 a + lna=0=> lna=—-a=>e *=a

3) a- Vérifions que la droite A d'équation y = x est asymptote oblique a I" en + co.
La droite A d'équation y = x est asymptote oblique & (I') en + oo si et seulement si

limfx)—y=0

x =+ o

Inx Inx

. . 1 i 1
limf(x)—y=0=lim (x + o+ x_z)_x=llm;+ = =0
X+ X+ X > +

D’ou La droite A d'équation y = x est asymptote oblique & (I") en + oo

b- Utilisons les résultats de la Partie B question 1) pour Détermine les positions relatives de
(I') et A
Pour étudier la position relative (I') et (A) nous devons étudier le signe de f(x)- y.
Orf(x)-y=1+ =23
Donc le signe de f(x) - y dépend du signe de h(x).

Xz.

Or d’apres le tableau de variation obtenu dans la Partie B 1) ona:

Vx€]0; af h(x) <0=> Vvxe]0; al f(x)-y <O0etparconséquentvx €]0; «[;la
courbe (I') est en dessous de la droite (A)

DemémeVx € ]a; +oof h(x) >0=>Vx €] a; +oo[ f(x)- y > 0 et par conséquent
Vx € | a; +o[ ;lacourbe (I') est au dessus de la droite (A)

4) Construction de la courbe (I') et de la droite A dans le repére ortho normal (0 ; T; J)
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5) a- Calculons au moyen d'une intégration par parties, l'intégrale | = fz l:—ztdt

2 Int 21
| = [ Zzdt=[ 5intdt

Posons : u(t) = Int =>u'(t) = %

V() =5 =>v(t) = -1

2 2 2
Int Int 1 Int 1 1+ Int
:>|:[—— f Zdt_ —_— +[——] = ————] :[— ]
t 1q 1¢ tlq t tlq t 1

1-1In2
2

:>|=

b- En déduisons l'aire, en cm? de la portion de plan limitée par la courbe (I') , la droite A et les
droites paralléles a I'axe des ordonnées d'équationx = letx = 2.

L’aire A de la portion de plan indiquée est, en cm?, puisque (I") est au dessus de (A) et puisque
(A) est au dessus de I’axe des abscissespour 1 < x < 2

2 Inx

= (2 cm)? flz(f(x) —y)dt = 4cm? flz G lnx)dt— 4cm2f —dt + 4cm? [[ = dt

=4 cm? ff%dt + 41 cm? = 4 cm?[Int]? + 41 cm? = 4 cm?In2 + 41 cm?
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=4 cm?In2 + 4cm? (1_2&) = Acm? (an + iﬂ) = 4cm? (—ZZnZ +21_ln2 )

n2+1
= 4cm? (—)
2

= 2cm?(In2 + 1) = (2In2 + 2)cm? = 3,39cm?

Partie C : Etude d'une suite

Dans cette partie :
e | désigne l'intervalle [ 0,4 ; 0,7 ]
e« estleréel mis en évidence au B. 1.

e ¢(x) est la fonction définie sur R par ¢(x) = e™*
uO = 0,4‘

1) u est la suite récurrente définieparvn € N: {
Upt1 = (p(un)

a) Montrons qu'on a pour tout x € fona: ¢(x) €1

Pour tout x de l'intervalle I = [ 0,4 ; 0,7]; ¢(x) appartient a Iintervalle I.

On peut résumer 1’étude des variations de ¢ sur I dans le tableau suivant :

x 0,4 0,7

0,670

o) —
0,497

9(0,4) = 0,670 < 0,7 et ¢(0,7) = 0,497 > 0,4

Donc pour tout x de l'intervalle I =[0,4; 0,7 ]; @(x) appartient a Iintervalle I.
b) Montrons qu'on a pour tout x e Iona: [¢'(x)| < 0,7

Onsaitque: 0,4 <x <0,7

Appliquons ¢'(x) a Iinégalité : 0,4 <x < 0,7

=> ¢'(0,4) <¢'(x) <¢'(0,7)

=>—0,670 < ¢'(x) < —0,497

Appliquons la valeur absolue a I’inégalité : —0,670 < ¢'(x) < —0,497
=>|-0,4970| < |¢'(x)| <|-0,67] ©0,4970 < |¢'(x)| < 0,67

=>|¢'(x)] < 0,67.0r 0,67 =~ 0,7.D’ou |¢'(x)| < 0,7
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c) Montrons qu'on a pour tout x € I ona: |p(x) — a| < 0,7|x — a|

Puisque |¢'(x)| < 0,7 alors d’aprés le théoréme de I’inégalité des accroissements finis
appliquée a la fonction ¢ pour x appartenantal,ona: |p(x) —¢(a)| < 0,7|x — «|

Or d’apres Partie B 2)ona ¢(a) =e ™ =a. Alors |p(x) —p(a)| <0,7|x — a| &
lo(x) —al < 0,7|x — al (Ce qu’il fallait Démontre)
2) a) Montronsquevn € N; ona:|u,;.1 —al <0,7u, — «a
Onsaitque : |p(x) —a| < 0,7|x — a| . Posons x = u,
= |o(u, ) —al £0,7lu, — al. Or (u, ) = u,4q
=>|u, 1 —a| £0,7|lu, — a| (Cequ’il fallait Démontre)
En déduisons par récurrenceque vn € N; ona: |u, —a| < 0,3(0,7)"
Onsaitquea €[04 ; 0,7] < 04 <a <07 et u, =04
Ilvientque 04—-04 <a—1uy<0,7-04

S0 <yy—a <03

&0 <|uyg—al <03

0 <|uy—al <0,3(0,7)°

Alors la relation est vraie & I’ordre n = 0

Supposons la relation est vraie a I’ordre n c’est-a-direvn € N; ona: |u, —a| < 0,3(0,7)"
puis montrons qu’elle est vraie & I’ordre n + 1 c’est-a-direvn € N; ona:
|1 — ] < 0,3(0,7)"!

D’aprés Partie C 2) a),ona: |u,41 — a| <0,7|u, — «f

Par suite |u,,; — a| < 0,7|u, — a] < 0,7[0,3(0,7)" ]

D’ol |u, 41 — al < 0,3(0,7)"*!

Conclusion:vn € N; ona: |u, —al| < 0,3(0,7)" (Ce qu’il fallait Démontre).

b) Etudions la convergence de la suite u puis.

e —————————————————
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Calculons lim u,
n— 4o
La suite de terme général 0,3(0,7)™ est convergente ¥V n € N et converge donc vers 0.
Alorslim lu, —a|=0& limu, —a=0 ®limu, =«a
n — +oo n — +oo n — +oo
D’ou la suite u,, est convergente et converge vers a

3) Déterminons un entier p tel que pour n > p on ait: |u, — a| < 10~ 3puis donnons a l'aide
de la calculatrice une valeur approchée de u, & 10~>pres.

On sait que |u, — a| < 0,3(0,7)" et d’autre part |u, —a| < 1073,

-3

-3
Par identification ona: 0,3(0,7)" <1073 « (0,7)" < 1%—3 © eMn07 < 1(;—3
1073 l"(%)
& nin0,7 < In (—) =>n>—-"/, (Carln0,7<0)
0,3 n0,7

=> n > 15,99. On peut donc prendre p = 16
Ainsi & I’aide de la calculatrice, on obtient & 10~3prés la valeur de u; =~ 0,567
En déduisons une valeur approchée par défaut et par excés de a a 10~ 3prés

- 0,567 est la valeur approchée a 10~3prés par défaut de a.

- 0,568 est la valeur approchée & 10~3prés par exceés de a.

Partie A :
Soit f la fonction définie par : f(x) = % —In(1 +x)

1) a) Déterminons I'ensemble de définition de f
Df={x/xeR;1 +x+#0etl +x >0}=>Df =]-1; +oof

Calculons la limite de f aux bornes de cet ensemble.

2x —ln(l +X) - lim 2x —(1+x)In(1 +x)
1+x 1+x

lim f(x) = lim

x - —1 x - —1 x - —1
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Effectuons un changement de variableenposant X =1 +x=>x =X -1

Six=-1alors X=0

lim f(x) = lim 2(x—1)X—xznx =y 22X _ 200 —02+— © _ _OL+= o
x—>-1 X -0 X -0
=>lim f(x) = —o0
x - -1
lim f(x) = lim 12;; —In(1 +x) = lim ZTX —In(x) =2 —(+o) = -
X >4+ x - 4o X — 4o

b) Déterminons la fonction dérivée de f puis établissons son tableau de variations.

2x _ _ 21 +x) —(1)(2x) 1 2(1+x)—-(1(2x) 1
fO =n A +0=> ) == T~ arw? 1ex
— ! 1-x
=0 =a5y

Vx €Df (1+x)? >0.Alors le signe f'(x) dépend du signe de 1 — x
Posons1 —x=0=>x = 1.

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X -1 1 a + o0

f') + 4;

fx) / 1—In2 \K‘

2) Démontrons que V x € [1 ; +oo[; I'équation f(x) = 0 admet une solution unique a.
Vérifions qu'une valeur décimale approchée de a a 10~ 3preés est 3,9.

- D’aprés le tableau de variation de f, Vx € [1 ; +oo[ f est définie, continue et strictement
décroissante de I’intervalle [1 ; +oo[vers |]—oo; 1 — [n2].
Alors I'équation f(x) = 0 admet une solution unique « telle que f(a) = 0.

£(3,9) = 0,003

f(4) = 0009 TENXFH) <0

De plus{
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Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit I’encadrement suivant
39<a<4
3) Précisons, suivant les valeurs de x, le signe de f(x)
D’apreés le tableau de variation de f :
Vx €]—0;0[VU]a; 4oo[; f(x) <0 et Vx€]0;al; f(x)>0

n(1+¢t)

"G sit>0

Partie B : soit g la fonction définie par : g(0) = 0et g(t) =

1) Démontrons que g est continue en 0.

g est continue en 0 si te seulement si lim g(t) = g(0) =0

t -0
lim g(t) = um% = lim 2 X VT = (1) x (0) =0
t >0 t >0 t >0

Puisque lim g(t) = g(0) = 0, alors g est continue en 0.
t -0

Etudions la dérivabilité de g en 0.

g est dérivable en 0 si te seulement si lim g(t)t_—g(o) =g'(0)=1leR

-0

t >0
n(1+t)
lim g(t)—g(0) = lim g(@) = lim i = i n(1+t) = i n(1+t) ><1—
t—0 t t tVt t NG
t -0 t >0 t >0 t -0 t -0

=1X(+0) =400 #lER
Alors g n’est pas dérivable en 0.

2) Calculons g'(t) et Exprime g'(t) en fonction de f(t)

1 1
In(1+¢) , —1+t><\/f—ﬁxln(1+t)
Pourtoutt >0; ona:g(t) =—— => t) =
g@®) N g'(® i
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Vvt n(1+t)

< T+t NG Wt _ ln(+n 1 2t
=g = t IRED) 20t 2tk (1+t ln(1+t))

=g'(t) = 57 % f(©

3) a) Déterminons la limite en +oco de g.

1 1
) w40 . ln[t(1+t—)] e +in(1+4)
lim g(t) = lim = lim NG = lim NG
t >+ t - 4o t » 4o t - 4o
. nt ln(1+1t—) T L ln(1+1—) _ _
—llmf'l'T —llmg—-l' T_O-l_ 0=0
t > +oo t - 4o

b) Dressons le tableau des variations de g.
g = 2:—\5 x f(t).Vt€ D,; 2ty/t > 0. Alors le signe de g'(t) dépend du signe de f(t).
Or D’aprés Partie B : 3)ona:
Vx €]—00;0[U]a; +oo[; f(t) >0=> Vx € ]—00;0[U]a; +oo[; g'(t) <0
et Vxel0; al; fO) <0 => vxel0;al; gt >0

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

X 0 a + o0

g'(x) + 0 -

g(a)
0 0

4) Le plan est rapporté au repére orthogonal (o ; 7; j). Construisons la courbe (I")
représentative de g.
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Partie C : Cette partie a pour objectif de Détermine l'aire A, en unités d'aires, de la portion de
plan limitée par I'axe des abscisses, la courbe (I") et la droite d'équation x = 1.

1) a) Démontrons que la fonction g, définie sur [0; +oo par : g; (x) = Vxin(1 + x) est
dérivable en 0.

g1 est dérivable en 0 si te seulement si lim % =g,/'0)=1€ R

x >0
lim g1(x)— g1(0) — lim g1(x)— 0 — lim g1(x) - lim Vxin(1+x) — i xin (1+x)
x—0 x—0 x xVx
x =0 x =0 x -0 x =0 x =0
g n(1+x) _ . _ _
= llm—\/; =limgx)=g(0)=0€ R
x =0 x =0
D’ou la fonction g; est dérivable en 0 et son nombre dérivé est g;'(0) = 0
b) Soit ¢ la fonction définie sur [0 ; +oo[ par : @(x) = 2vxIn(1 + x) — f(jclzTﬁtdt
Démontrons que ¢ est dérivable en tout point de [0; +oo[
_ x 2Vt _ x 2Vt
@(x) = 2vVxIn(1 +x) — [, T at =2g:00) — [y Tt
vx €10; +oo[; g, est dérivable et sa dérivée est g'; (x) = l";/;x) + 1‘5( et g;(0) =0
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De plus la fonction & définie sur [0; +oo[ par §(t) = 12T\/?t est continue sur [0 ; +oo]

Jy idt est définie et dérivable sur

Donc la fonction h définie sur [0 ; +oo[ par h(x) =
[0; 4+oof et

’ Vx
R (x) = f;; [0; +ool.

Montrons que ¢'(x) = g(x)

xZ\/—

() = 2Vxin(1+x) — [{' 7 (it | V% ] 2R

1+x 1+x

A= (p(x)—Z[

' n(1
= ¢'(x) == = g ()

2) En déduisons que A = fol g(t)dt = 2In2 — flidt

A= f) gtydt = [p(O)]} = (22 - |, 1idt ) unité d'aire

3) Soit h la fonction définie sur [0 ; +oo[ par : h(x) = fxlzT‘rtdt

et k la fonction définie sur [0 ; %[ par k(8) = tan?6

a) Calculons (hok)(0)
(hok)(0) = h[k(0)] = h[0] =0

b) Prouvons que V @ € I ; ona: (hok)'(68) = 4tan’6
(hok)'(6) = k'(6) x W'[k(6)].

Or VO el ; h'(6) = 2tanf(tan’6 + 1) et Vx €[0; +oo[; h'(x) = %

ta—nz) = 4tané X |tanf|
1+tan26

Donc v 6 € I (hok)'(6) = 2tand(tan?d + 1) (

= 4tan’f Carf € [0; %[ (ce qu’il fallait Démontre)

DouV O €1l; ona: (hok)'(8) = 4tan?0

¢) En écrivant tan?d = (tan?6 + 1) — 1; déterminons une primitive de (hok)' puis
donnons I'expression de (hok)
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(hok)'(0) = 4tan?6 = 4[(tan?6 + 1) — 1] = 4(tan?6 + 1) — 4 = 4(tan)'(6) — 4
Soit H une primitive de hok. Alors H(8) = 4(tan)(6) — 46.

Or hok est une primitive de (hok)'. D’ou (hok)(0) = 4(tan)(8) —40 +c.(c € R).
De plus (hok)(0) =0

Donc (hok)(8) = 4(tan)(6) — 46

d) Calculons h(1)
(1) = h[k (2)] = (hok) (%) = 4tan (5) - = 4 — 7 avec k (T) =1

4) déduisons des résultats précédents la valeur exacte de A.

A=2In2 — 1£dt =2in2 — h(1) = (2In2 — 4 + 7w )unité d'aire

0 1+¢
- Partie A :

On considere la fonction f définie par f(x) = In (1

- x
1+ x

) et soit ( C ) sa courbe représentative

dans le repére orthonormé (o ; 7; J)

1) Déterminons I’ensemble de définition Dy de f.

Df = {x/x€R;1—x>0et —>0}=>Df =]-1; 1]

1+ x
2) Calculons les limites aux bornes de D¢ puis en déduisons que ( C) admet deux asymptotes
dont on Précisera les équations.

limf(x)= limlin (11;—;() =4

x > =17 x -»-—17

limf(x)= Ulimlin (11; ;) =—

x = 1" x - 1"
Alors les droites d’équations x = —1 et x = 1 sont asymptotes verticales a la courbe (C) de f

3) Dressons le tableau de variation de f

f(x):ln(ll-:;:):>f,(x)=_1—1x_1-|1—x=_(1—1x+ 1-{1—x>=_(ﬁ)=%
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-2
1— x2

=> f'(x) =

< 0Vx € Dy. Do le tableau de variation de f est le suivant :

x
f[x) -

@) T

4) a-Ecris une équation de la tangente ( T ) a la courbe ( C) au point d’abscisse I ou I est le
point d’inflexion de la courbe ( C).

Déterminons le point d’inflexion de la courbe (C)

1 -2 _ " —4x 7 —4x
f)=1—=——7=>f (x)=m.Posonsf (x)=0<:>m =0 —4x=0

=>x = 0.Donc f""(x) > 0sur]—1; O[ puis f""(x) <O0sur]0; 1[ d’ou le point
I1(0;f(0))=(0;0)=>1(0;0) estun point d’inflexion de la courbe ( C).

L’équation de la tangente ( T) a la courbe ( C ) au point 1(0;0) est :
(T):y=/F"xo)(x —x0) + f(x0). Orxpg = 0=>y = f'(0)(x — 0) + f(0).
=>y = f1(0)(x) + £(0) = —2(x) + 0 = —2x
D’ou (T):y = —2x est I’équation de la tangente au point 1(0;0)
b-Etudions la position de (C ) et (T ) puis Trace (C) et ( T ) dans le méme repére.
D’aprés 4) b) ,ona:
Vx €]-1;0[; f'"(x)>0 =>Vx €]-1; 0[; (C)estaudessus(T)

Vx €]0; 1[; f"(x) <0 =>Vx €Vx €]0; 1[; (C)estendessous (T)
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5) On considere I’intégrale | définie par = f_olf(x)dx.
2
a-Calculons I en utilisant une intégration par parties.
1= 2ifeodx = [111x f(x)dx
2 2

Posons u(x) = f(x) =>u'(x) = f'(x)
vV(x)=1=>v(x) =x

=> 1 = [xf (1 s — [ 1 (dx = [in (2)] ) - [Prx 2

1+

1+ x 1- x2 1+

I R AR A CE) e

= [xln (11;—;) —in(1 - xz)]o_l = %ln3 —In4
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b- En déduisons en cm?I’aire A de la partie du plan délimité par la courbe (C ), la tangente

(T ) et la droite d’équation x = _71

A= 2em)? [P1(f(x) = y) dx = 4em? [1(f(x) + 2x) dx

= 4cm? [°1 f(0)dx + 4em? [°1 2x dx
2 2
_ _ .2 210
= 4cm? [xln( . ) In(1- x )] +4cm?[x ]_%

=> A = 4cm? [xln( ) In(1- xz) +x ] = (6In3 — 4In4 — 1)cm?
2

Partie B :

On considere dans cette partie la fonction numérique h définie sur ]0 ; %] par

h(x)= —f(cosx) ou f est la fonction définie dans la Partie A :

1) Vérifions que h est la primitive qui s’annule en % de la fonction g définie par g(x) =

sinx
h est la primitive de la fonction g qui s’annule en % si et seulement si h'(x) = g(x)

-2

— X2

h(x) = %f(cosx) =>h'(x) = - %sinxf'(cosx). Orf'(x) = N

-2 _ osinx 1

=>h'(x)=-— % sinx X =g()

1— cos2x sin?x sinx

1 L. . .
h (%) = Ef(o) = 0.D’ou h est la primitive de la fonction g qui s’annule en %

2) Calculons Iintégrale K = [ —dx
g sinx

= 00% = 1 (5) = (5) =0 (5) = 57 (1) =~ (~im3) = ons
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us
— n
3) Soit I'intégrale (1,,); n appartenant N définie par : I,, = [? C;’;xx dx.
3
a-Calculons I, et I
2 cos™x 2 cosOx 1 1 1
I, =[f——dx =>Iy= [}——dx=[f—dx==In=
3 sinx 7 Sinx 7 sinx 2 3
T s s T
~ cos™x > coslx > COSX . > V3
I, = [?——dx =>1, = [} ——dx = [?—dx = [In(sinx)]? = —In—
3 Sinx 3 Sinx 7 Sinx 3 2
L4
b- Calculons I’intégrale [ sinx x cos™x dx
3
T
%sinx X cos™xdx = [— cos” ]E = !
z - n+l Iz T (m+1)2n !
c- En déduisons I’expression de I,, —I,, ., en fonction de n
L n T n+2 i N, _ n+2 Ecosnx 1_C052x
In . _ — T[ZCOS de_ T[ZCOS dez TKZCOS X 'COS X dx: nz ( )dx
g Sinx g sinx 5 sinx 5 Sinx
s
T 2 T n+l, 17
_ (zcos"xsin“x (2 n [ cos x]Z _ 1
= - - - = X — =
L——. dx % sinx X cos™x dx wr Jr T Gz
1 1

=> I —hv = Che=h - e

Calculons I, ; I; et I,

1
In+2 - In - (n +1)2n+1

1 1 1 1
- Pourn=0;ona:L=I—-=-ln-—-.
2 2 3 2
1 3 1
- Pourn=1;ona:13=11——=—ln£——.
8 2 8
1 1 13
- Pourn=2;ona:l,=0——=-In3——
24 2 24

- PARTIE A :

Soit g la fonction définie sur J0 ; +oo[ par g(x) = —x? + 3x - 1 - Inx. On désigne par Cg la
courbe représentative de g dans un repére orthonormé( 0 ; 7 ; j) d’unité graphique 1cm.

1) Etudions les limites de g en O et en + co.
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lim g(x) = lim —x?+4 3x-1-lnx = —(0) + 3(0) - 1- (=) = 4+
x—0 x—0

lim g(x) = lim —x?> + 3x- 1- Inx = —(+) + 3(+%) - 1 - (+o)
X = 4+ X =+

= —oo+o00="F]", Alors levons I’indétermination.

lim g(x) = lim —x%? + 3x- 1- Inx = lim x* (—1+§—%—ln—x)

2
x> +oo x> +o0 X - +oo

= (+0)(=1+0 -0~ 0) = (+0)(~1) = — oo
2) Etudions les branches infinies de la courbe Cg.

Inx

—x2 ~1-
lim 48 =y 2 H3x 1o lim—x+3—% -—= —(+0)+34+0—-0=—0
x>+ x- +ow X too
Alors la courbe (Cg) admet une branche parabolique de direction (oy)

3) Etudions les variations de g.

“2x? 4 3x—
g)=—x*+3x-1-lnx=>g'(x) =-2x + 3—%=M

X
Vx €]0; +oo[; x > 0. Alors le signe de g'(x) dépend du signe de —2x? + 3x — 1.
Posons —2x2+ 3x —1=0=>x, =1 etx, =%

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

x |o 1 5 a + oo
g'(0) - h + 0 =
g(x) e \ / 2 \ |
1 0 \—m

4) Montrons que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique « dans I’intervalle[ 2 ; 3 ].
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- D’apreés le tableau de variationde g, Vx € ]% ;+oo[; g est définie, continue et strictement

décroissante de I’intervalle E ;+oo[vers]—oo ;% [ Alors I'équation g(x) = 0 admet une

solution unique «a telle que g(a) = 0.

9(2) =03

- Deplus {g(3) = —2.09

=>g(2)xg3) <0

Alors d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, on en déduit I’encadrement suivant
2<a<3

5) Déduisons de ce qui précéde le signe de g(x) en fonction de x.
Interprétons graphiquement le résultat.

D’apreés le tableau de variation de g :

vx€el0;al; glx) >0 e Vxela; +o[; glx) <0

6) a- Tracons la courbe (Cg).

b- Discutons graphiquement suivant les valeurs du périmétre réel m, le nombre de solution
de I’équation g(x) =m

D’apres le graphique, Vy € ]—oo ; +oo[; I’équation g(x) = m admet une solution unique.
PARTIEB :
Soit la fonction définie sur ]0; +oo[ par f(x) = ﬁ On désigne par (Cf) la courbe

représentative de f dans un repere orthonormé (0 ; 7 ; j) d’unité graphique : 1 cm.
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1) a) Montrons que pour tout x de ] 0; + oo[, ona x > Inx.

Posons p(x) = x — Inx puis effectuons une étude bréve de la fonction p sur] 0; + oof,
affin de Détermine son signe.

lim p(x) = limx — Inx = (0) —(—) = +o0

x—0 x—0

lim p(x) = limx —Inx = (+00)—-(4+0) =+00—0c0="F["
X -+ X - o

Levons I’indétermination

Inx

lim p(x) = lim x (1= =) = (+00)(1 = 0) = (+00)(1) = +o0

X = 4+ X = 4+

x—1

p(x) =x—Inx=>p'(x) = 1—§= .
Vx €]0; +o[; x > 0. Alors le signe de p’(x) dépend du signe de x — 1.
Posonsx —1=0=>x=1

D’ou le tableau de variation de h est le suivant :

X 0 1 + o

p'(x) - D +

e || T~ —

D’apreés le tableau de variationde p, Vx € ]10; +oo[; p(x) >0 ® x—Ilnx >0
=> x > Inx ( Ce qu’il fallait Démontre )

b) justifions que la fonction f est bien définie sur ]0; +ool.

fx) = 5—

T x2—xinx

- Lafonction x - x — 1 est définie sur ]0; +oo.

- Lafonction x = x? — xInx est définie sur ]0 ; +ool.
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x—1

x2— xlnx

Alors f(x) =

est une fonction qui est bien définie sur ]0 ; +ool.

2) Etudions les limites de f en 0 et en +oco. Que peut-on en déduisons ?

x—1 -1
limf(x) = lim———= —= -
f() x2— xinx ot
x—0 x—0
1 W2(+-2) T-%  _0-0_ 0
= _
lim f(x) =lim =lim——>% =lim*~—F*% =—=-=0
f( ) x2— xlnx x2(1_ln_") | _lnx 1-0 1
X X
X — +oo X — +oo X > +oo X — +oo

Ainsi on en déduit que les droites d’équation x = 0 et y = 0 sont respectivement asymptote
verticale et horizontale & la courbe (Cf)

- ) = — 9K
3) a- Montons que pour tout x de ]J0; +oo[ , f'(x) = i )2
. x-1 _ ’ _ (1)(x2—xlnx)—(2x— nx —1)(x — 1)
f(x) T x2— xinx => f (x) - (x2—xinx )?

_ (xz—xlnx)— Qx—lnx -1 -1) _ x%—xlnx —2x% + xlnx +x +2x -lnx — 1

(x2—xInx )2 - (22— xInx )?
_ —x%2 +3x—1—Inx _ g(x) _ ’ _ gx) - . .
e = i )? = f'(x) = P ( Ce qu’il fallait Démontre )

b- Dressons le tableau de variation de f.

Vx €]0; +oof; (x* —xlnx)? > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe de g(x).

Or d’apres PARTIE A5)ona:

- Vx€el0;al; gx)>0=>vxe]0;al; f'(x)>0
et

- Vx€la; +oo[; gx) <0 =>Vx€la; +o[; fl(x) <0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

X a
£/ + ) —

f(a
f(x) /
—0 0
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¢ - Montrons que f(a) = ———

D’aprés PARTIE A 5) I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que g(a) = 0.

Alors g(a@) =0® —a’+ 3a-1-lma=0=>Ina=—-a’+ 3a-1 (1)

x—1

= f(a) = 5—— (2)

a?— alna

Drautre part f (x) = ——
N o _ - a-1
Eliminons Ina entre les équations (1) et (2) => f(a) = a?-a(-a?+3a-1)
— _ a—1 _a-1 a-1 e e

=> f(a) = a?—a(-a?+3a-1) a3-2a2+a a(@?-2a+1) ale-1)2  aa—1)

1

D’ou f(a) = Ty

( Ce qu’il fallait Démontre )

En déduisons un encadrement de f(a).
Onsaitque:2<a<3 (1)
Deméme:2<a<3 & 2-1<a-1<3-1® 1<a-1<2 (2)
2<a<3 ¢))
1<a—-1<2 (2)
Effectuons le produit des relations(1)et (2). Ainsion a :
@M =s@@-1D =32
2<ala—1)<6

En prenant I’inverse de I’inégalité précédente, on a :

1
a(a—1)

< &

N |~

< f(a) <= (Ce qu’il fallait Démontre )

N |~
SN

=

4) Déterminons une équation de la tangente ( T ) & la courbe (Cf ) de f au point d’abscisse 1.
L’équation de la tangente ( T ) & la courbe (Cf ) de f au point d’abscisse 1 est :
(Ty:y=fDE-D+ fQ) =>y=x-1

5) Résolvons I’équation f(x) = 0

e —————————————————
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x—1

fx)=0& =0&®x-1=0=>x=1.

x2— xlnx

Alors la courbe (Cf ) coupe I’axe (ox) enx =1

Tracons la courbe (Cf') et la tangente ( T ) dans le méme repére.

1

6) a- Montrons que pour tout x € ]0; +o[ ,ona: f(x) = i

x —Inx

_1 _1
f) == =>f(x) = (1-3) _ xl_ 7= (Ce qu'il fallait Démontre )

x2—xlnx x(x —Inx) -

b- Soit A(a) I’aire de la partie du plan délimité par la courbe (Cf ), I’axe des abscisses et
les droites d’équations x = 1 etx = «.

Montrons que A(a) = 2in(a — 1)

1

Ala) = flaf(x)dx = fla L gy = flaxl__szdx = [In(x — Inx)]¢

x2— xlnx

=> A(a) = In(a — Ina) = In[a — (Ina)]. Or dans laPARTIE A5),ona:
Ina =—a?+ 3a-1
=>A(a) =lnfa—(—a?+ 3a-1 )| =n(a+a?—-3a+1) =In(a®—-2a+1)
=ln(a-1?% =2ln(a—-1)

Dot A(a) = 2In(a — 1) ( Ce qu’il fallait Démontre )
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En déduisons un encadrement de A(a).

2<a<3®l<a—-1<2®0<sn(a-1)<n20<2ln(a—-1) <2n2&
0<2ln(ea—1) <lnd & 0<A(a) <Ind (Cequ’il fallait Démontre )

7) Soit n un entier naturel supérieur ou égale 0 .

a- Calculons a, = [;" f(x)dx.

a, = flnf(x)dx =2ln(n—1)

Interprétons graphiquement ce résultat.

a,, est I'aire de la partie du plan délimité par la courbe (Cf) , I’axe des abscisses et les droites
d’équationsx =1 etx =n.

b- Calculons la limite de a,, lorsque n tend vers +oo.
lima, = lim2ln(n — 1) = lim 2Iln(n) = +o
n—-+o n- +o n — +oo

PARTIE C:

Soit la fonction h définie sur R par h(x) = flex f(t)dt. On désigne par (Ch) la courbe
représentative de h dans un repere orthonormé (0 ; 7 ; j) d’unité graphique : 1 cm.

1) a- Montrons que h(x) = In(e* — x).

x x 1-1
heo) = [ fF@Odt = [ L dt = In(e* — Ine®) = In(e* — x)
b- Montrons que pour tout x de R ; ona:e* > x.

Posons k(x) = e* — x puis effectuons une étude bréve de la fonction k sur R ; affin de
Détermine son signe.

limk(x) = lime* —x= 0—(—0) =400

limk(x) = lime* —x =limx (% - 1) = (+0)(400) = o0

X — +oo X — +oo X — +o0o
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k(x)=e* —x =>k'(x)=e* —1
Posonsk'(x) =0 e* —1=0=>x=In1=0

D’ou le tableau de variation de k est le suivant :

X —0o0 0 + o
k'(x) — +

+00 + oo
k() \ 1 /

D’apres le tableau de variationde k, Vx € R ;k(x) >0 ®e* —x >0

=>e* > x.(Ce qu’il fallait Démontre )

2) a-Calculons limite de h(x) limite de %2 en + oo

lim ? — lim ln(ei_x) - lim l"[e"(l—eix)] — lim IneX +ln(1—eix)

X—> 400 x> +o00 X = Foo X = +oo

= gm0 lim1+ln(1xj=1+0=1=>a=1
X —> +oo X - +oo

X

lim h(x) —ax = limIn(e* —x) —x = limx + ln(l—ei)—xz limln(l—(%)
X — +oo X — +oo X > +oo X - +oo

. x\ _ _ _
—llmln(l—e—x)—ln(l 0)=0

X — +oo

On peut en déduis que la droite d’équation y = x est asymptote oblique pour la courbe
(Ch)en + o

b- Montrons que pour tout nombre réel ,ona: h(x) =x + In (1 - i).

ex

hx) = In(e* —x) = n[e* (1— Z)|=tne* + m(1- Z)=x + m(1-2).

ex
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1

Dol h(x) = x + m(1—e—x) ( Ce qu’il fallait Démontre )

En déduisons de lim h(x) en + o

lim h(x) = limx + ln(l— eix) = 400+ 0=+

X —> 400 x> 400

3) Etudions la position relative de la coure (Ch) et de la droite (A):y = x .

Pour cela, étudions le signe de h(x) — y

L étudions le signe de h(x) — y montre que :

Vx € ]-0 ;0] ; h(x) —y >0.AlorsVx € ]—o ;0]; (Ch) estau dessus (A)
Vx € [0 ;4] ; h(x) —y <0.AlorsVx € [0 ;+oo[ ; (Ch) esten dessous (A)
4) Dressons le tableau de variation de h puis Trace.

limh(x) =limx + ln(l— eix) = 400+ 0=+40w

X —> 400 x> 400

lim h(x) =limIn(e* —x) = +o
h(x) = In(e* —x) => '(x) = 5=+

D’aprés PARTIEC 1) b) ,ona:e* —x > 0;alors le signe de h'(x) dépend du signe de
e*—1.Posonse* —1>0 ®e*>1=>x>mn1 x>0

Ainsi on dira que pour lesx > 0; h'(x) > 0

D’ou le tableau de variation de h est le suivant

D’ou le tableau de variation de k est le suivant :
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h'(x) — D +

h(x) +m\ 1 /'m

- PARTIE A :

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = in( 2x + V4x% + 1). On désigne par (Cf) la
courbe représentative de f dans un repere orthonormé(0 ; 7 ; j) d’unité graphique 1cm.

1) Montrons que f est impaire
f estimpaire si et seulement si f(—x) = —f(x)

i [(_z,c T (-2 _m)]

—2x —/4x2 +1

f(=x) = In(-2x + VaxZ+ 1) =1

- (-2x)%- ( 4-x2+ —In [4—x2—(4x +1)] I ( 4x2-4x2-1 )

- —2x — 4x +1 - 2x — 4x +1 n —2x —m

=t V(1 Y _ VirZF 1) = —

= () = (o) = (2 VBT D) = 00
D’ou f est impaire

2) Montrons que f est dérivable sur R

f(x) =In( 2x + VaxZ + 1).
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- 2x est une fonction dérivable sur R

- V4x? + 1 estaussi une fonction dérivable sur R

Alors f est dérivable sur R

Montrons que f'(x) = ﬁ
X

8x PO 2V4x%+1+4x
F) = In( 22+ VERTF ) => f1(o) = Bl -~ Tt VT

2% A2+ 1 2x +VaxZ+ 1 2x +4x2+1

2(VaxZ+ 1+ 2x)

[ax2+1 _ 2(\/4x2+ 1+2x) _ 2

242+ 1 (Va2 te2x)(VaxZe 1) Vax?el

Dot Vx €R; f'(x) =

\/m
3) Dressons le tableau de variation de f.
Vx ER; f'l(x)>0

D’ouV x € R; f eststrictement croissante.

lim f(x) = lim In( 2x + V4xZ + 1) = lim In [Zx + [4x? (1 + 4;17)]

X =>4+ x> +oo X — +oo
. , 1. , 1
=limlin [2x+ [2x] 1+4x—2] = limln [2x+2x 1+4x2]
X — +oo X = 4+
= limln [Zx (1 + /1 + 4)1‘—2>] = In[(+20)(2)] = In(+o) = +oo
X — +oo

(Zx +M)(2x —M)] — lim In [(zx)Z_ (m)zl

lim f(x) = lim ln[ 2x —4x2 41 2x —ax2+1

X—> —0 XxX—o — X > —00
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2x —v4xZ +1 2x —v4xZ +1 Vax? +1
X > —00 X > —0o0 X > —0o0
. -1 . -1
=lim In ——| = lim In —
_ 2 —
2x /4x (“EZ) 2x —[2x| 1+
X > — X > —
. 1 . -1
=lim In = | = lim In -
2x —(—2x) 1+m 2x +2x |1+ i
X - —00 X > —

e ff@)] = lim In(3;) =~
X = = X — —oo

X
F@ ¥
+o0
F) /

4) Etudions les branches infinies de la courbe (Cf).

In( 2x+v4x2+1
lim%")ﬂim—“( — ) o

X — X — 00

Alors la courbe (Cf) admet une branche parabolique de direction (ox)

5) Trouvons une équation cartésienne de la tangente (T ) a (Cf) au point d’abscisse nul.
L’équation de la tangente ( T ) a (Cf) au point d’abscisse nul est y = f'(0)(x) + f(0)

=>y = f'(0)(x) + f(0) = 2x.D’oliona (T):y = 2x
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6) Précisons la position de ( T ) et (Cf).

Pour cela, étudions le signe de f(x) — y

L étudions le signe de f(x) — y montre que :

Vx € ]—0 ;0] ; f(x) —y>0.AlorsVx € ]—o0 ;0]; (Cf) estau dessus (T)
Vx € [0;+40[; f(x)—y <0.AlorsVx € [0;+[ ; (Cf) esten dessous (T)

7) Tracons la droite ( T ) et la courbe (Cf)

8) Soit a un réel strictement positif. Calculons en fonction de , I’aire de la partie du plan
délimitée par la courbe (Cf) et les droites d’équations respectives x =0,y = 0 et x = a.

Ala) = foaf(x)dx = foa In( 2x + V4xZ + 1)dx
2

Posons u(x) = In( 2x + V4xZ + 1) =>u'(x) = Nrorsi
X

v(x) = 1=>v(x) = x

=> A(a) = [xln( 2x +V4x2 + 1) ]Z - Oa —

4x241

= [xIn( 2x + V4xZ + 1) — 2v/4x% + IJZ

= aln(2a +V4a? + 1) — 2V4a? + 1 +2
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PARTIEB :

1) Montrons que la fonction f admet une fonction réciproque g définie sur un intervalle | que
I’on Précisera.

D’apreés le tableau de variation f ; f est définie ; continue et strictement croissante de
]—00; +oo[ vers |—co; +ool.

D’ou la fonction f admet une fonction réciproque g définie sur I’intervalle I = ]—oo ; 400

2) Construisons dans le méme repeére que (Cf) , la courbe (Cg) de la fonction g.

51 {
(Cg) 1°" bissectrice : y = x

(Cf)

3) Montrons que pour toutx € l,ona: g(x) = i(e" — e ).
f(x) =n(2x +V4xZ +1).Posons f(x) =y @ In(2x +V4x?+1) =y &
2x+Vaxt+1=e’ ®Vix2+1=¢e” —2x & (V4x2+1)2 =(e¥ = 2x)%

ey -1

4x? 4+ 1=e% —4xe? + 4x°> S e? —4xe? =1 4xe? = eV -1 x = —
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_ (ezy—l)e_y _ e2Yxe ™V —eY _ eV—e™V _ l(ey _ e_y)'
4

& x
4 4 4

= f71(x) = g(x) = 7 (e* — e~*). (Ce qu’il fallait Démontre )
4) Montrons que I’équation g(x) = x admet dans I’intervalle ] 0 ; + oo [ une solution unique
@ etqueo € ]_T‘E ,?[

- D’apreés le tableau de variation de g, Vx € ]0 ; +oo[; g est définie, continue et strictement
croissante de I’intervalle ]—oo ; +oo[ vers ]—oo ; +oo[ . Alors I'équation g(x) = x admet une
solution unique « telle que g(a) = a.

- Deplus [g (—_2 3) + —2“3] X [g (—‘23) - —23 <0
. V3[
) 2 .

Alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, o € [—
2

5) Calculons en fonction de « I’aire du domaine limité par les deux courbes (Cf) et (Cg) et
situées dans le demi-plan x > 0.

B(a) = J;'[f(x) — g() ldx = [} f)dx — [, g(x)dx

=aln(2a +V4a? +1) — 2v4aZ + 1+2 +if0a(ex — e ™)dx

a

=aln(2a+V4aZ +1)—2vV4a? + 1+2+ Eex +% e‘x]o

- Z — Z loa gl _1_1
=aln(2a+V4a? +1) —2V4a?+ 1+ 2+ "+ e T3

PARTIE C:

g(x)
g’ @)

On considere la fonction ¢ définie sur R par ¢ (x) =

1) Montrons que ¢ est une bijection de R sur un intervalle J que I’on Précisera.

1 - 1
(p(x) = g(X) = Z(ex_e X) = efme” = ex_e_x = ezx—l
g9'(x) %(ex+e_x) e¥+e™* ex+eix e2* +1
2x 2x
. . e —1_ .. e
lim o(x) = lim ——= lim =1
X —> 4+ x> +o0 X — +oo

e —————————————————
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2x
e?X -1 0-1 -1
limepkx)=lim ——= —=—= -1
¢(x) e2x +1 0+1 1

42X

e2x _ 1 _
(2% +1)2

e2x +1

p(x) = >¢'(x) = =>Vx€ER; ¢'(x)>0

D’ou le tableau de variation de ¢ est le suivant :

x —00 400
@'(x) +
1
e
-1

D’apreés le tableau de variation ¢ : ¢ est définie ; continue et strictement croissante de
]—oco; +oo vers]—1; 1].

D’ou la fonction ¢ admet une fonction réciproque ¢~ (x) définie sur I’intervalle
J=1-1; 1L

2) On pose h(x) = ¢~ (x). Donnons les expressions de h(x) et h' (x).

X

20 _ 2x _
px) = :Z +1. Posons<p(x)=y<i>:2x+1=y e _1=yEe¥*+1) &

X

e - 1=ye + y® e -y =14+y @ e (1—y)=1+y=>e¥* ==

1-y
_ 1+y) _ _l 1+y)\ _ 1+y _ -1 _ 1+x
Zx—ln(l_y)—>x—2ln(1_y>—ln = =S '(x)=In /1—x

Dot h(x) = ¢~ 1(x) = In |-
L=
h(x) = In /_1_+x = n(x) = L2 o L
1-x

1
1—x2

Dol h'(x) =
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3) Etudions puis représentons le fonction h sur |—1; 1].

lim h(x) =limin 1:‘ = —©

x—- -1t x->-17

lim h(x) = lim ln\/ 1:‘ = ln\/ 02 = 4o

x—->1" x-17

_ 1+x _ I} _ 1
h(x) =In /—1_x =>h'(x) = )

Alors le signe de h'(x) dépend du signe de 1 — x2. Posons 1 — x> = 0=>x% =1

=>x=-1 ou x=1

D’ou le tableau de variation de h est le suivant :

X —00 400
@'(x) +
+00
o |
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La représentation de la courbe (Ch) sur ]—1; 1[ est le suivant :

A A
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