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Fonction Exponentielle -Fonction puissance }

OBJECTIFS :

Ce terme vise a :

T SLA

« Définir et étudier les fonctions exponentielles et puissances ;

* Mettre en place les primitives de fonctions de la forme u” e" et uu® (ae R\ {—1}).

Commentaires

Les fonctions exponentielles et les fonctions puissances complétent les fonctions étudiées en
Terminale. Leurs champs d’application est vaste on les retrouve aussi bien en biologie qu’en
science physique, notamment pour résous les équations différentielles.

Volume horaire : 10 heures

SAVOIR

SAVOIR-FAIRE

« Fonction exponentielle népérienne :

- définitions, notation, propriétés,
représentation graphique ;

- limite de référence ;

- primitive de u” x e".
« Définition de la fonction exponentielle de base
a(aelR* —{-1}).
« Définition de la fonction puissance d’exposant
réel non nul.
* Primitive de u” xu™ (me IR —{-1})]
« Croissance comparée des fonctions logarithme
népérien, exponentielle et puissances.
« Dérivées de fonctions du type expo, u“®
(o € IRY).

« Etant donnée une fonction faisant intervenir
la fonction exponentielle népérienne ou une
fonction puissance, I’étudier et la Représente
graphiguement.

* Résous des équations ou inéquations faisant
intervenir des fonctions exponentielles.
« Détermine les primitives d’une fonction du
type :

- uwxu™ (melR-{+1};

- u xe".
« Utilise les limites sur la croissance
comparée pour Calcule d’autres limites.

Remarques et suggestions

La fonction exponentielle népérienne est définie comme la bijection réciproque de la fonction
In. Ses propriétés se déduisent naturellement de celles de la fonction In.
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La notation exp(x) = e* et pour tout x appartenant a IR est a la généralisation de exp(r) = e"
pour tout r appartenant éiQ, qu’on peut justifier.

L’étude des fonctions exponentielles de base a et des fonctions puissances découlent irectement
de I’étude de la fonction exponentielle népérienne.

On habituera les éléves a retrouver les limites et les dérivées des fonctions exponentielles de
base a et puissances a partir des définitions de ces fonctions.

L’étude générale des fonctions exp, n’est pas a traiter de maniere théorique mais pourra étre
abordé sur quelques exemples (0< a < 1et a > 1).

Il en est de méme pour les fonctions x = x*. Ce sera I’occasion d’étudier des cas

N - . . " p
correspondant & des valeurs variées de a et de faire le lien avec les notations V/x et x /a,

Les fonctions puissances x — x® sont définies sur ]0 ; +oo[ mais, pour certaines valeurs de a
(x€Z, a = % , etc.), elles peuvent étre définies sur un ensemble contenant ]0 ; +oo[ (par
exemple IR, IR*ou [0 ; + oo[ ).

e —————————————————
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1- Définition :

La fonction exponentielle noté « expox » ou « e* » est la fonction réciproque de la fonction
Inx définie sur R =]— oo ; 4 oo

2- Ensemble de définition de la fonction exponentielle :

Sif(x)=e* alors Df =R=]—00 ; + o[
NB :

Vx € R, e* > 0 (Car la fonction exponentielle est la bijection réciproque de la fonction
logarithme Népérien. Elle prend ces valeurs dans R?).

3- Propriétés remarquables :

Pi:e®b = (em)? P,:edth=e® x eb

Py et = Z—Z Pie @ = e—la

Ps:(e®)" = em® Pg: el =Ine® =a

P,:e’=1letel=e Pg:lne= e"l=1

Py:e%=eba = b Ppet*>ete@a>hbete*<el®a<h

Pii:e*=b®a= Inb

4- Limites remarquables :

lim e* =0 et lim e* = 4o

X — — oo X - +oo

lim xe* =20 et lim x"e* =0

X > —oo X > — o

lim xe* = + oo et lim x"e* = 4+
X > 4+ o0 X > + o

e —————————————————
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P X
lim <=0 et lim < =0
x xn
X - —o X > — o
. e* i eX
lim — =+ et lim = =+
X X
X — + oo X = + oo
. e*—1 . am i ax
lim =1 etpoura >0,ona: lim o 4+ et lim > = + o
x - 0 x - + x = +

5- Dérivées remarquables :

Stf(x)

e => f'(x) = e*

Sif(x) = e+ => f'(x) = gel@+P)

Sif(x) = et®l => f(x) = u' (x)e®)]

6- Primitives remarquables :

Sif(x) =e*=>F(x) =e* + K

Si f(x) = e@ ) =>F(x) = —e @) + K

Si f(x) = w(x) e => F(x) = e®l+ K

7- Fonctions puissances :

a)Définition :
On appelle fonction puissance toute fonction f, définiesur ] 0 ; + oo [ par:
fa(x) =a* = e*™® ou a est un nombre réel positif et différent de 1.

b) Etude des fonctions puissances :

- Dérivée :f,(x) = (e") = Inae*™® d’ol: f,(x) = a*lna
- Tableaux de variation :
Les tableaux de variations suivants résument I’étude de f, suivant les valeurs de a.

1*"cas:Si0 <a < 1alorsona: letableau suivant
1
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X —0o0 40
fa (x) -
400
fa(x)
0
2°™ cas: Si a > 1 alorsona: le tableau suivant
x —00 +o00
fa () +
+o0
fa ()
0
- Représentations graphiques:
y
21
0 <a<1
a>1
-3 -2 -1 [0/ 1 2 3 X
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| EXERCICES |

Propriétés de la fonction exponentielle

1) En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle, simplifie les expressions
suivantes :

1 1
_ lng _ -int -
A=zeln3 _emln3 4 38 _ o7y Bz o215 _o7In3 4 In(eV? x V8)

1
C = —2Ine® + inve — in(ine) + 3eln(_ln5) . D=elnveve

2) En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle, résous dans R les équations
suivantes :

a)ex: 3 b)e—x:2 : C)erZ% : d)e3x+1 — e—x+3; e) el 3x — e—x2
e* +1
eX —4

_1 ) eX—e™* _1k) e?x 1
2 ) eX +e X ! e*+1 e™*

f)3*=4;g)4>*=3; h)7°*==3; i)
) e*+3e*—4=0

3) En utilisant les propriétés logarithmiques, résous dans R les inéquations suivantes :

1
a)e™ 24 be*<6 ; e > deit<e™ i e) ¥ 2 e’

£)35<4: 1) e +5e"+4<0
. Soit la fonction polyndme définie par f(x) = x°- 4x%- 29x - 24

1) Calcule f(—1) et f(—3) puis en déduis une factorisation de f sous forme d'un produit de 3
facteurs du premier degré.

2) Résous I'équation f(x) =0
3) En déduis la résolution de I'équation :e?* — 4e* — 29 — 24e™* = 0 et de I’équation :
23% —4x 22X —29x2¥-24=0

. En utilisant les propriétés logarithmiques, résous dans RxR les systemes suivantes :

a- {Ze" —e¥ =15 . b- {e" xe¥ =8 ] i {Se" —2lny =13
e* +2e” =40 ' e*+e’=6 ' 5¢* +3lny =9
4 {zx —22 =0 R {3x x 371 =1
25 =227 =0 ' 3¥*+2 x 3y =3
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Application des limites de la fonction exponentielle
- Calcule la limite des fonctions suivantes aux bornes de leur ensemble de définitions :

D) f(x) = e 2 f(x) = T | 3) f(x) = e

2 o2

4) f(x) = ' ; 6) f(0) =

— 5e*+6

e = "1)2 L8 f)=In(eT—1) ;9 f(x) = (x+2)(e*—1)

Dérivées et primitives de la fonction exponentielle

. 1) Calcule la dérivée des fonctions suivantes :

2

8) () =e L b) f) = e L Q) f(x) =er T

d) FO) =7 OFW) =5 NF() =

9) f(x) =Inlin(e™ -] ; h)f(x) =x+2)(e*-1)

2) Calcule la primitive des fonctions suivantes :
2x—-3 . _ 3e 23 . x%—2x+45
a-f(x)=e v b f) s e f() = (x+De

d- f(x): xize%' e- f(x)_ﬁ \/2x+ f f(x)—m

1 N X

1 - e e
- ==& (b f)=—F= i f(O= D = 2"
g-f(x) x2e £ X - f(x) 1ie" DX

. 1) Détermine les réels a et b pour que la fonction F soit une primitive sur R de la fonction f.

a) f(x) =2x + De*et F(x) =(ax + b)e”

b) f(x) = (x + 1)e? et F(x) = (ax + b)e?
2) Détermine les réels a; b et ¢ pour que la fonction F soit une primitive sur R de la fonction

f

a) f(x) =(x*-1)e* et F(x) = (ax’+bx + c) e
by f(x) = x*-3x + 1)e 3 et F(x) = (ax’+bx + c)e™*
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Fonction exponentielle dans les cas pratiques

. Soit la fonction f définie sur R par : f(x) =8(e™* — e~%¥)

8(e*—1)
e2x "

1) a- Démontre que pour tout réel x,ona: f(x) =

X

b- Démontre que pour tout réel x, ona: f'(x) = %. En déduis le signe de f'(x).
c- Détermine les limites de f en —oo et en +oo.
d- Dresse le tableau de variation de f sur son ensemble de définition.
e- Représente la fonction f dans un repére orthogonal.
(Unités: 4 cm sur ox et 2 cm sur oy )
2) On injecte a I’instant t = 0 une substance dans le sang d’un animal. A I’instant ¢ ou t est
positif et exprimer en seconde, la concentration g de la substance injectée est :
g(t) =8(e~t — e~2%). On rappelle que la < Concentration >> est le rapport entre la quantité
du liquide et la quantité du sang qui le contient.

a- En utilisant les résultats de la question 1), Donne le tableau de variation de la
concentration du sang en fonction du temps ¢.

b- Au bout de combien de temps la concentration est elle maximale ? On Donnera une
valeur approchée par défaut de ce résultat en centime de secondes.

c- Détermine les instants t; et t, pour les quels la concentration est égale au quart de sa
valeur maximale.

. On étudie I’évolution d’une colonie de bactéries placée dans une pétrie. Le nombre da bactéries

t_
en centaines est modélisé par la fonction f définie sur I’intervalle[0; +oo[ par f(t) = %

t représente le temps en heures. On suppose que 1’on peut compter le nombre de bactéries a
I’unité prés grace a un compteur de radioactivité.

ou

1) a) Calcule £(0) et interpréter ce résultat.
b) Montre que f(t) = 4 — etgj En déduis la limite de f en 4+
On appelle cette valeur, la saturation. Que peut-on en conclure pour la courbe (C) de f ?

c) L’équation f(t) = 4 admet-elle des solutions ? Justifier la réponse.

9et

e En déduis le tableau de variation de f

2) Montre que la dérivée f'de f vérifie f'(t) =

sur I’intervalle [0; +oo[
3) Soit (T) la tangente au point d’abscisse 0 a la courbe (C). Détermine une équation de (T).

4) Recopie et compléte le tableau ci-dessous en arrondissant 102 prés

e —————————————————
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t
f()

5) Trace (C), (T) ainsi que toutes les asymptotes éventuelles a (C).

6) Calcule a la minute prés I’instant ty ou le nombre de bactéries sera égal a 200

7) Détermine le temps au bout du quel la population de cette colonie serrait égale a 80% de sa
saturation

. Partie A

Al’instant t = 0 on injecte dans le sang d’un patient une dose de 3ml d’un médicament. On
veut étudier le processus d’élimination du produit au cours des douze heures suivant
I’injection. La quantité de médicament présente dans le sang en ml en fonction du temps t en
heures est £(t), ol f est définie sur [0; 12]par : f(t) = 3e "1,

1) Déterminez f’(t) et justifier que pour tout te[0;12],f'(t) < 0.
2) Dressez le tableau de variation de f sur [0 ; 12].
3) Calcule f(2); f(3); f(4); f(6) et f(8). Que représente chacune de ces valeurs ?

4) Trace la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthogonal d’unités
graphiques (1cm sur (Ox) et 4 cm sur (0y)).

Partie B

Le médicament est inefficace lorsque la quantité contenue dans le sang est inférieure a
1,25ml, ainsi on procede a une seconde injection

1°/ Au bout de combien de temps on procedera a la seconde injection ?

(On Déterminera ce temps graphiquement et par calcul).

2°/ On rappelle que le seuil de toxicité du médicament est de 4, 5ml.

Le patient court —il un risque d’intoxication par le médicament a la seconde injection ?

Problemes

- On considére la fonction numérique £ définie sur R par : f(x) = 2x + 1-xe*" 1

-

On note C sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormal (O, I, j) .

Partie A : Etude de la fonction f et construction de la courbe ( C).

1) Etudie la limite de la fonction f en — oo puis en + o

Lo — 1
(on pourra écrire xe*™ 1= ;xe" ).
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2) Démontre que la droite A d'équation y = 2x + 1 est asymptote & la courbe C en — oo et
préciser la position de la courbe C par rapport a la droite A.

3) a) Calcule la dérivée f ' et la dérivée seconde f " de la fonction f.

b) Dresse le tableau de variation de la fonction f ' en précisant la limite de la fonction
f'en — oo,

c) Calcule f '(1) et en déduis le signe de f '(x) pour tout réel x.
d) Dresse le tableau de variation de la fonction f.

4) Soit | I’intervalle[1,9 ; 2]. Démontre que, sur I, I'équation f(x) = 0 a une solution unique,
.

5) Trace la droite A et la courbe C (unité graphique : 2 cm).

Partie B : Recherche d'une approximation de « :
On considére la fonction g définie sur l'intervalle I par: g(x) =1+ In (2 + %)

1) Démontre, sur I, I'équation f(x) = 0 équivaut a I’équation g(x) = x.
2) Etudie le sens de variation de la fonction g sur | et Démontre que, pour tout x
appartenant a I, g(x) appartient a I.

3) Démontre que, pour tout x de l'intervalle I, |g'(x)| S%
4) Soit (u,) la suite de nombres réels définie par : uy = 2 et, pour tout n de N,

Unt1 = 9(Un)
a) Démontre que, pour tout nde N, |u,,; —a| < %Iun - af

L . . 1 /1\" .
b) En déduis, en raisonnant par récurrence que pour toutn de N, |u,, —a| < —(=) puis
n 10 \9

Donne la limite de la suite u,, en +oo
Partie C : Calcul d'aire :

1) Enintégrant par parties, Calcule I'intégrale J = fla xe* ldx
2) a) Détermine, en unités d'aire, I'aire A de la portion de plan limitée par la courbe (C),
I'axe des abscisses, la droite d'équation x = 1 et la droite d'équation x = a.

b) Démontre qu'on peut écrire A = (a — 1) (a — i)

- Partie A : Résolution de I'équation différentielle (E;) : y' - 2y = xe*

1) Résous I'équation différentielle (E,) : y' - 2y = 0 ol y désigne une fonction
dérivable sur R.
2) Soienta et b deux réels et soit u la fonction définie sur R par u(x) = (ax + b)e*.
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a) Détermine a et b pour que u soit solution de I'équation (E;).
b) Montre qu’une fonction v est solution de I'équation (E)si et seulement si
u — v est solution de (E,).
c) En déduis I'ensemble des solutions de (E,).
3) Détermine la solution de I'équation (E;) qui s'annule en 0.

Partie B : Etude d'une fonction auxiliaire
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = 2e* - x - 2.

1) Détermine la limite de g en — oo et la limite de g en + oo.

2) Etudie le sens de variation de g, puis Dresse son tableau de variation.
3) Onadmet que I'équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.
a) Vérifie que 0 est I'une de ces solutions.

b) L'autre solution est appelée a. Montre que - 1,6 < a < —1,5.
4) Détermine le signe de g(x) suivant les valeurs du réel x.

Partie C : Etude de la fonction principale
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e?*- (x + 1) e*

1) Détermine la limite de f en — o et en + co. (On pourra mettre e* en facteur).
2) Calcule f '(x) et Montre que f '(x) et g(x) ont le méme signe. Etudie le sens de
variation de f.
2
3) Montre que f(a) = — %, ou a est défini dans la partie B. En déduis un

encadrement de f(a). (On rappelle que —1,6 < a < —1,5).

4) Etablie le tableau de variation de f.

5) Trace la courbe (C), représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormal
(Unité graphique 2 cm).

Partie D : Calcul d'aire

1) Soit m un réel négatif, Interpréter graphiquement l'intégrale frg fo)dx

2) a) Calcule frg xe*dx al'aide d'une intégration par parties.
b) En déduis [, £ (x)dx

3) Calcule la limite de frg f(x)dx, lorsque m tend vers — oo.

L'objet de ce probleme est d'étudier, a l'aide d'une fonction auxiliaire, une fonction et de résous
une équation différentielle dont elle est solution.

A) Etude d'une fonction auxiliaire
eX

1+2e*

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = —In(1+ 2e*)
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1) Calcule g'(x) et Montre que ce nombre est strictement négatif pour tout x de R.
2) Détermine les limites de g en — oo et + oo.

3) Dresse le tableau de variation de g.

4) Donne le signe de g(x).

B) Etude d'une fonction et calcul d'une aire.
Soit £ la fonction définie sur R par f(x) = e ?*In(1 + 2e%).

On note C sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthogonal
(unités graphiques : 4 cm sur l'axe des abscisses et 1 cm sur I'axe des ordonnées).

1) Calcule f '(x) et Montre que pour tout réel x, f '(x) = 2e~?*g(x).
2) a) Détermine la limite de f en — oo,
b) Détermine la limite de f en + oo.

X InX
X —_

On pourra remarquer que : sionpose X = 1 + 2e*, f(x) s'écrit 4 TEET

Dresse le tableau de variation de f.

3) TraceC.
4) Soit a un réel strictement positif.

a e*

a) Calcule la valeur de l'intégrale I(o)) = [ dx

0 1+2e*

b) En déduis, a l'aide d'une intégration par parties, l'intégrale : J(a)) = foa f)dx puis
Donne une interprétation graphique de J(a).

C) Résolution d'une équation différentielle
On considere I'équation différentielle (E) : y' + 2y =2

e—x

1+2e*

1) Vérifie que la fonction f étudiée dans la partie B est solution de (E).

2) Montre qu'une fonction ¢ est solution de (E) si et seulement si ¢ — f est solution de
I'équation différentielle (E") : vy’ + 2y = 0.

3) Résous (E") et en déduis les solutions de (E).

- Partie A :

Soit la fonction g définie sur R par g(x) =e* +x - 5

1) Etudie le sens de variation de g.
(On ne demande pas de Détermine les limites de g, ni de construire sa courbe).

2) a) Calcule g(0) et g(2)

c) Démonte que I'équation : vV x € R, e* + x —5 =0 admet une solution unique « et
que :
1,30 < a < 1,31
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Partie B :
Soit la fonction numérique f définie sur |—co; 5[ par: f(x) = In(5 - x).

1) Etudie le sens de variation de f. Préciser les limites de f en 5 et en —co.
2) Prouveque f(a) = «a
3) a)DémontrequeVx €[0;3], ona:|f'(x)] < %

b) En déduis que v x € [0;3], ona:|f(x) = al < ; |x —al
c) Démontre quesi0 < x < 3,alors0 < f(x) < 3.

4) Dans le plan muni d'un repére orthonormé (o, T, ]) , d'unité graphique (3 cm), on
désigne son (C) la représentation graphique de la fonction f.
a) Trace la courbe (C), puis hachurer la partie du plan formée des points de coordonnées

I (1<x <4 S .
(x,y) tel que : {0 <y<f on notera (S) cette partie.

b) Enremarquant que, V x # 5, xsz =1+ ﬁ ; Montre que f:xszdx =4-6a
c) Prouve que l'aire A de la partie (S) en cm?est donnée par A = —a’ + 6a - 4.
(On Utilisea une intégration par partie).

-On considére la fonction f, définie sur l'intervalle ]—1; + oo[ par f(x) = e

1+ x)?

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormal
0;1; D

A) Etude de la fonction f et tracé de (C)
1) a) Calcule la limite de cette fonction lorsque x tend vers + co.

b) Calcule la limite de cette fonction lorsque x tend vers — 1. Que peut — on en déduis pour la
courbe (C) ?

2) Calcule f '(x) et Montre que son signe est celui de %

3) Dresse le tableau de variation de f.

4) Trace la courbe (C), les droites d'équations respectives x = —1ety = 1, ainsi que la
tangente a cette courbe en son point d'abscisse 0.

(Unité graphique : 4 cm)

5) Montre que I'équation f(x) = 1 admet une unique solution, notée o, dans l'intervalle
[1; 10].
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Utilise le graphique précédent pour Donne deux nombres entiers consécutifs a et b tels que a
appartient & I’intervalle [a ; b].

B) Calcul d'une aire
1) Soit g la fonction définie sur ]—1; + oo[ par g(x) = xe+ T
a) Etudie le sens de variation de g dans l'intervalle [1 ; 2].
b) Montre que, pour tout x appartenanta [1; 2].ona:1 < g(x) < 2,5.
¢) En déduis un encadrement de A, = flz g(x)dx
2) Soit A, l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par les droites d'équations
respectives x = 1etx = 2, lacourbe (C) et I'axe des abscisses.
A l'aide d'une intégration par parties, exprimer A, en fonction de A; et en déduis un

encadrement de A,.

C) Approximation d'un nombre a I'aide d'une suite
Pour cette partie, on Utilisea sans justification le fait que I'équation f(x) = x a une unique

solution B et que celle — ci est élément de l'intervalle [% ; 1]

ex

Soit h la fonction définie sur ]|—1; + oo[ par h(x) = a7

1) a) Vérifie que, pour tout x appartenanta ]—1; + o[, ona: f '(x) = f(x) — 2h(x).
a) Calcule h'(x).

b) En utilisant la question a), Calcule f " (x). En déduis le sens de variation de f ' dans

l'intervalle [l ;1]
2
2) Endéduis que, pour tout x appartenant [% ; 1] aona:|f'(x)] < %
3) On définit la suite (u,,), pour tout nombre entier naturel n, par :
up=letu,,1=f(w,),pourn>0

. 1
On admet que, pour tout nombre entier naturel n, on a: 7S Up < 1.

. 1
a) Montre que, pour tout nombre entier naturel n, ona: |u,4; — Bl < " |lu, — Bl

b) Montre par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n, ona: |u, — 8| < G)
¢) Endéduis une valeur approchée numérique de 8 & 10~3 pres.

- Dans tout le probléme le plan est rapporté a un repére orthonormal(0 ; 7; j) (unité 5 cm).

Partie A :

On consideére la fonction £ définie sur [0; + oof par f'1(x) = xe > eton appelle C; sa
courbe représentative.
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Montre que pour tout réel positif x, f1(x) =e~** — 2x2e~*" En déduis le sens de
variation de f.

Calcule la limite de £, en + oo (on pourra poser u = x°). Interpréter graphiquement
ce résultat.

Dresse le tableau de variation de f;.

On appelle A la droite d'équation y = x. Détermine la position de C; par rapport a A.
Trace C; et A.

Partie B :

2
On considere la fonction f3 définie sur [0 ; + oo[ par f3(x) = x*e ™ eton appelle C; sa
courbe représentative.

1) Montre que pour tout réel x positif, f'3(x) a méme signe que 3 — 2x°. En déduis le
sens de variation de f3.

2) Détermine les positions relatives de C; et Cs.

3) Trace C; dans le méme repére que C; .

(on admettra que C; a la méme asymptote que C; en +o0).

4) Onappelle D la droite d’équation y = 1. Soit A l'aire en unités d'aire du domaine
limité par la courbe C,, les deux axes de coordonnées et la droite D et soit Az l'aire en
unités d'aire du domaine limité par la courbe Cs, les deux axes de coordonnées et la
droite D.

a) Calcule A4;.

b) A l'aide d'une intégration par parties, Montre que A; = — 21—2 + 4,

Partie C:

On désigne par n un entier naturel non nul et on considere la fonction f;, définie sur [0 ; + oo[

par: f,(x) = xte*’.

On note (C,) la courbe représentative de f,, dans le repere (0 ; T; )

1) Montre que pour tout entier n > 1, f,, admet un maximum pour x = \E On note a,, ce

maximum.

2) On appelle S, le point de (C,,) d'abscisse \E . Montre que, pour toutnn, (C,) passe par S,.

Placer Sy, S,, Sz sur la figure.

3) Soit la fonction g définie sur [0; + oo par g(x) = o3l 1+n(3)]

a) Etudie le sens de variation de g.
b) Montre que pour tout entier n > 1, ,, = g(n). En déduis que tout point S, on a une

ordonnée supérieure a celle de S,.
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Le probléme est composé de I'étude d'une suite de fonctions dépendant d'un parametre, puis de
la recherche d'une valeur approchée d'une solution d'une équation du type : f(x) = x.

Partie A :
Pour tout entier n strictement positif, on note f, la fonction numérique de la variable réelle

définie sur R—{—1} par : f, (x) = ——

(x+ 1"

On note (C,) la courbe représentative def, dans le plan rapporté a un repére orthonormé (unité
graphique : 2 cm).

1) Détermine la fonction dérivée f',, de f, et donné I'expression de f',, en fonction de f, et de

fn+1-

2) Etudie les variations de £, et ses limites éventuelles en — co; — 1 et + 0. (On distinguera
les cas ou n est pair et n est impair.)

3) Démontre que toutes les courbes (C,) passent par un méme point.

4) Détermine la limite de f"T(x) lorsque x tend vers +oo. Que peut — on en déduis pour les

courbes (C,) ? Trace sur deux figures distinctes les courbes (C,) et (C,).

Partie B :
Pour tout entier n strictement positif, on note : I,, = f01 frndx.

1) Démontre que la suite (I,,) est décroissante et qu'elle converge.
2) Détermine en utilisant la relation de la question A).1), une relationentre I, et1, ;.
Partie C:

Dans cette partie, n = 2.

1) Démontre que I'équation f,(x) = x admet une solution unique a dans l'intervalle E ; 1]

Le but de cette partie est de Détermine une valeur approchée de o.

2) Etudie les variations de f', dans E ; 1]et en déduis que pour tout nombre réel x appartenant
a l'intervalle E ;1] ;ona: 0<|f(x) < 0,25

u; =20
3) Soit (u,), n € N la suite définie ar{ 0
) (tn) P Uny1 = f2(un)
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a- Démontre, en utilisant la question C.2., que pour tout entier naturel n :

1
s = al < 2, = al

n
b- En déduis que pour tout entier naturel n, |u, — a| < %G) et que la suite (u,),n € N

converge vers a.

- On consideére la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = xifl

-

On note (C) sa courbe dans un repére orthonormé (o, i, ]) d'unité graphique (4 cm).
Partie A : (Etude d'une fonction auxiliaire).
On définie la fonction g sur [0; +oof par g(x) = x + 2-e*

1) Etudie les variations de g, Dresse son tableau de variation. Montre que I'équation g(x) =0
admet une solution ¢ et que 1,14 < a < 1,15.

2) En déduis le signe de g(x) suivant les valeurs de x.

Partie B : (Etude et tracée de f).

e*xg(x)

Gor En déduis le sens de variation de f.

1) Montre que Vx € [0; +oo[,0na. f'(x) =

1—e™*

x+ e X

2)a) Montreque Vx € [0; +oo[; f(x)

b) En déduis lim f(x) . Interpréter graphiquement ce résultat.
X — oo

3) Montreque Vx € [0; +oo[, fla) = alj puis Détermine I'équation de la tangente au

pointx, = 0

- . Etudie les variations de la fonction
xe* +1

4) Montre que f(x) - x
T(x) =e*~xe* - 1.

Puis en déduis la position de (C) par rapport a (T). Trace (C) et (T).
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Partie C :
1) Détermine une primitive F de f en utilisant la question 2) a) de la partieB.

2) Calcule en cm? I'aire A du domaine plan limité par (C), la tangente (T) et droites d'équation
x=0etx=1

- Partie A :

Le plan est rapporté a un repére orthogonal (0 ; 7; j) L'unité graphique est 4 cm sur l'axe des
abscisses et 2 cm sur I'axe des ordonnées.

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = (2 + cos x)e! ~*. On note (C)la courbe

représentative de f dans le repere (O, T, ]) .
1) Montre que, pour tout x de R: f(x) > 0.
2) a- Montre que, pour tout x de R : v2cos (x - %) = cosx + sinx
b- En déduis que, pour tout x de R : 2 + cosx + sinx >0
c- Montre que f est strictement décroissante sur R.
3) a- Montre que, pour tout x de R : e! =*. < f(x) < 3e! ~*.
b- En déduis les limites de f en +oo et en —oo.
c- Interpréter géométriquement le résultat obtenu lors du calcul de la limite de f en +oo.
4) a- Montre que, sur I'intervalle [0; 7 | I'équation £ (x) = 3 admet une solution unique o.
b- Donne un encadrement de o d'amplitude 1072
5) Représente la courbe (C) sur [0; 4]
Partie B :

On veut Calcule l'aire, A, exprimée en unités d'aire, du domaine limité par la courbe (C), I'axe
des abscisses, I'axe des ordonnées et la droite d'équation x = 1.

1) Montreque : A=2e —2 + fol el~tcostdt
2) Onpose : | = fol el~tcostdt et J= fol el~tsintdt

a- A l'aide de deux intégrations par parties, Montre que :
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I = —cosl + e-Jet] = —sinl + I.
b- En déduis la valeur de 1.

3) Détermine la valeur exacte de A en unités d'aire, puis Donne une valeur approchée de A a
1073 pres par défaut.

Partie C :

sinx

Soit h la fonction définie sur R par A(x) = -1 —

2+ cosx

1) a) Montre que la fonction h admet des primitives sur R.
b) Calcule la primitive H de la fonction h, qui prend en 0 la valeur (1 + In3).

2) a) Détermine In(f(x)) pour tout x de R.
b) Etudie le sens de variation de la fonction H.
c¢) Détermine le tableau de variations de H.

3) On appelle I la courbe représentative de la fonction définie sur R par

x > 1-x + In(2 + cos x). (On ne demande pas de Représente I ). On appelle A la droite
d'équationy = —x + 1.

a) Etudie la position relative de I" et de A.

b) Détermine les abscisses des points communs a [ et A.

1) a) Etablie une équation de la tangente T & I" au point d'abscisse 0.
b) Etudie la position relative de 1" et T.

5) Montre que la courbe I" est contenue dans une bande du plan limitée par deux droites
paralleles dont on Donnera des équations.

- Partie A :

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = % . On note (C)la courbe représentative de f

dans le repére
(0; T; ) (Unité graphique 1 cm).

1) a- Détermine la limite de f en —oo.

En écrivant f(x) = 10 — e;f: 2 Détermine la limite de f en +oco. Puis en déduis I’équation

des asymptotes a la courbe (C)
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b- Calcule la dérivée f'de la fonction f puis Dresse le tableau de variation de f.
2) Détermine une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse [n4.
3) Trace sur un méme graphique la courbe (C) ; ces asymptotes et la tangente (7).
Partie B :

Une entreprise fabrique un certain produit P. On appelle x le nombre de tonnes de produit
fabriquées.

On note C(x) leur co(t total de fabrication, exprimé en milliers d’euros.

La fonction co(t marginal, C’ est la dérivée de la fonction C.

Pour tout x € [0; +oo[, ona C'(x) = f(x); ou f est la fonction étudiée dans la partie A.
De plus, on suppose qu’il n’ya pas de charges fixes, donc que €(0) = 0.

1) a- Montre que le co(t total est donnée par C(x) = f: f()dt.

b- Exprimer C(x) en fonction de x.

c- Qu’elle est le colt total de 5 tonnes de ce produit P ? On Donnera la valeur exacte, puis la
valeur arrondie a la dizaine d’euros pres.

C(x)
x

2) On appelle C,, (x), le codt moyen défini, pour tout x € [0; +oo par C,,,(x) =

a- Exprimer C,, (x), en fonction de x.

b- Vérifie que, pour tout x € [0; +oo[; C,,(x) = 10 +

10In(1 + 4e™%) 10In5
x x

c- En déduis la limite de C,, (x) en +oo.
- Le plan est muni d’un repére orthonormé (O ; T; j), unité graphique : 2 cm.

Partie A :
Soit g la fonction numérique définie sur |- ; [ par g(x) = cox?x + cosx — 1.
1) a) Montrer que g est dérivable sur |- ; 0[ et que g'(x) = —(1 + 2cosx)sinx.

b) En déduire que g'(x) < 0 pour tout x € ]—7‘[ ; —%ﬂ] et que g'(x) = 0 pour tout
X € [—z?n ;0[.

c) Dresser le tableau de variation de g.
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2) a) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique 8 sur]—n ; 0[ et que
T s
pel-5:-4

b) En déduire le signe de g sur |- ; 0|

Partie B .
Soit f la fonction numérique définie sur |- ; +oo| par:
__ 2sin(2x) 1 . .
f(x)_1+cosx+2 Sle] 71,0]
et
3 .
f(x)=2——egx+1 six €]0; 400

On note (Cf)la courbe représentative de f.
1) Etudier la continuité de f en 0.
2) Etudier la dérivabilité de f en 0 puis en déduire une interprétation géométrique des
résultats obtenus.
3) a) Calculer lim f(x)
X — 400
b) Montrer que pour tout x € |-m;0[,ona: f(x) =

lim f(x) = 4o

4(1—cosx)sinxcosx

1 -
T—cosZx + 5 en deduire que

X = —T
c) En déduire les asymptotes de la courbe (Cf).

4) a) Calculer f'(x) pour tout x € ]0 ; +oo[ puis en déduire le sens de variation de f sur
10; +ool.

4g(x)

b) Montrer que pour tout x € |- ;0[,ona: f'(x) = oo

de variation de f
sur |-m;0].
c) Dresser le tableau de variation de f sur |- ; +ool.

puis en déduire le sens

5) Construire la courbe (Cf), ses asymptotes et ses demi-tangentes au point d’abscisse 0.

Partie C :
On admet que tout x € [1,5;2],0na: 0 < f'(x) S% (R).
1) Soit h la fonction numérique définie sur [1,5; 2] par: h(x) = f(x) — x.
Etudier les variations de h puis en déduire que I’équation f(x) = x admet une solution
unique @ € [1,5; 2].
Uy =

’ our toutn € N.
Unsr = fu) P

2) Soit (u,) la suite numérique définie par : {

a) Montrer par récurrence que pour toutn € N, u,, € [1,5;2]. (On pourra utiliser la
relation (R))
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" 1
b) Montrerquevn € N*;ona: |u, — af Sglun—1— al et que:

1 1 n+1
|lu, — al Sz—nluo —a| < (§>
- ; 1\ 1
c) En déduire par récurrence que Vn € N*,ona: |u, —a| < (5)

d) En déduire que la suite (u,,) est convergente.

e) Déterminer un entier p tel que pour n > ponait: |u, — a| < 1072 puis donné a l'aide de
la calculatrice une valeur approchee de u, a 10~ 3pres.

Solutions
Propriétés de I fonction exponentielle

1) En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle, simplifions les expressions
suivantes :

_ I3 _ ,—In3 | 8 _ _—Int _ in3 323 ina
A=em -e + e’ —e Tt SA=e™ -G+ e3 " —e
e
1 1 2 2
SA=em 4 2 _pnt 3 __4 2 _4="=>A==
=> o3+ 3t 3 3

B= e2in5_¢~n3 4 In(eV2 x ¥8) =>B = /5’ _el%-l- In(e¥? x eV7)

= elnzs—el%+ Ine®? = 25—§+ 3V2 = 74+3_9ﬁ =>B=74§—9\/7

1 1
C = —2Ine® + Inve — In(Ine) + 3¢(-1n3) => ¢ = _2Ine? + Inez — In(1) + 3elnne)
1 n(1) 1 5 5
= —2Ine3 + Inez — In(1) + 3e"V) = —6+5+3=—-=>C=—-

3
D =elnVeve =>p = glne? =% :>D=%

2) En utilisant les propriétés de la fonction exponentielle, résolvons dans R les équations
suivantes :

a)e* =3 & Ine* =In3=>x=1I[n3.AlorsS ={In3}

b)e™*=2 & lne™*=m2=>—-x=Imn2=>x=—In2.AlorsS ={-In2}

1 1 In2 In2
c) e?* =- @ Ine?* = InZ=>2x=-n2=>x = —nT.AIorsS={—n7}
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d) e3*+l = g—x+3 — — 9 =>4 — L (1
)e =e <i>3x+1——x+3<:>4x—2—>x—5.AIorsS—{E}
e) e? 3 = ¢ 2 -3x=-x2®x2—3x+2=0=>x, =1 etx, = 2.
Alors S ={1;2}
f)37=4 ®e3=4 Gxin3 = Ind =>x =12 Alorss = {2}
9)47=3 et =3 & —xind = In3 =>x=—1> AlorsS = -}

h) 75* = =3 & e>*"7 = —3 " Impossible”. Alors S = { @ }

i) —Zii =% & 2e* +2 = e* —4© e* = —6"Impossible". Alors S = { ¢ }
J) eei_fe__xx =1®er—e = +e @2 =0 e =0Impossible"=>S = {0}
2x
k)e_=1_ GexeF=e*+1@ e =e*+1=>0=1 Absurde=>S={0}

e* +1 e ™
) e* +3e* — 4 = 0.Effectuons un changement de variable en posant X = e*
Alors I’équation e?* + 3e* — 4 = 0 dévient: X2 +3X —4=0=>X, =1 etX, = —4.

- SiX;=1®e*=1®x=I[n1=0.
- SiX, =—-4 & e* =—4"Impossible”.

=S5={0}

3) En utilisant les propriétés logarithmiques, résolvons dans R les inéquations suivantes :

a) e _> S = ]—oo —ln4]

b)e™* <6 & —-x<n6b=>x=-In6=>S5 =[-In6; +0[

) e >=
2

<3=>2x>ln &@2x > —In2=> x> ln2—>S ]lnz 00[
d) e3**1 < e"‘+3<2i>3x+1<—x+3®4x<2:>x<%:>5=]—oo;%[

e) e273 > e’ 2 -3x>—x2®x?—3x+2>0.Posons x2 —3x +2 =0
=>x; =1etx; =2.Alors S=]-0;1]U[2; +oo

f)3* <4 e <4 & xiIn3 < Ind >X<ln4 ">5=]_°°;§Z_§[
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g) e¥ +5e*+ 4 <0.Effectuons un changement de variable en posant X = e*
Alors I’inéguation e?* + 5e* + 4 < 0 dévient : X? + 5X + 4 < 0. Posons X2 + 5X +4 =0
=>X, =-1c¢etX,=—4
- SiX;=-1 & e*=—-1"Impossible".
- SiX, =—-4 & e* =—4"Impossible".
Alors S ={ 0}
- Soit la fonction polynéme définie par f(x) = x° - 4x°- 29x - 24
1) Calculons f(—1) et f(—3)
f1) =0 et f(=3)=0
En déduisons une factorisation de f sous forme d'un produit de 3 facteurs du premier degré.
Ainsi la forme factorisée de f(x) est f(x) = (x + 1)(x +3)(x — 8)
2) Résolvons I'équation f(x) =0
f) =0 (x+Dx+3)(x—8)=0=>x=—-1; x=—-30ux =238
=>S5={-1;-3;8}
3) En déduisons la résolution des équations :
e — 4e* — 29 — 24e™F = 0% e —4e* =29 — 2 = 0 @ — 4e?* — 29¢* — 24 =0
Effectuons un changement de variable en posant X = e*
Alors I’équation e3* — 4e2¥ — 29e* — 24 = 0 dévient : X3 — 24X% — 29X —24 =0
D’aprées2),ona:X=—-1; X=-30uX =38
- SiX=-1®e*=—1impossible
- SiX=-3®e* =-3impossible
- SiX=8®e*=8=>x=1In8
S={In8}
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23% — 4 x 2% =29 x 2% =24 =0 (2%)°% —4(2%)% — 29 x 2* — 24 = 0. Posons X = 2*
=>X3-24X2-29X-24=0

D’aprées2),ona:X=-1; X=-30uX =8

- SiX=-1®2%=-1® e*"2 =—1 impossible

- SiX=-3®2%=-3® e*2=_3impossible

- SiX=8®2=8® "2 =8=>xIn2 =In8 & xIn2 = In23 © xIn2 = 3In2 =>
x=3

Alors S = {3}
- En utilisant les propriétés logarithmiques, résolvons dans RxR les systémes suivantes :

2e* —e¥ =15 4e* —2eY =30
- L=
a{e"+2tey=40 {€x+26y=40

=>bhe*=70=>¢e* =14 etx = In14
Remplagons x = In14 par sa valeur dans I’équation e* + 2e” = 40. Ainsiona:
14+ 2e¥ =40 & e¥ =13=> y=1Inl13
D’ou S = {(In14;In13) ; (In13;In14)}

b_{e"xey=8

Posons e* = X et e¥ =Y. Alors le systéme dévient {X XY =8
e*+e’ =6

X+Y=6

{g f 8 . Ainsi ce systéme est solution de I’équation X?> —SX + P = 0

Ou S et P désignent respectivement la somme et le produit.
X2 —SX+P=0 ©X?—6X+8=0=>A=4Alors X=20uX =4
- SiX=2®e*=2=>x=1In2
=>S5 ={(ln2;In4) ; (In14;In2)}
- SiX=4&ef=4=>x=1In4

3e* — 2Ilny =13 .
{ ¢ ny Effectuons un changement de variable en posante* = X et Iny =Y

5¢* +3lny =9
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3X—-2Y =13 <::>{9X—6Y=39

Alors le systéme dévient {SX +3r =9 10X + 6Y = 18

=>19X =57=>X =3
Remplagons X = 3 par sa valeur dans I’équation 5X + 3Y = 9. Ainsiona:
1543V =9&3Y =—6 =>Y =-2

- SiX=3&e*=3=>x=1In3
=>S ={(n3;e72) ; (e7%;n3)}
- SiY=-2&Iny=-2=>y=¢?

d 2% _ 22—y =0 o exan _ e(Z—y)an =0 o _exan + e(Z—y)an =0
- {Zx _ 22+y =0 exan _ e(2+y)ln2 =0 exan _ e(2+y)ln2 =0

=> e2-Vn2 _ ,@+in2 _
@2 = o2 & (2 — P2 =R+ Y)M2 @2 -y =2+y S 2y=0=>y=0
Remplagons y = 0 par sa valeur dans I’équation e*? — e@=»)"2 = 0_ Ajnsiona:
eln2 — 22 = () & e¥n2 = 22 & xIn2 = 2In2 =>x = 2
=>5={(2;0); (0;2)}

3% x 32y—1 =1 exln3 X e(Zy—l)ln3 =1 e(x +2y-1)in3 _ 1
-{3x+2x3y:3 {e(x+2)ln3><eyln3=3 {e(x +y+2)ln3:3

{(x+2y—1)ln3=ln1 {(x+2y—1)ln3=0 {x+2y—1=0
P &
(x+ y+ 2)In3 =1In3 (x+ y+ 2)In3 =1In3 x+y+2=1

{x+2y=1 {x+2y=1
&
x+y=-1 —x—y=1

=> y = 2
Remplagons y = 2 par sa valeur dans I’équation x + 2y = 1. Ainsion a:
xt+4=1=>x=-3

=>S5={(-3;2); (2;-3)}

e —————————————————
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Application des limites de la fonction exponentielle
- Calculons la limite des fonctions suivantes aux bornes de leur ensemble de définitions :
1) f(X) — e—x2+ 2x-3

Df=]R=]—oo; +oo[

lim f(x) = lime ™ +273 = [ime™" =
X — —o0 X — —o X — —©
lim f(x) = lime ™ +2%3 = [ime™" =0
X 540  x - 4o X =+

) f(x) = e

Df={x/x€R;x—3 =0}
x—320=>x2=3=>D =[3; +oof
f(3)=eB3 =el =1

lim f(x) = lim eV* 3 = lime¥™ = 40

X — +oo X — +oo X — +oo

3) f(x) = e

D ={x/x€R;—x+2+0}
—Xx+2#0=>x#2=>D; =]-00;2[U]2; +oo[
lim f(x) = lim e%”: lim e§=1

X — — X — —o X > —

3 3
lim f(x) = lime=x+2z= lime—x =1

X — +oo X — +oo X — +o
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3 3
lim f(x) = lime=~+2 = e0¥ = 4

x - 27 x - 27

3 3
limf(x) = lime=x+2=¢e0- =0

x - 2% x - 2%

2
eX +2x

2 o) =
Dp={x/x€R;—x+2+0}

x+2#0=>x#-2=>D =]-00;-2[U]-2; +oof

eX + 2x i eX
lim f(x) = lim £ — = lim — = +o
X — —00 X — —00 X — —0C0
eX +2x i exz
lim f(x) = lim< = lim — =+
X — +oo X — +oo X — +oo
l‘ l ex2+2x 1
im f(x) = lim 5 T ®
x = =27 x =27
i i ex2+2x 1
lim f(x) = lim =—=+40

x+2 ot
x - —=2% x - 2%

x2

5) f(¥) =5
Df={x/xeR;-1+ e 3 %0}

—1 4+ e2* 320 => ez"_3¢1:>2x—3¢ln1¢>2x—3¢0:>x¢%

= st v
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lim f(x) = lim ——= = lim— =lim— =0
X — —00 X — —o0 X — —oo X — —o0
, , o , x? e
lim f(x) = lim —= lim — = lim — = +oo
X — +oo X — +oo X — +oo X — +oo
2
lim f(x) = limL=—1=—oo
-1+ e2x3 0~
X == X ==
2 2
e 1
lim f(x) = lim 11 o2-3 = o =+
+ 3+
X == X ==

) /() = Zars
Df ={x/x € R;e** — 5e* + 6 # 0}

er

Fonction Exponentielle - Fonction
puissance

— 5e* + 6 # 0.Effectuons un changement de variable en posant X = e”*

Alors I’équation e?* — 5e* + 6 # 0 dévient: X2 —5X+6 #0=>X; # 2 etX, # 3.

- SiXy#E2 Le*#E2o x#In2.

- SiX,#3®e*# In3

=>D; = ]|=0;In2[U]In2; In3[ U |In3; +oo[

e~ e e
limf(x) = lim——— = lim—— =lim =
f( ) e2X _ 5eX 46 e 2x e?

X — —© X - — X - — X — —©
2 2
eX e~ e*
limf(x)=Ilim————— = lim——=1lim
f( ) e2X _ 5e* 16 e 2x e?
X — +oo X — +oo X — +o0o X — +oo

= 400

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 6. Fonction Exponentielle.

Page 429



x2 m22
lim f(x) = lim —— = — =+
im = = =
e2X — 5eX 46 ot
x - In2~ x - In2~
li li ex2 elnzz
im f(x) = lim = = —00
f@x) e?* — 5e¥ +6 0~
x > 2t x - 2t
li li ex2 el"23
im f(x) = lim = = —00
f@x) e?* — 5e¥ +6 0~
x — In3~ x — In3~
l‘ l exz eln23
mf(x) = lim = = 400
f( ) e2X — 5eX 46 ot
x » I3t  x - In3"

Nfw = =0

D ={x/x€eR;(x—1)*#0}

Fonction Exponentielle - Fonction
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(x=1)2#0®x—1#0=>x#1=>D; = ]—00;1[U]1; +oof

X

, , e* . e
lim f(x) = llmm = llmx—2 =0
X — —o0 X — —o X = —©

e* exz

lim f(x) = llmm= lim — =t
x — 4o X — 4o X =+

; - lim— e _

lim f(x) = llm(x 7 = o +o0
x > 1" x > 17

; - lim—" e _

lim f(x) = llm(x T = T
x -1t x -1t

8)f(x)=In(e*—-1)

Df={x/x€ER;e*—1>0}
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T—1>0 ®e*>1<=>x>Inl =>x>0
=>D; =]0; +oof
limf(x) = limin(e*—1) = —o0
x =0 x =0
limf(x) = limin(e*—1) =+
X — +o x — +o
9Nfx) =x+2)(e*-1)
Df =R =]-00; +oof
limfx)=limx+2)(e*—1)= limxe*=0
X = — X — —o X — —o0
lim f(x) = lim(x +2)(e* —1) = limxe* = 4+
X — +o x -+ x — +oo
Dérivées et primitives de la fonction exponentielle
- 1) Calculons la dérivée des fonctions suivantes :
a) f(x) = e 1= fi(x) = (=2x — De ™ T* !
b) f() = e = () = el
O () =T > f(0) = el 7
d) f() =75 =[x )—%
) f) = = iy = E2N D) e
0F) = iy = £ = AL =S ol — 5o

_ —x[(2=2x)e?* —5(2 +x )e* +12] = f'(x) —x[(2—2x)e?* —5(2 +x )e* +12]
- (e2X — 5eX +6)2 - (e2X — 5eX +6)2
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1

9) f(x) =In[ln(e* - 1] =>f'(x) = eX—1  _ 1

In(e*—1) (ex—l)ln(ex—l)

h)f(x) =(x+2)e*—-1)=>f(x)=e*—1+e*(x+2)=e*—1+xe* +2e”*
= f'(x) =xe* +3e* —

2) Calculons la primitive des fonctions suivantes :

a-f(x)—ez"3—>F(x)— e 3 +k
2x—3 -2 3e 2x—3 3 _2e 2x-3
b- f(x)_ er 3 T X3 .3 T X3 .3

=> F(x) =_3—Zln|3—ez"‘3|+k
c- f(X) — ( x+1) e* —2x+5 X ( x+1) e* —2x+5 X(ZX—Z) e* 2_92x45

= F(x) = _1—2 X eX = 2H5 4 )

1 1 -1 1 1 1
d- f(x)zx—zex =—x—zex=—ex+k:> F(x)=—ex+k
e- f(x)— eVZX+3 — 351 eV T3> F(x) = eV T3 4k

V2x + 3 V2x + 3

f- fx) = eZX . = Gem 2t o> F(x)z_%e—2x+3+k

B
B

e

. —er_2 =2 L xelr= =2eV*
gf(x)—\/;—zx\/;—ZZ\EXe > F(x) = 2eV* +k

h- f(x) = i F(x)=In|1+e*|+k
i- f(x)=2*=e""2=>F(x) = ﬁ X X2 + k
-1) déterminons les réels a et b pour que la fonction F soit une primitive sur R de la fonction f.
a) f(x) =(2x +1)e* et F(x) =(ax +b)e”
F est une primitive de f si et seulement si F'(x) = f(x). Avec F'(x) = (ax + a + b)e”*

F'(x)=f(x)¢>(ax+a+b)ex=(2x+1)e"®ax+a+b=2x+1:>{2iz§—1

— a=2 _ a:2_ s _ B .
<= {2+b= 15 {b=_1'>D°U F(x)=(Q@Qx—1De* +k
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b)f(x) = (x + 1)e7 et F(x) = (ax + b) e?
F est une primitive de f si et seulement si F'(x) = f(x). Avec F'(x) = %(—ax +2a - b)e_z_x

F(x)=fkx) <3=€>%(—ax+2a—b)e_7x = + 1)e_2_x @ —ax+2a—-b=2(x +1)

—a=2 a=-2
& — —_ = = &
ax+2a—b=2x+2< >{2a—b=2 {
=> Dol F(x) = (—2x — 6)e? +k

2) Déterminons les réels a; b et ¢ pour que la fonction F soit une primitive sur R de la
fonction f

a) f(x) = (x*—1)e?* et F(x) = (ax’+bx + c)e?*
F est une primitive de f si et seulement si F'(x) = f(x).
Avec F'(x) = [2ax? + 2(a + b)x + b + 2c]e?*. F'(x) = f(x) &
[2ax? + 2(a + b)x + b + 2c]e® = (x* —1) e?* @2ax? 4+ 2(a+b)x + b+ 2c = x* -1
(a=1
2a =1 2a =1 2
<i>§2(a+b)=0 <i>{a+b=0 @ {b=—-
b+2c=-1 b+2c=-1 kc___
4

D’ou F(x) = ze —%x -

i) e? +k

b) f(x) = (x*- 3x + 1) e™3* et F(x)=(ax’+bx + c)e™*
F est une primitive de f si et seulement si F'(x) = f(x).

Avec F'(x) = [-3ax? + 2a —3b)x + b — 3cle ™ *. F'(x) = f(x) &

[-3ax? 4+ (2a —3b)x + b —3cle™* = (x*- 3x + 1e 3 &

Sy
I
I

a
—3a=1 73

—3ax?+ (2a —3b)x + b —3c =x*- 3x + 1<3i>{2a—3b=—3<i>
b—3c=1

F(x) = (—%xz + gx —g) e +k

e —————————————————
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Fonction exponentielle utilisée dans les cas pratiques

. Soit la fonction f définie sur R par : f(x) =8(e™* — e~%¥)
1) a- Démontrons que pour tout réel x, ona: f(x) = %

f(x) =8(e™ — ™)

=> f(x) =8e % (e* — 1)
=> f(x) =8 (e* — 1)

= f(x) = 5 (e* = 1)

8(e*-1)

= fx) = —5% D’ou pour tout réel x, ona: f(x) = s -1)

e2x

8(2 —e%)

b- Démontrons que pour tout réel x, ona: f'(x) = —— - En déduis le signe de f'(x).

__ 8(e*-1)

fx) = 2
Posons u(x) = 8(e* — 1) =>u'(x) = 8e*
v(x) = e? =>v'(x) = 2e?*

(Sex)(ezx) - S(Zezx)(ex—l)

=> ! =

f ('x) (er)Z
o _ 8e?¥(e¥—2e¥ +2) _ B8e?Y(—e*+2) _ 8(2—e¥)
=>flx)= TR S B T B
D’ou pour tout réel x, ona: f'(x) = B(Ze;xe )

c- Déterminons les limites de f en —oo et en 4.

lim f(x) = lim8(e™* —e™2¥) = lim8e *(1 —e™*) = (+0)(—) = —o

X o —00 X = —0 X > —0
. . 8(e*-1) . 8e* .. 8
lim f(x) = lim—7z— = lim 7 = lim = =0
X > +oo X = +oo X >+ x - +oo

d- Dressons le tableau de variation de f sur son ensemble de définition.
8(2—e*)

f1e0) = =5
vV x € R,e?* > 0 Alors le signe de f'(x) dépend du signe de 8(2 — e*).
Posons 8(2— e*)>0® 2— e* >0 —e* > -2 e* <2 =>x<In2

Alors V x € ]—oo; In2[; f'(x) >0 etVx €]ln2;+oof; f'(x) >0
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—00 n2 400

x
frx

+ 0 -
£ _oo/'z\o

e- Représentation de la fonction f dans un repére orthogonal.

2) On injecte a I’instant t = 0 une substance dans le sang d’un animal. A I’instant ¢ ou t est
positif et exprimer en seconde, la concentration g de la substance injectée est :
g(t) =8(e™t — e~2%). On rappelle que la « Concentration >> est le rapport entre la quantité
du liquide et la quantité du sang qui le contient.

a- En utilisant les résultats de la question 1), donnons le tableau de variation de la
concentration du sang en fonction du temps ¢.

t 0 n2 +o00

g ® + 0 -

2
0 0

b- Déterminons le temps au bout du quel la concentration est elle maximale
D’apres le tableau ci-dessus la concentration est elle maximale a I’instant t = [n2 = 0,69 s
c- Détermine les instants ¢, et t, pour les quels la concentration est égale au quart de sa valeur

maximale
La concentration est égale au quart de sa valeur maximale si et seulement si

g(t) = % X2 &8et—-e?)= % Set—e =006 t—e2-006=0 &
—e72t + 7t — 0,06 = 0. Ainsi effectuons un changement en posant et = X

=>X2-X+006=0; A=076.AlorsX; =006 et X, = 0,93
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- SiX=006et=006%—t=1In006>—-t=-281=>t=281s
- SiX=093®et=093&—-t=1n093 -t=-0,07=>t=0,07s
Dou t;=007s ou t,=281s

. On étudie I’évolution d’une colonie de bactéries placée dans une pétrie. Le nombre de bactéries
t
en centaines est modélisé par la fonction f définie sur I’intervalle[0; +oo[ par f(¢t) = X +21

t représente le temps en heures. On suppose que 1’on peut compter le nombre de bacterles a
I’unité prés grace a un compteur de radioactivité.

1) a) Calculons f(0)

ol

4e9-1 4-1 3
f()_eo 1+2_?_1

Interprétation du résultat : A I’ instant ¢ = 0, on a une centaine de bactéries

b) Montrons que f(t) = 4 —

t+2

t — 1 pare' + 2, on obtient bien :

4et —1
="

f®)=4-

et+2

En déduisons la limite de f en 4o

lim f(t) = lim4 — —llm4———4 0=4
t > 4o t— +oo t -+

Si cette valeur est la saturation, alors on peut conclure que pour la courbe (C) admet 4
centaines de bactéries comme valeur seille.

¢) Vérifions si I’équation f(t) = 4 admet-elle des solutions

9 9 9
f( —4¢>4—m—4®—m—0®m—0¢>9—0(absurde).

Alors I’équation f(t) = 4 n’admet pas de solution.

2) Montrons que la dérivée f'de f vérifie f'(t) = m

_ 4et -1
0=
Posons u(t) = 4et — 1 =>u'(t) = 4e'

v(t) =e' +2=>v'(t) = ¢
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(4e")(e'+2) = (e)(4e' -1) _ e'(4e'+8—4e'+ 1) _ e'x9 9et

(et +2)2 (et +2)2 T et +2)2 T (ef+2)2

=>f'(t) =
En déduisons le tableau de variation de f sur I’intervalle [0; +oo[
’ 9et

f@= e 0. Alors pour tout t € [0; +oof, f est strictement croissante.

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

0 400

t
f'® +

4
1

3) Déterminons une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse 0

Ona:(Mwy=fO)Et -0)+fO0)=txfO)+f(0)=tx1+1=t+1
D’ou I’équation de la tangente (T) & la courbe (C) au point d’abscisse O est y =t + 1

4) Complétons le tableau ci-dessous en arrondissant 2102 prés

t 0 1 2 3 4 5 6 7
f@|] 1 [209| 304 |359 384394397399

5) Tragons (C), (T) ainsi que toutes les asymptotes éventuelles a (C).

y
5+ M

n

(©)
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6) Calculons a la minute prés I’instant t, ou le nombre de bactéries sera égal a 200

4et -1
et+2

Le nombre de bactéries sera égal a 200 si et seulementsi f(t) =2 &
& 4et —1=2(e' +2)© et —1 = 2e' +4& 2et=5¢>et=%®t=ln(%)
=> t = 0,91 soit 91 minutes pres

Alors la minute prées ou le nombre de bactéries sera égal a 200 est t, = 60 mn

7) Déterminons le temps au bout du quel la population de cette colonie serrait égale a 80% de
sa saturation.

La population de cette colonie serrait égale a 80% de sa saturation si et seulement si

t_
f()=4x80% & f(t)=4xoc & f(H) =320 — =32
4et —1=32(et + 2) 4et —1=32e'+64 < 08et =74 et =%

& et =925¢ t =1n(9,25)< t = 2,22 Soit 2 h 22 min

. Partie A

Al’instant t = 0 on injecte dans le sang d’un patient une dose de 3ml d’un médicament. On
veut étudier le processus d’élimination du produit au cours des douze heures suivant
I’injection. La quantité de médicament présente dans le sang en ml en fonction du temps t en
heures est £(t), ou f est définie sur [0;12] par: f(t) = 3e "1t

1) Déterminons f ’(t) puis justifions que pour tout te[0;12],f’(t) < 0.
f(@) =37 =>f'(t) = —0,1 x 3e7 % = —0,3e 71"
Pour tout te[0;12],e~%1%) > 0 alors f’(t) = —0,3e™%!t < 0.

2) Dressons le tableau de variation de f sur [0 ; 12].

t [0 12
f@®) -

3
f®

36_1'2
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3) Calcule £(2); f(3); f(4); f(6) et f(8).

t 2 3 4 6 8
f@®) | 245 |222]201]164|134
Ainsi chacune de ces valeurs obtenues représente la quantité de médicament présente dans le
sang en ml en fonction du temps t

4) Tragons la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthogonal d’unités
graphiques (1cm sur (Ox) et 4 cm sur (0y)).

P 1234567 891011121314x

Partie B

Le médicament est inefficace lorsque la quantité contenue dans le sang est inférieure a

0, 25ml, ainsi on procéde a une seconde injection

1°/ Déterminons le temps au bout du quel on procédera a la seconde injection

On procédera a la seconde injection si et seulement si f(t) < 1,253 « e %1t < 0,253

< —0,1t < In(0,253) < —0,1t<—-1,37 < 0,1t > 1,37 <t > 13,7

D’ou on peut procéder a la seconde injection a partir de 13h 7min

2°/ On rappelle que le seuil de toxicité du médicament est de 4, 5ml.

Vérifions si le patient court un risque d’intoxication par le médicament a la seconde injection
Pour cela calculons f(13,7)

f(13,7) = 0,76 ml

Or 0,76 ml < 4,5ml. alors il n’y a aucun risque d’intoxication par le médicament a la
seconde injection.
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Problémes
- On considére la fonction numérique £ définie sur R par: f(x) = 2x +1-xe*™ !
On note C sa courbe représentative dans le plan muni d'un repére orthonormal (0;7; j)
Partie A : Etude de la fonction f et construction de la courbe (C).

1) Etudie la limite de la fonction f en — oo puis en + o
(on pourra écrire xe*~ ! = ixe" ).

lim f(x) = lim2x +1-xe* ! = lim 2x +1—%xe"=2(—00)+1—%(0) =—o0
X = —0 X > — X = —

lim f(x) = lim2x +1-xe*” ! = lim 2x +1—§xe"=limx(2 +%—§ex>

X =+ X > + X >+ X >+
=(+00)(2— Oo):—oo

2) Démontre que la droite A d'équation y = 2x + 1 est asymptote a la courbe C en — o

La droite A d'équation y = 2x + 1 est asymptote & la courbe C en — oo si et seulement si :

limf(x)—y= lim(2x +1- xe*” 1)—(Zx +1)=lim2x +1—§xex—2x—1

X = —© X = — X = —00

D’ou la droite A d'équation y = 2x + 1 est asymptote & la courbe C en — o

Précisons la position de la courbe C par rapport a la droite A.
Pour cela, étudions le signe de f(x) — y. Posons f(x) —y = —%xe" .
Vx € Dp, e* > 0 Alors le signe de f(x) — y dépend du signe de — % x. Posons —éx =0

=> x = 0. D’ou le tableau de signe de f(x) — y est le suivant :
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x —00 0 400

fG)—y + $ -

D’apres le tableau de signe :

Vx€ Dy ]—c0;0[; f(x) —y >0.Alorsvx € Dy ]—o0;0][; C estaudessus de A
Vx € Dp ]0;40[; f(x) —y <0.AlorsV x € Dy J0;+oo[ ; Cesten dessous de A
3) a) Calcule la dérivée f ' et la dérivée seconde f "' de la fonction f.

f)=2x +1-xe* 1=>f(x)=2-(x+1)e* L et f'(x) =-(x+2)e* !

b) Dresse le tableau de variation de la fonction f ' en précisant la limite de la fonction
f'en — oo,

Iimf'(x)=lim2- (x+De* " 1=1lim2-xe* " 1—e*"1=2-0-0=2

X = — X > — X = —©

limf'(x)=lim2- (x+1e* " 1= lim2- (xe* " '+e* 1) =2—(+00+00)=—0
X—>+o x-o+oo X—too

') =-(x+2)e*" !

Vx € Dp, e*~t > 0 Alors le signe def"(x) dépend du signe de — (x + 2).
Posons— (x +2) =0 & x = -2

D’ou le tableau de variation def’(x) est le suivant :

X
f"G) + \ _

—0o0 -2 1 40

2+e73
fl(x) / \
5 0 ~ 1o

c) Calcule f '(1)
f'(1)=2-2=0
En déduisons le signe de f '(x) pour tout réel x.

e —————————————————
Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 6. Fonction Exponentielle. Page 441



Fonction Exponentielle - Fonction
puissance

D’apres de variation def’(x) :

Vx€ Dp |]—oo;1[; f'(x) > 0.

Vx € Df ]1;+00[; f'(x) <O0.

d) Dressons le tableau de variation de la fonction f.

En utilisant la question précédente, on a le tableau de variation de la fonction f suivante :

x
f/x) + -

£G) / 2~

—Q0

F O ------1-dR

/

4) Soit I I’intervalle[1,9 ; 2]. Démontre que, sur I, I'équation f(x) = 0 a une solution unique,
a.

- D’aprés le tableau de variation de f, Vx € ] 1; 4+oo[; f est définie, continue et strictement
décroissante de I’intervalle ]1; +oo[vers]—oo ;2 [. Alors I'équation f(x) = 0 admet une
solution unique «a telle que f(a) = 0.

£(1,9) = 0,12

- De plus {f(z) Z 043

=> £(1,9) X f(2) < 0

Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = 0 a une solution
unique a tel que: @ € [1,9; 2].

5) Tragons la droite A et la courbe C (unité graphique : 2 cm).
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Partie B : Recherche d'une approximation de a :

Soit la fonction g définie sur I par g(x) =1+ In (2 + %)

On considére la fonction g définie sur l'intervalle I par: g(x) =1+ In (2 + %)

1) Démontre, sur |, I'équation f(x) = 0 équivaut & I’équation g(x) = x.

fxX)=2x +1-xe* L Alorsf(x)=0®2x +1-xe* '1=0&xe* 1= 2x +1

e 1=2 gr-1_24 Losy 1= ln(2+l)<i>1+ln(2+l)=x<i>
X X X

g(x) = x (Ce qu’il fallait Démontre)

2) Etudions le sens de variation de la fonction g sur 1.

1 1
_ £ o P S S SV S |
g(x)_1+ln(2+x)_>g(x)_2+l_ﬂ_ x2x2x+1_ x(2x+1)<0
x x

D’ou pour tout x appartenant a I'intervalle I = [1,9; 2] ; g est strictement décroissante.
Démontre que, pour tout x appartenant a I, g(x) appartient a I.
x €[1,9; 2] © 1,9 <x <2 .g étant décroissante sur I ; ona:

9(2) = g(x) <9(1,9)

& 191 <g(x) <196

©19<g(x) <2

@ 19<gx)<2 =>g(x)€[19; 2] & g(x) € I(Ce qu’il fallait DEmontre)

3) Démontre que, pour tout x de I’intervalle I, | g’ (x)] s%

Onsaitque: g'(x) = — et1,9<x <2 (1)

1
x(2x +1)
D’autre partsi: 1,9<x <2; Alorsona:

g'(19)<g'(x) <g'(2)

1 , 1
- - @ @ @< < - -
1,9(2x1,9+1) — 9 (X) - 2(2x2+1)
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_E < g'(x) < —— . Enappliquant la valeur absolue a I’inégalité on a :
BRG] |—m
& E <|g'()] =< E Orm % Donc I’inégalité devient:% < |g' ()l S%.

, 1
= |g'()| < 1.
D’ou pour tout x de I’intervalle I ;ona: |g'(x)| S% (Ce qu’il fallait Démontre)

4) Soit (u,) la suite de nombres réels définie par : u, = 2 et, pour toutn de N,

Un1 = g(uy)
a-Démontrons que, pour tout nde N, |u, 4 —a| < - |u — «a

-D’aprés Partie A-4) ,ona:f(a)=0®2a +1-ae“* " 1 =0® ae*" 1= 2a +1

et 1= wea-1_24 Loy 1= ln(2+l)<3=(>l+ln(2+
a a

a

N>
I
S}
8

g(a) =a

- D’autre part on a démontré que |g'(x)| < %

Ainsi d’apres le théoréme de I’inégalité des accroissements finis, on a :

lg(x) =gl <3 Ix—al Org(a) =a

= |gx) —al <- |x —a|.Enposantx =u,; ona:|g(u,) —al <= Iun —al.

Or g(u,) = Uy => |Uupyq — | S%lun — al. (Ce qu’il fallait Démontre)

. . . 1 (1\"
b-En déduisons, en raisonnant par récurrence que Pour toutn de N, |u, — a| < o (5)

Onsaitque ¢ €1,9; 2] 19 <a <2 et u, =2
lvientque 19 —2<a—-uy,<2-2
& =01<y—a <0

&0 <|uyg—al <01
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@0 <|ug—«| <—
10

1 (1\°
&0 <|uy—al S—(—)
10 \9

Alors la relation est vraie & I’ordre n = 0
Supposons la relation est vraie a I’ordre n c’est-a-direvn € N; ona:

1 1\ . , ., , N
lu, —al < E(E) Puis montrons qu’elle est vraie a I’ordre n 4+ 1 c’est-a-direvn € N;

) 1 /1\n+1
ona: |u,4 —al < E(E)

D’aprés Partie B 4)a),ona: |u,4; — «af S%Iun —al.

. 1 11 /1\"
Par suite |u,.; —a| < g|un —a| < E[E(_) ]

s 171 n+1
D’ou |un+1 —a| < E(a)

n
Conclusion:vn eN; ona: |u, —al < %(%) (Ce qu’il fallait Démontre).

b) Etudions la convergence de la suite u puis donnons sa limite en 4o .

La suite de terme général % (%)n est convergente V n € N et converge donc vers 0.
Alorslim lu, —a| =0 limu, —a=0 ®limu, =«a
n — +oo n — +oo n — 4o
D’ou la suite u,, est convergente et converge vers «
Partie C : Calcul d'aire
1) En intégrant par parties, calculons l'intégrale ] = fla xe* ldx
J = [ xe* ldx
Posonsu(x) = x=>u'(x) =1
v(x) =e* 1 =>p(x) = e* !

=] = [xe* 1]¥ - fla e* ldx = [xe* 1% — [e*1]¢ = [xe¥ 1 —e* 1 |4
1
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=>] = (a—1e*!

2)a) Déterminons, en unités d'aire, I'aire A de la portion de plan limitée par la courbe (C), I'axe
des abscisses, la droite d'équation x = 1 et la droite d'équation x = a.

A= [ f)dx = [['(2x +1- xe*™ Y)dx = [[(2x + 1)dx — [ xe*™ 'dx
=>A=f1a(2x +1)dx — J=[x*+x]§—J=a?’—a—] .Or J=(a—1)e*!
S>A=a’+a—-2-(a—1)e*!

b) Démontrons qu'on peut écrire A= (a — 1) (a — i)

Onsaitque A=a’+a—2— (a—1)e*!

’ ’ Y B — 2x +1 — 2a +1
D’autre part d’aprés Partie B 1), ona: e*~ ! ==~ &e* ! = =—
2a +1 202 —a -1

DoncA=a2+a—2—(a—1)(T)=a2+a—2—

a

_ a3+ a? 20 -2a%+a+1 _ ad—a’—a+1 _ (a—l)(az—l)

a a a

=>A=(a—1)(a—§).

D’ou l'aire A de la portion de plan limitée par la courbe (C), I'axe des abscisses, la droite
d'équation x = 1 et la droite d'équation x = a est donné par :

A=(a—1) (a - i) (Ce qu’il fallait Démontre).

- Partie A : Résolution de I'équation différentielle (E;) : y' - 2y = xe*
1) Résolvons I'équation différentielle (E;) :y' -2y =0
Ona (Ey):y' -2y =0=>S = ke*
2) Soient a et b deux réels et soit u la fonction définie sur R par u(x) = (ax + b)e*.
a- Déterminons a et b pour que u soit solution de I'équation (E,).
u est solution de I'équation (E,) si et seulement si u' (x) — 2u(x) = xe* avec
u(x) = (ax + b)e* et u'(x) = (ax +a+ b)e*.
u' (x) — 2u(x) = xe* < (ax +a+ b)e* —2(ax + b)e* = xe* &
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[(ax+a+ b) —2(ax + b)le* =xe*® (ax+a+ b)—2(ax+b)=x &

—ax+a—-b=x => {a_—abzzlo ¢>{_1a_=b_i 0 <3=>{(11)Z:11

Dot u(x) = —(x + 1)e*

b- Montrons qu’une fonction v est solution de I'équation (E;) si et seulement si u — v est
solution de (E;).

NB:
A=>B
Montre que < B, revienta montré que et
B=>A

Ainsi pour Montre qu’une fonction v est solution de I'équation (E,) si et seulement si u — v
est solution de (E;), on montre que

( v est solution de | équation (E;) => u — v est solution de (E;)
et

k u — v est solution de (E,) => v est solution de | équation (E,)
- Montrons que v est solution de I équation (E;) => u — v est solution de (E,)

e uestsolution de I’équation (E,) si et seulement si u' (x) — 2u(x) = xe* (1)
e v estsolution de I’équation (E,) si et seulement si v’ (x) — 2v(x) = xe* (2)

Effectuons ainsi la différence des relations (1) et (2) :

(1) — @) : [ (x) — v ()] = 2[ulx) —v(x) ] = xe* — xe*

& (u—-v) (%) =2 —v)(x) = 0=>u— v estsolution de (E,)

Dol v est solution de 1 équation (E;) => u — v est solution de (E,)

- Montrons que u — v est solution de (E,) => v est solution de | équation (E;)
Si u — v est solution de (E,) alorsona: (u —v) (x) — 2(u — v)(x) = 0 <

W) —v )] =2[u@x)—vEx)]=0eu ) —v () —2ulx) +2v(x) =0
v (x) —2v(x) = u' (x) =2 u(x). Avec u(x) = —(x + De* et u' (x) = —(x + 2)e*.
Alors v’ (x) — 2v(x) = u' (x) =2 u(x) <

v (x) = 2v(x) = [-(x + 2)e*] = 2[-(x + 2)e*] & v (x) — 2v(x) = xe*
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D’oll u — v est solution de (E;) => v est solution de I équation (E;)

v est solution de 1 équation (E;) => u — v est solution de (E,)
et
Conclusion : puisque J
u — v est solution de (E,) => v est solution de I équation (E;)

Alors une fonction v est solution de I'équation (E;) si et seulement si u — v est solution de
(E,). (Ce qu’il fallait Démontre).

c- En déduisons I'ensemble des solutions de (E;).

e Onsait que u(x) — v(x) estsolution de I’équation (E;)
e D’autre part ke?* est aussi solution de I’équation (E5)

Par identification, on a: u(x) — v(x) = ke?* =>v(x) = u(x) — ke®* .
Oru(x) =—(x+1)e*

=>p(x) = —(x + 1)e* — ke?*

D’ou I'ensemble des solutions de I’équation (E;) est v(x) = —(x + 1)e* — ke%*
3) Déterminons la solution de I'équation (E;) qui s'annule en 0.

La solution de I'¢quation (E) qui s'annule en 0 est définie par v(0) =0 & k = —1
D’ou la solution de I'équation (E,) qui s'annule en 0 est v(x) = e?* — (x + 1)e*
Partie B : Etude d'une fonction auxiliaire

Soit g la fonction définie sur R par g(x) =2e* - x - 2.

1) Déterminons la limite de g en — oo et la limite de g en + oo.

limg(x) = lim 2e*-x-2=2(0)—(—0) —2 =+ oo.

limg(x) = lim 2¢*-x-2= limx(Zex—x—l—%)=(+00)[2(+00)—1—0]
X—>+0 x>+ X = + oo

=(+0)(+®) =+
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2) Etudions le sens de variation de g
gx) =2e*-x-2=> g'(x) =2e* - 1.Posons g'(x) >0 2e*-1>0=>
X 1 —_ 1 f—
er>-=>x> ln5—>x > —In2.
Ainsi : pour les x > —In2,0na: g'(x) >0 etpourlesx < —In2,0na: g'(x) <0
D’ouV x € |—o0; —In2[; g est strictement décroissante et

Vx € ]-In2; +oo[; g eststrictement croissante

Dressons le tableau de variation de g.

X —0o0 a —In2 0 +o0

g'(x) - !

+o0
0 0
LT e —

gx) \ :
3) On admet que I'équation g(x) = 0 a exactement deux solutions réelles.

a-Vérifions que 0 est I'une de ces solutions.
glx)=2e*-x-2=>g(0)=2e"-0-2=2-2=0

D’ou 0 est I'une de ces solutions de I'équation g(x) = 0.

b-L'autre solution est appeléea. Montrons que - 1,6 < a < —1,5.

- D’apres le tableau de variation de g , Vx € |—oo ; —In2[; g est définie, continue et
strictement décroissante de I’intervalle ]—oo ; —In2[; vers]—1 + (n2 ; +oo [. Alors I'équation
g(x) = 0 admet une deuxiéme solution « telle que g(a) = 0.

g(- 1,6) = 0,003

=>g(-1,6) x g(—-1,5) <0
S8~ —ops =IO X919

- Deplus {
Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x) = 0 a une deuxiéme
solutiona tel que- 1,6 < a < —1,5.

4) Déterminons le signe de g(x) suivant les valeurs du réel x.

D’apres le tableau de variation :

- Vx€]-oo;a[U]0;+o[;g(x)>0.
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- Vxe€la;0[; gx) <.

Partie C : Etude de la fonction principale

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e**- (x + 1) e*

1) Déterminons la limite de f en — oo et en + 0. (On pourra mettre e2* en facteur).

lim f(x) = lim e**- (x + 1)e* = lime?*- xe* —e*=0-0—-0=0

X = — X > — X > —®

lim f(x) = lim e**- (x + 1) e* = lim e? [1 e_xl)] =lime*(1-0)=+o
X—>+o©0 x>+ X -+ X -+

2) Calculons f '(x) et Montre que f '(x) et g(x) ont le méme signe.

f(x)=e?- (x +1)e*=>f'(x) =2e¥-[e*+ (x +1)e*] =2e>-e*—(x +1)e”
= f'(x) = 2e?*-e* —(x + 1) e* = ex(Zex -1—x- 1) =e* X g(x)

Vx € R; e* > 0. Alors f '(x) et g(x) ont le méme signe. Or d’aprés Partie B 4),ona:
- Vx€]-o;a[u]0;+eo[;g(x) > 0=>Vx €]-0;a[U]0;+c[;f(x) >0

- Vx€la;0[; gx)<0=>Vxe€la; 0[; f(x)<0

Etudions le sens de variation de f.

- Vx€]-oo;a[u]0;+oo[;f eststrictement croissante.

- Vx€la; 0[; f eststrictement décroissante.

242

3) Montrons que f (@) = — ==, ou a est défini dans la partie B.

D’aprés Partie B3)b),ona: g(a) =0 2e*-a-2=0=>¢% =atz

D’autre part f(x) = e*- (x +1) e*® f(a) = (e*)*- (a + 1) e“.

2 =>f(a )—(a”) —(a+1)x“+2 (azz)z_w

Or e“
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_ a’+4a+4 a+3a+2 _ a’+4a +4-2a%— 6a—4
- 4 2 - 4

_p2_ 2 2
== " e _ 8 12“. => f(a) = =2 12“. (Ce qu’il fallait Démontre)

En déduisons un encadrement de f (). (On rappelle que —1,6 < a < —1,5).
-16< a <-15
® f(=16) < f(a) < f(-15)
© 032 < f(a) <037

5) Etablissons le tableau de variation de f.

X
f(x) + 0 — 0 +

| +oo

f(@)
fe \
0 0

e —————————————————
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Partie D : Calcul d'aire
1) Soit m un réel négatif, Interprétons graphiquement l'intégrale f:l fx)dx
La fonction f est positive sur [m ; 0]donc I’intégralefrg f(x)dx est I’aire, exprimée en unités
d’aire, de la partie de plan comprise entre I’axe des abscisses, la courbe (C) et les droites
d’équationsx = metx = 0.
2) a-Calculons ffl xe*dx a l'aide d'une intégration par parties.
fn(i xe*dx
Posons u(x) = x=> u'(x) =1
v'(x) =e*=>v(x) =e*
=> f:l xe*dx = [xe*]9, — f:l e*dx = [xe* —e*]% = (1 —m)e™ — 1

b-En déduisons f:l f(x)dx

f:lf(x)dx = f:l[ezx— (x +1)e*]dx = f:l e dx — f:l xe*dx — f:l e*dx

=> 0 fGdx = [Le?] — xex — 8, — [e*]0, =[] — [xe” — exI8, — [e*]:

—e2Mm 4 2me™m 4+ 1

= [ f(x)dx = :
3) Calculons la limite def:l f(x)dx, lorsque m tend vers — co.

e?™ +2me™+1 _ —(0)+2(0)+1 1

0 =
lim [ f(x)dx = lim > . >

m — — m — —oo

D’ou Lim [ f(x)dx ==

m — —oo
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- L'objet de ce probléme est d'étudier, a I'aide d'une fonction auxiliaire, une fonction et de résous
une équation différentielle dont elle est solution.

A) Etude d'une fonction auxiliaire

X

Soit g la fonction définie sur R par g(x) = — In(1+ 2e%)

e
1+ 2e*

1) Calculons g'(x) et Montre que ce nombre est strictement négatif pour tout x de R.

e* e* 2e* e* —2e*(1 +2e%)
= — Xy => ! = —_ =
9 = Toger I+ 26 =>9'0) = T T Th e (1 + 2¢%)2
. _ _e"(1+4e") . e’ (1 +4e*) _e"(1+4e")
= g'(x) = RESGE Puis que vx € ]R—(l T 200)? > 0 alors RETS0

DouvVx e R; g'(x) <0

2) Déterminons les limites de g en — co et + oo.

—n(1+2e*) =0-0=0

. s e
lim g(x) = lim T oo

— In(1+2€*) =1 —(4+0) = —

lim g(x) = lim >

ex
1+ 2e*

XxX—>+o0 x-o+o

3) Dressons le tableau de variation de g.

x —00 +o00
g' ) -
gx)

4) Donnons le signe de g (x).
D’aprés le tableau de variation, Vx € R; g(x) est strictement négative .
B) Etude d'une fonction et calcul d'une aire.

Soit £ la fonction définie sur R par f(x) = e 2*In(1+ 2e%).
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On note C sa courbe représentative dans le plan rapporté a un repére orthogonal
(unités graphiques : 4 cm sur l'axe des abscisses et 1 ¢cm sur I'axe des ordonnées).

1) Calculons f '(x) et montrons que pour tout réel x, f '(x) = 2e~2*g(x).

f(x) =e In(1+ 2e¥)=>f'(x) =—2e72* x In(1 + 2e*) + T iezxex X e 2%

ex
1+2e*

=> f'(x) = 2e7%* [ - n(1+ Ze")] = 2e 2 g(x).
DouVx € R; f'(x) =2e ¥ g(x).
2) a) Déterminons la limite de f en — co.

In(1+ 2e%) . 2 In(1+2e*)
——=[lim=X—
e2x e* 2e”*

lim f(x) = lim e *In(1+ 2¢e*) = lim
X - —o0 X o —o0 X o> —oo X o> —o0

Effectuons un changement en posant X = 2e*. Six » —o alors X — 0

lim f(x) lim % X m(lx—”) . Orlim l"(t:rh) = 1 est une limite remarquable
X - —© X-0 X-0 h—0
Et d’autre part lim % =40
X-0
Alors lim % X @ = (+0)(1) = +oo

X—-0
=>lim f(x) = 400
X —> —

b) Déterminons la limite de f en + .

X x InX
X - 1) X

On pourra remarquer que : sionpose X = 1 + 2e*, f(x) s‘écrit 4

Six > +oalors X » +o
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Alors lim f(x) < lim4%xln—){= lim %xln—lelm Ix™ _0x0=0
X-1) X X X X X
X — +oo X > 4o X o 4o X > 4o
Dressons le tableau de variation de f.
f'(x) =2e72g(x).
Vx €ER;2e72* >0 et d’aprés Partie A)3), g(x) < 0.
DouvxeR; f'(x) <0
D’ou le tableau de variation de f est le suivant
X —00 +o0
f'e) -
400
f)
0
3) Tracons la courbe C.
y
3+
24
1
3 5 71 0 1 2 3 4x
-1+
4) a- Montrons que ——— = e™* — 2 X ——
14 2e* e ™ +2
—x e X e—2x +2e% 27X E—Zx e—2x e—Zx e—ZxXex e X
e —2 X — = — = — =7 = ¥ = =
e X +2 eX 42 e¥+2 42 1+ 2e 1+ 2e* 1+ 2e*
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Dol ——=e* — 2 x ——
1+ 2e* e X +2
b- Soit & un réel strictement positif. Calcule l'intégrale I(a) = fo : i_zxe dx
(o) = fy < dx =1(a) = [ (e =2 x ) dx = [-e™* — 2In(e™* +2)I§

— 1 p-a _ e +2

—>J()=1—e® 21n( - )

c-En déduisons, a l'aide d'une intégration par parties, l'intégrale : J(o)) = foa f(x)dx
J(o) = foa f(x)dx = foa e 2*In(1 + 2e*)dx

Posons u(x) = In(1 + 2¢*) =>u'(x) =

1+2e*

v(x) =e ¥ =) = —%e‘zx

= J(0) = [~ 2e 7> xIn(1 +2 ex)] +

_ .1 @
Ty x—[ Se xxln(1+Ze")]0+I(a)

_ [_%e—Zx x In(1 + 2 eX)]: +1(a) . Orl(@)=1—e"% — Zln( _a3+2)

=J(a) =1 +§ln3 - %e_z"‘ xIn(1+2e%) —2in(e ™ +2)—e®
Donne une interprétation graphique de J(a).

La fonction f est positive sur [0; a] avec @ > 0. Donc J(a) est I’aire, exprimée en unités
d’aire, de la partie de plan comprise entre la courbe (C), les axes de coordonnées et la droite
d’équation x = a.

C) Résolution d'une équation différentielle

On considere I'équation différentielle (E) : y' + 2y = 21+2€

1) Veérifions que la fonction f étudiée dans la partie B est solution de (E).

f est solution de (E) si et seulement si £ (x) + 2f (x) = 2—

1+2e*

e.’X
1+ 2e*

Avec f(x) = e > In(1 + 2e*) etf (x) = 2% [ - In(1+ Ze")]

ex

Alors f'(x) + 2f (x) = 2e™% [1 T 2ex

- In(1+ Ze")] +2e72*In(1 + 2e¥)
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_ 2% _ —2x x —2x X\ — e
= T 2e “*In(1 + 2e*) + 2e “*In(1 + 2e*) = 21+Ze"
RN . L _ e *
D’ou f estsolutionde (E): y' + 2y _21+2ex

2) Montrons qu'une fonction ¢ est solution de (E) si et seulement si ¢ — f est solution de
I'équation différentielle (E ") : y' +2y = 0.

NB :
A=>B
Pour Montre que A < B,on montre que et
B=>A4

Ainsi pour Montre qu’une fonction ¢ est solution de I'équation (E) si et seulementsi ¢ — f
est solutionde (E’) :y" + 2y = 0, 0on montre que:

( @ est solution de I équation (E) => ¢ — fest solution de (E ")
et

k @ — f estsolutionde (E”) => ¢ est solution de | équation (E)

- Montrons que ¢ est solution de I équation (E) => ¢ — fest solution de (E ")
e ¢ estsolution de I’équation (E) si et seulement si ¢ (x) + 2¢(x) = 2% (1)
)

e—X

e festsolution de I’équation (E) si et seulement si f' (x) + 2f (x) = 2 T

Effectuons ainsi la différence des relations (1) et (2) :

—X

1-@: [(p’(x) —f'(x)] +2[p00) - fG) ] =2 e )

1+ 2e* 1+ 2e*

& (@—) (X)) +2(p - f)(x) =0=>¢ — f estsolution de(E )

D’oll ¢ est solution de I équation (E) => ¢ — f est solution de (E ")

- Montrons que @ — f est solution de (E’) => ¢ est solution de I équation (E)
Si @ — f estsolution de (E ") alorsona: (¢ — f) (x) + 2(¢p — f)(x) =0 &
[p' () = F ()] +2[p) = f() =0 @ ()~ f () +29(x) —2f(x) =0 &
@ () +20(x) = f () +2 f(x).

Avec f(x) = e >In(1 + 2e*) et f (x) =2e > [ °

oo n(1+ Zex)]
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Alors ¢ (x) + 2¢(x) = f (x) 42 f(x) ©

© () +20(x) =2 [ _ In(1+ Ze")] +2e ¥ [In(1 + 2e¥)&

1+2e*

e—x

9 () +20() =2

D’oll ¢ — f est solution de (E’) => ¢ est solution de I équation (E)
¢ est solution de I équation (E) => ¢ — f est solution de (E )

Conclusion : puisquej “ ’

L(p — f estsolutionde (E") => ¢ estsolution de | équation (F)

Alors une fonction ¢ est solution de I'équation (E) si et seulement si ¢ — f est solution de
(E"). (Ce qu’il fallait Démontre).

3) Résolvons (E")

(E:y +2y = 0=>S=ke >

En déduisons les solutions de (E).

e Onsaitque @(x) — f(x) estsolution de I’équation (E ")
e D’autre part ke™2* est aussi solution de I’équation (E ")

Par identification, ona: @(x) — f(x) = ke™2* =>¢(x) = f(x) + ke ?* .
Or f(x) = e #In(1 + 2e%)
= p(x) = e ¥In(1 + 2e*) + ke ™** .

D’ou I'ensemble des solutions de I’équation (E) est p(x) = e ?*In(1 + 2e*) + ke ?* avec
(k eR)

- Partie A :
Soit la fonction g définie sur R par g(x) =e* +x- 5

1) Etudions le sens de variation de g.
(On ne demande pas de Détermine les limites de g, ni de construire sa courbe).

gx)=e*+x-5=>g'(x) =e* +1.Pourtoutx € R; g'(x) >0

D’outout x € R; g est strictement croissante de R vers R.
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2) a) Calculons g(0) et g(2)
g0)=—4 et g2)=e?-3

b) Démontrons que I'équation : V x € R, e* + x —5 = 0 admet une solution unique « et
que 1,30 < a < 1,31

- D’aprés le tableau de variation de g, Vx € ]—oo; +oo[; g est définie, continue et
strictement croissante de I’intervalle ]—oo ; +oo[; vers]—oo ; +oo[. Alors I'équation g(x) = 0
admet une solution unique «a telle que g(a) = 0.

g(1,30) = —0,03

9(1,31) = 0,01 9130 xg(131) <0

- De plus {

Alors d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation g(x) = 0 admet une solution
unique a tel que 1,30 < a < 1,31.

Partie B :

Soit la fonction numérique f définie sur |—co; 5[ par: f(x) = In(5 - x).

1) Etudions le sens de variation de f. Précisons les limites de f en 5 et en —co.
lim f(x) = lim In(5- x) = 4o

X— —0  x— —00

limf(x) = lim In(6§- x) =—o0

x—-5 x—-5

fO) = In(5-x)=> f'(x) ==~ =—— =>Vx€]|-o; 5[; f(x)<0

D’ou le tableau de variation de f est le suivant :

—00 5

x
f'(x) -

+oo

f(x)

2) Prouvons que f(a) = a
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D’aprés Partie A 2) b), I’équation I'équation g(x) = 0 admet une solution unique « telle que
gl@)=0.Alorsg(a) =0 e*4+a-5=0=>e*=5—a=>a=Imn5G—-a)

D’autre part f(x) = In(5- x) © f(a) = In(5- a).Ora = In(5 — a)=>f(a) = a.
3) a) Démontrons quev¥ x € [0;3],0na: |f'(x)] < %

1

x—=75

f'(x) =
x €[0;3] ©®0<x<3

& -5<x-5<-2

o - % <
o [ s 1ren <[]
@ << If @] <5 =>If' ()| < 5 (Ce quil fallait Démontre)
b) En déduisonsque Vx € [0;3], ona:|f(x) —a| < % [x — «af
Puis que [f'(x)] < % , alors d’aprés le théoréeme de I’inégalité des accroissements finis, ona :
) = f@I < ;lx—al.Or f(@) =a =>If()—al < ;lx—al
Douvx € [0;3], ona:|f(x) —a| < % [x —a| (Ce qu’il fallait Démontre) .
c) Démontronsquesi 0 < x < 3,alors0 < f(x) < 3.
0 <x<3& f(3A)= f(x) <f(0) (Car f est décroissante)
=>mn2< f(x) < In5 ©0,69< f(x) <160 =>f(x) € [0,69;1,60].

0Or[0,69;1,60] c[0;3].Si0 < x < 3,alors0 < f(x) < 3.(Ce qu’il fallait démontre)

4) Dans le plan muni d'un repere orthonormé(o ; 7; J), d'unité graphique (3 cm), on désigne
son (C) la représentation graphique de la fonction f.

a-Tragons la courbe (C). Calcule puis hachurer la partie du plan formée des points de
coordonnées

tel _{1st4 tera (S) cette parti
(x,y) tel que : 0<y<f on notera (S) cette partie.
|
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S= Bem)? [, f(x) dx = Bem)? [, In(5 - x) dx.

Orsi f(x) = Inax +b) => F(x) = (x + =) In(ax + b) = x + k

=> 8= (3cm)? [} f(x) dx = Bem)? [} n(5 - x)dx =[ (x + =) in(5 - x) - x]j (3cm)?
=[x~ 5)In(5 - x) — x| Bem)? = (=3 + 4ln4) x 9 cm? = 22,90 cm?

A
¥l A

[6:E3
(o}
x

-1+
21
-3L
41
x 5 4 x
b-En remarquant que, V x # 5, = 1+ — montrons que fa :dx =4—6a

4 4 5 4 1
[ de= (14 =) de= [} (1+ 5-) dx =[x+ Sinjx —5[]¢

=[x+ 5|5 —alli = (4 +5in1)- (a +5In( - a)).

f; ~ dx=4—-a-5mG-a).Ora=InG-a)

x =5

=>['2_dx =4 —a - 5a = 4 — 6a. (Ce qu'il fallait démontre)

x =5
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c-Prouvons que l'aire A de la partie (S) en cm?est donnée par A = —a” + 6a - 4.
(On Utilisea une intégration par partie).
4 4 5 4
=> A= [ fO) dx = [ In(5- x)dx =[ (x + =) in(5 - x) - x]a
4
= [(x—S)ln(S— x)—x]a = (—ln1—4)—((a—5)ln(5— a)—a)
=—4—(a—5)ln(5— a)+a. Ora=mn(5—-a)
=>A=—4—(a-5)a+a=—-4—a’+5a+a=—a’+6a- 4
D00 A= —a’+ 6a - 4. (Ce qu’il fallait démontre)
- On considere la fonction f, définie sur l'intervalle ]—1; + oo[ par f(x) = ﬁ

On désigne par (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté & un repére orthonormal

0;5; D
A) Etude de la fonction f et tracé de (C)

1) a) Calculons la limite de cette fonction lorsque x tend vers + co.

ex

e* .
T = lim == +o0

lim f(x) = lim

X > +oo X > +oo X > +oo

b) Calculons la limite de cette fonction lorsque x tend vers — 1.

. . e*
lim f(x) = lim Qe nZ —or = 1

x - —1 x - —1

On peut en déduis que la courbe (C) admet une possibilité d’asymptote oblique et admet la
droite d’équation x = —1 comme asymptote verticale.

2) Calculons f '(x) et Montre que son signe est celui de %

Y s e+ 0t -2+ x0)e¥ XA+ 0)[(+x)-2] _ eX(1+x-2)
f@ =g =)= 1+ 04 - 1+ x)* T oa+a?
_ef(x-1) e* x—1

T+’ A+ 02 x+1

e —————————————————
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e* . ’ p . x—1
Orvx € Dy sy > 0. Alors le signe de f '(x) dépend du signe de -
Etudions le signe de % Posonsx —1=0¢et x+1=0
== x=1et x=-1
D’ou le tableau de signe de ;—1 est le suivant :
X —1 1 + o0
x -1 (
- +
x+1 (
3) Dressons le tableau de variation def.
X -1 1 +00
f10) - ) +
+00 +o0
f)
¢
4
4) Tracons la courbe (C), les droites d'équations respectives x = —1ety = 1, ainsi que la

tangente a cette courbe en son point d'abscisse 0. (Unité graphique : 4 cm)

La tangente a pour équation y = —x + 1.

e —————————————————
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[ARY

5) Montrons que I'équation f(x) = 1 admet une unique solution, notée «, dans l'intervalle
[1;10].

Sur I’intervalle [1; 10] ; f est dérivable et strictement croissante, donc f réalise une bijection

e10

de [1;10] vers I’intervalle [ f£(1); £(10)] = [

e
£ 121]_ [0,67 ; 182,03].

10

Nous en déduisons 1 appartient a I’intervalle[ ] Donc I’équation f(x) = 1 admet une

e e
4 " 121
unique solution notée a, dans l'intervalle [1;10] telque f(a) =1

Utilisons le graphique précédent pour Donne deux nombres entiers consécutifs a et b tels que
« appartient & I’intervalle [a ; b].

Ainsi a I’aide du graphique, nous remarquons « appartient a I’intervalle[a ; b] = [2;3].

B) Calcul d'une aire

eX
x+ 1

1) Soit g la fonction définie sur ]—1; + oo[ par g(x) =
a-Etudions le sens de variation de g dans I’intervalle[1 ; 2].
g est dérivable sur [1 ; 2] comme quotient des deux fonctions dérivables non nulles :
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xe*
(x + 12’

x —>e* et x > 1+ x; etnousavons g'(x) =
De plus g'(x) est strictement positif sur [1; 2] , alors g est strictement croissante.
b-Montrons que, pour tout x appartenanta [1; 2].ona:1 < g(x) < 2,5.

g étant croissante sur [1; 2] alors on a I’encadrement suivant : g(1) < g(x) < g(2).
2
Org(1) = Z ~ 1,35 et g(2) = ? ~ 2,46. Nous avons : g(1) > 1 etg(2) < 2,5.

Alorspourtoutx € [1; 2]:1 < g(x) < 2,5

ex
x+ 1

dx

c-En déduisons un encadrement de A; = ff g)dx = ff

Nousavons: 1< 2 etl < g(x) < 2,5; d’aprés les théorémes d’encadrement d’nue
intégrale nous déduisons que : flz ldx < flzg(x)dx < flz 2,5dx ©

X < [Pg(odx < [25x)F @2-1< [Pg)dx< (2-1)x25
@1< [Pgdx< 25 & 1< 4, <25

2) Soit A, l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par les droites d'équations respectives
x = letx = 2, lacourbe (C) et I'axe des abscisses.

A l'aide d'une intégration par parties, exprimons A4, en fonction de 4,

La fonction f est positive sur [1; 2], donc I’aire A, cherchée est donnée par :

2 e*
Az = fl —(1 T 02 dx

Posons : u(x) = e* =>u'(x) = e*

1
1+ x

1
v'(x) = RS v(x) = —

x 72 x 2
_ _[__e 2 e _ _e" e
_>A2_[ 1+x]1+f11+xdx_ 7Tz t4

e?

:>A2 :Al_?‘l'

e
2
En déduisons un encadrement de A4,.

On sait que I’encadrementde A; est: 1< A4; < 2,5.
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2 2
Or dy=Ay =5 +5 =>A =4y +5—

Alors 1< 4, < 25®1< A2+——§ <25©1——+§ A, <25-

C) Approximation d'un nombre a I'aide d'une suite

Pour cette partie, on Utilisea sans justification le fait que I'équation f(x) = x a une unique

solution B et que celle — ci est élément de l'intervalle [ 1]

Soit h la fonction définie sur ]—1; + oo[ par h(x) = (1+ mE

1) a- Vérifions que, pour tout x appartenanta ]—1; + co[,ona: f '(x) = f(x) - 2h(x).

on Saitquef,(x) _¢ (x—1) _¢ (x +1-2) _ (x +1)e*—2e _ (x +1e ) e

1+ x)3 1+ x)3 1+ x)3 1+ x)3 1+ x)3

ex

= 1+ x)Z - 2 1+ x)3 f(X) Zh(x)

b-Calculons h'(x).

e Y _a+ x)3e* —3(1 + x)2e* _ (x=2)e*
h() = () = 1+ x)° Toa+ ot

c-En utilisant la question a), calculé f "' (x).

1)e* (x—2)e*

f'(x) = f(x) = 2h(x) => f"(x) = f'(x) - 2h'(x) = (1+x)3 X

x% —2x +3)e*
= f100 = a+ x)4)

En déduisons le sens de variation de f ' dans l'intervalle [% ; 1]

our tout x de I’intervalle |—1; +oo[; x* — 2x + 3 est positif, donc x) est strictemen
Pour tout x de I’intervalle ]—1 [; x? — 2x + 3 est positif, d " t strictement

positif sur [% ; 1], nous en déduisons que f' est strictement croissante sur [% ; 1]
2) En déduisons que, pour tout x appartenant a [% ;1] ,ona:|f'(x) < %

xe[1;1]®13xs1.
2 2
D’autre part f' est strictement croissante sur [% ; 1] , donc pour tout x € [% ; 1] ; ona
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1
4e2

FESFOSfOe-2<f)<0e-024<f()<0®—1< (@0

' 1 ’ 1
©oIfWI< || ®0<Ifel<
Alors pour tout x appartenant a [% ;1] ,ona:|f'(x)| < % (Ce qu’il fallait Démontre)
3) On définit la suite(u,), pour tout nombre entier naturel n, par :

uy=1letu,,y =f(u,), pourn=>0

. 1
On admet que, pour tout nombre entier naturel n, on a: 7S Uy < 1.

a-Montrons que, pour tout nombre entier naturel n, ona: |u, .1 — Bl < %lun - Bl
Puis que |f'(x)] < % , alors d’apres le théoréeme de I’inégalité des accroissements finis, ona :
1 1
lfG) = fFBI < Jlx=B1.0r f(B)=B. =>|f(x) =Bl < ;|x— B
- 1 1
DolVx € [5;1];ona: IfG) =Bl < 5 Ix — B
Posons u,, = x . Alorsona: |f(u,) — B| < % lu, — Bl. Or f(u,) = upyq
D’ou pour tout nombre entier naturel n, ona : |u, 1 — Bl < % lu, — Bl

, . 1\"
b-Montre par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n,ona: |u, — B| < (Z)

. 1 1\° .
- sin=0uy=1etpe [E ;1].Alors|1—ﬁ| <1= (Z) vraie Vx € N,
n
- Supposons que la propriété est vraie au rang n, c’est-a-dire |u,, — B8] < G) et montrons

, i , .. 1\l
gu’elle est vraie au rang n + 1, c’est-a-dire |u, 1 — B| < (Z)

En utilisant le résultat de la question précédente, nous pouvons écrire :

1 1 n+1
s = Bl < 3y — Bl & g —BI<(5)
D’ou la relation est vraie a I’ordre n + 1.
n
Conclusion : pour tout nombre entier naturel n,ona: |u, — 8| < G) (Ce qu’i fallait
Démontre)
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c-En déduisons une valeur approchée numérique de S a 10~3 prés.

n
Cherchons n tel que |u,, — 8| < 1073, D’apreés ce qui précéde, il suffit que G) soit inférieur a
-3
1073 sinin G) <In1073 & —nind < In1073 & nind > —In103 =>n > — ln11nO4

=>n > 4,98. Puisque n est un entier alors il suffit de prendre n = 5.
D’ol us est donc une valeur approchée de 5 & 1073 pres.
Ainsi us =~ 0,697 est une valeur approchée numérique de 5 a 1073 pres.
- Dans tout le probleme le plan est rapporté a un repére orthonormal (0 ; 7; j) (unité 5 cm).

Partie A :

On considere la fonction f; définie sur [0 ; + oo[ par f1(x) = xe ™ eton appelle C; sa
courbe représentative.

1) Montrons que pour tout réel positif x, f'1(x) = e’ — 2x2e~"
Fi(x) =xe~*=> fli(x) = e — 2x%e~*"

En déduis le sens de variation de f;.

i) = e* —2xte™ => fi(x) = (1 - 220+

Pour tout x € R ; e=** > 0 alors le signe de f'1(x) dépend du signe de 1 — 2x2.

Posonsl—2x2=0:>x=£=_

X 0
f1(0) +

-e—§| =

D’apres le tableau ci-dessus :

VxE [0; %[ ; f1(x) > 0.Par conséquent V x € [0; % [; f1 eststrictement croissante.

1 . 1 .
VxE€ ]5, +oo[, f1(x) < 0. Par conséquent vV x € ]\/—7, +oo[, f1 eststrictement

décroissante.

2) Calculons la limite de £ en + oo (on pourra poseru = x?2).
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, , ) 1
lim f1(x) = limxe™" . Posonsu = x> @ x=Ju®x= uz.
X — +oo X — +0o

Si x> 4o alors u - +o

Alors : lim f1(x) < lim f1(u) = lim u%e‘”. Orpourtoutn € N; limu"e™ =0
X — +oo Uu - +oo u-— +oo u - +oo
D’ou lim f1(x) =0
X > +oo

Interprétons graphiquement ce résultat.

Puisque lim f1(x) = 0. Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a la
X — 400 Courbe C; de f;

3) Dressons le tableau de variation de f;. D’ou le tableau de signe de f';(x) est le
suivant :

X 0

f11(0) +

fl(x) / ﬁ\‘
0 0

4) On appelle A la droite d’équation y = x. Déterminons la position de C; par rapport a A.
Pour Détermine la position de C; par rapport a A, nous étudions le signe de h(x) avec :
h(x) =x — f1(0).

h(x)=x— filx) =x— xe~* = x(l — e‘xz).

x est positif ou nul sur [0 ; +oo[; h(x) adonc le signe de 1 — e~

2 2
Posons1—e * >20® e * <1 & —x? <Inl < —x? <0< x? > 0. En posant
x?=0;o0na:x=0

Alors nous en déduisons que h(x) est positif ou nul sur [0 ; +oo].
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D’ouVx €[0; +oo[;lacourbe C; estau dessus de la droite A.

5) Tragons C; et A.

2

/6 i é 3 X

Partie B :

On considere la fonction f3 définie sur [0 ; + oo[ par fz(x) = x3e~*’eton appelle C; sa
courbe représentative.

1) Montrons que pour tout réel x positif, f's(x) a méme signe que 3 — 2x°.

— 3,—x% = U — 2,—x?2 —x? 3 — 2,—x2 4 ,—x?
fa(x) =x"e => f'3(x) = 3x°e — 2xe X x° = 3x‘e — 2x%e

= (3 — 2xV)x2e "’
Vx €R, x2e~* > 0; Alors le signe de f'5(x) dépend du signe de 3 — 2x2.

En déduisons le sens de variation de f.

Posons 3 —2x2 =0=>x = \E D’ou le tableau de signe de f'3(x) est le suivant :

X 3
0 /: +oo
\ 2

f'3(x) + -

D’apres le tableau ci-dessus :
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Vx€E [0; \E[ f's(x) > 0.Par conséquent V x € [0; \E[ f3 est strictement croissante.

VxE€ ]\E +oo[; f3(x) < 0. Par conséquentV x € ]\E +oo[; f5 est strictement

décroissante.

2) Déterminons les positions relatives de C, et Cs.

Pour Détermine la position de C; et C; par rapport a A, nous étudions le signe de h(x) avec :
k(x) = f1(x) — fa(x) = xe=*" —x3e=*" = (1 — x2)xe~*".

xe~* est positif ou nul sur [0; +oo[ . Donc le signe de k(x)dépend du signe de 1 — x?.

Posons1 —x%=0=>x= 1

X 0

1
k(x) + 4) —

D’apres le tableau ci-dessus :

Vx€ [0; 1[; k(x) > 0.Parconséquent vV x € [0; 1[; lacourbe C; est au dessus de la
courbe C,

Vx € ]1; +oo[; k(x) < 0.Par conséquent V x € ]1; +oo[ ; la courbe C; est en dessous de la
courbe C;

3) Tragons C; dans le méme repere que C; (Voir figure dans la partie A)

4) On appelle D la droite d’équation x = 1. Soit A; I'aire en unités d'aire du domaine limité
par la courbe Cy, les deux axes de coordonnées et la droite D et soit Az l'aire en unités d'aire du
domaine limité par la courbe Cs, les deux axes de coordonnées et la droite D.

a-Calculons 4;.
1 1 2 1-2 2
Sur[0;1]; f1(x) 2 0.Donc 4 = [, fi(x)dx = [ xe™ dx = [ — X xe ™ dx

101 .2 17 291 2t -1 1 -1
= —1ly —2weax = =3[ =[5 ]0=(_ET)_(_§)=_97+E

= %(1—§>u,a = A :%(1—§)u.a
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b-A l'aide d'une intégration par parties, montrons que A; = — i + 4,

43 = f01f3(x)dx = f01x3e_x2dx = folxz x xe™*" dx

Posons : u(x) = x% =>u'(x) = 2x

—x2

v'(x) = xe~* => v(x) = -2

2

2.1
1 2 et 1 _ 1
]O+foxe dx Ay =——+A4,.0r e ! ==

:>A3 = [—xze

=> A3 =—+ A
Partie C :

On désigne par n un entier naturel non nul et on considere la fonction f;, définie sur
[0 ; + oo[ par f, (x) = x"e~**. On note (C,) la courbe représentative de f,, dans le repere
;D

1) Montrons que pour tout entier n > 1, f,, admet un maximum pour x = \/Z On note &, ce
2

maximum.

Pour toutx € [0; + oof ; f, est dérivable et sa dérivée est telle que :

Si f,(x) = xme*" => fla(x) =nx™1 x et —2xe™* x x" = x"1(n — 2x2)e~*"
=> ' (x) = x""L(n — 2x¥)e ™",

Pour tout € [0; + oo ;x""te** > 0. Alors le signe de f',, (x) dépend du signe de

n — 2x2. Posonsn — 2x?2 =0:>x=\/§

x 0 \/% +oo
|

fn(x) +

D’apreés le tableau ci-dessus :

VxE]O;\/g[;f’n(x) >0 et Vxe]\/g;+oo[;k(x)<0.
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D’ou f,, admet un maximum pour x = \/% et ce maximum est noté a,,

2) On appelle S,, le point de (C,) d'abscisse \/%
Montrons que, pour tout n, (C,)) passe par S,.

S, est le point d’abscisse % = 1. Son ordonnée est £, (1) = 5

Calculons f, (1)

(D) =¢et= % . Donc S, appartient a toutes les courbes (C,,)
Plagcons S, , S5, S3 ( Voir la figure ).

3) Soit la fonction g définie sur [0; + oo par g(x) = o3l 1+n(3)]
a-Etudions le sens de variation de g.

La fonction g est dérivable sur [0 ; + co| comme composée de fonctions dérivables et sa

dérivée est g'(x) =

1
7,1 , 1
§><§+E(—1 + ln%)] x g(x) =>g'(x) =Eln§xg(x)

g(x) = e(-1+13) gt positif pour tout x € 10 ; +oo[ ; donc g'(x) a le signe de lng.
Posonsln§> 0:>§> e & §> 1 =>x>2.

Ainsipourlesx >2;0nag'(x) >0 et lesx <2;onag'(x) <O.

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :

X 0 2 400
g'x) - +
1 400
gx)
e—l

- Vxe€ ]0;2[; g eststrictement décroissante.

e —————————————————
Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 6. Fonction Exponentielle. Page 473



Fonction Exponentielle - Fonction
puissance

- Vx€ ]2;+400[; g eststrictement croissante.

b-Montrons que pour tout entiern> 1, a,, = g(n).

n n n n n
a, = (\/é) Xe 2= enln\/; X e 2 = ef(ln?_l) = g(n) =q, = g(n)

En déduisons que tout point S,, ,on a une ordonnée supérieure a celle de S.

S, est le point de coordonnées (\/% ; g(n)); S, est le point de coordonnées (1; g(2)).
Puisque g est croissante sur ]2 ; +oo[ et décroissante sur ]0; 2[; alors admet un minimum
pour la valeur 2.

Pour tout x de ]0; +oo[; g(x) = g(2). Alors on en déduit que, pour toutn > 1; ona:
g(n) = g(2).

D’ou le point S,, a une ordonnée supérieure a celle de S,.

- Le probléme est composé de I'étude d'une suite de fonctions dépendant d'un parametre, puis de
la recherche d'une valeur approchée d'une solution d'une équation du type : f(x) = x.

Partie A :
Pour tout entier n strictement positif, on note f, la fonction numérique de la variable réelle

définie sur R—{—1} par: f,(x) = ixl)n

On note (C,) la courbe représentative def, dans le plan rapporté a un repére orthonormé (unité
graphique : 2 cm).

1) Déterminons la fonction dérivée 1, de f, et donnons I'expression de f’,, en fonction de f;,

etde f,41.
e ’ e*(x+ D'—n(x+ 1)t leX eX(x+ 1" (x+ 1) 1lex
= => = = —
fn(x) (x+ 1" f n(x) (x+ 1)2n (x+ 1)271 (x+ 1)Zn
_ e* _ e* e _ e*
TGt D x(r D2 Mt D ik (xt D20 (xt D (x DR

=> () = fu(x) —nfp1(x)

2) Etudions les variations de f;, et ses limites éventuellesen —oo; — 1 et + 0. (On
distinguera les cas ou n est pair et n est impair.)

e —————————————————
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ex
lim f,(x) = llm( T m—=0
X > —0o0 X > —oo X = —0o
e
lim f,(x) = lim (x+ o m—- = +oo
X > +oo X — +oo X — +oo

lim f,(x) = lim

. +o0 si nest paire
e
= et
(x P NCET {

—oo si n est impaire

x—- -1 x—- -1

lim f,(x) = lim e -

. +o0 si nest paire
e
—_— = et
(x+ 1" (0+)" {

+o00 si n est impaire
x - —17F x—-—17F
3) Démontrons que toutes les courbes (C,) passent par un méme point.

Soit A (;g) ce point tel que si toutes les courbes (C,,) passent par un méme point , alorson a :

fo(x0) = f1(xp).

X0 X0 — eX0 _ 1
fo(xo) = f1(xo) © (x+1)0 (x0+1)1<:>e Txp+ 1 <:>1_x0+1<:>

x0+1=1=>x0=0.

En remplagant x = 0 par sa valeur dans y, = f;(x) oudans y, = fo(xo); ona:

vo = f1(0) = T +1)1 = % =1 . D’ou toutes les courbes (C,) passent par un méme
: 0
point A(3).

4) Déterminons la limite de 2 lorsque x tend vers +co.

ex

. fa(X) . (x+ D" . e* . e* . e* . e*
lim == = lim = lim =lim =lim =lim =400
x x x(x+ 1" x(x+ 1" xXx™ n+1
X — +oo X — +oo X — 400 X — 400 X — 4+ X — +oo
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=>lim f—"ix) = +o

X > +oo

On peut en déduis que toutes les courbes (C,) admettent I’axe (y'0y) comme direction
parabolique.

Tracons sur deux figures distinctes les courbes (C;) et (C,).

= 4 0 1 2 X -2 11 0 1 2 X
__‘]_,, __‘]_,,
_21 —2L
Partie B

Pour tout entier n strictement positif, on note : I,, = fol frdx.

1) Démontrons que la suite (I,,) est décroissante et qu'elle converge.

La suite (I,,) est décroissante si et seulementsi I,,4 — I, <0

1 1
(x+ 1)ntl (x+ 1"

Pour tout x appartenanta [0;1]; (x + 1) > (x + D™ &

X

X . e e* . . .
Ore* > 0.Alorsona: GO <Gy - Enintegrant sur [0;1],0ona:

1 e* 1 e
fO de < fO mdx & 1n+1 < In & In+1 _In <0.
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D’ou la suite (I,,) est décroissante.
D’autre part si x appartient a [0;1]; alorsona:
0 <x<1
1 <x+1<L2
@ 1sEx+D)" <2"
1 1

@ — <
2n (x+ 1"

<1

ex
® <<
2n (x+ 1D

ex

<e*.Enintégrantsur [0;1]; ona:

flidx< i dx < [l e¥dx & — [ eXdx <I, < [ e*dx ©
0 2n 0 (x+ D —Jo 2n Jo = =Jg

Sl <t <[elh

e —

an < I, < e — 1. Alors La suite (I,,) est majorée.

Conclusion : La suite (I,,) étant décroissante et majorée, alors elle converge.

2) Déterminons en utilisant la relation de la question A).1), une relation entre I,, et [, ;.
D’apres la relation de la question A).1), ona: f', (x) = f,(x) — nf,41(x).

f'a(@) = f,(x) —nf,;1(x) . Enintégrantsur [0;1]; ona:

[ f L @dx = [ fu()dx —nf) frr () dx & [ 1y =1, — nlyis

S (D) = f0) 1§ =1, — nhyyy @ [[(D = £00) [§ =1, — nlpyy
@297—1=1n— nlyyq .

D’ou larelationentre I, etl,,qest: I, — nl,.4 = 297 -1

Partie C:

Le but de cette partie est de Détermine une valeur approchée de a.

Onpose:n = 2.

1) Démontrons que I'équation f,(x) = x admet une solution unique a dans l'intervalle E ; 1]

fa(x) =x < fo(x) —x = 0.Posons h(x) = fa(x) — x
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Sur I’intervalle E ; 1] ; h est dérivable et strictement décroissante, donc h réalise une bijection

de E ;1] vers I’intervalle [h(l) h(%)] =[-0,32;0,22].

Donc I’équation h(x) = 0 admet une unique solution notée «, dans l'intervalle E ; 1] telque

h(a) = 0.0r h(x) = f.(x) — x. Par conséquent I’équation f,(x) —x =0 < fo(x) = x
admet une solution unique «a telle que f,(a) = a

De plus h G) X h(1) < 0. Alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, « € E ; 1]

2) Etudions les variations de f', dans [3 ; 1] et en déduisons que pour tout nombre réel

x appartenant a l'intervalle [ 1] ;ona: 0<|f'5(x) |< 0,25

’ _ (x2—1)e* " _ (x2—2x +3)e*
f2() = +1)2 =>fa() =" v et [0 =7 >0

DouVx € Df'y; f ,(x) > 0. Par conséquent f', est strictement croissante sur E ; 1].
Dlolsiz<x <1;ona: f;(5) < f2) < f2(1) © =025 f,(x) <0
En appliquant la valeur absolue, ona: 0 < |f',(x) |< 0,25 & 0<|f',(x) |< %

D’ou vx € [ 1] ona:0<|f'(x)|< - (Ce qu’il fallait Démontre).

uy =0

3) Soit (u, € N la suite définie ar{
) Soit(un). Pty = folun)

a-Montrons que pout toutn € N*;ona:u, € E ; 1]
Onsaitque : u,,1 = fo(u,)
Pourn=0; ona:u; = f,(uy) =0)=1€ E ;1]. Vraie

7 * 1 H ’ H Al
Supposons la relationvn € N*,u, € [E ;1] est vraie et montrons qu’elle est vraie a I’ordre

n+1cest-a-direvn € N, u,,q € E ;1]
On sait que x € [ 1] frlx) € [ 1] et u, € [ 1] En posantx = u,, ona:

) € [551] @ wis € [551] car o) = .
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D’ou la relation est vraie a I’ordre n + 1.

Conclusion : pouttoutn € N*;ona: u, € E ;1] (Ce qu’il fallait Démontre).
b- Démontrons, en utilisant la question C.2, que pour tout entier naturel n :

s —al <5 lu, — al

On sait que d’apres la question C.2,ona: |f',(x) |< i.

Alors d’aprés le théoréme de I’inégalité des accroissements finis, on a :

Ifo(x) — fLl@)] < % [x — a| . Ord’aprés la question C.1,0na: f,(a) = a . D’ou
fo(x) —a| < %lx — al . Enposantx = u,,ona:|f,(u,) —a| < %lun - «af
Or f,(u,) = Up41 - D’0OU Uy —al < %lun — «af (Ce qu’il fallait Démontre).

P . 1/1\"
c- En déduisons que pour tout entier naturel n, |u, — a| < 3 (Z)

Onsaitqueae[%;l]@% <a<1l et uy, =0

. 1
Il vient que : Uy =5 Syp—a<uyy—1

& |u0—1|S|u0—a|S|u0—%|

1
1 1/1\° o, . . L,
=>|uy —al < 7 @ Jug—al < E(Z) . D’ou la relation est vraie a I’ordre n = 0
Supposons la relation est vraie a I’ordre n c’est-a-dire vn € N; ona:

1/1\" - . ) ., ) .-
lu, —a| < E(Z) Puis montrons qu’elle est vraie a I’ordre n + 1 c’est-a-dire vn € N;

1 /1\nt1
ona: |u,41 —al| < E(Z)

D’aprés Partie C 3)b),ona: |u,; — al S%Iun —al.

H 1 1[1/1\"
Par suite |u,+1 —al < §lu, — @l SZ[E(_) ]
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1 /1\n+1
7 N — < _ —
D70U fupsy —af < 12 (4)
. . 1/1\" , s
Conclusion : tout entier naturel n, |u, — a| < E(Z) .(Ce qu’il fallait Démontre).

Montrons que la suite (u,), n € N converge vers a.

. foo o T\
La suite de terme général - (Z) est convergente V n € N et converge donc vers 0.
Alorslim |u, —a|=0® limu, —a=0 & limu, =«
n — +oo n — +oo n — +oo

D’ou la suite u,, est convergente et converge vers a

-On consideére la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = xe;c—_+11
On note (C) sa courbe dans un repére orthonormé (o ; 7; j)d'unité graphique (4 cm).
Partie A : (Etude d'une fonction auxiliaire).
On définie la fonction g sur [0; +oo par g(x) = x + 2 -e€*
1) Etudions les variations de g, puis dressons son tableau de variation.
Dg = [0; +00[
g0 =1c¢et limg) = limx (1 + %—ex—x) =(+0)(1+ 0— o) = (+0)(—00) = —x
xX—>+00 x>+
gx)=x+2-e*=>g'(x) = 1-¢".
Posons g'(x) >0 @ 1-e*>0®e* <1 =>x<Inl=>x<0.
Ainsi pourlesx < 0, ona: g'(x) >0etpourlesx >0, ona:g'(x) <0
Nous en déduisons que V x € [0; +oo[ ; g est strictement décroissante.

D’ou le tableau de variation de g est le suivant :
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x 0

g' ) -

1

gt | T

© ---t-48

T

—00

Montrons que I'équation g(x) = 0 admet une solution a et que 1,14 < a < 1,15.

D’aprés le tableau de variation g est définie, continue et strictement décroissante de [0; +oo|
vers |—oo ; 1]et par conséquent I’équation g(x) = 0 admet une solution « telle que g(a) = 0

g(1,14) = 0,01

g(1,15) = —0,008 => g(1,14) x g(1,15)0< 0. Alors d’apres le théoreme des

De plus : {

valeurs intermédiaires il existe un unique a tel que 1,14 < a < 1,15.
2) En déduisons le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
D’apres le tableau ci-dessus, Vx10; a[; g(x) >0 etVx]a;+o[; g(x) <0

Partie B : (Etude et tracée de f).

. _erxgl)
1) Montrons que V x € [0; +oo[, 0na S0 = e I
_e*—-1 _ ’ _ef(xe* + 1) - (x+1)e* x(e*—1) _ e*(x+2-e*) _ eF*xgl)
f(x) T xe*+1 = f (x) - (xe* + 1)2 T o xe*+ 1)2 T (xe¥+ 127

Dol f '(x) = (j::—i(ﬁz (Ce qu’il fallait Démontre).

En déduisons le sens de variation de f.
ex

Pour tout x appartenant a [0 ; +oo], e

> 0. Alors le signe de f '(x) dépend donc du
signe de g(x). Or d’apres partie A) 2) ,ona:

Vx]0; al; g(x)>0.AlorsVx]0; a[; f'(x)>0

EtVx]a;+o[; g(x)<0.AlorsVx Ja;+o[; f'(x) <0

Nous en déduisons ainsi que :

V x ]0; a[; f eststrictement croissante.

Et
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V x |la;+oo [; f eststrictement décroissante.

1—e ™

x+e™*

2) a) Montrons que V x € [0; +oo[; f(x) =

L= () =j:((;‘_

eX— 11—

f(x) =

&Y
|~
~——
Ju
|
&
x|

xe* + 1 x——_x+e_x

@
=]

b) En déduisons lim f(x) .
X — +o

lim f(x) =lim lme? 120 1

x+e X 40 +0 4w

X > +00 x — 400
Interprétons graphiquement ce résultat.
Puis que lim f(x) = 0. Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale & la

X — +oo courbe (C).

1
a+1

3) Montrons que V x € [0; +oo[, f(a) =

D’aprés partie A)1),ona:g(a) =0 a + 2-e*=0=>e* = a + 2

e¥—1 e%—1

Drautre part, f(x) = —— =>f(@) = ——

Enremplacant e = a + 2 par sa valeur dans f(a ); ona:

(a+2)—-1 a+1 a+1 1

fla)==5 = = = =

ae“+1_a(a+2)+1 r:tz+20z+1_(oz+1)2 a+1

D'ouVx € [0; +oof, f(a) = alj (Ce qu’il fallait Démontre)
Puis déterminons I'équation de la tangente au point x, = 0
L'équation de la tangente au pointx, = Oesty = f'(0)(x —0) + f(0) =1(x) + 0 =x

D’ou y = x est I’équation de la tangente au point x, = 0.

4) Montrons que f(x) - x =

xe* +1
f(x)—xz e’;—l _x:ex—l—xzex—x zex(l—xz)—(1+x)
xe* + 1 xe* + 1 xe* + 1
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e (1-0)(1+x)-(1+x) _ (1+x)[e*(1-x)-1] _ (x+ D(e*—xe* - 1)

- xe* + 1 xe* + 1 xe* +1

=&t Demxer = 1 cg quil fallait Démontre)
xe* +1

D’ou f(x) - x
Etudions les variations de la fonction T(x) = e*—xe* - 1.
T(x) =e*—xe* -1
DT =[0; +o,
T(0) = 0
lim T(x) =lim e*~xe* -1= —
X > 400 x —> 4o
T(x) = e*—xe* —=1=>T (x) =— xe*
Pour tout x appartenant a [0 ; +oo[, e* > 0. Alors le signe de T '(x) dépend donc du
Signede —x. Posons —x =0=> x =0

D’ou le tableau de signe de T (x) est le suivant :

X 0 400

T(x) —

En déduisons la position de (C) par rapport a (T). Trace (C) et (T).
D’aprés le tableau de signe de T, Vx € [0; +oo[; T(x) <0 & f(x) - x =0
D’oll Vx € [0; +oo[ ; la courbe (C) est en dessous de la tangente (T).

Xl
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Partie C :

1) Déterminons une primitive F de f en utilisant la question 2) a) de la partieB.

1—e™™

x+e™*

D’aprés partie B2)a)ona:Vx € [0; +oo; f(x) =

Alors si f(x) = 1;— =>F(x) = nlx + e~ %| + k
2) Calculons en ¢cm? I'aire A du domaine plan limité par (C), la tangente (T) et droites
d'équationx =0etx =1

— e X

1 — 2 —x |11
P dx = 16cm?[In|x + e™*|]j

A= (4cm)? folf(x)dx = 16cm? fol

=In (He) x 16cm? = 5,01cm?

e

- Partie A :

Le plan est rapporté a un repére orthogonal (0 ; 7; j) L'unité graphique est 4 cm sur l'axe des
abscisses et 2 cm sur I'axe des ordonnées.

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = (2 + cosx)e! ~*. On note (C)la courbe
représentative de f dans le repére (O, T, I) .

1) Montrons que, pour tout x de R : f(x) > 0.

La fonction f est définie sur R par : f(x) = (2 + cosx)e! ~*.

D’autre part —1 < cosx < 1.Donc 2 + cosx >0 et e!=* >0

Donc pour tout x de R : f(x) > 0. (Ce qu’il fallait Démontre)

2) a- Montrons que, pour tout x de R : v2cos (x - %) = cosx + sinx

V2cos (x - %) =2 (cosx X cos% + sinx X sin %) =2 (cosx X g + sinx X g)

V2 xV2 V2 xV2 2 2 . .
=—; cosx + > smx=Ecosx+zsmx=cosx+smx

D’ou pour tout x de R, v2cos (x - %) = cosx + sinx. (Ce qu’il fallait Démontre)

b) En déduisons que, pour tout x de R : 2 + cosx + sinx >0

Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 6. Fonction Exponentielle. Page 484



Fonction Exponentielle - Fonction
puissance

2+cosx+sinx=2+\/§cos(x—%)=\/§[%+cos(x—%)] =\/§[ﬁ+cos(x—%)]

Alors 2 + cosx + sinx > v2(vV2-1) >0
D’ou pour tout x de R, 2 + cosx +sinx >0 (Ce qu’il fallait Démontre)
c- Montrons que f est strictement décroissante sur R.
La fonction f est dérivable sur R et sa dérivée est f'(x) = —(2 + cosx + sinx)e! ™% < 0.
D’ou la fonction f est strictement décroissante sur R.
3) a- Montrons que, pour tout x de R : e =% < f(x) < 3e! =%,
Pourtoutx € R; ona:—1<cosx <1

&2-1<2+cosx<2+1

& 1<2+cosx <3

@ 1xel™* <(2+cosx)e! =¥ <3el =~

el ™ < f(x) <3el™*
D’ol pour tout x de R : el ~* < f(x) < 3el ~*. (Ce qu’il fallait Démontre)
b- En déduisons les limites de f en +oco et en —oo.
D’aprésa),ona:el =% < f(x) <3el ™.
lime'=*=0 et lim3e! " *=0
X = 400 X = +0o0
Alors d’aprés le théoréme des gendarmes, ona: lim f(x) =0
X = 400
Deméme: limel ™ =+c et lim3e! ™ =+
X —> —00 X = —®

Alors d’aprés le théoreme des gendarmes, on a : lim f(x) = 4+

X > —o0
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c- Interprétons géométriquement le résultat obtenu lors du calcul de la limite de f en +co.

Puis que : lim f(x) = 0. Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a la
X = +oo Courbe (C) de f.

4) a- Montrons que, sur l'intervalle [0 ; 7] I'équation f(x) = 3 admet une solution unique o.

Puis que f est dérivable et strictement décroissante sur [0 ; 7], alors elle réalise une
bijection de [0;m ] vers [ f(); f(0)] = [e!™; 3e]. Orel™ <3< 3e

Donc I'équation f(x) = 3 admet une solution unique a sur l'intervalle [0 ; 7]

b- Donnons un encadrement de o d'amplitude 1072

£(0,87) = 3,012 > 5

£(0.88) = 2973 < 3 alors un encadrement de o d'amplitude 10~2 est donnée par

Puisque : {

087 <a<0,88
5) Représentons la courbe (C) sur [0; 4]

Le tableau de variation de f sur [0 ; 4] est donnée par :

0 4

x
f/x) -

3e,

@) \
0,07

Ainsi la représentation graphique de la courbe (C) sur [0 ; 4] est la suivante :
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Partie B :

On veut Calcule l'aire, A, exprimée en unités d'aire, du domaine limité par la courbe (C), I'axe
des abscisses, I'axe des ordonnées et la droite d'équation x = 1.

1) Montrons que : A=2e — 2 + fol el~tcostdt
La fonction f est positive sur [0 ; 1] donc I’aire A est donnée par :
S D | s B 1 1-
A= [ 2e' ™ dx = [/(2+cosx)e'dx = [ 2¢'¥dx + [ cosx x e’ *dx
=[-2e*]) + fol cosx X el *dx = -2+ 2e + fol cosx x el ™ dx . Enposant x = t,ona:

A=2e-2+ fol el~tcostdt
1ot 1tq;
2) On pose | = _[Oe Costdtet J :j e 'Sint dt

a- A I’aide de deux intégrations par parties, montrons que :
I = —cosl +e-Jet] = —sinl + 1

1
Ona:l = JO Cost e*'dt , faisons une intégration par parties :

u(t) = Cost => u'(t) = — sint

V() =el Tt =>v (t) = —elt
o1t [Toias alot
=>] =[- Coste'™t ]0 —IOS|nte dt

= —Cosl + Cosel-] = —Cos1 +e-J=>1=—Cos1 + e-]
De méme, on integre par parties J en posant :
w(t) = Sint => w'(t) = cost

vt)=el"t =>v (t)=—e!t
o Al 1 1t . .
=>J=[—S|nte ];+LCoste dt=—Sinl.e° + I=—sinl + I

Dol J = —Sinl + I
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b) En déduisons la valeur de I

Des relations précédentes obtenues, on en déduit :

I = —cosl+e-] =—-Cosl+e+sinl-1=>
2] = sinl-Cos1l + e => I=%(sin1— Cos1 + e)

3) Déterminons la valeur exacte de A en unité d’aire puis donnons une valeur approchée de A a
1072 prés.

On obtient finalement A= -2 + 2e + 1 = -2 + ;e + % (sin1- Cos 1) etune valeur
approchée de A par défaut est A = 4,94 (u. a).

Partie C :

sinx

Soit h la fonction définie sur R par h(x) = —1 —

2+ cosx
1) a- Montrons que h admet des primitives sur R.

sinx

La fonction définie sur R par h(x) = —1 — est dérivable sur R donc elle admet des

2+ cosx

primitives sur R.
b) Déterminons la primitive de H de h qui prend la valeur 1 + [n3 en 0.
sinx

Onsaitque Vx € R; 24 cosx >0eth(x) = —-1—

2+ cosx |

=> H(x)=In(2 +cosx)-x +k

Si cette fonction prend lavaleur 1 + In3enOalorsH(x) =1- x + In (2 + cosx)

1) a- Déterminons In (f(x)) pourtout x € R; ona:Vx € R; f(x) > 0etl’onobtient:

In (f(x)) =In[(2 + cosx)e?™ | =In (2 +cosx) +Inel™ =1- x +In (2 + cosx)
= H(x)

b) Etudions le sens de variation de la fonction H

On a peut résumer les variations de H dans le tableau suivant :
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X —00 + oo
f() +oo
\ 0
+o0
H(x)
—00

Alors Vx € R; H est strictement décroissante.

3) a-Soit ( I") la courbe de la fonction x — 1- x + In (2 + cosx) et soit (A) la droite
d’équation y = — x + 1. Etudions la position relative du ( I") et de (A)

Pour étudier la position relative de ( I") et (A), on étudie le signe de H(x) - y.

Posons H(x) - (—=x + 1) >0& 2 +cosx =2 2-1=1

Alors on obtient: H(x) — (—x + 1) = 0 et par conséquent ( I") est au dessus de (A).

b) Déterminons les abscisses des points communsa I et A

PosonsH(x)-y = 0 HXx)- (—x + 1) = 0& In(2+cosx) =0

&cosx =—1=>x =n+2kmavec ke€Z

4) a- Equation de la tangente a (I"') en 0

y = H(0)(x-0)+ HO)=>y = —x + 1 + In3.

b) Etude de la position de ( I") et la tangente (T)

Etudions le signe de H(x) - (—x + 1+ [n3)

Hx)- (—x + 1 4+ In3) = In(2 + cosx) - In3

Soit puisque 2 + cosx <2+ 1 =3 < In (2 + cosx) < In3 . Alorsona:
H(x) - (—x+ 1+ I[n3) < 0. Et par suite, la courbe ( I") est au dessus de (T)

5) Montrons que la courbe ( I") est contenue dans une bande du plan limitée par deux droites
paralléles dont on Donnera des équations :

Onsaitque Vx € R; 1 <2+ cox < 3. Alors en appliquant la fonction In sur I’inégalité, on
obtient :
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Inl1 <In(2+ cox) < In3

& 0<In2+cox) <In3

& 1-x<1-x+m@2+cox) <1—x+1In3
& 1—-x<HX)<1-—x+1In3

Donc la courbe ( I") est contenue dans la bande limité sur les deux droites paralléles (A) et

(1)

- Partie A :

Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 1067

s On note (C)la courbe représentative de f

dans le repére (0 ; T; J) (Unité graphique 1 cm).
1) a- Déterminons la limite de f en —oo.

1

0% _ i 10@ _ 0
X44

0+4 4

lim f(x) = lim =0

e

En écrivant f(x) = 10 — % ; déterminons la limite de f en +oo.
lim f(x) = lim10 - —— =lim 10— 22=10-0=10
e* + 4 e*
X -+ x> +oo X = +0o0

En déduisons I’équation des asymptotes a la courbe (C)
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limf(x)=0

X = —o0

Alors la droite d’équation y = 0 est asymptote horizontale a la courbe (C) en —oo

lim f(x) = 10. Alors la droite d’équation y = 10 est asymptote horizontale & la courbe (C)
X = +oo en +oo

b- Calculons la dérivée f’'de la fonction f puis dressons le tableau de variation de f.

10e*(e® +4) —e*x10e* _ 10e¥(e* +4—e%) 40e*

_10e* __ _ _
f@=5m e = (e* + 4)2 N e _(ex+4)2>0

D’ouV x € Dy ; f eststrictement croissante et le tableau de variation de f est le suivant :

—00 400

X
f1e) +

10

£ /
0

2) Déterminons une équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse In4.

L’équation de la tangente (T) a la courbe (C) au point d’abscisse [n4 est donnée par :
y=f'(lnd)(x — In4) + f(lnd) =>y = 5?(x —In4)+5= %x —5n2+5
D’ou la tangente (T) a pour équation : y = %x —5In2+5

3) Tragons sur un méme graphique la courbe (C) ; ces asymptotes et la tangente (T).

12+

11+

10

o1

\ 4
\ 4

o
I L

-1110-9-8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314 x
-2
_3l
—4q1

_5]
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Partie B :

Une entreprise fabrique un certain produit P. On appelle x le nombre de tonnes de produit
fabriquées.

On note C(x) leur co(t total de fabrication, exprimé en milliers d’euros.

La fonction colt marginal, C’ est la dérivée de la fonction C.

Pour tout x € [0; +oo[, ona C'(x) = f(x); ou f est la fonction étudiée dans la partie A.
De plus , on suppose qu’il n’ya pas de charges fixes, donc que €(0) = 0.

1) a- Montrons que le co(t total est donnée par C(x) = fox f()dt.

Pour tout x € [0; +oo[, ona: C'(x) = f(x) . Intégrons cette égalité sur [0 ; x] ; alorsona:
Jy €' Gdt = [ f(de @ [CO]F = [, f(®)dt & C(x) - €(0) = [; f(D)dt.

OrC(0) =0.D’0l C(x) = foxf(t)dt. (Ce qu’il fallait Démontre).

b- Exprimons C(x) en fonction de x.

COO = [ F®dt & ) = [F2 de = 10 [F=S—dt =10[In(e’ + 4T

0 et + 4 et + 4
= 10In(e* + 4) — 10In5 = 10[In(e* + 4) — In5] = 10In (exTH)
c- Déterminons le codt total de 5 tonnes de ce produit P

(On Donnera la valeur exacte, puis la valeur arrondie a la dizaine d’euros pres).

€5 +4

Le co(t total de 5 tonnes du produit P est donnée par C(5) = 10ln( ) = 34,17euros.
)

X

2) On appelle C,, (x), le colit moyen défini, pour tout x € [0; +oo[ par C,, (x) =
a- Exprimons C,, (x), en fonction de x.

C(x) _ 10[”(6 5+4) 10 eX +4
Cn() = 522> Cn ) =— = = 2in (57)
10In(1 +4e™%) __10in5

X

b- Vérifions que, pour tout x € [0; +oo[; C,,(x) =10 +

eX +4

4
101n( 5 ) _ 10In(e¥ +4) —10lns _ 10m[e*(1+ )] -10m5

X X

Cn(x) =
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__10me*+In(1+ 4e7*)-10In5 _ 10x +In(1 + 4e *)—10In5 _ 10 + 10in(1 +4e™*) 10In5
x x x x

10in(1 +4e*)  10In5
x x

D’ol pour tout x € [0; +oo[;0ona: Cp,(x) =10+

c- En déduisons la limite de C,,(x) en +oo.

10in(1 +4e™*) 10In5

lim C,,(x) = lim 10 + =104+ 0—-0=10

X — 400 X — +oo

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0 ; 7; j), unité graphique : 2 cm.
Partie A :

1) Soit g la fonction numérique définie sur |- ; 0[ par g(x) = cox?x + cosx — 1.
a) Montrons que g est dérivable sur |- ; 0[ et que g'(x) = —(1 + 2cosx)sinx.
g est la somme de deux fonctions dérivables sur |- ; 0[, alors g est donc dérivable sur
]—rt ; O[.
g(x) = cox?®x + cosx — 1 => g ®) = 2(=sinx)cosx — sinx = —2sinxcosx — sinx =
—(1 + 2cosx)sinx.
D’ou g'(x) = —(1 + 2cosx)sinx.
b) En déduisons que g'(x) < 0 pour tout x € ]—n ; —2?”] et que g'(x) = 0 pour tout x €
-5 0

3

Vx € |-m;0[, —sinx > 0 alors le signe de g’(x) dépend de celui de 1 + 2cosx. Posons

1+ 2cosx =0 & cosx = —% & cosx = —cosg & cosx = cos (n —g)

a=p+2kn
Or cosa = cosf & ou aveck € Z

a=—0+2kn

x=(n—%>+2kn x=2§+2kn
Donc cosx = cos (n - g) & ou avec k € Z< ou keZ
x=—(n—g>+2kn x=—2?n+2k7r

Puisque x € |- ;0[, alors la seule valeur & retenir est x = —2?” + 2km

Etudions ainsi le signe de 1 + 2cosx sur ]—n ; —%ﬂ] et sur [—%ﬂ ; 0[.
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& cos(—m) < cosx < cos (— ?”)
2m
& cos(m) < cosx < cos (?)

& cos(m) < cosx < cos (n — g)

Donc Vx e]—n;—%ﬂ],l + 2cosx <0
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& cos(m) < cosx < —cosg

-

& —1<cosx < —=

N

& —2<2cosx < —1

& —1<1+4+2c0sx<0

Etudions ainsi le signe de 1 + 2cosx sur [—2?” ; 0[

2 2
Sur[——ﬂ;o[, ona:—?ﬂSx<0
2
& cos (—?) < cosx < cos(0)

2
& cos ?n) < cosx < cos(0)

(
& cos (n - %) < cosx < cos(0)

Donc Vx € [—%” ;0[,1 + 2cosx > 0

& —cos (g) < cosx < cos(0)

& —%Scosx<1
& —1<2cosx <2

& 0<1+2cosx<3

Par conséquent g'(x) < 0 pour tout x € ]—7‘[ ; —%ﬂ] et g'(x) = 0 pour tout x € [—%ﬂ ;0[.
c) Dressons le tableau de variation de g.
2
X - - '.B 0
—sinx + 1+
1+ 2cosx — L+
g'(x) - . T
-1 ! 1
gx) 1
_5
4

2) a) Montrons que I’équation g(x) = 0 admet une solution unique S sur]—rt ; 0[ et
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s s
ee]-2,-7
D’apres le tableau de variation de g, on a:

- Pourtoutx € ]—n ; —%ﬂ] g est définie continue et strictement décroissante

sur]—n ; —2?”] Donc g réalise une bijection de ]—n ; —Z?H] Vers g (]-” ; _2?71 ) -

[—% ; —1[. Comme 0 ¢ [—Z ; —1[,alors I’équation g(x) = 0 n"admet pas de

. 2
solution dans ]— w;— ?”]

- Pourtoutx € [— 2?” ; 0[, g est définie continue et strictement croissante

sur [—2?” ;0[. Donc g réalise une bijection de [—2?” ;0[ vers
g ([—2?” ;0[.) = [—% ; 1[. Comme 0 € [—% ; —1[,a|ors I’équation g(x) = 0 admet une
solution unique B dans —2?” ;0[
Montrons que 8 € ]—E E[

3°'7 %
(g(-%)=-1
l (3e)t 4_ L L
'>g( 3)X9( 4)<0'

lo(-1) - 2

Alors d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, 8 € ]—g ; —%[

Conclusion :

L’équation g(x) = 0 admet une solution unique 8 sur |- ; 0] avec B € ]—g ;—%[ .

b) En déduisons le signe de g sur |- ;0]

De ce qui précede et d’apres le tableau de variation de g,on a:
- Pourtoutxe]—n;ﬁ[, gx) <.
- Pourtoutx €]B;0[, g(x) > 0.
- Pourx=8,gx)=0=g(B)=0

Partie B :
Soit f la fonction numérique définie sur |- ; +oo| par :
_2sin@x) | 1 . .
f(x)_1+cosx+2 SLXE]—T[,O]
et
3 .
f(x)=2—m six €]0;4oo][
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On note (Cf)la courbe représentative de f.

1) Etudions la continuité de f en 0.
f estcontinue en O si et seulement si lim f(x) = lim f(x)
x> 0" x -0t
Continuité a gauche :

, . (2sin2 1 2(0)
lim fG0) = tim (002 +3) = Ty

x— 0" x—- 0"

Continuité a droite :
) . 3 3 1
lim f) =lim (2= 7)) =2 -7 =25 =73
x -0t x — 0t

Puisque lim f(x) = lim f(x) = f(0) = % . Alors f est continue en 0.

x—- 0" x- 0"
2) Etudions la dérivabilité de f en 0.
fCO=fO) . fx)=f(0)
— = lim—/————

x— x—0
x—- 0" x—-07F

f est continue en 0 si et seulement si lim

Dérivabilité a gauche :

2sin(2x) 1 1
. f(x)=f(0) . 1tcosx ' 2 2 . 2sin(2x) . 4sinxcosx
lim—————= |im———————————— = |im——————— = lim ——————
x—0 x x(1+cosx) x(1+cosx)
x -0 x -0 x -0~ x -0

. sinx cosx 1
= lim 4 X =4X1Xx=-=2
X 1+4cosx 2

x—- 0"

fQ)-f(O)
x—0 -

x - 0"

Donc lim 2

Dérivabilité a droite:

s 3 1 33 3(1— 2 )
mf(x)—f(o): , e3X41 2 2 e3%41 g2 e3X41

li
x—0 x X x
x - 0t x - 07 x - 0% x - 0%
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— im 2 « e3x—1 _ 9xe3x—1>< LU SURUE S
= (@) T 3x e3x—1" 2 2 4
x - 07 x -0t
—f(0) 9
x—0 4
x—-07F

lim

x—- 0" x -0t

Puisque lim % * %. Alors f n’est pas dérivable en 0.

En déduisons une interprétation géométrique des résultats obtenus.

La courbe (Cf) admet au point d’abscisse 0 deux demi-tangentes (T;) et (T,) de coefficients

. . R 9 .
directeurs respectifs 2 a gauche de 0 et 78 droite de 0.

3) a) Calculons lim f(x)
X > +oo

limf(x)=lim(2—ﬁ

X — 400 X — +oo

)=2—0=2

b) Montrons que pour tout x € |-m;0[, ona: f(x) = W+%

f(x) _ 2sin(2x) 1 _ 1—cosx (25in(2x)) n 1 _ (1—cosx)(2sin2x)
1+cosx 2 1—cosx 1+cosx 2 (1—cosx)(1+4cosx)
_ (1—cosx)(4sinxcosx) 4 1

1—cos? 2

1
t3

En déduisons lim f(x) = +oo
X —> —TT

lim (A0=Co0StxC0sx | 1) _ )iy (HAcossinzcost 1)

1—cos2x 2 sinlx 2
X = —T X —> -1
- lim (4(1—c¢?sx)cosx + 1) _ -8 + 1 - 4o
sinx 2 0 2
X —> -1

¢) En déduisons les asymptotes de la courbe (Cf).

lim f(x) = 2. Alors la droite d’équation y = 2 est asymptote horizontale
X = 400
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lim f(x) = +oo. Alors la droite d’équation x = —1 est asymptote verticale
X = —T

4) a) Calculons f'(x) pour tout x € ]0 ; +oo[

3
Pour tout x € ]0;+[, ona: f(x) = 2—%3 "(x) =36—xz> 0.
e’*+1 (e3x+1)

En déduisons le sens de variation de f sur ]0 ; +ool.

De ce qui précéde, on en déduit que Vx € ]0; +oo[, f est strictement croissante.

. .ol _ 49
b) Montrons que pour tout x € |-m;0[, ona: f'(x) = Ticos
. . __ 2sin(2x) l
Pour toutx € |-m;0[, ona: f(x) =T —+5
2c0s2x(1+cosx)+sinx(sin2x) 2cos3x+4cos?x—2 cos3x+2cos?x—1
=> ! = = = P
fie)=2x (1+cosx)2 Zx (14cosx)? 4x (14cosx)?

La forme factorisée de cos3x + 2cos?x — 1 en posant cosx = X, ona:
X342X2-1=X+1DX*+Xx-1)

(cosx+1)(coszx+cosx—1)
. ! —
Donc pour tout x € |-m;0[, f'(x) = 4 x Arcoso?

-4 g0 490
(14+cosx)?2 ~ (1+cosx)?

En déduisons le sens de variation de f sur |- ; 0].

Pour tout x € |- ;0] 4 2 > 0. Alors le signe de f'(x) dépend du signe g(x).

" (T+cosx)?
Or d’apres Partie A2)b),ona:
- Pourtouth]—n;ﬁ[, g(x)<0=>VxE]—7T;,8[, f'(x) <0
- Pourtoutx €]8;0[, glx) >0 =>vxelp;0[, f'(x) >0

c) Dressons le tableau de variation de f sur ]—m ; +oo[.

X - B 0 4w
f'(x) - [ +
+oo : 2
fB)
5) Construisons la courbe (Cf), ses asymptotes et ses demi-tangentes au point d’abscisse
0.
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Y
v

Partie C :
On admet que tout x € [1,5;2],0na: 0 < f'(x) S% (R).

1) Soit h la fonction numérique définie sur [1,5; 2] par : h(x) = f(x) — x.
Etudions les variations de h
Vx €[1,5;2], h(x) = f(x) — x. h est dérivable sur [1,5 ; 2] comme somme de deux fonctions
dérivables sur .

h(x)=f(x)—x =>h'(x)=f'(x)—1.0r"(x) < % < 1.D’o0 h'(x) < 0 et par conséquent
h est strictement décroissante sur [1,5 ; 2].

En déduisons que I’équation f(x) = x admet une solution unique a € [1,5; 2].

( _ Cqic_Qc__3
h(15) = f(1,5) = 1,5 = 0,5 — 5= ~ 0,45

et => h(1,5) x h(2) < 0.

(h(2) = F(2) -2 =—-0,007 = —7.1073

h est continue et strictement décroissante sur [1,5 ; 2]. Alors h réalise une bijection de [1,5;2]
sur h([1,5;2]) = [-71073; 0,45].0 € [—7 » 1073 ; 0,45], donc 0 admet un antécédent
unique a € [1,5; 2] telque h(a) = 0 et par conséquent I’équation h(x) = 0 admet une
solution unique a. Or h(x) = 0 & f(x) = x.

D’ou pour tout x € [1,5;2], f(x) = x admet une solution unique a € [1,5; 2]

uo = ,5
Upt1 = f(u
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a) Montrons par récurrence que pour toutn € N, u,, € [1,5; 2]. (On pourra utiliser la
relation (R))

Soit P, lapropriété : vn € N; u, € [1,5;2].

- Pourn=0,0na:uy,=15€][15;2]. D’ou P, vraie.
- Supposons P, vraie et montrons P, vraie : Puisque u,, € [1,5;2] ; a € [1,5;2] et

pourtout x € [1,5;2];0na: 0 < f'(x) S%

. ra a a 1
Supposons u,, < a, alorsona.qudeSfunf’(x)dxsfu" Zdx ©
1 a
0 < [F(0)]e s[—x] &
n 2 up
1
0<f@)~fu) <3 (a—1u,) @
1
Osa—up <3 a—u,) @
1
aSa—un+1+aS§(un—a)+a©
aSun+1S%(un+a).OrunS2etaS2=>un+aS4.D0nc:

1,5<a<u,q S%(un+a)S2:>1,5Sun+1S2

Ainsi u,,, € [1,5;2] et par conséquent P, ,; vraie.

Supposons maintenant u,, > «, alorsona:
Un Un 21 up 1
Jorodx < [N f')dx < [ " 5dx &
u 1. 1%

0l < [3x] "

271y

1

0<f(u)—fl@) <5, —a) @

1
OSunH—aSz(un—a)@
a<uU,qq S%(un+a).0run <2et a <2=>u, +a <4 Parsuite:

15<a<u,4 S%(un+a)S2=>1,5Sun+1S2

De méme u, . € [1,5; 2] et par conséquent P, vraie.
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Conclusion : pour toutn € N, u,, € [1,5;2].

" 1
b) Montronsquevn € N*; ona:|u, —a| < glun—1 — aletque:

1 1 n+1
lu, — «al Sz—nluo —a| < (E)

Pourtout x € [1,5;2];0na: f'(x) < % et f' est continue sur [1,5; 2] ; de méme :
u, €[1,5;2] ; @ € [1,5; 2]. D’aprés I'inégalité de la moyenne on a :
e 1 . 1
|f; ie)) dx| < §|un—1 — al. Soit |f(u,—1) — f(@)| < §|un—1 - al®
1
|un - al < Elun—l - (ll
Considérons la propriété P, la propriété : vn € N; |u, — a| < zi" lug — «af .
- Pourn=0,0na:|uy—al< ziolu0 — «al.D’ou P, vraie.

- Supposons B, vraie et montrons P, ., vraie :

1 1
Ona:|u,4; —al Szlun— al. Or |lu, — af Sz—nluo— a

YA
=> Uy —al < (§> (2—n|uo - al)

1 . .
=> Uy —al < Flu0 — a et par conséquent P, ,; vraie.

. 1
ParsuiteVn € N; |u, — af S?Iuo— al .

i i 3 . 1 n+1
c) En déduisons par récurrence que vn € N*,ona: |u, —a| < (E)

L 1
De ce qui précédeona: |u, — a| < 7|u0 - al.

D’autrepartona:15<a <2 &
—2<-a<-15®

U—2<yy—a<uy;—15.0ru; =15

1
—05suy-as0®-3<uy—-as<0
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1
= |ug— al <3
. 1 1 1\t
Ce qui donne alors |u,, —a| < 3 @ u, —al < (E)
. 1 n+1
D’ou vn e N*,ona: |u, —a| < (5)

d) En déduisons que la suite (u, ) est convergente.

Onavn €N |u, —al < @)nﬂ @ lim |u, —al = lim (%)Hl .Or lim (%)n+1 =0

n — +oo n — +oo n — +oo

2 limlu,—al=0 ©®limu, =«a
n — +oo n — 4o

D’ou (u, ) est convergente et converge vers a.
e) Déterminons un entier p tel que pourn > ponait: |u, —a| < 1073

n+1
On sait que |u, — a| < (%) .

i i : . 1 n+1
Pour avoir |u, — a| < 1073 ; il suffit d’avoir (E) <1073 .0raP = ePln@

n+1 1 1
=> (%) <1073 @ e < 10736 In [V < 1n107?

& (n+ 1)ln% < —3[n10© —(n + DIn2 < 31104 (n + 1in2 = 3in10
_ 3Iln10 3ln10 3%2,30

=>n+1=> 2 QHZW—].@TIZ 0.69 -1

=>n=9

Dolip=9=>|ug—a| <1073

Remarque : uq est une valeur approchée de a a 1073 prés.
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