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Guide du Candidat au BAC ***Etude des fonctions numériques **** BEMBUS-MALI

Etudes de fonctions numeériques f(x)

Géneralite
L’étude d’une fonction numérique passe par les étapes suivantes

Etape 1 : Domaine de définition
Fonction polynéme : f(x) = ag + a; * x'+.. +a, * x* =¥ Df = |—oo; +oo[

Fonction rationnelle : f(x) = % = est définie ssi B(x) # 0.

Fonction irrationnelle f(x) = ,/A(x) =» Est définie ssi A(x) = 0.
Fonction logarithme f(x) = In A(x) = Est définie ssi A(x) > 0.

Etape 2 : limites aux bornes

Etape 3 : Signe de la fonction :

o Si f(x) > 0: f(x) est positive
o Sif(x) < 0:f(x) est négative.

Etape 4 : dérivée premiere (Sens de variation,)
o Sif'(x) > 0: f(x) est eroissante
o Sif'(x) < 0: f(x)est decroissante.

Etape 5 : Tableau de variation

X Xo du, Df et de f(x)
f(x) | Signede f’(x)

f(x) .| Sens’de variation

Etape 6 : representation graphique

e Intetsection avec I’axe des abscisses f(x) =0

e Intersection avec I’axe des ordonnées  {(0)

¢ Asymptotes a la courbe :
o | verticale AV?x=x, =2 MNef(x) = o0
o’ horizontale AH?y=b = [Lmiles(x) = p
o obligueAO? D:y=ax+b

e Position de la courbe C par rapporta D :
o Sif(x)—y>0:Cestau-dessus de D
o Sif(x)—y<0:Cestau-dessous de D

e Tableau des valeurs

e Le graphe

Bemba B TRAORE 76 43 95 33 /69 50 23 20 — Le document est protégé par Allahou Djabarou E\



Guide du Candidat au BAC ***Etude des fonctions numériques **** BEMBUS-MALI
|.- Domaine de définition d’une fonction numérique

Fonction polynéme : f(x) = ag + a; * x' + ay * x*+.. +a, * x
est définiesur R Df = ]—oo; +oo
Exemple : f(x) = 5x* —x + 2 est définiesur R Df = ]—oo; +oo[

i : A
Fonction rationnelle de type : f(x) = %
est définie ssi B(x) # 0.

Exemple: f(x) = xffl est définiessix? —1 # 0P x+ -1 et x+1

Df = ]—oo;—1[ U |-1; 1[U ]1; +oo[

Fonction irrationnelle de type f(x) = \/A(x)
Est définie ssi A(x) = 0.

Exemple : f(x) =4 —x* est définie ssi 4 — x2> 0 =2 c’est le signe du
trindbme : le signe de « a » (-) a I’extérieur des deux\racines=2 et 2 et le signe
contraire (+) entre les deux racines 2 Df = [—=2;2]

Exo : Déterminer le domaine de/définition des fonctions suivantes

A(x) =x*—3x+2 F(x) = 1’2‘:: Kx)=vx—-2
B(x) =22 G(),= == L(x) =/x*+2
€0 =i HO) = o (M@ =V¥ 1
D(x) = 2= 1) = 2 N(x) =2 + [x]
E() = 225 J@ =75 P =2
Solution

A(x) = x*=3x +\2/est définiesur R Df = ]—oo; +oo|

x+3

B(x) ~& est définiesix #0 Df = ]—oo; 0 U ]0; +oof

K(x) =4x—2 estdéfiniesix—2=>0 Df =[2; +oof

L(x) =V x*+ 2 estdéfiniesur R Df = ]—oo; +oo[ car x>+ 2 > 0 n’est
pas factorisable donc > 0 car a > 0. (Note : si ax? + bx + ¢ n’est pas
factorisable alors le trinbme est du méme signe que a)

M(x) = vx*— 1 est définiesi x> —1>0 (ontrouvex=-letx=1,le

signe du trindbme)

Df =[-1;1]
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Guide du Candidat au BAC ***Etude des fonctions numériques **** BEMBUS-MALI
I1.- Calcul de limites

Calcul de limite au point xy 7 f(x) = f(xp) =1
Retenons bien ceci :

Calculer la limite au point x, revient a calculer si possible f(x,).
Exemple : L' (3x —5) =3+2-5=1

Exemple de calcul de limites au point X,

Enoncé Solution

Lim (3x — 5) Lim 3x —5)=3x2-5=1
Lim (ﬂ) Lim (ﬂ) _01_ 4

20 \x+1 =0 \x+1) — 0+1

Lim (xz—x+2) Lim (xz—x+2) _0-0+2 1

x>0\ _x42 =0\ _x+2 ) —0+2
Calculer la limite au point xq revient a calculer fi(xg).

Les formes indéterminées "' £ (x,)

Le Calcul de f(x,) peut étre compliqué ce'quirconduit a des formes indéterminées.

Les 4 formes indéterminées (retepues auniveau-secondaire)

0 © — 00 4+ 00 0x o

0 oo

Les limites en un point

Sia>0¥ " A< +oo ok In (x) = — oo
Sia>0-)x£f{,'1§:—oo L xin (x) = 0
: Lim" a __ im In(x+1)

< — = — 00 Lim n{x+1)
Sia< 0=, o+ - _— — =1
; Lim @ _ Lim In(x)
Sia<Qd 50 - = t© =1

Limite au point x, a gauche et a droite
e Limite agauche , i™ f(xy) = oo
o Limite adroite . "™ f(x) = + oo

x-xgt
NB : un nombre sur zéro = + o«
¥5 -5 +5 -5
—_— = (00} _——= —_— = —00 —_—= o0
ot * ot 0~ 0~ +
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Guide du Candidat au BAC ***Etude des fonctions numériques **** BEMBUS-MALI
Cas de dénominateur un binbme ax + b
Rappelons que : ax + b est du signe de « a » a droite et le contraire a gauche.

s it Limite (17X
Calcule la limite “7*E (;)

imi 1- 1-5 -5 .. \ N .
Limute (ﬁ) =c==5 Oon calcule la limite a gauche et a droite de 5

[x—5 - 5 + |
Limite (1-x\ _ -5 _ Limite (1-X\ _ -5 _
()= e e o5 i) T T T

. . Limit X
Calcule la limite Limite (;)

imi 3 3 .. N R {
Limite (L) = === oncalcule la limite a gauche et a droite,de 3

3—x 3-3
| 3—x | + 3 - |
Limite (X \ _ 3 _ _ Limite (_* ) _ 3 +Héo
x-3% \3—x) 7 o~ T x =37 \34x) " of

Cas de dénominateur un trindbme ax? .+ bx +.c

ax? + bx + ¢ est factorisable (A > 0) e trindGmefest du signe de « a » a I’extérieur

de x; et x, et du signe contraire entre x, et .

lax®+bx+c | Signe«a»  x\_ Signe -a» X Signe «a»

imi +3 4 L N N .
et (x—) = = ofcalculeyla limite & gauche et a droite de 1

x2—-3x+2
(x2—3x+2 | + 1 - 2 +
Limite x+3 0 i_ Yoo Limite x+3 4 0
Xx-=17 \2_2405) & oFl. x-1" \G2_2,22)  o-
xX<—=3x+2 0 x<—3x+2 0

imi 1- -1 .. R N .
Limite (—x) = —on calcule la limite a gauche et a droite de 2

4~ x2
|4 —x? | - -2 + 2 -
Limite (1% _ —1 _ — oo Limite (1-x\ _ -1 _ +00
x -2 4—x2) ot x-2%Y \4_x2) = o- —

Exemple a faire : Calcule la limite

Limite ( —x ) Limite ( 7-x ) Lim ( E)
X2 \_x+42 X2 \4-2x x>0~ x

Limite (2x+5) Limite ( 2x+1 ) Lim ( E)
X=1 \x-1 X==2 \5x+10 -0t \ _y
Lim (L) Lim (ﬁ) Lim (Zx—S)

X227 \ x—2 x-07 x x-1" \ 7

o . Y 9 . Lim _ -
Calcul de Limite a infini , ;{0 f(x) = f(£o) =1
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Guide du Candidat au BAC ***Etude des fonctions numériques **** BEMBUS-MALI
Retenons bien ceci : Calculer la limite a I’infini oo revient a remplacer x (du
plus haut degré) par I’infini si possible.

Note : (—0)% = +00; (+00)% = +00; (=00)* = —00; (+00)* = +o0
Retenons que : a>0

tot+a=to | L-p [X_ 4 ==
—00 0+ 0+
400 a —-a +a
= = _— = — = —00 — = —O00
+00 a>0 = 0 - -

a
Vx? = |x| = —x quand x tend vers — o
/x2

= |x| = +x quand x tend vers + o

Exemple :

oo (= Tx +2) = 2% (x) = (+00)% = oo

Lim (1—x) _ Lim (—_x) — 1
X—+00 - x—>+4oo -

x+1 X
Lim (x2—5)= Lim (x_2)= Lim (1)=_1_=0
x>+ \ 32 x—+00 \ 3 x—>+o0 \ o o3
i x*-5 i x? i x +00
Lim — Lim [* ) _ Lim (*) _ 1T __ +00
X2+ \gx—1) =~ X2F® \4y)  AXPFTRNg) T 4
Lim 5x+3 _ Lim (5% _ “Lim“W5x) _ 5
v \Tam) - e (GaL ™ o= 7)) T
Lim 5x+3  \ _  wim (83X _"Lim (5_) - _5
20 \Va2—7x+1 A % 270 \—x
Exemple : calculer Ia limite
Lim ( 5x+3 ) Lim ( 5x+3 ) Lim (\/ 2x2—x+1 )
X2+ Vx2LTx+1 oo VxZ-7x+1 x>+ 3x2+2x-5
Lim BV, 2x2—x+1 Lim vV 5x%2—x+1 Lim Y, 5x2—x+1
177 \3xZr2x-5 xohee 2x-7 o 2x-7
Lés limites a I’infini
B 1 . . ex . X
i . 0 i ate®=+o U0 o too 2T o 0
; ; x o In (x)
Les limites des fonctions circulaires
Lim Sin(x) _ 1 Lim _ X _ Lim tan(x) _ 1
=0 20 tan (x) x-0
Lim x Lim 1-cos(x) _ Lim 1-cos(x) _ 1
x—-0 sin (x) - x-0 x - x-0 x2 )

Comment lever I'indétermination

Le Calcul de f(x,) peut étre compliqué ce qui conduit a des formes indéterminées.
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Guide du Candidat au BAC ***Etude des fonctions numériques **** BEMBUS-MALI
Les 4 formes indéterminées (retenues au niveau secondaire)

0 o —00 4 00 0x o

0 (0]

Cas de fonction rationnelle :
On factorise le numérateur et le dénominateur puis on simplifie
—b3=(a-b)(a*+ab+b*> a®+b3=(a+b)(a®— ab + b?

2
Limite X_—X
Calcule ™71 —
0 - 7 - 7 0 . r . .
=) Limite x—x X = ° forme indéterminée Fi levons I’indétermination

x2

-x _ x(x-1) _ Limite ¥*=X _ Limite _
o 2O g Umite X wmite (1) = _g

Exercice : calcule

Limite ¥*~1 Limite X*=3x=10 | Limite *°+4x43 Limite ¥>-1
x> 1,9 X>5 y2_4x-5 -1 41 x>1 yq
Limite ¥>+2x*-5x-6 | Limite 3-x* Limite X>—x% Limite X*-1
x> 2 x—2 x-> V3 x—3 X2 oA i1 x> 1,2 4

Cas de fonction irrationnelle

On rend rationnel le denominateur / numérateur® puis on simplifie
VA-B _ (A- Bz) (vVc+D)

VC+D (\/_+B) (C -D?)

Calcule Limite vatl 1
=0 5 _ \/x+
> L

imite Yl -1 _ 2 gorméindéterminée Fi levons I’indétermination

2-Vx+d 0

Vet _ (V12| Neader) @ (24 VEED) _ (24 V)
“Vxrd | Vafliia (2P vxrdZ ) (o (Jarlel) | - (Varle)

= Limite 2+ xta) 4 _ _2

0L T+1) ) -2
Exereices de limite (forme indéterminée)

Apres avoir leve I’indétermination calculer la limite de chacune des fonctions.

Lim x Z . Lim 3-x : .1
1.-1 370% (xz_x) Réponse : -1 2.-1 375 (xz_g) Reponse :
Lim x+V12+x in- 7 / Lim 2x+V5+x . . 5_4-
3 125 ( 3+x ) Rep: 3 Al xn (3x+ m) Reéponse : 72
Lim 1-Vx _ Lim Va3 \ s . o
54 4% (5ms) Rep: -3 641 (S5 Rep: —V3

Sujet d’examen
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Li 5 3 Li 2 Li
olim (3x5 — 7x3) wlim (9x2 —x ) Limo(—x +5)
Lim ( + 5) Lim WV 3x%+2x+1 Lim vV 9x?+2x+1
x—+00 X x—+00 m X——00 5xt2
Lim  (JX+2 Lim (43?3 42 Lim (Vx3-3x%+1
e\ s \(VAXTHFIHEX) aove (T
Lim  [Vx3-x? Lim (VX Lim (*
X—+ x—5 xX—>+ 00 x x—>+00 x
Lim x2+x Lim x3+5x2 Lim 3x-3 Lim 3x-6
x-0 x x-0 X2 x-1 x2—1 x-2 x2—3x+2
Lim (1+x\ Lim 1-x Lim 2x2-13x+15
xo-1 \4341/) x21 x3-1 x5 x2-2x-15

Sujet d’examen : Calculer les limites

Limite VX +4 — 2| Limite x3+3x°+2x Limite \/5x2+4
x— 0 x ==Ll x?4+5x+4 xote e
Limite V8—x—1 Limite V4x—2a 2>0 Limite X>+1
x>7 3_\x+2 Xx—a® x—q? ’ ' Lt
3 2
Limite YX'—x+1 Limite 4X”~7x+6 Limite 4x“—7x+6
x>t 3x X2+ 1543 X+ ax3_x?4x
xL_i)n_ll_il(;g 4x3-7x+6 Limite Va3 -4-7%%6 Limite Vax3-4-7x+6
=% 1-5x2 X2 = ©  2xJx43 x>+ 0 o Jx+3
2 2
—/ Limite X £x—6 Limite X" +x—6
Limite 1 1+x X=~37 0 a2 x--3Y 1,13
x-0 \/— |x+3] |x+3|
X

Sujet, d’examen : Calculer les limites

1| Limite x3%8 6 Limite V3x+2—+11x—6
X2Z% x234x—12 x—>1 x+1—Vx+3

2 | Limite (x> —x%-5x-3 7 | Limite x3-7x*+15x-9
X7l 43545245542 x—3 x2—6x+9

3 [ Bimite x+2—V12+x? 8 | Limite Vx-1
X222/ 3x2_7x42 xo1 42 9

4 | Limite x3-3x%+4 9 | Limite *°-1
X2 3x3_13x2+16x—4 -1 T rq

5| Limite X>+5x*+7x+3 10 | Limite —2x*+x+3
x->-1 2 Jx2—x+2 x—% —2x2+5x-3

La limite et continuité
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Guide du Candidat au BAC ***Etude des fonctions numériques **** BEMBUS-MALI
La fonction f(x) est continue au point x: xL_i’;; f(x) = f(xp)
Application 1 :
Déterminer le réel m pour que la fonction f définie par :

5—Vx2-5x+25
f(x) = { 2x—10 six#5
2m—3 six=>5
Soit continue en Xo = 5.

Solution 3 :
f(x) est continue au point 5 ssi "¢ f(x) = f(5) = 2m — 3
5-V52-5+5+25 0

Limite £(x) = ~——— = forme indéterminée
Pour lever I’indétermination on rend rationnel le numérateur
5—Vx2—5x+25 _ 25—x%+5x—25 _ -x (x—5) _ -
2x-10  (2x-10) (5+\/x2—5x+25) " 2(x-5) (5+\/x2—5x+25) T2 (5+ \/x2—5x+25)
Limite —x __-5 _ =1

x5 (5+ \/x2—5x+25) T 2(5+45) 4

f(x) est continue au point 5 ssi '™ f(x) = f(5) = 2m '+ 3= _Tl = m=11/8

Application 2 :
Déterminer le réel m pour que la fonction f définie‘par :
X*43x+2
f(x) = { x+2 Six #—2
_ . m?*-3m—19 sty = =2
Soit continue en Xo = -2.
Solution
lim LXZJFZ = % forme indéterminée,devons 1’indétermination
X—>-2 X+
X2 43x+2 . (1) (x#2) .
SRR A\ A Y X+1)=-1
im=z ~ Mgz 7~ im

f (x) est continue aGwpoint x, ssi l5MEE f(x) = f(xo)
m?—3m&19= 1P m*-3m—-18=0> (m—-6)(m+3)=0
On trouve m=-3 ou m = 6.

Application 3 : Déterminer le reel m pour que la fonction f définie par :
Vx+2-2
flx) = { Vx+7-3 six # 42
m—3 six =42
Soit continue en Xp = +2.

Vxr2-2 e (62 4)(JxT+3)_I Sx+7+3 6 3
M7 -s Moo xr2+2) M T2+2 4 2

f(x) est continue au point x, ssi L}}E‘;ﬁ fx)=f (xo)

m—3=§-)2m—6=3-).Ontrouvem=9/2.

Solution : |'

Les 3 asymptotes a la courbe
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Guide du Candidat au BAC ***Etude des fonctions numériques **** BEMBUS-MALI
Lim (f(x)) = b . Alors y = b est asymptote horizontale AH

m o (f(x)) = oo . Alors x = x, est asymptote verticale A V

Lim (f(x)— (ax+ b)) =0.Alors y = ax + b est asymptote oblique A O.

Exercice 1 :
On considere la fonction numérique f définie par :

) _ 2 _ _ 2x-1 _ _ x%—x+3
a-f(x)=3x*—-7x+2 b.-f(x)= —> f(x) = -
Déterminer (si possible) les asymptotes a la courbe de f.

Solution 1 :

a.- f(x) =3x% —7x + 2 estdéfiniesur R: ]—oo; +oof
e (B =Tx+2) = % (3x%) = 3(—0)? = 4o
o me (3x? — 7x +2) =, UM (3x2) = 3(+0)% =\t
1l n’existe pas d’asymptote a cette courbe.

b.- f(x) = 2}:31 est définie sur R —{-3} = |—o0; —3[\U]—3’; +oo|
; 2x—1 ; 2

L m (;3) = Lim (;x) =2 alorsy=2AH.
Lim 2x=1\ _ 2(=3)-1 _ =7 _ Y

X3 (x+3) =55 T t® alorsx=-3AV.

Il existe deux asymptote : y = 2“et X = -3.

c- f(x) = x22—x+3 est définie SUFR — {2} = ]—o0; 2[U]2; +oof

—-X

2 2
Li x“—x+3 _ Li X _ Li _ -
A (50) = A ) = (0= 12 AH.
. 2
Lim X —X+3) 4—‘2+3 5 _
= === 400 alorsx=2AYV.
x—27F ( 2—x 242 o+ T alors

Existence d’asymptote oblique car le degré du numérateur dépasse celui du
dénominateur de'1. On'effectue la division euclidienne :

x>2=x+3 2—x
—x% + 2x —x—1 f(x)——x—1+2_x
x+3 y = —x — 1 asymptote oblique.
—x+ 2
5

Il existe deux asymptote : x =2 ety=-x-1.
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Il.- la dérivée premiere de f(x)
1.- Dérivée simple

(ax) = a (ax™®) = n.ax™1 (a) =0

Exemple : calculer la dérivée de f(x)

L f() = 4x° +4x = 50 +x+ 36 f(x) = S+ ¥x -1+ VX
x x

2-f(x) = —x5+ x*— x3 +5x+ 20 7-f(x) = x77 .|_i5
=

1,1 1 . — _ 1.
3-f(x)_ x+xz+x3 8 f(x)_ \/} \/}+'\/}
4-f(x) = Vx—5x 9-f(x) = =+ Vx

2 1

5.-f(x)=7x3+x—4+4x5—x+3 10.- f(x) = —2x? N
; . n 1 ] 1 —p . 1 -1
Solution : Rappelonsque  Yx =2xn ; = =X, TR = Xn

1-f(x) = 4x°+4x* - 5x3+x+ 3>F (x) = 20x* +16 x3 — 1522 +1
2-f(x) = —x5+ x*— x> +5x+ 20 ¥F'(x)= —5x* +4x3—- 3x*+5
_ -1, 1.1 < -1 N2 3 - -p_1
3. f(x)—x+x2+x3-)f(x)—x +x “ ¥ x° onsaitque x ==
Ladérivée f' (x) = —1.72 —2. x 3Bx™4= - - = —=

1
4-f(x) = Vx-S VR DFOY=212 - 5.2 D f(x) =;.x2—2.x73

5
2 f(x)= 2\/— m
5.- f(x) = 7x3+xz—4+4x5— x+39 fl(x)=21x2—8x5+20x*— 1
-1 1
6.-f(x)=%+§/§ +\/_-)f(x)—2x7+x5—x3 + x2
1 1
55\/F+3x3\5+2_\/§
7-f(x) = x‘7+—-) f(x) = ‘7+x5-)f’(x)— —7 x 8 4+ 5x*

-)f’(x)=—14.x‘8+—x5 +—x3 +Ex2 > f(x) =F+

8.-f(x) = \/E——+i/_ > f(x)—xZ—xz +x5-)f(x)——x2 + = x23+ x_s4
, 1 1

')f(x)—ﬁ m*'ﬁ

9.- f(x) = i+'\'/_-)f(x)=x"+xﬁ -)f’(x)—nx"‘1+len

10.- f(x) = —2x? ——-)f(x)— —2x? —x4 =2 f'(x) = —4x+ x4
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2.- Dérivée composeée

uy urxv—vru | (u) = nxu * u™?! o 1y
G) =—= W =rs | @)=

Exemple : calculer la dérivée de f(x)

1- f(x) = z*i 6.- f(x) = (5x + 3)?

2 fx) = Xxt8 7-f(x) = (x2 —2x +3)*

3-f(x) = \/3x —4x+1 8- f(x) = —5—= (3x 7

4-f(x) = 5x+6+ — 9-f(x) = 22

5-f(x) = (sz —x+ 3)7 10.- f(x) = ;

Solution

1.-Onposeu X+2=»uw’=3;v=7x-1=> v’ =7dela formule

u\"  uwsw—v'su , _ 3(7x-1)-73x+2) _  £17
(v) - v? alors f' (x) = (7x-1)2 T (7x=1)?
2.-0n poseu X2-X+3 = uw’=2x-1;Vv=x2-1=>vi=2x dela formule
AN (2x-1)(x2-1)—(2x) (P=x+3) " e
(v) - alors f (X) ?*-1)2 - (x*-1)?

3.- On pose U = 3x2 -4x +1 P u’ = 6x£4 dela formule (V) = =
l _ 6x—4
P )= o
4.-0Onposeu=x-3 =>u =1dela formule G) = ;—'2"

f(x)—5—(x o~

5.- On pose u =2x3-—x +3 =1’ = 4x -1 de la formule
(u")' = nxatlx u ! f(x) =7 (4x — 1)(2x* —x + 3)°

6.- f(x) = (55X + 3)*Ma dérivée f' (x) = (2)(5)(5x +3)! =10(5x + 3)

7.4F(x) =u(x? ~ 2x + 3)* ladérivée f' (x) = (4)(2x — 2)(x* — 2x + 3)3

— 2 _ -1 Ly o _ 2 _2
(3x T = (3x*—7x)" ' ladérivée f' (x) = (—1)(6x —7)(3x* — 7x)

8- f(x) =
fro)=Gis

u*v v*u

est la forme (E), =

on pose u=4x -5 alors

9-f(x) = =

!
= =1_ s — _ u 4(1-x)-(-1)(4x-5) _ _
w=4etv=1-x=2dv=-1 (v) -2 = x)z 2>f'(x) = —(1 5

—-17x+20
(3x-1)2

0-fW) == f(x) =
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Equation de latangente T:y = f'(xq) (x — x¢) + f(xo)

Exercice 1 :
On considere la fonction numérique f définie par :
f(x) =x2—-2x+3
1-/ Déterminez 1’ensemble de définition de f .
2-/ Calculez la fonction derivée de f .
3-/ Ecrire une équation de la tangente a la courbe de f au point A d’abscisse Xo = 1

Solution :
1.-/ La fonction f(x) = x? — 2x + 3 est définie sur R Df =.4—co; +oo[

2- f(X)=x*-2x+3Df(x)=2x—-2
3.-/ Equation de latangente T: y = f'(x¢) (x — x¢) + f(X9)

fA)=12-2x1+3=2¢t ff(1)=2%x1-2=0
T: y=0*x (x—1)+2 =2>T: y=2

Exercice 2 :
On considére la fonction numerique f .définie par:
x—1
f(x) = 11

1-/ Déterminez 1’ensemble de"définition de f .
2-/ Calculez la fonction dérivéede f.
3-/ Ecrire une équation de. la tangente & la courbe de f au point A d’abscisse Xo = 0

Solution :
1.-/ La fonetionf (x)r= % est définiesix+1#0=> x + —1
Df = |=o0; —1[ U ]-1; +oo[

2

x—1 ’ _
24 fFRE T ™ = 5
3.-/ Equation de latangente T: y = f'(xy) (x — x¢) + f(x0)

2

0-1 o _
fO) =g7=-1et f(0)= G 1=2

T: y=2)* (x—0)+(-1) =2T: y=2x-1
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Les étapes de I’étude d’une fonction

16 étape : domaine de définition

2°me étape : limites aux bornes

3%me étape : dérivée de la fonction

4°me étape : le signe de £ (x) et le sens de variation de f(x)

5éme étape : la courbe Cf

Exemple d’étude de fonction

Soit la fonction numérique f définie par f(x) =
1. Détermine I'ensemble de définition de f.
2. Calcule les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

3. Montre qu'il existe trois réels a, b et c telle que f(x) =wax+ b + ﬁ

xZ—x—-1
x+1

4. Montre que la droite (D) d'équation y = x—2 est.asymptote a (Cf).
5. Calcule la dérivée 'f de f puis étudie son signe.

6. Dresse le tableau de variation de f .

7. Trace la courbe (Cf) dans un repére orthonormé (O; i ; j).

Solution
24—
> f =

x+1
1.-) I'ensemble de défipitionde ' =» x +1 # 0 => x # —1
Df = ]—oo; —1[ U J=1; +eo
2. les limites de f aux bornes de son ensemble de définition.

Limite x2 Limite x?

r oo (x)=;‘=x=—oo X — 400 (X)Z?ZJC: + 00
imi +1 Limi +1

B RA Ve it () = 2= +oo

3-)/F() = ax#b+ — = ax®taxtbxtbtc _ ax’+x (atb)+btc

X+l x+1 x+1

Z+x (a+b)+b+ Z_x-1 . e -
Fo)e Lpx(adbitbre _ XX har indentification
x+1 x+1

=2»a=1;"a+b=-1etb+c=-1=> ontrouvea=1; b=-2 etc=1
f(x)=x—2+L

x+1

4.-) y=x— 2 estasymptote a (Cf) ?
JLimite [£(x) —(ax +b)] = 0=> alorsy = ax + b est asymptote a (Cf)

dimite [£(x) — (x—2)] = Hmitg [L]= L=
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5. Ladérivée f’ de f puis étudie son signe
2

f=x-2+ = D f0=1- —— =01
ffx)=0 > x2+2x=0=> x=00ux=-2
Le signe de x2 + 2x =» le signe du trinbme =»  + -2 - 0 +
Six € |—00; —2[ U ]0; 4o f(x)>0
Six € 1-2,0] x)<0

x24+2x
(x+1)2

> fx) =

6. Dresse le tableau de variation de f.

X —00 -2 -1 0 —00

°(x) + 0 - : 0 ¥

NS

7. Trace la courbe (Cf) dans un repére orthonormex(O; i ;j ).
9 f(X) — x“—=x—-1

x+1

Intersection avec I’axe des abscisses : f(X) = 0 on'trouve x = 1,72 ou x =-0,72

Intersection avec 1’axe des ordonnés : f(0) on trouvey =1
Asymptote verticale : x = -1
Asymptote oblique : y=x-2 “w
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Exemple d’é¢tude de fonction
2 _
Soit f la fonction numerique définie par f(x) = 2()(—1(“)
X_

Etudier et représente graphiquement
Etape 1 : Domaine de définition

f estdéfinie lorsquex —1#0=2> x + 1
=2 Df = |—o; 1[ U ]1; +oo]

Etape 2 : limites aux bornes

(AT = —oo UG = oo
A ) = +oo M) = —oo

Etape 3 : dérivée premiere

2
_ 2(x=x+1) , _ (4x-2)(x—-1)—-2 (x*—x+1) \ _2x2-4x

09 = 223 (@) = — > fi0 ===
Etape 4 : sens de variation (signe de f* (x)

, _ 2x?-4x _ _
f'(x) = o 0 ontrouvex=0oux=2

X —00 0 1 2 +00

f'(x) + 0 - - 0 +

f(x) . / -Z\OOA +b®\‘6 / +00

Etape 4 : repréesentation graphique
e Intersection avee Paxe des abscisses

20 2_
> f)= TR ) =520 > A= -3<0 D pas
d’intersection

e Intersection avee I’axe des ordonnées
2 (x2—%+1) 2 (x2-x+1)
fOd =5 2 fO) = = —= -2
o "Asymptote verticale ? x = 1 car L™ f(x) = o
e Tableau des valeurs
e Le graphe
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I11.- Fonction logarithme et fonction exponentielle
«Inx oulogx»;«logx»;« logJ’E » «eX»: el =27182818

«Inx ou Log x » logarithmique népérien de x
« e* » exponentiel de x = est la fonction réciproque de x
Ex:lne* =x el = x el =2,7182818

« log x » logarithmique décimal a base 10 =» logx = 1:11’;

In x

« logy » logarithmique décimal de x abase y = logy = ny

1.-) Relation fonctionnelle : pour tous réels x et y strictement positifs,on a :

In(x.y) =Inx+Iny | y=Inx avecx >0 © x =ce”
]n(f):]nx—]ny 1n1=0;lne=1;lnl=—1
y e
Pour tout x,lne* = x
Pour tout x strictement positif, el3* = x

lnl= —lnx
X

e Inx"=nlnx

2.-) Opération de fonction In x
Inx+Iny #In(x + y) alnx+blnx= (a4 b)Inx
In1=0 lne=1 Ine? = 2 Ine* =x

La fonction réciproque de In x esteX = Ine* = x etel* =x

Exemple 1 : simplifie

A=In8-5In32-3In64

B=2In27+In9-5In81

C=1In5+In125-21n 625

Réponse :

2> A=In22-5In22-38IN2°=3In2-25In2-18In2=-40In2
2> B=2In34 In3°-5In3*=6In3+2In3-20In3=-12In3
2> C=In5+535In5*=In5+3In5-20In5=-161In5

Exemple «isimplifier les expressions

A=5Ilnha +6Ina -3Ina = A=8Ilna
B=2Ina”-5Ina =2 B=-3Ina
C=In3 +4In3-7In3 =2 C=-2Ina
Exemple : simplifier les écritures

A=e"tined +ne™®-eln?

B =1In2° — In8 + In32 — In64. (1pt)

Solution :

Aze"imed +me®_e" —44352=0

B=In2°— In8+In32-1In64=5IN2-3In2+5In2-6In2=1In2
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3.-) Domaine de définitions d’une fonction In X
In (f (x)) est défini ssi f(x) > 0. Ce qui veut dire le logarithme d’un
nombre négatif ou nul n’existe pas.

f(x) =1In(g(x)) estdéfiniessi g(x) € ]0; +oo[

Déterminer le domaine de définition

fO=ln(@A-x) |fx)=In C%;) f(x) =1n|4—x?| £(x) = IL
fO=m@2x*-x) | f)=m&x*+4) | fxX)=WmI2+x| |f(x)=In"

Solution 1: f(x) = In (4 — x?) est définie ssi 4 — x%.> 0 = clest’le signe
du trindme : le signe de « a » (-) a I’extérieur des deux racines =2.et 2 et le signe
contraire (+) entre les deux racines = Df = |-2;( 2] .

Solution 2: f(x) = In (35) est définie ssi = 0, et/x +2 # 0
x+2 x+2

X —0 -2 +1 +00 | Explication
1—x + + = Le signe — a droite de 1 et + a gauche
x+2 - + + Le signe + a droite de -2 et — a gauche
ix - * :
x+2 .

Non oul Non

Pf = 1-2; 1]

Solution 3: f(x)'=.In |4 — x*| estdéfiniessi4 —x2#0=>x+* —2 etx *

2
Df =

|—e0; ~2[\U']-2; 2[ U ]2; +oof.

. 1 e
Solution 4 f(x) = o, estdefiniessilnx # 0 et x>0
D>Inx#0 =>x#e®=1=> Df =1]0; 1[ U ]1; +oo

Solution 5: f(x) = In (2x? — x) est définie ssi 2x2 —x > 0

X —oo 0 +1/2 +00
2x% — x + - +

Oui Non Oui
Df = ]=o0; O[ U |5; +oo|
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4.-) Limites des fonctions logarithmes

Calcul de limites (Log)
* utilisation des limites usuelles :

Limite y In%u = 0 Limite Iny = —oo
. . l 1 . .
ity S =1 Limite iy = 0
Exemple :
a. lim (xinx)=0 b. |ljm (Inx)=—xo
u—0 u—0
i Xx+1) . 1) . 1) .
C. In = In=|= In=— |= In0)=—
lim (10555 )= tim (1n )= tim (1)~ tim tn0) -
2
d. fim (%2 )= lim (n)=-== ;- lim (cin®x)-0
U—>00 X — u—oo Uu—>»o0

5.-) Dérivée : cas des fonctions In x

f0) = In(w) > ) = fa= It @) = &

Exemple :

fX)=lnx > f(x) = %
2x

f)=nx* > f(x)= 5=

x2

21N

) = In (2 - 2x +3) D £(0) =g
PO =n@Bx+2) )=
2 f(x) =ln(§) > JHE3= ;%21: _%

6.-) Primitive )

La fonction f(x) =%-) Fx)=In|x|+k 21= f%dx =In|ax| +k
La fonction'f (x) = e D F(x) =+ kDI = [edx="" +k

La fonction\ f(u) = %’ =» Primitiveest F(x) =Iln|u|+ k (k

constante réelle)
La fonction f(u) = u' e* = Primitiveest F(x) = e"* + k (k
constante réelle)
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Cas des fonctions exponentielles e*
e Domaine de définition
La fonction exponentielle est définie sur R.
Exemple :
a. f(x) = e~ estdéfinie sur R
1
b. f(x) = exestdéfinie sur R — {0}

2X
c. f(x) = ex-1estdéfiniesur R — {1}
e Calcul de limites (ef®)
* utilisation des limites usuelles :

Limite et = 1 Limite et = oo Limite gl
Exemple :
Limit X _ 7 - - , .
a. oy i 0 (numeérateur croit plus vite que le dénominateur)
L X . . . Ie
b, Limite Z — 4o (dénominateur croit plus vite que\le nlimérateur)
.. x 2x+1 2
c. Lmite o=x = Limite \e3a—1 =\e3

Calcul de dérivée : cas des fonctions e*

fxX)=¢e*=D>f'(x)=u'.e"
Exemple :
a f(x)=e*= f'(x) =(—€*
b. f(x) = e** = f'(x).= Zer
c. fx)= ex > fi(x) = 2x e
F0) = e > S - 1L e

d.
e. f(x)= (32 -5 ' f! (x) — (6x—5) o(3x%-5%)
f. fx)=xeDf (x)=e"+x.e" = e"(1+x)

Exercice +.Caledler la dérivée de chacune des fonctions suivantes :

1-) f(0) =/e7
2-)gx)=In(e*+7)

e¥+2
3.-) h(x) = s
4-)k(x) =8Inx —x*—7x+5
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5.-) Résolution d’équation avec In

Résoudre une équation avec In

* les équations de type : A* =B = x = E—j

Ex :résoudredansR:5*=20:6X=1:2x1=9:7%3=5
Réponse :

5% = 20 -)x=1n20—2'9957=1,86-)5= {lnzo}

In5  1,6094 In5
* les équationsde type: Inu=A4 > u = e
Ex:résoudredans R:Inx =2;In(x—1) =1 ;In(x2+1) =1
Réponse :
Inx=2 =>x=e?=2>S5={e?}
Inx—1)=1 =Dx—1=cel=>S= {el +1}
In(x +1)=1 =>x +1=¢c'=>S={e! -1}

* |es équations de type : a (Inx)%4+ b (Inx)+c =0
On pose X = Inx avec X € R et I’équation devient :a XZ#b X +c =0
Ex : résoudre dans R :

(Inx)?— (Inx)—6=0 6(lnx)*—19(lnx)+10=0
4(In(x+1)?*—-19In(x+1)—5 =0 (n(x—2)*+4In(x—2)-5=0
Réponse :

(Inx)>— (Inx)—6=0 Onfose X =InxavecX € Ralors: X2-X-6=10
A= (-1)2 -4 (1)(-6) >25,= 58 Dx; = == —2;x,= — =3
Pourx=-2onlnx = <2=>x = e~ ?

Pourx=3onlnx =32 x= e® I’ensemble solution S = {e7?; e3}
6 (Inx)>—19(Inx)+10.= 0 Onpose X =Inx avec X € R alors: 6 X2-
19X+10=0

19-11 19411 _ 5

A= (=19 =4 (6)(10) = 121 = 112 D x, = =§;x2 _ _

12 12 2

2 2 2
Pourng 0nlnx=§-)x= es

5 5 5 . 2 s
Pourx = 5 on Inx = 5 = x = ez 1’ensemble solution S = {e3; 92}

4(ln (@4A) - 19In (x+1)-5=0

Onpose X =1In(x + 1) alors: 4 X2-19X-5=0 ontrouve x = —ioux:S

— _ 1
Pourx=71 0n1n(x+1)=71-)x: e +—1

1

Pourx =5 onlnx =5=>x = e®> I’ensemble solution S = {6_1—1; e5}
(In(x—-2)*+4In(x—2)—-5=0
Onpose X =In(x —2)alors: X2+4X-5=0 ontrouvex = —5oux=1
Pourx=-5 onln(x —2)=-5=2>x= e > +2
Pourx=1onln(x—2)=1=2x=¢e'+2 > S= {e°>+2; el +2}
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* Systeme de deux équations a deux inconnues :

alnx+blny=c aX+bY=c
{a’lnx+b’lny=c aX+b'Y=c
EX : résoudre dans R? :

, onpose X=InxetY =Iny {

{21nx—31ny=—5 {SIn(l—x)+ln(2+y)=58 {lnx—Zlny=1
8Inx—2Iny =10 |{In(1—x)—3In(2+y)=-14|Blnx+Iny =3

Solution: 2et3 10et8 1letO
2lInx —3lny = -5
{81nx—21ny=10
Ontrouve X=2etY =3

PourX=2=>Inx=2=2x=¢e%2 . PourY=3=2Iny=3=>y =3
L’ensemble solution S = {(e?; e3)}

2X —3Y =-5

onpose X=InxetY=Iny {8X—2Y—10

5In(1—x)+In(2+y) =58
{ln(l —x)—3In(2+y)=-14
{5X+Y=58

X—-3Y=-14

S X =In (x-1) et Y = IfyR2+y) >

Ontrouve X=10etY =8
PourX=10=2In(1—-x)=10=>x= 1— el
PourY=8=>In(2+y)=8=2>y= ¢%—2
L’ensemble solution S = {(1 — e'% e®=2)}

X-2Y=1

{lnx—Zlny=1
3X+Y =3

3Inx +Iny = 3 onpose X=InxetY=Iny = {

Ontrouve X=1etY~=0
PourX=192Inx=1=2x=¢' . PourY=02Iny=0=2>y=1
L’ensemble solution S'= {(e¥; 1)}

Résoudré une équation avec Inet e

* |es equations de type :

INu£EAu=e4 cte* =42 u=ImnA

Ex : résoudre dans R :

e*=5=">x=In5; e¥3=1="x=In143=3 ;e*>*1=8=>x=

In8+1
2
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* |es équations de type : a (e*)*+b(e¥) +c=0
Onpose X = e* avec X > 0 et I’équation devient:a X2+b X+c=0
Ex : résoudre dans R :

e*—e*—-6=0 6e**-19¢*+10=0
4 er+2 _ 198x+1 —-5=0 er—4 + e(x—2)+ln4 —-5=0
Réponse :

e?*— e*—6=0 OnposeX =e*avecX >0alors: X2-X-6=10

On trouve X = -2 (rejet) ou X = 3 (accepte)

Pour X=30one* =3 =» x =1In3 D’ensemble solution S = {In 3}
6e**—19e*+10=0 OnposeX =InxavecX > 0alors:6 X2-19X+10=0
On trouve X =2/30u X =5/2

2 2 2
Pourx == one*===>x=1In-=-
3 3 3

Pour x = g one* = g = x = lng I’ensemble solution S = {ln% ;lng}
4 e***2 — 19e**1 — 5 =0 Onpose X = e**1alors: 4 X2-19X=5=0
on trouve x = —i (rejet) oux =75

Pourx =5 on = x =In5 —1 I’ensemble solution S)= {ln'5 — 1}
er—4 + e(x—2)+ln4 —-5=0

Onpose X =e* 2alors: X2+4 X -5=0 ontrouvex = —5 (rejet) oux =1
Pourx=1o0on 22x=2 =2 S= {2}
Exercice :
A.- Calculez la fonction dérivee des fonctions.numeriques définies par :
2
x“ -1 2
f(x) = —— (Apt) g(x)p= x>% = x24+ 7x 9.
X+3 3

B.- Simplifiez les expressions suivantes :

A=e"+ined +neTPee!™ (1pt):  B=In2° — In8+In32—In64. (1pt)

Corrigé de I'exercice :
A.- Calculons la dérivée des fonctions suivantes :
XA -1 , 2x(x+3)—x*+1 . X2 +6X+1
fX)=—=ZL=fix)= (x+3) - fi(x)=——"
X+3 (x+3) (x+3)

g(x)=x3—§x2+7x—9:g'(x)=3x2—gx+7

B.- Simplification :
A=e" +Ine*+Ine®*-e"=443-5-2=0; A=0

B=In2°-In8+In32-In64=In2°-In2>+In2°—-In2°=5In2-3In2+5In2-61In2
=In2; B=In2
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Exemple d’é¢tude de fonction
Soit f la fonction numérique définie par f(x) = log: (x + 4)
2

Etudier et représente graphiquement

Rappelons que le logarithme décimal :
lOgg (x +4) _ In(x+4)  —In(x+4)
2

In2 - In2
2

Etape 1 : Domaine de définition
f estdéfinielorsque x + 4> 0= x> —4 = Df = |—4; +oo]

Etape 2 : limites aux bornes

xlirrl—lflef(x) = +® xﬂr_r}_légef(x) = —©

Etape 3 : dérivée premiere

_ —In(x+4) ’ _ 1 -1
f(x)_ In 2 f(x)_lnz* xX+4

Etape 4 : sens de variation (signe de f* (x)

(x) = — x —L
f(x)—lnz*x+4<0 Vx €Df

X -4 +o00
') +
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Exemple d’é¢tude de fonction

Soit f la fonction numérique définie par f(x) =5 (1 —Inx ) (Inx — 2)
Etudier et représente graphiquement

Etape 1 : Domaine de définition
f est définie lorsque x > 0= Df = ]0; +oo[

Etape 2 : limites aux bornes

Lmief(x) = 400 HMiEF(x) = —oo
Etape 3 : derivée premiere 2 f'(x) = 53-2Inx)
Sens de variation (signe de f* (x))

, __5B-2Inx) _ _ 3
f(X)——x =0 Ddx=e2

3
X 0 ez +00
f'(x) + 0 —
—00
- ~
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Exemple d’é¢tude de fonction
Soient deux fonctions sur ]—1; +oo[

fe) =252 et g = (x+ D +2-2In(x+ 1)
1.-) Calcule gx) > glx) = Zx::fx

En déduire que g admet un minimum

Quel est le signe de g(x)

2.-) Etudier les variations de f et calcule limite de f(x) lorsque x tend vers -1 et X
tend vers + ’infini

3.-) déterminer la tangente T a C a 1’origine

Solution
Soient deux fonctions sur ]—1; +oo[

fO) =220 et g(x) = (x+1)2+2-2In(x + 1)

2x%+4x

1)gx) 2> g'(x) =
gx) =2xx:‘x =0 -)x—Oet le Min de g =3 =»,le signe'de g(x)

Le Min de g = 3 veut dire que g(x) = 3 =» g est positif

=» En déduire que g admet un minimum

2.-) Les variations de f

21n(x+1) )1 2In(xAl)  2-21n(x+1)
fx) = > fix )_ (x+1)2 T (x+1)2
f(x)=0-)x= el —1
Limite de f(x) lorsque x tend vers -1'etX tend vers + I’infini

Limite 2In(x+1) — 9 Limite 2In(x+1) -0
x—-1 x+1 Xy +oo x+1

3.-) La tangente!Ta.C al’origine : v = f'(xy) (x — x) + f (xp)
y=2x-04+02>9=2x
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Cas particuliers : les fonctions circulaires

Rappels de notions :

sinu+cos*u=1

sinu=1-cos*u

cos’u =1 — sin*u

sinu

tgu
9 cosu

cosu

Cotgu = —
g sin u

Tang?a =

Cos?a

sin2a= 2sinax*xcosa

cos 2 a = cos’a— sin‘a

.9 1—cos2u
sim“"u= ———

2
Formule de somme de la trigonomeétrie:
Cos(a + b) = cos(a). cos(b) — sin(a). sin(b)
Sin(a + b) = sin(a) * cos(b) + sin(b) * cos(a)

Les cing angles remarquables sont .

Degré | Radian Sinus Cosinus
0° 2mou0rd Sin0°=sin2r =0 Cos0° =Cos2m=1
30° Zrd oo e 1 T 3
6 Sin 30 =sin -=32 CosBO°—cos€ -
45° Zrd V2 T V2
4 o — . - o — — -
’ Sin 45° = sin y, cos 45° = cos i %
60° ~rd T 3 o T
3 Sin 60° = sin AN, cos 60° = cos 33
o T T T
0 > rd S$in90° = sin >7 1 cos 90° = cos 5= =0
Les limitestau voisinage de zéro
Limite . Limite — Limite
mite sin(i), | e tg(u) = u| HMiE cos(u)
=Uu =1
Limite SIn Limitg tgu — Limite Sinu —
S it =
u—0 U u u u—0 u
Limite (B=cos2u) _ Limite 2. .2
U0 T, = us0 Sin‘u=u
Exereice : calculer les limites au voisinage de zéro
Limite’ (1-€052%) | Limite (1—cos5x) | ;... (1-cos®x)
Limite (1—cos?3x) | Limite  tang 9x Limite  (1—cos11x)
x—0 xSin 7x x—=0 3x x—0 sin* 5x
Solution
a.- Limite % Rappelons que : 2 sin®x = 1 — cos 2x  en effet
Limite  2SM°2% o\ oisinage de z8ro sin®u = u® ainsi sin?2x = 4x2
Limite 2 (4x2) _8 Limite (1-cos2x) _ §
x—0 7x% 7 x>0 7%t 7
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b.- Limite % Rappelons que : 2 sin*u = 1 — cos2u en effet: 2u =

5 . . 25
5x = u = x =>on remplace u dans 2sin*u=1-—cos2u=> ZSmZEx =
1 — cos 5x

. 2 sin? 2x L. ; . .. 5 25
Limite —, == On voisinage de zéro sin“u = u® ainsi sin*>x = == x?
2 ()
Limite 4 — 50 Limite  (1—cos5x) — 50
x=0 3x? 12 x>0 32 12
.. —_ 2 .. i1 2 .. 2
c. Limite (1-cos?x) — Limite S X _ Limite X _ 4
' x>0 x sin x x>0 xsinx X202
d.- Limite (1-cos?3x) _ sin®3x _ 9x* _ 9
' x—0 x sin 7x 7 x> 7x* 7
e (costiy
i i —COS X / imi 1-cos1llx 242
b.- Limite (1= > ) réponse ; |kmite (-cos1lo) 122
sin“ 5x sin®5x 40
Sujet :
/ imi 1—-cosx 1
1.- démontrer que Lmie (x—z) ==
Adi 1 - . . Limite SIX Unl \ Limite Cos’x-1 _ 1
en deduire les limites su_lv:\ntes DRS00 XS0 o T3
2.- Calculer Limite 222
X—=7 1-2 cosx

3

Calculer les limites‘au point Xo :

Changement de variable X = x — %, quandx tend vers x, alors X tend vers 0

Limite 1+cosx Limite (1_COS 4.'X') .. 3_§ COS X
X—oTT sin x x—>£ —sin o leltg T 2
2 x—=  \3-2sinx
Solution
i i (14+cosx) 1-1 0 ., ., . 1 . . .
a.- Lumite - \ N>% forme indéterminée. Levons I’indétermination :

transformongsla limiteétaun voisinage de zéro a partir d’un changement de
variable.

X = x“ xplquand x tend vers xy alors X tend vers 0

X =« — mquandxtend vers w alors X tend vers 0

imi 1+co
i, ﬁ on remplace x par X + 1 :

Limite 1+cos(X+m) .
X0 “Smotem) rappelons que :

Cos(a + b) = cos(a).cos(b) — sin(a).sin(b) et Sin(a + b) = sin(a) * cos(b) + sin(b) *
cos(a)

= Cos(X + 1) = cos(X).cos(m) — sin(X).sin(m) = —cos X

= Sin(X + 1) = sin(X) * cos(m) + sin(m) * cos(X) = —sinX

Limite 1+cos(X+m) _ rimite 1-cosX

X-0 sinx+m) X—0

Rappelons que : 2 sinu =1—cos2u eneffet:2u=X=>u = % X

—sinX

=>»on remplace u dans 2 sin*u =1 — cos2u = 2 sinZ%X =1- Cos% X

in?L 1y
Limite 17C€0SX _  Limite 2 sinX — 2 X — _1 X=0
X-0 —sinXx X-0 —sinXx -X 2
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Etudes de fonctions circulaires

e La dérivée premiere

Fonction

Dérivée premiére

f(x) = sin(kx + b)

f'(x) = kcos(kx + b)

f(x) = cos(kx + b)

f'(x) = —k cos (kx + b)

f(x) = arctan(kx + b)

f ( ) - 1+(kx+b)2

f(x) = arcsin(kx + b)

f()_m

Exemple : Calculer la dérivee premiere de f(x)

Rappels

[sinf]' = f'cosf | [cosf] = —f'sinf [tan f]"= ro_ f/(1 + tan?f)

cos’f

[arcsin f]' = !

NG

fl
1+(f)?

[arctan f] =

a-) f(x) = sin(x+2);
c-) f(x) = sin(1—x);
e.-) f(x) = sin (§+ 1)

g.-) f(x) = sin (VA

I.-) f(x) = tan (5x +~7) ;

b.-) f(x) =wCos (5x+ 2)
d) f(x) = cos (x* —x +1)
fo) fO) = cos G- 1)

h.?) f(x) = cos (2 + x)

J-) f(x) = tan (2 —x)

k.-) f(x) = dresin(3x+1) L.-) f(x) = arctan (1 — 2x)

Solution

a-) f=sin(x+¥2)=> f'(x) = cos (x+2)

b.-) f(x) = cos(5x+2) =¥ f'(x) = —5sin (5x + 2)
cAN)=sin(1—-x)=> f'(x) = —cos (1 —x)

d-) f(x) = cos(x* —x+1)=D> f(x) = —2x—1)sin (x* —x+ 1)
e.-) f(x)= sin (%+ 1) =2 flx)= ;—21 cos (§+ 1)

f.-) f(x) = cos (1— 1) 2>f(x)= lsin (1— 1)

g-) f(x) = sin(Vx) > f'(x) == Sln(\/_)

h.-) f(x) = cos(2+x)-)f(x)— —sm(2+x)

I-) fxX)=tan (5x—-7) = f'(x) =
Jo) f) = tan (2 —x) D f'(x) =

cosZ(Sx 7)

cos? (2 x)
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Exemple : la dérivée de f(x)

a.-) f(x) = sin’x b.-) f(x) = (cosx)® c.-) f(x) = Z:ii
d.-) f(x) = sinx.cos x e.-) f(x) = tan’x
Solution

a.-) f(x) = sin*x c’estla forme (u®)' = n.u'. u™*?!

Onposeu=sinx=Pu =cosx=IFn=2
f'(x) = 2.cos x.sinx

b.-) f(x) = (cosx)® c’estla forme (u™)' = n.u'.u™1!

Onposeu=cosx=2u =—-sinx=¥Pn=>5
f'(x) = —5.sin x.(cos x)*

sin 2x R u " ouv—v'u
c.-) f(x) = e = c’est la forme [v] ==

u=sin2x=2>u =2cos2x

v=cos5x 2> v = -5sin5x

f, (.X') _ 2cos 2x . cos 5x +5 sin 5x .sin2x

cos? 5x

d.-) f(x) = sinx.cos x c’estla forme [u.v] = u'v+v'u
u=sinx=2u = cosx

v=cosx=D2Vv =-=sinx

f'(x) = cos x.4c0s x '— sinx .sinx = cos’x — sin®x

d.-) f(x) = tan’x._ c’estla forme (u") = n.u'.u™1

1
cos’x

>n=7

Onposeu =tanx = u' =

1
cos?x’

tan®x

f(x)y=17.
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Etudes de fonctions circulaires

e Primitive ou intégral

La dérivée de « sin x » égale « cos
« [cosx dx =sinx»

x » alors

La dérivée de « cos x » égale « —sin x » alors

« [sinx dx = —cos x »
La dérivée de « tan x » égale « —— = 1 + tan®x » alors
1
« [——dx = tan®x »
cos” X
/7 L4 /7 - V4 1
La dérivée de « arcsin x » égale « N » alors
1-x
1 :
« [ dx = arcsin x »
1—x2
La dérivée de « arccos x » égale « h » aloks
—X
-1
« [ dx = arccos x »
V1-x2
La dérivée de « arctan ax » égale « T alors

< J

1+(ax)?

dx = arccos ax)»

[ cos (ax) dx = % Sin (ax) + k

[ sin (ax) dx = _71 cos (ax) + k

[—— dx = tan (ax) ¥k

cos? ax

X = arcsin ax

a
f\/l—(ax)z d

[—Ldx = [——dx = arccos ax
7 0 = arecos'y Tt @)’

Exercices'de rechauffement

[ sin (ax + b)dx = _71 cos (ax + b)
[ cos (ax + b)dx = % sin (ax + b)

e f(x) = cos 5x > Primitive est de

e f(x) = sin 5x - Primitive est de

°
1

1+x2

fx) =

fx) =

1
cosx

Bemba B TRAORE 76 43 95 33 /69 50 23 20 — Le document est protégé par Allahou Djabarou

F(x) =§sin5x + k
F(x)=_?1 cos5x + k

f(x) = cos (2x + 1) > Primitive est de F(x) = % sin(2x+1) + k
f(x) = sin (1 — x) - Primitive est de F(x) = cos(1—x) + k

= Primitive est de F(x) = arctanx + k

= Primitive est de F(x) = tanx + k.
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Primitive d’une fonction

En mathématiques, une primitive d'une fonction f d'une variable réelle définie
sur un intervalle | est une fonction F, définie et dérivable sur I, dont la dérivée
est f, autrement dit telle que pour tout réel x de l'intervalle I,

F'(x) =f(x) : vx € I, F'(x)=f(x)

Une condition suffisante pour qu'une fonction f admette des primitives sur un
intervalle est qu'elle y soit continue.

Si f est une fonction admettant une primitive F sur un intervalle | alors, pour tout
réel k, une primitive de k fsur I est k F.

Si F et G sont des primitives respectives de deux fonctionsif.et g, alorssine
primitivedef+gestF + G.

Si une fonction f admet une primitive sur un intervalle, elle enfadmet une
infinité, qui différent d'une constante (appelée-souvent « constante

d'intégration ») : si F; et F, sont deux primitives de.f, alors il existe un scalaire C
tel que F, = F, + C.

En mathématiques, I'intégrale imprepre (ou intégrale généralisée) désigne une
extension de l'intégrale usuelle, définiesparune forme de passage a la limite dans
des intégrales.

La primitive est notée F(x) 2F'(x) = f(x)

L’intégrale indéfiniede f(x) = I'= [ f(x)dx=F(x)+ K

L’intégrale définie de f(x) =1 = f: f(x)dx = F(b) — F(a)

L’intégraleimpropre deff(x) I = fjozo f(x)dx)
Primitive usuelle

+1

f(x)=aalors F(x) =ax+k f(x) = x™ alors F(x) = ’1‘;1 +k
et _ 1 _ -1
f(x) =/ alors F(x) = —+ k |[f(x)= = alors F(x) = T + k

f(x)=§ alors F(x) = aln |x| + f(x)=\/i; alors F(x) =2Vx+k
k
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Primitives des fonctions usuelles

f(x) F(x) Validité Exemples
une primitive de f f(x) F(x)
a (cste) ax R f(x) =5 F(x) = 5x
xM L+ R* f(X) =2 .X6 F(x) _ z
n+1 7
1 In|x| 10; +oof
— 0; +
= 10; +oof
Primitives des fonctions composées
f(x) F(x) Validité Exemples
une primitive de f f(x) E(x)
u'gn Uk Aucune
n+1

u' S U ne s’annule
un (n-Dur pas sur |
v’ In|U|+k U strictement
u positive sur.|
u’ 2VU+k U strictement
VU positive sugR
U'eY Aucune

U’\/ﬁ 20U Tk

3
Primitiveidesfonctions circulaires

f(x) F(x) une primitive de f

f(x) = cos (ax)

F(x) = i Sin (ax) + k

F(x) = _71 cos (ax) + k

f(x) = sin (ax)

u

_ F(x) =tan (u) + k
f(x) - 2
cos®“u
FO =22 Nsur]-1;1] F(x) ] +o
x) = —1; X) = arcsinu = arccosu + -
Va=u? 2
! —
Fx) € 2sur R —{-1;1} F(x) = arctanu +k
d+tu
La dérivée de « sin x » égale « cos x » alors « [ cos x dx = sinx »
La dérivée de « cos x » égale « —sin x » alors « [ sinx dx = —cos x »
;e . 1 1
La dérivée de « tan x » égale « —— = 1 + tan®x » alors « [ ——dx = tan®x »
CoSs “ X Ccos” X
La dérivée de « arcsin x » egale « —L_»alors « f; dx = arcsin x »
V1-x2 1-x2
La dérivée de « arctan ax » égale « —— » alors « [ ———dx = arccos ax »
1+(ax) 1+(ax)
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Exercices de réchauffement : calculer F(x)

fO) == f@) == f(x) = Va; f) = Vs f(x) = ,f(x)— et |

° f(X)_—-)f()———x—9_)p(x)_mx—9+1 8x3+k
e f(x)= ; > Primitiveestde F(x) = In |x| + k
1 14n

¢ f@ =YX =2 PF@) =F—= I 4K

1 4

1
e f(x) = 3¥x = x3 - Primitive est de F(x):’i+1+k_¥+k
3
-1 4
° f(x)=%9f(x)=5—x_xseF(x)_x_l—H: :: 4x Pk

5

o f(x) = e* > Primitive estde F(x) = 7 +k

Exercices de réchauffement : calculer F(x)
[ sin (ax + b)dx = _71 cos (ax +b) ; [cos(ax+ b)dx= ‘—11 sin (ax + b)

f(x) =cos5x; f(x) =sin5x; f(x) = cos 2x+1) jf(x) =sin (1 —x)

e f(x) = cos 5x = Primitive est/de F(x)' = % sin5x + k

e f(x) = sin 5x > Primitive'est de F(x) = _?1 cos5x + k

e f(x)=cos (2x+ 1) Primitive est de F(x) = % sin(2x+1) + k
e f(x)=sin(1— x»y< Primitiveest de F(x) = cos(1—x) + k

Exercices de réchauffement’: calculer F(x)

f1+tx2 dx = % arctan (x \/E) ; f\/1—1—ax2dx = % arcsin (x \/E)

f(.X') 1+4z!f()_1+5z’f()_1+16z’f()_—2’f()_\/7

= % arctan 2x + k

¢ )= 1+Ttx2
o f(x)= \/i_arctan xV5 + k

e f(x)= Tviex ~=> Primitive est de F(x) = %arctan 4x + k

= Primitive est de F(x) = % arcsin2x + k

¢ f(x)_@
¢ f(x):\/m

1 ,
NG arcsin V2 x + k
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Exercices de réchauffement : calculer F(x)

: n+1
Enonces Corrigés [u'u™ = ?1+1
f(x) = (zx - 3) (xz - 3x + 5)7 9 F(x) — (x2—3:+5)8
fG) = x5 > F(x) = &9
f() = Vax+3 Fx) = Gxet _ (G

443 6
2
f(x) = (x—5)(x> —10x + 4) > Fx) = (**—10x+4)2
4
f(x) = (x —5)(x*> — 10x + 4)° > Flx) = (*—10x+4)°
12
3 3
f(x) = V4x+3 > F(x) = 3(4x+31)6m+ K
1 1
f® = Gy > F™ = Gaar
1 3
0 =g > F =Gk
_ 1 (x-11) 2 -1
f(x) - (x_11)3 9 F(x) = — = 2(x_11)2 + K
fO) = o F()'= —(x+3)1+K
xX“+6x+
_ 1 a1 22
f(.X') ~ x3+43x2+3x+1 F(x) ) (x + 1) + K
f@®) = ae, FOY=S (-2 +K

x3-6x%24+12x-8
1

fx) = R

Flx) = i(x— 2)"° + K

f) = == F)=> (Inx)?+K
fa) = & F(x) =3 (Inx)®+K
f(x) — (In x)* F(.X') :% (lnx)s +K

f(x) = sinx * cos*x

F(x) = _?1 (cosx )3+ K

f(x) =«€0s xxsin? x

F(x) =% (sin x)1° + K
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Exercices de réchauffement : calculer F(x)

Enonces Corrigés - application de la formule f%’ = In|u|
f()—m Fx)=5In|x+1|+k

f(x)_E Fx)= -2In|1—x|+k

f(x) = x:i‘:is F(x)=In|x*+x+5|+k

10x-3 7
f(x)=ﬁ Onposeu=5x*-3x+1=2>u =10x—3, f%z In |ul

F(x) = In|5x*-3x+1|+k

X !

fx) =1— Onposeu=1—x>>u =—-2x; laforme fu; =%in |u|
F()=—In|1- x| +k

fx) =—— Onposeu=>5x+2=>u =5c’est laformef%z In |ul
F(x) =1 ln|5x+2|+k

ES _x+2-2 _ x+2_ 2\ o )2

f( ) x+2 f( ) T x+2 x+2  x+2 X2 1 x+2

Pr|m|t|ve estde: F(x) =x—=21In|x+ 2| + K
_ X _ _x-3+3) x3 , 3

f(x)_X—3 f(x) x—3 _x3+x3 1+;
Pr|m|t|ve est de: FX)=x+3Iln|x—3|+K

fx)=1 Tr2x+d fx)=12 “+2x+4 | adivisiof euclidienne donne fO) =x+1+—
Pr|m|t|ve est de: E(x) = Ex +x +3In|x+1|+K

f(x) = Sx_# fX)= —3’1 la division euclidienne f(x) = 5x — 13 + 2—72

Primitive est de: F(x) = —x —13x +27In|x+ 2|+ K

Exercices dexéchauffement : calculer F(x)

Enonces Corrigés - application de la formule [u'e* = e*

fx) =e** Onposeu=2x-)u’=2-)F(x)=%e2x+k
f(x)=e* Onposeu=—x=22u =—1=> Fx)=—e *+k
f(x)=2x—1)e** |Onposeu=x2—xdu =2x—1> F(x)= e* *+k
f(x)=x e Onposeuzxz-)u’=2x-)F(x)=%ex2+k
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Exercices a faire : calculer une primitive F(x) de chacune des fonctions

10

f(x) = x!% f0) = =0
fo) =275 fla) = B2
f) = 2% fl) =22
foo =25 fx) = &2
f) =— f®) = Gaets
foo == f®) = sam
f(x) = xzz_z;ig f(x) = V1 43x
Flx) = 3x5—:21+x+1 f(x) = 2 —5x
f&) = (in1)6 f) = x2+;x+1
f®) = s fO) Rt
f(x)=§+x—% fG= Vax+3
fo = 2= F =
fO) = 5= ) = o
f(x)= Bx2—8x+2) Va3 —@x + 2x +1 | f(x) = 5\/%

fx) = (8x+1) VaxZ +x + 1

Exemple : f?trbdx = %lnlax + b|

Y f;dxz

3x+5

o fidx = Injx —/1|
x—x
% In|3x + 5]
o f——dx = —In|1 — 2x|
1-2x 2

fﬁdx =In|7x + 3|
fidx =22 In|2 — 3x]
2—3x 3

fﬁdx = —%lnll — 2x|

Exemple”: f%’dx = In|u|

x2—

3x2+5

o | le dx = In|x? — 1|

o [—S—dx=:In[3x? +5]|

°J
J

xZiS dx = % In|x? + 1|

OX*3 dx =3 In|x? + x + 1|

x24x+1
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Integration par partie
Intégration par partie : | :ju(x).v'(x).dx: [u(x).v(x)]—ju'(x).v(x).dx

Exemple : En utilisant la méthode d’intégration par parties, calculer : une
primitive de f(x) = Inx

Posonsu=Inx=>u’ =§ etv' =1=>v=x formule [u.v' = [uv] -
fu'.v

[Inx = [xInx] —fi.x dx= [xInx]+x+k

Exemple 2 : En utilisant la méthode d’intégration par parties, calculer :

I= fo¢— fx\/x+ dx

Solution: Rép I = ]= folx\/x+1dx=—?4\/§
I-fO\/_ —1—9v=2\/x+

I = [[Zx\/x+ 0 5 [[Zx X+ ]] —[[2\/x+ ]]0

I=2\/_ 2\/_+2x/——2x/_
]=f01x\/x+1dx
u=x=2u =1 etv’=\/x+1-)v=§(x+1)\/x+1

1
] = folx\/x+1dx= [Ex (x+1)\/x—+1]]0—§f01(x+1)\/mdx=
]=§*2*\/§—§f01x\/mdx—gfolx/mdxz
]=f\/§_§*]—§f01\/mdx

3

1
J+3=3V2 4l 2 (x+1)\/m]]0

3

DAL BENES 1 2= e

3

Exemple 3 : Enaitilisant la méthode d’intégration par parties,
calculer: I = [ Inxdx

SolutionyRép I = [ Inx =1

Onposeu=1nx-)u’=% etv =1=2v=x

I = flelnxdx =[x Inx]§ — flegdx =e—[[x[§=e—e+1=1
Exemple 4 : En utilisant la méthode d’intégration par parties, calculer : [ =
flex cos x dx

Solution :
Onposeu=x=>u =1 etv' =cosx = v =sinx
I = fonxcosxdx = [[xsinx]]f—flesinxdx =0 —[-cosx]fF=-1—-1=-2

Rappelonsque:cos0=1;sin0=0;cosmt=—-1;sint=0;
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Intégrale définie

1= f; fx)dx = F(b) - F(a)

Exemple : Calculer les intégrales suivantes

1= [° f(x)dx = F(5) - F(-3)

Enoncés

I= fol(x —2)(x*—4x +
7) dx

Corriges

I = fol(x —-2) (x> —4x +
_ [(x*—4x+7)? 1 _ 16

I= [[ 4 ]]0 T4

7)dx = [

49 33
4 4

I = flz;

x*+1

OnposeU=x2+1=> U’ =

x D [L=2vu

_ 1l x _ > 1 _ \ _ :
I= fomdx— [[\/x—-l-l]]o_ VZe1=W2
1
I= f02(1 — |[x—1|) dx O)? étudie Ieosigne del(x-l) \
- +
|lx—1] |-x+1 X -1

I= [[(1- (~x+ D) des [[(1- (x- 1) dx

1 272

1= e 1,

1 3
Z—0+2->=1
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Sujet d’examen 1

On considere les fonctions F et f défini sur R :

FOO) = 7 et f(0) = =

F est-elle une primitive de f ? Justifier.

Solution : F est une primitive de f = F'(x) = f(x)

1 , 1
F(x) = T 2> F'(x) = qEY

= F'(x) = f(x) alors F est une primitive de f.

La formule de (%) = _f];’ 2>f=1-x,/"=-1

Sujet d’examen 2

On considere les fonctions F et f defini sur R :
F(x) =5 x+1)% et f(x) = (2x + 1)
F est-elle une primitive de f ? Justifier.

Solution : F est une primitive de f =& F'(x) = f(x)

Fx) =7 x+1)3 DF(x) =2+ 3k (2)+ @x+1)>T =2 (2x +1)?
D> F'(x) =2 (2x + 1)? # f(x) aloxs F n’est pas une primitive de f-
Laformulede (f*) =nf'f" 4t >f=2x+1; n=3;f" =2

Sujetid’éxamen 3
Déterminer, dans chaque ¢as,une primitive F de la fonction f sur I’intervalle .

a) f(x) =2 et =R c) f(x) == et [ =10; +oof

b) f(x) = % gt [ =\]0; oo[ d) f(x) = 5 +—+3x—21 et [ =]0; +oo]

e-) f0) = £ el = [Ypoo| | F) f0) = s et 1 =10; +oof

0-) F =TS eyl =A0; +oof | D) f) =€ et I=R

i-) )= % &t I = ]0; +oo[ k.-) f(x) = sinx + cos2x et [ =R
Solution.:

a) fo =23 FG) =2 +k

b) fF() =5 DFE)=2x2DF)="x"2+k

c) f(x) == > F(x) =ZIn|x| + k

d) f() =Z+=+3x—21 d) f(x) =3x2+=+3x—21
F(x)=—%+§ln|x|+§x2—21x+k
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Sujet d’examen 4

On considére la fonction f définie sur ]0; +oof, par f(x) = xInx

1.-) déterminer f* (x)

2.-) En déduire une fonction primitive de la fonction In x.

Solution

f(x)=xInx 2 f'(x)=lnx +1

2.-) En déduire une fonction primitive de la fonction In x.
f'(x)=Inx +1etF(x) =xlnx =lnx+1=>nmx=xlnx—1
(xlnx) =Inx +1=>Inx = (xlnx )" — 1 => primitive de'de Inx .
f(x) =Inx & F(x) =xInx—x

Sujet d’examen 5

On consideére la fonction f définie sur ]1; +oo[, par f(xX)= (;__16)2
1.-) déterminer deux réels a et b tels que pour tout.x € ]1 ; +oo[

a b
flx) = x—1 T (x—1)2

2.-) En déduire une primitive de F de.f sur }1; 4oo].

Sujet'd’examen 6

2
On considere la fonction f-définie sur R, par f(x) = = +4x+1

Déterminer la primitive’F de f doni-la courbe passe par le point A(2; 1).

Sujet d’examen 7
On considére da fonction f définie sur R, par f(x) = x e*
18" méthode :
Déterminer les. réels-a et b tels que la fonction définie sur R par F(x) =
(ax_4wb)e* soitune primitive de f.
2°M€ méthede
Trouver une relation entre f et f°
En déduire une primitive F de f
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Résolution d’équations differentielles
Définition
On appelle équation différentielle d’ordre n, (n € IN) toute équation de la forme
F(y(x);y' (x); " (%) ...;y™(x)) =0 ou F est une fonction de (n+1)
variables, ou y est la fonction inconnue supposée n fois dérivables de dérivée
successives y; y'; v’ ....; y™ de la variable x.

Il suffit de remarquer que : y' = %

Resoudre une équation différentielle revient a retrouver la fonction : y(x).

Solutions d’une équation différentielle :

Etant donnée une équation différentielle d’ordre n ; on appelle solution deeette
équation différentielle toute fonction f définie sur I’intervalle I'de IR ; n fois
dérivable sur I et vérifiant I’équation différentielle donnée pour toutx de'l

Remarque : si U est une fonction définie sur | et continue alors équation
differentielle y’ = U(x) admet comme solution toute'fonction primitive de U
sur |

Equation différentielle du type y' + ky =0

Soit a résoudre 1’équation y' + ky = 0

L’équation caractéristique est r 4+ kq= Ougui-a pour solution unique r = —k

y' +ky=0=y"=—ky

Les solutions de 1’équation différentielle'sont donc les fonctions de la forme :
su= {xw> ce** ; celR}

Equation différentielle dutype y" —w?y =
Soit a résoudre ’équation y' =W’y = 0 avec welR
Cette équation différentiellé,a pour 1’équation caractéristique est r> — w? = 0
donc les solutionsisontir; =wetr, = —w
Ces solutions sent alors les fonctions de la forme :
s={x eV +c,e ™ ; (cy;c,)elR?)}

Equation différentielle du type y" +wry =
Soit a résoudre 1’équation v + w?y = 0 avec welR
Cette équation différentielle a pour I’équation caractéristique est r*> + w? = 0
donc les solutions sont r; = wietr, = —wi
Ces solutions sont alors les fonctions de la forme :
s = {x » ¢; cos(wx) + ¢, sin(wx) ; (cq; c,)€elR?)}

Activite : réesoudre les équations différentielles suivantes :

ay' =y by"'-9y=0 c¢)y"+4y=0
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Equations différentielles linéaire du second ordre a coefficients

constants sans 2™ membre :

Soit a résoudre 1’équation ay” + by’ + cy =0 avec welR
Cette équation différentielle a pour 1’équation caractéristique est

ar’+br+c=0

Pour résoudre cette équation différentielle on admet le tableau suivant :

Si I’€quation caractéristique :
ar® + br + ¢ = 0 admet

Alors les solutions sont les fonctions
f deéfinie sur IR

2 racines réelles : r; et r,

f(x) =Ae™* + Be™* A€IR;B € IR

1 racine réelle : r,

f(x) = (Ax + B)e'™™* A €IR;BE IR

2 racines complexes conjuguées :
n=a+ifetrn,=a—if

f(x) = (ACosBx ¥ BSinfix)e**
A€IR;B €IR

Activité :

1) Résoudre les équations suivantes :

a) (E)):y"+y'—6y=0
b) (E,):y" —6y' +13y =0

2) Déterminer la fonction solution desl*équation différentielle (E) la

condition indiquée

(E):y" +6y"+9y =0 sachantquerf(0)=4etf'(0) =1
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Résolution des types d’équation différentielle
Type 1 : Equation différentielle de type : y' = p(x) (P(X) continue sur 1)
y=k=2y=kx + 1
y =px)dy= [pl)dx
Exemple 1 :
1/ Trouver toutes les solutionsde y' =5
2/ trouver la solution qui Vérifie les conditions initiales pour :
Xog =2 ety(xy) =12
Solution :
1/ y" =5 =» lasolution générale : y (x) =5x+ 1
2/ Py 2) =5%x24+1=12=21=2
La solution particuliere : y (x) = 5x+ 2

Exemple 2 :

1/ Trouver toutes les solutionsde  y' =2x —1

2/ trouver la solution qui vérifie les conditions initiales pour
Xo =0 ety(xy) =-2

Solution :
1/ y=2x—1=2y =x*—x+ 2
=> Lasolution générale: y (x) = x? —x+ A avec 1 €R

2 xg =0 ety(xy) =—-2

La solution générale : y (x) = x? =x +A
y(0)=02-0+1A=-2=>1=-2

La solution particuliére : y (x)i= x? —x — 2

Type 2 : Equation différentielleide type : y'' = p(x) (p continue sur 1)
y' =p(x) Dy =fp(X)dx Dy= [y dx +1x+ 4,

Exemple 1 : résqudre ¥y’ =3 ;9" =x;y" = x?

y' =39y =3x+1 -)y(x)—%x + Ax+ 4,
y' =x=>y. = —x + A -)y(x)—%x +Ahx+ A,
y" =x2-)y’=§x + A -)y(x)—Ex + Lx+ A,

Exemple2 : Trouver toutes les solutions de y"’ = 2x — 3
y' =2x-32y =x*-3x+ 1, D yx) =§x3 —%xz + xA + 4,

La solution générale : y(x) = §x3 - %xz + x4+ A,
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Exemple 3 :

. 1
1/ Trouver toutes les solutions de y"' = x + =
2/ trouver la solution qui vérifie les conditions initiales pour :

, 1 1
yD) =35 ety =
Solution :
"no__ l I_l 2_1

1y —x+x2-)y =7 X 1x+ A D

La solution générale:y(x)=gx3—ln x| + L x+ A,
2/y’(1)=% et y(1)=%

1) = 1q2_1 _1
y(l)_121 1+ 11—2 )
yO)=i-m1|+ 2 + A =1
OntrouveA; =1 et 4, = —1

La solution particuliére:y(x)=%x3—ln x| + x+ 1

Type 3 : équation difféerentielle de type : y' = ay ‘\a€ R}
Résoudre: y'=ay =:ykx)=1e** “Aae R
Equation homogene a coefficient constant a y' + by = 0

ay'+by=02ay' = -by -)%z—g-)fidyzf—gdx

3 -b
-)1n|y|=7bx-)y= Aed” avecA €R

y' = a y = Solution genérale y(x) =\1e** avecAd €R

Résoudre:y' —y =04y +y=0;2y ' —-3y=0;y"+5y=0.

Solution :

Yy —y=0 29=y =D y(x) = A1e* avecA ER
V+y=0"2y' s —-yp=>y(x)= Ae ™ avecd ER
2y' — 3y =0 -)y’=%y > y(x) = de:* avecd €R
Yy ¥5y=0 9y =-5y dy(x)= 1e>* avecd €R

Exemple, :

1/ Trouver toutes les solutionsde y' = 3 y

2/ trouver la solution qui prend la valeur 1 pour x = 0.

Solution :

1/ y' =3y =>lasolutiongénérale:y (x) =1e3* 1a€ R
2ly(0)=1; y(0)=21e’=1>1=1

La solution particuliére : y (x) = e3*
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Type 4 : Equation différentielle a coefficient constant a second membre P(x)

y+ky=ax*+bx+c E1

e Résolution de ’équation homogéne associée y' +ky =10
y +ky=0= y' = —ky=» Solution générale de E1
> y(x) = 1e ** qvecA €R

e Résolution d’une solution particuliére de E1: yy(x)
avec yo(x) =ax®>+bx+c P y,(x) =2ax+b
Remplagons y,(x) et yo(x)dans E1 :

Yo(xX) + kyo(x) =0=> (Qax+b)+k (ax?*+bx+c)=0

En mettant I’équation sous la forme AX?+ BX + C =0 =2,A=0; B=0 et C=0.
On résout le systéeme puis on aura les valeurs de a, b, c.

Exemple : résoudre y' + 2y = x* Ei
e Résolution de I’équation homogéne associée y' +2y =10
y +2y=0=> y = -2 y=> Solution genérale de'E1l
> y(x)= Ae ?* avecA €R
e Résolution d’une solution particuliére de E;1 : yo(x)
Le second membre est x* ce qui vedt.dire que y,(x) est un polyndme de degré 2
(ax2 +bx +C) : yo(x) = ax? +.bx + cvet yilx) = 2ax + b
Remplagons y,(x) et yo(x)dans E1}:
Yo(x) + 2 yo(x) = x? D7 (2ax + b)+2 (ax? + bx +¢) = x> >
(2a—1Dx?>+ (2a+2b)x.+ (b 2¢) = 0 Un polyndme est nul si tous les

coefficients sontnuls=» 2a=~1=0: 2a+2b=0etb+2c=0

N , . 1 -1 1
Apres résolution.on trouveia =~ ;b = — etc =

La solution/particuliére.: y,(x) = % x? —% X +i
La solution de’E1l = solution de I’équation homogéne + solution particuliére
La selttion de.ELl; y(x) = % x> —% X +% + e % avecA €R

Réchauffement : résoudre

1-) y+2y=x% E: 6.-) y y 2x—1 Es

2-) 3y —y=4x E: 7-) 3y —y=x*-7x E;

3-) 2y +7y=4x* E; 8.-) y — 3y—3x —x+1 Es
4-) y—5y=3x* +x Ea 9-) y¥—-7y=x*+2x+3 Eo
5-) y—y=x*+x+1 Es 10.-) y' + 5y =5x+7 E
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Type 5 : équation différentielle de type : "' + 8°y =0 6 €R
y'+ 02y =0=>y(x) =AcosOx +BsinOx ou A B €R
Exemple :
1/ Trouver toutes les solutionsde y"" +4y = 0.
2/ trouver la solution qui prend la valeur : y(n) =1 ety’(n) =-1
Solution :
1/ y"+ 6°y=0=> y(x) =AcosOx +BsinOx ou A B €ER
y'+ 22y =02 y(x) =Acos2x +Bsin2x ou A,B €R
La solution générale y(x) = Acos2x + Bsin2x ou A,B €R
2 y(m)=1lety(n)=-1
y(x) =Acos2x +Bsin2x =Dy (x)=-2Asin2x +2Bcos2x
y(n)= Acos2m +Bsin2n=1 =DA=1
y'(t)=—-2Asin2nr +2Bcos2n=—-1 =9 B=-1/2

La solution particuliere : y(x) = cos 2x —% sin 2x

Exemple :

Trouver toutes les solutions de y" + 3y = 0

Solution :

y'+ 6’y =0>y(x) =AcosOx +BsinfOx_ ou A, B €R

Y +3y=0>y" +V3y=0

y(x) = Acos x\/3 + B sin xV34 owdA B,€R

La solution générale : y(x) = A.cos x¥\/3 -+ B sin xv3 ou A,B €R

Type 6 : équationde type.:ay £y +cy=0 a=+0
ay'+y +cy=02ar®+br +c =0 ou a,b,c €ER

A= b? — 4 ac Solution 7= “b-va r, = “b+ VA
2a 2a

La solution générale :\g(x) =Ae"t*+ B e™2*

Exemple<
1/ Trouver toutes les solutionsde : 2 y" —6y'—8y =0
2/ trouver la solution qui prend la valeur :g(0) =0 et g'(0) =1
Solution :
1/L’équation 2 y" —6y' —8y =0devient2r2-6r—-8=0— r2-3r-4=0
A=25=52ontrouver,=-letr,=4dou:g(x) =Ae *+Be**
2/ g(x) =Ae*+B.e*™ et g’(x)=-Ae*+4.B.e¥
g(0) = A.e® + B.e?= 0 alors A + B = 0 I’équation 1
et g(0)=-A.e’+4.B.e’=1 alors—A +4 B=11’équation 2 :
A+B=0
_Ai+4B=10ntrouve A=-1/5etB=1/5

La solution particuliére : g(x) = (-1/5).e™ + (1/5).e™
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Résumé du cours sur les équations différentielles

Résoudrey' = k=»solgle y= kx + A
Exemple:y' =7 =2 solgle y= 7x + A

Résoudrey’ =p (x) @ solgle y = [p(x) dx + A
Exemple :y' = x3 & solgle y = % xt + 2

y' =px)Dy = [p(x)dx dy= [y dx +Lix+ A,
Exemple:y”’ =2x=2y =x*+ 1, -)y=§x3+ﬂlx+ A,

y' = ay =» Solution générale y(x) = Ae®* avecA €R
Exemple : y' = —2 y =» Solution générale y(x) = AeT%* avecA € R

Résoudre y'+ky=ax+b E:

L’équation homogeéne y'+ky =0

=»solutiongle y(x) = 1e** avecd €R

Solution particuliere de E1: yo(¥).= ax+bet y,(x) =a
Remplacons dans y et y’ dans E1 pour déterminer a et b

Résoudre y' + ky = ax? +bx + c\E1
L’équation homogéne _y" " +ky =0
=»solution gle y(x)£ Ae** ‘avecA €R

Sol particuliére dé Eiuyo(x¥) = ax? + bx + cet y,(x) =2ax+b
Remplacons dans y ety’ dans’E1 pour déterminer a et b.

y"' + 0%y =0 dy(x¥) =AcosOx +BsinOx ou A B €R

ay’+y+cy=0 dar>+br +c =0 ou ab,c €R

X'=b*=4%ac Solution r, = “b- 2 r, = “b+ 3
2a 2a

La solution générale : g(x) =Ae"1* + Be"2”*
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Sujet d’examen sur les équations différentielles
Sujet1:

Résoudre 1’équation différenticlle y'' — 2y —3y =0

Solution: y" —2y—3y=0=2>1r2-2r—3=0

A=16=4 ¥ rj=""=-1 r1,=-""=3
La solution générale : g(x) =Ae"1*+Be2*=>» g(x) =Ae*+ B e3*
Sujet 2 :

1/ Résoudre 1’équation différentielle 3y’ + 2y =0
Déterminer la solution f qui vérifie f(0) = 3

2/ Résoudre I’équation différentielle : y"' + 4y = 0
Déterminer la solution g qui verifie : g(n/2) =- 1 et g(n/4) = 1

A
3/ Calculer : | :jo xg(x)dx
Solution :

y' = a y = Solution générale y(x) = Ae®* avecAd €R

y'+ 6’y =0=> y(x) = Acos Ox + Bsin@x._ ou A)B € R

1/ I’équation différentielle 3y’ + 2 y = 0w

3y’ +2y=0
3ime cag - Y'=ay = Y(X) = Aegx

2

' -2 —X
y=—7y=y(X=Ag®

y(0) = Aeo =3= A=3 jasolution Y(X)= 3-63X
2/y” +4y =0
gieme cas Y "t Y'=0 = y(X) = A.COS@X + B.SINaX o (A et B € R)

y''+24y = 0= y(X) = A.c0os2x + B.sin2x
g(m2) =-Tet g(n/4)=1

_ i _ 7/ — z in” = -
y(%)—A.COSﬂ'-i- Bsint=-1= A=1et y(A)—A.cos2 +B.sm2 =1=B=1

La solution particuliére : Y(X) = C0S2X +sin2x
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Guide du Candidat au BAC ***Etude des fonctions numériques **** BEMBUS-MALI
Exercice 1 : BAC SBT 2001
a) Donner la solution générale de I’équation différentielle (E) : y” +4y =0
b) Déterminer la solution particuliere f de (E) telle que f(0) =2 et £(0) =0
c) Résoudre dans R I’équation différentielle : 2y’ + 3y =0
Indication de solution :

Y + 4y =0 c’est le 4™ cas : Y22y =0 = y(X) = A.cos2x + B.sin2x
_3 =)
2y’ +3y =0 c’est le 3*™ cas : y= 7-)/ = y(x) = A'e ?

Exercice 2 : SBT juin 1999

Résoudre les équations différentielles :
1/y +5y=0

2/y’+9y =0

%
3/ a) Calculer fo cos2x.dx

T,

A=[" cos2xd
b) En déduire I’intégrale suivante : " — I_% COSZX.0X

Indication de solution :
1/y +5y=0c’est le 3¢ cas : Y'=-0.Y = Y(X) = A-e_SX
2/y’ +9y =0 c’est le 3¢ cas -, Y'=59.Y.=¥(X) = Ae_9X
SiHZX}% A"

7
3/ _[0 cost.dx{ 0 ,

7 0 7 1 (-1
A= cos2x.dx = cosZ2x.dx+ | cos2xdx==—-| — |=1
I i ) -5

. N\ 1 | 0
Rappelons que’: S jo COSZX-dX=E alors J-_%COSZX.dX:7

Exercice 3w resoudre sur R les équations différentielles :

a-) 4yl 4y +y=0 b-)y” +y +y=0
C.-)2y’"=6y’ -8y =0 d-)y’+4y +4y=0
e-)y’ =4y’ +5y=0 f-)y’—y —-6y=0

Indication de solution :
gieme cas - Ay '+h.y'+cy=0=ar’+br +c=0ou(a:b:c€R)
—b-vA _ _—b+JA

2a 2 2a

La solution générale : 9(X) = A.@” +B.@”"

A=Db*—4ac et r, =
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