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| — Définition et conséquences :

1- Définition : la fonction logarithme népérien notée In ou Log est la primitive
de la fonction x — X qui s’annule pour 1. Elle est définie sur 0 ; +oo[.
X

2- Conséequence immédiates de la définition :
La fonction In: ]0 ;+co[ — R est continue, et dérivable sur O ; +ool.
X +~— Inx

I — Relation fonctionnelle fondamentale:
1- Propriété : V (a;b) € (R.)*; In(axb)=Ina+Inb .

2- Consequences :

C,) Soit a et b deux réels strictement positifs : In(%) =Ilna—Inb .

En effetsic = % alorsa=Dbc;Ina=In(bc) = Ina=Inb+Inc =
Inc =Ina—1Inb = In(%) =lna-Inb.

C,) VaeR: : In(é):—lna.
C;) VaeR’;VneR ; Ina"=nxlna.
Ca) lha=Inb < a=b ; Ina < Inb & a<hb.

1
Cs) VaeR, ; InJa=Inaz==Ina .

N |-

[l — Fonction du type (In  ou):

Soient u et v deux fonctions continues et dérivables sur un intervalle I.
1 — Propriétés des dérivees logarithmiques

u'(x)
u(x)
Exemples : a/ Soit f(x)=In (x*+3x—1) ona: f’(X) =

P) (nou)(x) =

2Xx+3
x?+3x-1
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. 7l 7
tg:]-=; = - R
b/ Soit g : ] 2,2[
—-sinx
= tanx.
CO< X anx

X — gX)=—=In(cosx) ona ¢’ (x)=
Donc une primitive de tanx est: —In (cosx) .

Pz2) [In(u xv)]’ =

c|<:_

VI
+— .
v

Py In(Lyy = &-¥

2x -1

2 1
fr(x)=
+3‘ = £

+ .
2x-1 —-x+3

Exemple : f(x)=In

Py lin ] =rx

Exemple : f()=In(x+3° =  f'(x)=5x—.

X+3
2 — Recherche de Primitives
Une primitive de E— est Inju|+c
Soit g(x) = % onaGX)=In|x]+c; h(x)= Xzzi = H(X) =In|x*+ 1] +c.

IV — Etude de la fonction logarithme Népérien:
1- Ensemble de définition

La fonction In est définie et continue sur ]O ;+oo.

2 — Limites aux bornes

lim nx=-= ; [im Inx=+e
x - 0" X - +00

3 — Fonction dérivée

La fonction In est dérivable donc continue sur JO ; +oo].

f(x):lnx:>f’(x)=%>0‘v’xe 10 ;+oo.

D’ou In est strictement croissante sur R , .
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4— Bijectivité — Nombre e :

La fonction In est continue et strictement croissante sur ]0 ;+oo[. C’'est donc

une bijection de ]0 ;+oo[ sur R.VyeR;d ! xe]0 ;+oof tel que Inx =y.

Pour y = 1 I'équation In(x) = 1 admet une solution unique x = e = 2,71.
2,718 < e <2,719.

Définition :
On appelle base du logarithme Népérien 'unique nombre réel € tel que
Ine =1.

5 — Etude des branches infinies :
a-/ Comportement asymptotique au voisinage de zéro :
|ing+ f(x) =— || donc la droite d’équation x = 0 est Asymptote Verticale.

b-/ Comportement asymptotique au voisinage de + o :

Soit f(X) =1Inx; lim f(x)=+. On cherche Iim M

X - + oo x

En effet pour tout réel x strictement positif on a : Inx <+/x ; = - Inx_ Vx
X X
Deplussix>1ona: 0 < Inx ¢ ﬂ e 0< lim ™ < jim ﬂ =
X X X=to X Xoteo X
In x , N L .o In(x) _
0 < lim —= < 0. D’apres le théoreme des gendarmes : lim —==0
Xt Y X—+o0 X
D’ou la droite d’équation y = 0 est une direction parabolique.
- Conséquences :
. _ _ . In(x+1 _ _ In x
lim xinx=0 5 |im =1 5 lim, ;=1
X - 0" X -0 X X -1 1
. lim xInx = (0)x(-») Forme indéterminée.
x- 0"
Posons x:% ;six — 0" alors X — +oo.
Donc lim_xInx = lim —In(ij: lim i(|n1—|n X )= lim —('”—szo.
X 0" X -0 X X X o+ X X - 400 X
. lim In(x+1) :% Forme indéterminée.
X X

Posonsx+1=h < x=h-1:six—-0 alors h — 1.

Donc lim MHD _ oy In() =In@) _
h-1

X-0 X hﬂl

In" (L) =1.
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6 — Tableau de variation de In :

X
1
X
Inx 00
1
— 0 0

Remarques importantes :

e Six € ]0;1[alorsInx <O0;

e Six € ]J1;+o[alorsInx > 0.

- Equation de latangente (T)enx =1

(M) y= ' (X)(x=%)+f(x) < (T): y=x-1.

7 — Tracé de la courbe de In :

A

y
ol y = Inx
T m
0,71 2°%3 4 X
1+
24
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IV — Logarithme de basea (a € R,;et a #1):

1-/ Définition : On appelle logarithme de base a la fonction notée log,
et définie par :
log, :]O0 ;+00 [ ------- - R

In x
X+— log®®=—= . . log®¥W= —=
Ina Ina

2-/ Propriétés :

v _ (Inx) _ 1
2 10l = (In a] “lnaxx ’
b) (logas ou)’(x) = u'(x) _ 1 u(

u(x)lna Ina u(x)

C) |09a(5j=logz-log§; loga( Xxy) = log} + log! ;
y

d) loga(x")=r xlog; ; |09a(1j= “log? ; logt = @ =g,
X Ina

3-/ Logarithme décimal ( log a base dix)

On deéfinit le logarithme décimal noté log par : log{y = log(x) = l'“_l’;
log10 = log?® = %_ 1. D'olilogl0 =1 et logl0®=3log10 = 3.
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