FONCTIONS NUMERIQUES D'UNE VARIABLE REELLE

I-LIMITES ET CONTINUITES :

1) Limites

a) Limite de référence :

. nEN*e‘rnpair':{

. € N* et n impair : {li
n nimpair - lim,_, o x™ = 400

1

n —
My, X" =

: n —
lim,_,_,x™ = 4+

limx_)_l_w xn = +OO

—0Q0

. 1 .
. llmx_>_oox—n =0 ; llmx_,+oox—n =0

o lim,_, VX =400

Exemple : Calculer les limites suivantes :

lim,_,,2x +4;

b) Limite somme - Limite produit - Limite gquotient :

Soient f et g deux fonctions numériques, [ et I’ deux réels et x, € R U {—o0; +00}

Limite somme :

i 76

lim g(x)

X—Xo

l'

Jim [FG0 + g0

L+7

Limite produit :

Jlim £()

lim g(x)
X—Xo

Jim [£(x) X g(x)]

Limite quotient :

lim f(x)

X—X

lim g(x)
X—Xg

7
T
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Remarque : Dans le calcule des limites on a quatre formes indéterminées qui
) 0

sont ico X0 ; > 0 et +oo0o—o

c) Limite de fonction polyndmes et rationnelles :

e Limite en un point x;:

Exemple : Calculer les limites suivantes :
lim,_,_,(2x% 4+ 5x — 15) ; lim,_, (2x? + 5x — 15)?

e Limite a l'infini :

- A l'infini un polynéme a méme limite que son mondme le plus haut degré.
- A l'infini une fonction rationnelle a méme limite que son mondme le plus
haut degré du numérateur et celui du dénominateur.

Exemple : Calculer les limites suivantes :

1) lim,_,_(2x2 4+ 5x —15) et lim,_, o (2x% + 5x — 15)

2) lim (2x2+5x—15) ot lim (2x2+5x—15)

X =70 \ 5x4+9x2—1 X+ \ 5x449x2—1

. 2x5+x+1 . 2x5+x+1
3) limy o (—sz—xz—l) et limy— 400 (—sz—xz—l)

d) Limite des fonctions comportant des radicaux :

Exemples : Calculer les limites :

1) limgyyr—o (\/x_;l_l) 4) lim,_, o ( x?—x+ x)

2) lim,_,; (%) 5) limy_, 4o (\/ x> —x— x)

3) lim,_,, (%)

e) Limite des fonctions trigonométrigues :

. sinx . tanx . 1—cosx 1
Formules usuelles : hm,HOT =1; llmx_,OT =1; hmx_)OT =5

1—-cosx sinax tanax
lim ——=0;lim —— =1 lim —=1.
x—0 X x—0 ax x—0 ax

Exemple : Calculer les limites suivantes :

sin*x
3(1—cosx) *

sin5x tan3x
lim ; lim
1) x—0 3y ‘ 2) X0 gingx

o 3) lim,_,,

. tanx-sinx . 2cosx—1
4) lim,_,, — 5) hmx_E( - )

f) Limite d gauche - Limite d droite :
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Exemple : Calculer les limites suivantes aux bornes des ensembles de définitions

lim,_,, 22 : lim,_, ——
X2 5y ! X525

2) Continuités

a) Continuité en un pointx, :

Soit f une fonction numérique et x, un hombre réel. f est continue en x, si et
seulement si x, € Dy et lim,_,,, f(x) = f(x0)

Exemple :

f(x) =x*—2x+5. f est - elle continue en x, = 2?

x°=1 .
Soit g(x) = {x1 ¥ 7 1 Etudier la continuité de gen xo=1

g(1) =2

b) Continuité a gauche - Continuité a droite

f(xq ) existe
limy_, - F(X) = f(x0)

f est continue a gauche en x, si et seulement si {

f(xy ) existe

lim,_, xot f(x) = f(xo)

f est continue a droite en x, si et seulement si {

NB: f est continue en x, si elle est continue a gauche et a droite en x,,.
Dans le cas contraire on dit qu'elle est discontinue en ce point.
Exemple: Soit f(x) = x* + |x|

1) Déterminer I'ensemble de définition de f puis écrire f(x) sans le symbole
de la valeur absolue
2) Etudier la continuité de fen x, =0

x €]-,0] f(x) =x%—x
x € [0,+oo] f(x) =x%+x

c) Continuité sur un intervalle

- f est continue sur l'intervalle ]a, b[ si elle est continue en tout de l'intervalle
- f est continue sur l'intervalle [a, b] si elle est :

e Continue sur |a, b

e Continue d droiteenx =a

e Continue a gauche en x = b.
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d) Théorémes sur les fonctions continues :

- Soit f et g deux fonctions continues en x, et a unréel: f + g;
f xg; af; g(g # 0) sont continues en x,.

- Toute fonction polynome est continue sur R.

- Toute fonction rationnelle est continue sur son domaine de définition

- Les fonctions sinus et cosinus sont continues sur R.

- Soit f une fonction continue en x, et g une fonction continue en f( x,) alors
gof est continue en x,.

- L'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle

3) Prolongement par continuite :

x2—1
x—1

Activité : Soit f(x) =

a) Déterminer I'ensemble de définition de f.

b) f est - elle continue en x, ?
g(x) = f(x)sixeDs

g(1) =2 .g est - elle continue

c) Soit g une fonction définie par {
enl?
Définition : Soit f une fonction ; x, et | deux réels tels que :

limy_, x, f(x) = 1. On appelle prolongement de f par continuité en x, la fonction g
P g(x) = f(x) si xeDy
définie par :{
P g(xo) =1
Exemple 1: Soit la fonction f définie par (x) = % . f est - elle prolongeable par

continuité en x, = 1

V3x?+1-2

x—1

Exemple 2 : Soit la fonction h: x +—

a) Calculer la limite en 1 de la fonction h.
b) En déduire une k prolongement par continuité de h en 1.
4) Théoréme des valeurs intermédiaires :

Soit f une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de k. Si ¢
est un réel compris entre f(a) et f(b) alors il existe au moins un réel x € [a; b] tel

que f(x) =c.

Conséquence :
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Soit f une fonction continue sur un intervalle K. S'il existe deux élément
aeth (a < b) deK tels que f(a) et f(b) sont de signe contraire c'est -a - dire
f(a) x f(b) < 0 alors I'équation f(x) = 0 admet au mois une solution dans [a, b].

DERIVABILITE

1) Dérivabilité en un point x, :

Soit f une fonction numérique, Dy son domaine de définition et x, € Dy. f est

dérivable en x, si et seulement si lim,_,,, [QO-7(0) pxiste et est finie.
0

[@-rCx0) _

X—Xg

On note si lim,_,,, {(x0) ou f (x,) est appelé nombre dérivée de f

en x,

Exemple : soit g(x) = x °+ 2x + 5. La fonction g est - elle dérivable en
xO = 1 9

2) Dérivabilité a gauche - Dérivabilité a droite :
v La fonction f est dérivable a gauche en x, si et seulement si

FO)—f(x0)

X—Xo

existe et est finie. On note : lim,_, f)-7 (%) _ f'g(xo) .
0

limy > P

v La fonction f est dérivable a droite en x, si et seulement si

lim,_,,.+ %ﬁi’“") existe ef est finie. On note : lim,_, %ﬁx") = f, () .

NB : f est dérivable en x, si et seulement si f'd(xo) = f'g(xo) = f{x).
Exemple : Soit g(x) = x ?+ |x|. Etudier la dérivabilité de g en 0.

3) Dérivabilité sur un intervalle :

f est dérivable sur un intervalle k si elle est dérivable en tout point de cet
intervalle.

v" Toute fonction polynome est dérivable sur R.

v Toute fonction rationnelle est dérivable sur son domaine de définition
4)Fonction dérivée :
a) Dérivée des fonctions usuelles :

Fonction f Fonction dérivée [’ f est dérivable sur
l'intervalle
a 0 R
ax X R
X 1 R
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x™ nx™ 1 R
ax™ anx™1 R
1 1 ]— 29 0[ 0w ]0; + oo
X x?
Jx 1 10; +
2v/x
sinx coSx R
COSX —sinx R
tanx L [-5+k5+k| (ken
cos “x
cotanx _ \km; kn + [ (k € Z)
sin %x

b) Opération sur les fonctions :

Soit U et V deux fonctions dérivables et « € R

Fonctions Dérivée sur k
U+V Uu+v’
alU al’
UxVv Uv+vu

u uv-vu
vV V2
1 vV’
V —W (V * 0)
U
vu i
yn nU U™t
cosU —UsinU
sinU U cosU
Exemple :

Calculer la dérivée des fonctions suivantes :

1) f(x)=x3-3x2+x+5
2) f (x) — 22x_+x1

3) f(x) = (x* + 4x — 3)°
4) f(x) = (x*—x+2)°

5) f(x) =vVx3 —x2+2

6) g(x) _ 2 2+5x—12

3x—1
7) 90 =y
8) g(x) = 2x — 1)?(x? +1)3
9) g(x) = =

x+2

10)g(x) =3xVx + 1
1) h(x) = Vx +=
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12)h(x) ==
13)h(x) = J’%

c) Dérivée de la composée :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I, g la fonction dérivable sur un
intervalle contenant f(I) alors la fonction gof est dérivable surl et vx €

1,(gof) (x) = £ (x) x g [f ()]

Exemple : Soit h(x) = sin(x? + 1). Calculer la dérivée h(x)
Solution :

Soit f(x) = x 2+ 1 et g(x) = sinx doncona h(x) = gof(x)

h(x) = (gof) (x) = f (x) x g [f ()]

f(x) =2x et g (x) = cosx d'oli h (x) = 2xcos(x? + 1)

En particulier :

[cos(ax + b)] = —asin(ax + b)

[sin(ax + b)]’'= acos(ax + b)

[tan(ax + b)] = m = a[1 + tan?(ax + b)]

Exemple :

Calculer la dérivée des fonctions : f(x) = cos(3x + 2) + sin(nx) et
glx) = %tan(3 — 5x)

d) Sens de variation :

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

- f est croissante sur I si et seulement si pour tout x élément de f (x) = 0.
- f est décroissante sur I si et seulement si pour tout x élément de I f ) <o.
- f est constante sur I si et seulement si pour tout x élément de f (x) = 0.

Remarque :

f est strictement croissante si et seulement si si pour tout x élément de

f/(x) > 0.
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f est strictement décroissante si et seulement si si pour tout x élément de
f ) <o.

En générale les variations d'une fonction sont consignées dans un tableau de
variation

Exemple :
a) Soit f(x) =x*—-2x+5

Etudier les variations de f puis dressé son tableau de variation

2x+5
1-x

b) Soit g(x) =

Etudier les variations de g puis dressé son tableau de variation
Définition :

Une fonction f est monotone (respectivement strictement monotone) si elle est
croissante ou décroissante (respectivement strictement croissante ou
strictement décroissante)

Théoréme de la bijection :

Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle I donc
réalise une bijection de I sur f(I) par suite elle admet une fonction réciproque
notée f~* qui est aussi une bijection de f(I) sur I.

Soit I = [a; b] et f une fonction, si de plus f(a) x f(b) < 0 alors |'équation
f(x) = 0 admet une solution unique « € [a; b].

Dérivée de la fonction réciproque :

_1 4 _ 1
B = =)

Exercice :

2x—-3
x+1

Soit f(x) =

1) Dresser le tableau de variation de f.

2) Montrer que la restriction g de f a l'intervalle ]— oo, —1[ réalise une
bijection de ]—eo, —1[ sur un intervalle ] que I'on précisera.

3) Calculer (g=1)(3) de deux maniéres différentes.
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SERIES D'EXERCICES

Exercices

I- Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :
a- f(x)=x3>—-3x>+6

b- f(x) ===

c- f(x) =+v3—-2x
d- f(x) =+vx?-2x
e- g(0) =55
f- g(x) = =

g- h(x) =T

h- g(x) = ==

II- Calculer les limites suivantes :
2x3-5x%243x-7
5x*+x*—1 )
x—3x*4+x3-8
2x4+x3—x—3)

a- lim,_,_, (

b- lim,_, . (

. 2x2-5x+6
¢ lmy—2 (T
x3+5x2-3x—7
iy (SE)
d X==1\ x3-3x2+x+5
. Vx+1-v2
=
-t (22)
x==5\yi-3x-4

lim x2+x+3-3
9 X2\ 3x2_gx+2

h- lim (\/x2 + 44—+ 1)

X—+00
i- limy 400 (=5 + x2 + 3x* — 2x°)
. . x3-2x+1
o limyy x*—3x+2
k- lim Vx+3 -2
X—>—00 x—1
- lim 5x?—3x—14
xX—2 x—2
m- lim X2
x—1 \/E—l
n- lim sin5x
x—0 gin7x
li 1—cos2x
0- lmx_)o x2
lim 1—Slnx]
P X— — | (m—2x)2
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. tanx—sinx
q- hmx_,o x—3

f(x)zM six#—2etx+1
ITI- a- Soit f la fonction définie par : 3x +?(_fz) =1
f)=0

Etudier la continuité de f aux points —2 et 1.

(x+1) .
f(x) = )(Cxiz)z six=>—1

f(x)=2x+asix < -1
Pour quelle valeur de a la fonction f est - elle continue au point —1?

b- Soit f la fonction de R vers R définie par :
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