Limites, Continuité et Comportement Asymptotique :

Outils essentiels pour l'analyse en terminale Complément de cours — M. Almame Traoré

® /4 0 r OO
Formes indéterminées : oo — 00; 0 X o, —,- .
00)

Limite dune fonction polynome ou dune fonction rationnelle :

Reégle 1 :en + o, lalimite d’ une fonction polynome est égale a la limite de son mon6éme de
plus haut degré

Régle 2 : en + oo, la limite d’'une fonction rationnelle est égale a la limite du quotient du
mondme de plus haut degré du numérateur par le monéme de plus haut degré du
dénominateur

® [Limite des fonctions trigonométriques :

NB : En + o, les fonctions cosinus et sinus n'admettent pas de limite
. sinx . 1—cos . tanx . 1—cos
lim —=1, llm—x=0, lim —=1, llm—le.

x—0 * x—0 X x—0 X x—0  x2 2

® Asymptotes et Branches infinies :
> Silimf(x) = + oo, alors, (Cf) admet une asymptote verticale d’ équation x = a

x—a

» Si lim ](x) = b, alors, (Cf ) admet une asymptote horizontale d'équation y = b

x— + oo
> Si lim [ ](x) — (ax + b)] =0, alors, (Cf ) admet une asymptote oblique d'équation
x— + oo
y=ax+b
» Si lim f(x) +oo; et lim A—Z =+ oo , alors, (Cf ) admet une branche parabolique de
xX— + xX— +

direction 1'axe des ordonnées
» Si lim j(x) t+oo; et lim AZ =0, alors, (Cf ) admet une branche parabolique de

x—>+ o x—>+ o

direction 1'axe des abscisses
> Si lim f(x) +o00; lim A—l =a€R*et, alors, lim [](x) —ax]= + oo, alors, (Cf)

x— + o x>+ X x— + oo

admet une branche parabolique ile direction la droite (A): y=ax
> Si lim f{x)=+o00; lim £ =geR*et,alors, lim [ f(x) —ax]=b€eR, alors, (Cf)

x— + oo x>+ X x>+ o0

admet une asymptote oblique d'équation y =ax + b

® Leséléments de symétrie dune fonction :
» festpaire sietseulementsi Vx€Df, —x€Df et ](— x) =](x)
» festimpaire si et seulement si Vx € Df, —x € Df et f(— x) = —](x)
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»  (A): x=aestunaxe de symétrie de (Cf) si et seulement si
V x € Df, 2a—xEDfet](2a —x) =1(x)

> I(a,b) est un centre de symétrie de (Cf) si et seulement si
Vx € Df,2a—x € Dfet f(2a—x) +f(x) =2b

CONTINUIT

® Ftude de la continuité enun point :
festcontinue en x,

Si limflx)=f{x,)ousi lim flx) = lim flx) = f{x
lim () = (s) oui Tim /()= tim x) =/(x,)
Théoreme de continuité :
Toute fonction dérivable en x,, est continue en x,,
Toute fonction dérivable sur / est continue sur /
: La réciproque est fausse, une fonction continue n’ est pas toujours dérivable.

Exemples de fonctions continues :

Les fonctions polynémes sont continues sur R

Les fonctions rationnelles sont continues sur leur ensemble de définition
Les fonctions cosinus et sinus sont continues sur R

La fonction racine carrées est continue sur [0, + oo[

La somme ou le produit de fonctions continues est continue

Bijection continue :

@VVVVYV@ZV Ve

° fcontinue sur | : o
o 4 . = fréalise une bijection de I sur J
f'stritement monotone sur |

® Solution de I'équation f(x) =k

© fcontinue sur |

° fstritement monotone sur It=> f(x) = k admet une unique solution a € I
*keJ=£1I)

® Théoreme desvaleurs intermédiaires :

Résolution de I” équation f(x) = 0:

° fcontinue sur [a ,b]

° fstritement monotone sur [a ,b]({=> f(x) = 0 admet une unique solution a € Ja,b[

° fla) xf(b) <0

Exercices dapplication sur les asymptotes
Exemple 1 : (Asymptote horizontale

2x% +3
x*+1

Etudie les asymptotes de la fonction f(x) =
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Solution :

) ) 232 +3
lim flx)= lim =2
x—>+oof() x— + o0 x2+1

) ) 2x° 43
lim flx)= lim =2
x—)—oof() xX— — 00 x2+1

La droite y =2 est une asymptote horizontale en + oo et en — co.
Exemple 2: ( Asymptote verticale)

Etudie les asymptotes de la fonction f(x) S ;
—

Solution:

lim f(x) = 2L = 4 o

x—2F X — 2

: +1

1 =2 =—00

xl—l;l;"f(X) X — 2
La droite x = 2 est une asymptote verticale.
Exemple 3: ( Asymptote oblique)

2
Etudie les asymptotes de la fonction f(x) = L_I_xlﬁj
X

Solution :
1.Calcul de a:

2
a= lim A)_Cl_ lim X +2x+3 1

x—4+0 X x—+ x(x+1) -
2.Calculde b :

x—+ x—+ x+1
La droite y=x + 1 est une asymptote oblique en + co.
Vérification en — oo:

2
b= lim [f(x)—ax]= lim (M—x)=l

Llr_n [f(x)—(x+1DI=0

L'asymptote oblique est la méme en — oo,

Exemple 4 : (Branche parabolique)
Etudie le comportement asymptotique de f(x) = x\/;
Solution :

T3 . Jr=+w

x—+4+o0 X x—+
La courbe admet une branche parabolique de direction verticale en + co.
Exemple S : (Asymptote oblique avec position relative )
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x =1

Etudie I'asymptote oblique de f(x) = et la position relative.

Solution :
2 —
La=tim L&) = gy X1
x—+o0 X Xx—+ o x2
2 —
2.b= lim [Ax)—x]= lim (x I —x)=0
x— 4 o xX— + o X
Asymptote oblique : y=x
Position relative : f(x) —x=— 1
X

— Six>0, f(x) —x <0 : courbe en dessous de l'asymptote
— Six <0, f(x) —x> 0 : courbe au-dessus de l'asymptote
Exemple 6: (Double asymptote)

3.2
Etudie les asymptotes de f(x) = 2x2—x1+1
2=
Solution :
— Asymptotes verticales: x=1letx=—1
— Asymptote oblique :
3_.2
a=tim LYy 22X+l
x—+o0o X x—+ x(x —2)

b= lim [A(x)—2x]= lim (‘x2_2x+1)=—1

x—+ o x— 4+ oo x2— 1

Asymptote oblique : y=2x—1

Congu dans une logique d’apprentissage actif, ce support peut étre utilisé en classe, en autonomie
ou en préparation d’évaluations. Il s’inscrit également dans une perspective plus large
de modélisation mathématique, ou [’analyse asymptotique permet de décrire le comportement

de phénomenes réels
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