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« La vie n'est bonne qu'a étudier ou enseigner le math »

N (Blaise Pascal)

Limites et continuiteé

n Limite des fonctions :

B Activite 1

Calculer les limites suivantes :

2. 2x-10

. X" -7x+10 |: Vx+5-3
o el a5 lim | ——— — — —

}'_“5 2x-10 -'fl*j' (x2—3x+15 .I ‘I.'I'E_J." 2]

.r—*-l
Y 2
@ lim =5 ( £he 4) Wx+5 \irf 1
#_'2 ?x+10 ,r—-l - 5x+ |x+2|
@ lim —10 (*ul'r+ +yx = )
-:—-3+( -8x+15 f—" xi-1

E} Activite2

Déterminer dans chacun des cas suivants le domaine de définition de la fonction [ puis
. etudier ses limites en +oo et —co .

Iﬂf{xmzﬂ;—%}i [6] fix)=Va?+dx+x

] fix)= mx : [7] fx)=V=x+3+3x45

[B] fix yu 2t 2 3=b ”;x 3 f{x}:xE[%)

B s =123 Bl fi) = Vv ax+ V3l —x—2
] f(x)= Va2 - 2x-3x [10] fx)= Va2 +4x+ Vx? = 3x+2

E) Activites

Soient les fonctions f,g, h et k définies par:

x3 + dx?
+4

flx)==-3x" -x-x+1, gllx}:;x-zi-lg , hix)=V2xt+x+x , kix)=

|I| Donner 'ensemble de définition de chacune de ces fonctions,

/] @




Pour chacune de ces fonctions donner les limites aux bornes de 'ensemble de défini-

tion.

Bl Activitéa

On considére la fonction de R dans R définie par: f,(x) =
O m est un paramétre réel

m Etudier suivant le paramétre m la limite de f,, en +oo .

[2] Etudier suivant le paramétre ni la limite de f,, en 1.

B Activités

On considére la fonction définie par: g, (x) = Vx? —x—=2—mx + 1.
Ot m est un paramétre réel.
Etudier suivant le paramétre m la limite de g, en +co .

(1= 2}13 +3mxl-4x-6
xi-1 ’

cing cas suivants :

Les opérations sur les li'mite&qlﬁ vont suivre sont valables dans les

Xx—xp 0l XgER ; x—xj ; X—Xp ; X—>+00 ; x——00

n Limite d’une somme

5i f a pour limite £ ¢ { | +o0 | =00 | +o0
5i g a pour limite ' | +oo | —co | 400 | =00 | —co
Alors (f +¢) a pour limite | £ +¢' | +00 | —oo | +00 | =00 | (EI)
u Limite d'un produit
Si f a pour limite 3 £20 | 400 0u =00 0
5i g a pour limite & +60 U —60 +00 OU =00 | +00 OU —00
Alors (f x g) a pour limite | { x &' | oo (regle signe) | co (regle signe) (EI)
K3 Limite d’'un inverse
' Si f a pour limite {20 | 0 par valeurs supérieures | 0 par valeurs inférieures | +o0 ou —co

£
fj'

1. B
Alors 2 a pour limite

+0oa =00




n Limite d"un quotient

Si f a pour limite 8 B £+0 0 00 £00 +00
Si g a pour limite 20 20| 0*0u0~ | 0 | 0 oul" 20 | #eo

Alors (L) a pourlimite | & | 0 | oco(rsigne) | (F]) | o (rsigne) | oo (r.signe) | (EI)

N.B : (EI) désigne une forme indéterminée, pour laquelle une étude spécifique doit étre
menée pour déterminer 'éventuelle limite.

n Limite du valeur absolue
J Silimf(x)=¢€ et {eR alors lim|f(x)|=]{]

J Silimfix)=+co alors lim|f(x)| = +co.

Remarque : Les réciproques sont fausses sauf si { =0, lim f{x)=0<= lim|f(x)}|=0

B uimite duracine carrée

On suppose que f est positive

' Silimf(x)=+co alors limy/f(x)=+oo.

e Si{ lm T [xi=¢ alors { 20

et feR et lim[f(x)= V¢




B Activitce

it sinx sinx sinx
[1] Vérifier que pour tout x> Oona:

—i."'_ en déduire I:rn —_—

VE Vx

| =cosx

[2] calculer lim ——.
x—0 SInx
sin 3x
sin 21’

. Calculer llm

—CO5X
E Calculer Ilm —
x=+0 sin®x

sinzl:x—%:r}
Calculer lim ——
x—5 1+cosdx

(Limite d'une fonction trigonometrique : |

Soitae R
. sinax

& |lim =qa
x—+0 X

. l-cosax
‘ Ilm —_— = ﬂl
x—+0 X

+ m l-cosax a

m——=—,

x—+0 x2 2
. tanax

& lim —

x=l X

n Continuité

Bl Activite

x-13 .
Soit f la fonction définie sur R par : ;{ ; =T six=l

Etudier la continuité de f a droite et 4 gauche en 1.
La fonction f est-elle continue en 17

[3] La fonction f est-elle continue sur R?




Soit f une fonction définie et positive sur un intervalle [.
& Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert [ et x; un réel de I. f est continue
en xp si et seulement si, Jrlirn f{x)= Flxg) .
—Fxﬂ

& Soit f une fonction définie sur un intervalle [xq, xg+h[, (h > 0). f est continue a droite
en si et seulement si, lim+ filx)= fxg).
e

 Soit f une fonction définie sur un intervalle |xg—h,xg], (h > 0). f est continue a droite
en si et seulement si, IIir!:rl_ flx)= f(xg).
=iy

& Soit [ une fonction définie sur un intervalle ouvert contenant x; . f est continue en
Xy si et seulement si, f est continue a droite et a gauche en x;.

& Si f et g sont deux fonctions continues en x; alors les fonctions f +g, f x g et |f| sont
continues en xg, si de plus g(x;) # 0 alors la fonction -g- est continue en x;.

& Toute fonction polyndme est continue en tout réel x;.

& Toute fonction rationnelle est continue en tout réel x; de son domaine de définition.

a Activité 8

Répondre par Vrai ou Faux en se référant a la représentation graphique de f, dans chacun
des cas suivants :

a)f estcontinue sur [-2;3] b) f est continue en 0 c) f est continue sur |0; 5]
A 1 &
3 2 %
2 1 3
| . > 2
-3 =2 = 2
2 - T =1 1
j_,/_g, 3 < 1 2 3
- —
' | 1 2 3 4

m Prolongement par continuité

ED Activitéo
sinx

Soit f la fonction définie sur R” par: f{x)=x+ ==
Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 et déterminer son prolongement.

=/ -




Soit [ une fonction définie sur un intervalle ouvert I\ |a) .

Si iﬂ flx) = € avec ¢ un réel fini, alors f est prolongeable par
continuité en a et la fonction F définie sur [ par:

F(x) = {f{x} six=—a

£ six=a

est continue en a.

La fonction F est appelée prolongement par continuité en a de
la fonction f.

m Continuité sur un intervalle

n Activite 10

Soit f la fonction définie par fix)=

Vi +2x2 =2

¥
!II a. Déterminer l'ensemble de définition de f.
b. Etudier la continuité de f sur son ensemble de définition.

@ Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 et donner son prolongement.

a Activite 11

2 2
Soit ¢ la fonction définie par g{x) = -

+5in°x

[1] Déterminer 'ensemble de définition de f.

Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 et donner son prolongement.

(Continuité sur un intervalle :

& Une fonction est continue sur un intervalle ouvert [ si elle est continue en tout réel

de I.

& Une fonction est continue sur un intervalle [a,b], si elle est continue sur Ja,b] , &
droite en a et a gauche en b. De fagon analogue, on définit la continuité de f sur

les intervalles [a,b], |a, b] , [a, +oo] et |- o0,a] .

& 5i [ est continue sur un intervalle [ alors les fonctions af (a € R), |f| et f* (neIN")

sont continues sur I,

& Si f est continue et positive sur un intervalle I alors la fonction J}-est continue sur [

& Si f et g sont continues sur un méme intervalle [ alors les fonctions f+g , f-g . fxg

sont continues sur 1.

3/



(Continuité sur un intervalle ;]

& Si f et g sont continues sur le méme intervalle I et g est non nulle, alors les fonctions
- et ! sont continues sur [.
g £
& Toute fonction polynéme est continue sur R,
# Toute fonction rationnelle est continue sur son domaine de définition.
& Les fonctions cosinus et sinus notées respectivement cos et sin sont continues sur R,
4 La fonction trigonométrique tangente notée tan est continue sur

IR\,:%+FCH. kez}.

& La fonction trigonométrique cotangente notée cot est continue sur R\ [kn, ke Z).

n Composée de deux fonctions

On appelle fonction composée des fonctions g et f, la fonction noté ge [ ( se lit g
rond f), définie par g o f(x) = g(f(x]})
Engeénéralgof=fog

ED  Activité 12

Dans la figure ci-contre ¢y et %, sont les courbes représentatives de deux fonctions f et g
définies respectivement sur Ret R, .

II| Lire sur le graphique les images par f des réels
-1, 0, 1, 2 et 3, ainsi que les images par g des réels : ,
0,1,2et 3. | ;

IE Soit les fonctions h: x— g(f(x))

etk :x— f(glx)). /-

a. Déterminer les images par h des réels -2 A b 2 3 g
0,1,2et 3. -

b. Déterminer les images par k des réels =l
0,1, 2et 3.

B} Activité13
Dans chacun des cas suivants, déterminer deux fonctions v et v telles que f =vou.

iII frxr—cos{mx+1)

2/ o



@f " 1 +cosx
S
2+Cosx

i 4
f:.‘fl—l-‘iin(::x )

+1

ﬂ Activité 14

On considére les fonctions f , g, et h définies par f(x) = VX, glx)=x* -4 et hix) =

x—1
x=2

]I| Déterminer I'ensemble de définition de chacune des fonctions f , get h.

E Déterminer I'ensemble de définition de chacune des fonctions feg,gef ,folietheaf,

Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur les ensembles de définitions :Dy
et D,.

L’engemble de définition de la fonction h = g o f composée de la fonction g suivie de la
fonction f est Dy, = {x € D, tel que g(x)€ Dy},
Explication : pour que f o g soit définie il émt d‘abord que g soit définie, donc il faut
que x € D, puisque c'est la premiére fonction que l'on utilise dans la composée , puis il
faut que f(g(x)) existe donc il faut g(x) € Dy.

m Limite d’une fonction composée
n Activite 15
On considére les fonctions f et g définies par f(x) = i-b—‘: et g(x) = Vx.

|1] Donner I'expression de (g o f)(x).

E] Calculer IET_llgoﬂl:x},

Soit 1 et v deux fonctions. Soient a, b et ¢ finis ou infinis.

i Jifi_lﬁ\:u:x} =h i
Si lin'lllt"{.'l']:f alors !‘Eﬂvn![[xl=[
X=—4

=



EY Activité 16

Déterminer dans chaque cas la limite de f(x) lorsque x tend vers a.

[ fx) =tan(1‘;). &R

2] f{x}:%, a=0.

B f{x}:sin(:Tl). g=2

E) Activite 17

Dans la figure ci-dessous est représentée une fonction f définie sur R.

y : : 2 : x—-4 . 3
Determmerjl{l_ﬂf{;) ' Lﬂf(T] ' iﬂfﬂSInx—ll,

——mm = == — = = = = = g

B} Activité 18

Déterminer lim C{]S(l)- : lim tan(ll , lim i~si1"| i
A—e400 2x

x2 F' s X=X — | 2x—-11



m Continuité d’une fonction composée

Soit 1 une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant un réel a et v une fone-
tion définie sur un intervalle ouvert | contenant le réel uia) .
+ Si u est continue en a et ¥ est continue en u(a) alors v o 1 est continue en a.

' Si i est continue sur un intervalle [, v est continue sur un intervalle [ tel que f(I)c ]
alors v o 1 est continue sur I,

n Activité 19

Etudier dans chaque cas la continuité de f sur .
e B
m f{x]—sm(,r o+ 4).
@ fix) = cos(sinx).

B Activité 20
Ix+06

On considére les fonctions f et g définies par f(x)=x-4vx+5et g(x) = L

m Déterminer le domaine de définition et continuité de chacune des fonctions f et g.

@ Déterminer le domaine de définition de la fonction composée g o [ puis exprimer
(g = f){x) en fonction de x.

m Limite et ordre
u Activité 21

Soit f, g et h les fonction définie par : f(x) = ¥ sin(:—c) + %, glx)= 4 % et h{x)= -7 + %
m Montrer que pour tout réel non nul x,
hix) < flx) <glx). A

[2] Dans la figure ci-contre on a représenté les fonctions
f.geth.
a. ldentifier la courbe de chacune de ces fonctions.
b. Que peut-on conjecturer sur la limite de f(x)

L

lorsque x tend vers 0. /

¥l




EY  Activité22

Dans la figure ci-dessous on a représenté les fonctions f et g définies par :

flx)=v-x+cosx et g{x)=+v-x-1

|1] Etudier la position relative de b et €.

Que peut-on conjecturer sur la limite de f(x) lorsque x tend vers —eco.

Soit [ et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert I sauf peut-étreen x; € 1.
Soit deux réels £ et £'.

v 5i :liquf{x}=f,£1}1ug{x}=£’etf{x}53{x} Yx e l\|xp) alors

J Si }Lrgu fxy = €, xll-nxﬁ, gix) = £ et f(x) = hix) = glx) ¥x € I\[xg)
alors jin;uh{th.

/ Si pour tout réel x de I différent de xo; on a: [f(x) - €] < g(x) et lim g(x) =0
alors| lim f(x)=¢

=Xy

7 Si f(x) < glx) ¥xel\|xp) e’txl‘i_briinf[x]=+m alors }in;_lng{x}= 400

v Si f(x) < glx) ¥xel\|xg) et J.Ln}ngl:x:l =—co alors ;l.i..“}[,ﬂx] =—-00

B Activité 23

Soit la fonction f définie sur R® par: f(x) = xsin(;—x).

m Vérifier que pour tout x € R* ,ona: |f(x)| < |x|.

En déduire que f admet un prolongement par continuité en 0.

/] o




n Activité 24

Soit la fonction f définie sur IR” par : f(x) = 22 +1-=x.

a. Montrer que pourtout xeR, ona:0< f(x) = .i}]:.

b. Déduire xETMf[x}.

¢. Calculer I!irpmf{x},

m Limites et comportement asymptotique

B} Activité2s

Dans la figue ci-dessous % est la courbe d'une fonction f définie et continue sur R\ {1] .
On sait que la droite A est une asymptote a 'y au voisinage de —co . ¢, admet deux autres
asymptotes les droites d'équations respectives x=lety=1.

m a. Par lecture graphique déterminer :

M ; lirqf{xj

qumf{x} : }Lrgf{xl ’ :!-ia-IPm X

b. Dresser le tableau de variation de f.

Soit g la fonction définie sur R par : { iﬁ-’:;:ilfvfﬂx} A%

a. Déterminer g(2), g(0), r!ing[x} et xl.ing{x}'

b. Montrer que g est continue sur R.




a Asymptote poralléle @ 'oxe des ordonnées :

Retenons

Soit f une fonction et %y sa courbe représentative dans un
repére (D?T) du plan.
La droite déquation x = a (# € R) est une asymptote a la

courbe @
si et seulement si

|

lim f(x)=tco ou ,:]LT- flx)=to0

ﬂ Asymptote paralléle a I'axe des abscisses :

Soit [ une fonction et % sa courbe représentative dans un
. ——

repere [D, F;l] )du plan.

La droite déquation y = b (b € R) est une asymptote a la

courbe %y
si et seulement si

|

I]_i.rllmf{x}:.& ou:i_i‘lrtmf{x]:b 1

v

Remarque : Le signe de f(x)— b permet de déterminer la position de la courbe par rapport
a l'asymptote.

ﬂ Asymptote oblique :

Retenons

Soit f une fonction et % sa courbe représentative dans un
repere (G. ?._f) du plan.

La droite déquation y = ax + b (b € R) est une asymptote a
la courbe @

si et seulement si

‘

Jim [f(x)-(ax+)] =0 ou lim [f(x)~(ax+b)]=0 ¢

]

Remarque : Le signe de f(x) - (ax + b) permet de déterminer la position de la courbe par
rapport a ['asymptote.

_/



n Etude d'une branche infinie :

Dans le cas ol x"m f(x) = %oo.
=00
Soit f une fonction telle que lim f(x) = £oo et ¥} sa courbe représentative dans un repére
X=—+#00

- =
(O, R ) .
Dans ce qui suit le procédé quil faut suivre pour déterminer la branche infinie au voisinage
de +oo,
* Si xlerm ? = #eo , alors la courbe €y admet une branche infinie de direction asympto-

tique celle de (C—‘,T] au voisinage de +eo.

= 5i x"';“ @ =0, alors la courbe ; admet une branche infinie de direction asymptotique
=00

celle de [O._i}) au voisinage de +oo.

+ 51 lim @

=a avec (a = 0), alors deux cas peuvent se présenter :
X=—t+00 X

S 51 x}_i_&nﬁf{xl-nx = b avec (b € R) alors la droite déquation y = ax+ b est une asymp-
tote a la courbe ¢} au voisinage de +oco.

| xlirpm f(x)=ax = +oo alors la courbe %y admet une direction asymptotique celle
de la droite déquation y = ax au voisinage de +co.

Remarque : Dans le cas o ,E.Tmf{x} = +oo, l'¢tude de la branche infinie se fait de la méme
fagon.

a Activité 26

Soit f la fonction définie sur [~1;+eof par f(x) = 2x + ¥x +1 et €} la courbe de f dans un

repére orthonormé {D. 7, ? .

Déterminer la nature de la branche infinies de % au voisinage de +co.

E) Activite 27

2 yx-
Soit [ la fonction définie sur |- 1;+co[ par f(x) = o

yor et ¢ la courbe de f dans un

% .- — iy
repére urthnnﬂrrne[D, iy I}

Etudier les branches infinies de ‘E?jr .




n Image d’un intervalle par une fonction

n Activité 28

Soit la fonction :f : x — x? + x définie dans [-2,2].
A : ; e : :
% étant sa courbe représentative dans un repére ('C.'l. i, ] ) du plan. Voir figure ci-contre :

III Justifier que f est continue sur l'intervalle[-2, 2].

Reproduire le graphique ci-contre et représenter chacun des ensembles de réels sui-
vants: f([~2.-1[}, f([-1;0]) et f([0;2]).
[3] a. Montrer que pour tout x de [0;2], le réel f(x) appartient a l'intervalle [0,6] .
b. Montrer que pour tout y de [0,6] il existe un réel x de [0, 2] tel que y = f(x).
¢. En déduire f([0; 2]).

a. Résoudre graphiquement les équations f(x)=0et f{x) = 1.

b. Résoudre algébriquement les équations f(x)=0et f(x) = 1.

-

* L'image d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle.

* L'image d'un intervalle fermé borné |a;b] par une fonction conti-
nue f est un intervalle fermé borné [m; M| ol m et M sont res-
pectivement le minimum et le maximum de f sur l'intervalle
[a;b].




m Théoreme des valeurs intermédiaires

ED  Activité 29
Soit la fonction définie sur [R par :
fix)=-x six=0
fix)=x* 5i0=sx22
flx)=6-x six=2

[1] Tracer la courbe ¢ dans un repére orthonorme (GT T)

!EI Résoudre graphiquement f(x) =1 et f(x) = 4 dans l'intervalle [-3;2].

]_?_l Soit k un réel compris entre f(-3) et f(-2) déterminer le nombre des solutions dans
[-3;2] de léquation f(x) =k

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle [.

# Soient a et b deux réels de [ tel que a < b, pour tout réel k com-
prisentre f(a) et f(b), lequation f(x) = k posséde au moins une
solution dans lintervalle [a, b].

% Si de plus f est strictement monotone sur [a,b] alors léquation
f(x) =k admet une unique solution dans [a, b].

Si f une fonction continue sur un intervalle [a , b] et vérifiant
fla).fib) < 0 alors il existe au moins un réel c appartenant a linter-
valle ouvert |a, b tel que f(c)=0.

B Activité 30

Soit la fonction f :x+— xP—x+ 1.

m Montrer que I'équation f(x) = 0 admet au moins une solution a dans |- 2,-1|.

[2] Donner une valeur approchée de a @ 1072 prés.(on utilise la dichotomie)

Si f une fonction continue strictement monotonne sur un intervalle
la, b] et vérifiant f(a).f(b) < 0 alors il existe un unique réel ¢ appar-
tenant a lintervalle ouvert |a, bf tel que f(c)=10.
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51 f est une fonction continue sur un intervalle et
ne sannule en aucun réel de cet intervalle alors elle garde un
signe constant sur cet intervalle.




