fonction logarithme népérien
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1 présentation et propriétés algébriques

1.1 activité

la fonction logarithme népérien notée In associe & tout nombre = de son domaine de définition ( & préciser
) un nombre noté Inzx ( le logarithme népérien de x ) donné par la calculatrice ou une table de logarithmes.
cette fonction est telle que, quels que soient les nombres = et y de son domaine de définition on a :

In(zy) = lnx + Iny
cette fonction transforme donc un produit de deux nombres en une somme.
A. donner si possible et grace a la calculatrice, les valeurs de In(—2), In0, Inl, in2, ln%, {n1000000
puis, proposer & priori un domaine de définition pour la fonction In.
B. quels que soient les nombres z > 0 et y > 0 la fonction logarithme est telle que : In(zy) = Inz + Iny
1. prendre z = 1 et y = 1 et trouver logiquement la valeur de Inl
2. prendre x* =y = a ot a > 0 et en déduire une autre écriture de In(a?)
3. prendre x = a? et y = a ot a > 0 et en déduire une autre écriture de In(a3)
4. généraliser a In(a™) oi n est un entier et a > 0
5

. prendre x =y = y/a = a2 ot a > 0 et en déduire une autre écriture de In(y/a)

1
ot @ > 0 et en déduire une autre écriture de In(—)
a

6. prendre z =a et y =

=

prendre x = a et y =

S = Q=

a
ot a > 0 et b > 0, en déduire une autre écriture de ln(g)

8. a t-on In(a + b) et Ina + Inb égaux pour toutes valeurs de a > 0 et b > 07
( prendre des valeurs simples de a et b pour voir )

9. a t-on In(a — b) et Ina — Inb égaux pour toutes valeurs de a >0 et a>b>07
( prendre des valeurs simples de a et b pour voir )

10. déterminer & 1072 prés a la calculatrice un nombre e tel que Ine = 1

1.2 corrigé activité

A. & la calculatrice :
In(—2) n’existe pas (pas de logarithme pour un nombre négatif strict)
In0 n’existe pas (pas de logarithme pour un nombre nul)
In1l = 0 (annulation en 0)
n2 ~ 0,69
ln% ~ —0,69
In1000000 ~ 13,8 (croissante trés lente)
a priori, le domaine de définition pour la fonction In est |0 ; +o0o[= R**.

B. quels que soient les nombres x>0 et y>0 la fonction logarithme est telle que : In(zy) = Inx + Iny

l. pourx =1lety=1ona:
d’une part : in(1 x 1) =inl +Inl = 2Inl
d’autre part : In(1 x 1) = Inl
donc 2inl = Inl
donc 2inl —inl =0
donc Inl1 =0

2. pourz=y=aoua>0ona:
In(a®) = In(a x a) = Ina + Ina = 2lna

3. avecx =a’ et y=a ot a>0, on a :
In(a®) = In(a? x a) = In(a?) + In(a) = 2lna + Ina = 3lna

4. In(a™) = nina ot n est un entier et a>0



D.

10.

-

avec £ =y =+/a=az ona>0on a:

lna:ln(\f Va) = In(v/a) +In(v/a) = 2in(\/a)

donc

In(y/a) = ina

1
.avecxr=aety=—oua>0

a
d’une part : In(a x é) - ln(g) =Inl=0
d’autre part : In(a x %) Ina + In(-)
donc : lna+ln(%) =0

donc In(=) = —Ina

a

1
avecx:aetyzgoﬁa>06tb>0:
d’une part : In(a x E):ln(%)

1 1
d’autre part : In(a x E) = In(a) + ln(g) =lna —Inb

donc : ln(g = Ilna — Inb

;)

. In(a +b) et Ina + Inb ne sont pas égaux pour toutes valeurs de a>0 et b>0

carpoura=1letb=1o0na:
In(a + b) = In2 d’autre part Ina +Inb=1Inl+Inl=0+0=0 et In2 #0

. In(a —b) et Ina — Inb ne sont pas égaux pour toutes valeurs de a>0 et a>b>0

carpoura=2etb=1ona:
In(a —b) = Inl = 0 d’autre part Ina —Inb=1In2 —Inl =In2 —0=1In2 et In2 # 0

a la calculatrice, on a :
In2,718 ~ 0,999 et In2,719 ~ 1,0002
donc on peut prendre e ~ 2,718 &4 1072 prés tel que Ine = 1



1.3 A retenir

définition 1 : (propriétés algébriques)

(1) la fonction logarithme népérien associe a tout nombre z > 0 (positif strict)
le nombre noté [nz appelé logarithme népérien de x

(2) quels que soient les nombres a > 0, b > 0 et 'entier naturel n on a :

[ln(l) =0 ] [ In(e) = 1] ( In(ab) = lna + lnb] ( In(a"™) = nilna ]

[ln(\/a) = %ln(a) ’ [ln(%) = lna — lnb’ ln(%) = —lna

Remarques

(a) il n’y a pas de formule générale pour In(a + b) ou In(a — b)
c’est & dire :

il existe des nombres a et b tels que In(a + b) # Ina + Inb
en effet
poura=1etb=1:In(l+1)=1In2 alors que Inl + Inl = 0.

il existe des nombres a et b tels que In(a — b) # lna — Inb
en effet
poura=2etb=1:[n(2—1)=Inl =0 alors que In2 —Inl =In2 # 0.



1.4 exercices

exercice 1 :

simplifier au maximum
(a) A = In(ab) + ln(%) —In(a?) + Ine
(b) B — n(2) + In(at) — in(a®) + In1
a
(c) C = In(a+b) +In(a—b) —In(a® — b?)

(d) D = In(e?) + 2In(+/e) — ln(é) 4 ln(%) Fin($) —4

exercice 2 :

écrire sous la forme d’une combinaison linéaire de logarithmes de nombres entiers premiers

3 x 52
@ A - (22
o) B — (2

2v/3
© 0=md)

exercice 3 :
écrire sous la forme d’un seul logarithme
(a) A= 2In3 —Inb

(b) B = 3in10 + n0, 08 — 5in2
1
(c) C = §ln4 — 3in2

1
(d) D = 2In5 —3In2 + §ln100

exercice 4 :

donner ’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes
(a) A(xz) = 2z —1)in(z+1)
(b) B(z) =5z —In(4 —x)

(c) f(x) = ln(a:2 + 2x)

T+ 2

)



1.5

corrigés exercices

corrigé exercice 1 :

:l(b)—i-ln(b) In(a?) + Ine
Ina +Inb+ Ina — Inb—2lna + 1

B = —lna 4+ 4lna — 3lna +0

B-[0

n(a +b) + In(a — b) — In(a® — b?)
nl(a+b)(a—0b)] = In(a® - b?)
nla? — b% — In(a® — b?)

o~ o~ o~

QaQaa

D = In(e?) + 2In(y/e) — In(= )—|—ln( )—|—ln( ) 4
D = 2lne +2 x ilne — (—lne) + ln2 —Ilne+ lne —In2—-4
D=2x1+1+1-4=0]

corrigé exercice 2 :

écrire sous la forme d’'une combinaison linéaire de logarithmes de nombre entiers premiers

3 x 52
(a) In( ;7 ) = In(3 x 5%) — In27 = In3 + In(5?) — In(3%) = In3 + 2In5 — 3In3 = —2In3 + 2In5

2 1
(b) In( 5\f) In(25V/5) — In9 = In25 4 In(V5) — In(3%) = In(5%) + 515 —2In3 = 2In5 +0, 5ln5 — 2In3

= 2,5In5 — 2In3

(c) In (ié) n(2v3) — In(3v2) = In2 + In(vV/3) — (In3 + In(v/2))

1 1
=1In2+ §ln3 —In3 — §ln2 =0,5In2 — 0, 5In3

corrigé exercice 3 :

écrire sous la forme d’un seul logarithme
9 9
(a) 2In3 —In5 =1In(3*) —Inb =1In9 — Inb = ln(g)

(b) 3In10 + In0, 08 — 5In2 = In(10%) + In0, 08 — In(2%) = In1000 + In0, 08 — In32 = In(1000 x 0, 08) — In32

80 40 )
frg 2 frg —
In80 — In3 ln(32) In (16) In(=)

1 2 1
(c) gind —3in2 = In(42) — In(2?) = In(V4) — In8 = In2 — In8 = In(3) = In(3)

1 2
(d) 2in5 - 3In2 4 ZIn100 = In(5%) — In(23) + In(v/100) = In25 — In8 + In10 = ln(g) +In10



corrigé exercice 4 :

donner I’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes
(a) A(x) = 2z —1)in(z +1)

In(z + 1) n’existe que six +1 >0

or:z+1>0<=2>-1

donc: Dy =] —1; 4o0f

(b) B(z) =5z —In(4 —x)
In(4 — ) n’existe que si4 —z > 0
or:4—x>0=4>x

donc : Dp =] — o0 ; 4]

(c) f(z) = In(2® + 2x)
In(x? + 2x) n'existe que si x2 + 2z > 0
il suffit d’étudier le signe de 22 + 22 qui est un trinéme de la forme ax? + bz + ¢ avec ¢ = 0
e annulations : (A non nécessaire, on met z en facteur)

P +2r=0<=2(r+2)=0<=x=00ux=—2

e signe : x — -2 0 o0
SN I + 0 - 0 —+
conclusion : Dp =] —o0; —2[U]0; 4o0]
42
(@) 7o) = ()
2 2
ln(x i ) n’existe que si Tt >0
: . . r+2 : :
il suffit d’étudier le signe de qui est une fraction rationnelle
x —00 -2 0 400 annulations
x - ] - 0 + x=0
T +2 -0+ | 4+ T+2=0<=z=-2
T+ 2
+ 0 - | +
I

conclusion : Dy =] —o0; —2[ U0 ; +o0f



2 dérivation

2.1 activité

A. voici une partie de la courbe de la fonction logarithme népérien f(z) = Inz.
sont aussi représentées les droites tangentes Dy enx =1, Doen x =2, Dgen x =3 et Dy en x = 4.

de méme que les droites A1, Ag, Ag et Ay respectivement paralléles & Dy, Do, D3 et Dy.

Y

Dy Do D3 Aq
/ - /
— -

/

/

/
—

/

-

]

—

/
-1
A

-3

//

Ay

Az

1. rappeler ce que représente graphiquement le nombre f’(1) et déterminer sa valeur en détaillant le calcul.

2. compléter le tableau de valeurs suivant grice au graphique.

calculs :

T

1

2

3

/(=)

3. conjecturer alors une formule acceptable :

f'(x) = (lnz) = ..



B. Etude des variations

1. A partir du signe de la dérivée, déterminer le sens de variation de f pour x>0

2. Donner un tableau de variation de f pour x > 0 signe de {’(x) compris.

C. représentation graphique

1. Compléter le tableau de valeurs & 0,1 prés

x | 025105 1 1,5 3 5 6 7 8
Inx 0,4 1,1 161181921
2. Compléter le graphique
Yi
2
/’
0
1 2 (¢ 7
-1

3. déterminer I’équation de la tangente T & la courbe de f en x = 1 et construire cette tangente.

T



corrigé activité

A. voici une partie de la courbe de la fonction logarithme népérien f(z) = Inz.

sont aussi représentées les droites tangentes Dy enx =1, Doen x =2, Dgen x =3 et Dy en x = 4.

de méme que les droites Ay, Ag, Ag et Ay respectivement paralléles & D1, Do, D3 et Dy.

Y

D1 D2 D3 A1 D4
7 > /
/ — Cr
, // L —
P ==
1
Ay

-

ﬁ
N
N
RS
=N
v
~!
oo
o0

]

—
/ —

Ay

—

-3

1. rappeler ce que représente graphiquement le nombre f’(1) et déterminer sa valeur en détaillant le calcul.

1/(1) est le coefficient directeur de la droite D;, tangente a la courbe de f au point d’abscisse = = 1.
pour le déterminer, il suffit de calculer le coefficient directeur de la droite Dy donc de Ay car Dy // Aj.

- 3 (-3
avec les points A(3;—3) et B(9;3),ona:a= f'(1) = U5 YA _ 9 ( 3 ) =1
Tp — A -

2. compléter le tableau de valeurs suivant grice au graphique.

x 11213]4
T 1171
/ 1 = = -

calculs :

_yo—ya _0-(=3) 1

pour z = 2, sur Ay, avec les points A(3;—3) et C(9;0), on a: a = f'(2)

TOo —TA 9—-3 2
_ : , , ey _Yp—ya  —1—-(=3) 1
pour x = 3, sur Ag, avec les points A(3;—3) et D(9;—1), ona:a= f'(3) = = =
Trp — XA 9—-3 3
- 2 (=3) 1
pour z = 4, sur Ay, avec les points A(3;—3) et E(7;—-2),ona:a= f'(4) = ye YA _ (=3) _1
TE — TA 7T—3 4

1
3. conjecturer alors une formule acceptable : f/(x) = (Inz) = —
x



B. Etude des variations

1. A partir du signe de la dérivée, déterminer le sens de variation de f pour x>0

1 1
f'(z) = = pour > 0 donc f’(z) > 0 pour z > 0. (1 >0 et x >0 donc — > 0)
x x
donc f est strictement croissante pour z > 0
1
Remarque : pour Pannulation, — = 0 <= 1 = 0 ce qui est absurde donc f’(z) = 0 n’a pas de solution
T

et f’ ne s’annule pas.

2. Donner un tableau de variation de f pour x > 0 signe de f’(x) compris.

T 0 400
ffl@) [+
fl@) 11l 7

C. représentation graphique
1. Compléter le tableau de valeurs & 0,1 prés

z 025] 05| 1 |15] 2 [ 3] 4516 7]38
Inz | 14|07 0 |04]07 |1,1] 1,4 ]16]|18]19]21

2. Compléter le graphique

Yi

T
2

//_
1 "

/
/
0 T
1 4 i ( 1
S

3. déterminer 1’équation de la tangente T" & la courbe de f en & = 1 et construire cette tangente.

y=f -1+ f(1)
avec

f(1)y=Inl=0

et 1
Fay=q1=1

donc

y=1(x—1)+0

donc

y=x—1



2.2 A retenir

propriété 1 : (dérivée )

(1) si| f(z) = Inz| alors m pour x > 0

/
u
(2) si ot u est une fonction dérivable alors pour u > 0

2.3 exercices

exercice 5 :
calculer la dérivée dans chaque cas.

(a) f(z) =3x+1+Inx
(b) g(z) = 222 — 1 — 4inz

exercice 6 :
calculer la dérivée dans chaque cas

(a) f(z)=2z(1 —Inz)

T — lnx

(b) g(z) =

T

exercice 7 :
soit : f(x) = 2% — 1 — 2lnz pour = > 0

(a) calculer f'(x)

(b) en déduire les variations de f

(c) déterminer I’équation de la tangente en z =1

exercice 8 :
f(z) = —x + 4+ 2lnz pour z > 0

(a) calculer f'(x)
(b)
)

C

en déduire les variations de f

exercice 9 :
f(x) =222 +1 — 9lnz pour z > 0

(a) calculer f'(x)
(b)
)

C

en déduire les variations de f

déterminer ’équation de la tangente en z =1

déterminer ’équation de la tangente en z =1

(c) f(x)=—x 42+ 3lnx

1
(d) h(z) = 623 — 1022 + 202 — 16 + ~ - 6lnx




2.4 corrigés exercices

corrigé exercice 5 :

calculer la dérivée dans chaque cas.

(a)

f(z) =3z +1+Inx

, _ 1
f(m)—3+§

_3:U—|—1
o

f'(@)

g(z) =222 — 1 — dinz

1
d(x)=4dr —4x =
x

_ Az?—4
N T

g'(x)

f(z)=—z+2+3inz

r) = — 1
fla)=—1+3x
iy —r+3
Iw) = ==

1
h(z) = 62% — 1022 + 202 — 16 + — — 6Inx
X

~1 1
W(x) =182 =202 +20 + — — 6 x —
X X
1 6
W(z) =18z — 20z +20 — — — —
x T

18z* — 2023 + 2022 — 1 — 6
2

X
18z* — 2023 + 2022 — 62 — 1
562




corrigé exercice 6 :

. f(z) =22(1 — Inx)

f =wuv donc f = v'v+ud

avec
u=2x=u =2
et

, 1
v=1—-lnr=7v =——

x
donc )
f(z) =2(1 —Inz) + 22 x —

x
f(z) =21 —Inz) -2
f(z) =2 —2Inz — 2
f'(z) = —2Inz
x —Inz
- g(@) = —
u , uv—u
g=—doncg =——5—
v v
avec
, 1 x-1
u=zr—lnt=u=1——-=
" x x
e
v=o=1 =1
donc .
I—=xz—(r—Inx)x1
/ _ _x
g(:ﬂ)— 562
iy T—1—x+lInx
g(x)_ 72
-1+ Inx
g/(x): 2

T

. f(z) = 2%(3 — Inx)

f =wuv donc f’ = v'v+ur

avec
uw=12>=u =2
et

, 1
v=3—-Ilnt =70 =——

x

donc )
f'(z) = 22(3 — Inz) + 2% x —

X

f(z) =223 —Ilnz) —x
f(x) = 6x — 2zlnx — x
f'(z) = 5z — 2zlnz

f'(z) = z(5 — 2lnx)



Inx

4. =
9(®) =577
Y
g =" done g/ = 0=
v v
avec 1
u=lIlnr=u ==
T
et
v=22r4+1=1v =2
donc
, 1x@z+1) - (Inz) x 2
g(z) = 5
(2z+1)
2+ L1 _9ing
g/(x): . 2
(2 +1)
(@) 2x + 1 —2xinx
) =
g x(2x +1)2

1
g (z) = —2x +2xInx x —
x

—222 + 2lnx



corrigé exercice 7 :

f(z) =2 —1—2inx pour z >0

(a)
(b)

1 222 2 222-2
f’(x):2x—0—2><—:i——: x
X X X X

en déduire les variations de f

, , 272 — 2 9
e annulation de f'(x) : =0<=22"-2=0
x

de la forme ax? + bx + ¢ = 0 avec b = 0 donc A non nécessaire, on isole .
2
2x2—2:0<:>x2:5:1<:>x:—ﬁ:—10ux:ﬁ:1doncf’(x) s’annule en z = 1 car -1

est hors domaine de définition.

e signe de f/(x) pour x > 0

222 — 2
v est du signe de 222 — 2 car z > 0

x
on utilise la régle du signe de ax? + bx + ¢

T 0

1 +00
22 — 2 -0 +

evariations de f : I

f) 1 N /
I 0

f(1)=12-1-2n1=0

déterminer ’équation de la tangente en z =1

y =M@ -1+ f(71)

avec
f(l)y=12-1-2In1=0
et )
f,(l):2><11 —2:0
donc

y=0(xz—-1)+0

donc

y=0



corrigé exercice 8 :

f(x) = —z+4+ 2lnz pour z >0

() Fle) = -1 42x - = 12

T

(b) en déduire les variations de f

—x 4+ 2
=0 2+2=0<= 2 =2

e annulation de f’(z) :
- 2
e signe de f/(z) = s

on utilise un tableau de signes :

pour x > 0

T 0 2 400 annulations
—xr+2 + 0 - —x+2=0<=zx=2

x 0o + | + z=0
OB

T 0 2 +00
f'(x) + 0 -
I 3,4

f(z) H / N

—244+2In2~3,4

~

—~
)

SN—
I

(c) déterminer I’équation de la tangente en z =1

y =M@ -1+ f(71)

avec
f)=—-14+4+2in1=3
et

F(1) = —11—|—2 _q

donc

y=1(xz—-1)+3

donc

y=x+2



corrigé exercice 9 :
f(x) =222 +1 — 9lnz pour x > 0

(a) f/($)=4m—9x%:45'32—9

x
(b) en déduire les variations de f

422 — 9
e annulation de f'(x) : il —0<=422-9=0
x
de la forme az? + bz + ¢ = 0 avec b = 0 donc A non nécessaire, on isole .
9 9 3
4$2—9:0<:>$2:Z<:>ZC:— 12_52_1’5011:6:1’5

donc f'(z) s’annule en x = 1,5 car -1,5 est hors domaine de définition.

e signe de f/(x) pour x > 0
422 — 9

est du signe de 422 — 9 car = > 0

x
on utilise la régle du signe de ax? + bx + ¢

T 0 1,5 +00
422 — 9 -0+
f'@) |1 - 0 -
e variations de f : I
f@) |1 /
I ~ 1,85

f(1,5) =2x 1,52 +1—9Inl,5~1,85

(c) déterminer I’équation de la tangente en x = 1,5

avec
f(1,5)=5,5-9In1,5~1,85
“ 4x1,52 -9

/ X1, B
f101,5) = —5—=0
donc
y=0(zx—1)+5,5—-9Inl,5
donc

y=>5,5—-9Inl,5~1,85



3 équations et Inéquations avec logarithme népérien.

3.1 activité

A. Equations de la forme : Inz = a
1. Résoudre I'équation Inx = 2 :

a. Graphiquement a 10! grace a la courbe donnée ci dessous.

Yi
9 L
/’
//
/
1 ///
P!
v
0 T
/ | i i T & ) 10 11 12 13 14
1 //
Ll

b. Numériquement & 1072 grace au tableau de valeurs de la calculatrice. l?fx
e lne=1
c. Algébriquement grace aux propriétés suivantes (a >0, b > 0) : e Ina® = blna

elna=Inb<=a=">
(Aide : 2 = 2 x 1), résolution en valeur exacte puis 4 10~% prés.

2. Soit a > 0 un nombre réel positif strict, montrer que : Inz = a <= x = e

3. En déduire une résolution algébrique de chacune des équations suivantes puis vérifier graphique-

ment.
i. Inx =2,5
ii. Ilnx = -2

iii. 2lnx+2=20
iv. 10(lnx+1)—-10=0

B. Inéquations de la forme Inx > a
1. Déduire des variations de la fonction In et du 1.c. ’ensemble des solutions de I'inéquation Inx > 2
2. Gréace a la propriété : (a >0, b>0) : a > b <= Ina > Inb, montrer que : Inx > a <= = > e
3. En déduire les ensembles de solutions des inéquations suivantes. (penser au domaine de définition)
i. Inx > 10
ii. Inz <10
iii. Inx < —10
iv. lnz >0
C. Equations de la forme e* = a
(a) Quel que soit le nombre réel z € R on a : In(e”) = ... = .. = ..
(b) en déduire ’ensemble des solutions des équations ou inéquations suivantes
i ef =2
ii. e*4+5=5
iii. 10 —2¢* =14
iv. e* >3
v. e¥ <3
vi. e < =3



3.2

corrigé activité

A. Equations

1. Résoudre ’équation Inx = 2 :

a. Graphiquement & 10~! grace a la courbe donnée ci dessous, on trouve : Inx =2 <=z ~ 7,5

Yi
et |
///
/
"/
e
L
X
/ ] { y 3 10 11 12 13 14
/
x | 7,38 7,39

4 1072 grace a la calculatrice. donc Inx =2 <=+ ~ 7,38

Inx | ~1,99 | ~2,0001

e ne=1
Algébriquement grace aux propriétés suivantes (a >0, b > 0) : { o Ina® = bina
e lna=Inb<=a=5»
(Aide : 2 = 2 x 1), résolution en valeur exacte puis & 10~* prés.
Inx =2
—Ilnrx=2x1
<= Inx = 2lne
= Inz = In(e?)
1 =¢?
<= r~7381 donc S = {e?}

2. Soit a > 0 un nombre réel positif strict, montrer que : lnx = a <= x = €°
(de méme que ci dessus avec Inx = 2)

3. En déduire une résolution algébrique de chacune des équations suivantes puis vérifier graphique-

ment.
a. Inz = 2,5 <= x = €25 donc S = {e?,5}
b. Inz = -2 <= x =¢ 2 donc S = {e 2}
-2
c. 2lnx—|—2=0<:>lnx:7:—1<:>x:e_1 donc S = {e" !}
0
d. 10(lnzx +1) =10 =0 <= 10lnz +10 =10 =0 <= Inx = — = 0 <= x = ¢’ = 1 donc

10
S ={1}

B. Inéquations

1. Déduire des variations de la fonction In et du 1.c. I’ensemble des solutions de I'inéquation Inx > 2
Inx > 2
<~ lnx>2x1
<= Inx > 2lne
<= Inz > In(e?)
<=1z >e?donc S =]e?; +oo |

2. Grace a la propriété : (a >0, b>0) : a > b <= Ilna > Inb, montrer que : Inx > a <= = > €*
(de méme que ci dessus)

3. En déduire les ensembles de solutions des inéquations suivantes. ( penser au domaine de définition)

a
b

)

o,

Inz > 10 <= x > e donc S =] €'V ; +o0 |

Int <10<=0<x <el®donc S=]0; el
Int < -10<=0<z<e PdoncS=]0; e 0]
Int >0<=2>e"donc S =] 1; +o0 [



3.3 A retenir

propriété 2

(6) | In(e”)

( équations et inéquations avec logarithme népérien )
(1) [lnx:lny@x:y]pourtout:U>Oety>0
(2)[lnx>lny<:>:6>y]pourtout:v>0ety>0

(3) (Inz = a <= x = ") pour tout nombre réel a

(4) [ Ine >a < x> e“j pour tout nombre réel a

(5) [lnx <a<=0<z< e“] pour tout nombre réel a

x | pour tout nombre réel x

Remarque :

cette propriété permet de résoudre des (in)équations ou apparait le logarithme népérien.

propriété 3 :

(6) elnm —

( équations et inéquations avec exponentiel )

(1) (ex:ey@x:y]pourtoutxERetyER
(2)[69”>ey<:>x>y]pourtoutx€Rety€R

(3) [ el =a<= 1= lna] pour tout nombre réel positif strict a > 0
(4) [ el >a <= x> lna] pour tout nombre réel positif strict a > 0

(5) [ ef<a<—=0<zx< lna] pour tout nombre réel positif strict a > 0

2 ) pour tout nombre réel positif strict x > 0

Remarque :

cette propriété permet de résoudre des (in)équations ou apparait un exponentiel.

propriété 4 : (signe d’un logarithme népérien )

x 0

+00

1
Inx - 0 —+

Inx < 0 <=z €]0;1]

Inr=0=zx=1 ,(.JJ[/IQ“""
Inx >0 <=z €]1; 00| -

propriété 5 : ( continuité et variations d’un logarithme népérien )

x 0

—+00

Inx

/

—+00

{

x —> Inz est continue sur RT*
z —> Inz est strictement croissante sur R1T*




3.4 exercices

exercice 10 :
résoudre chacune des équations suivantes.

(a) (Inx)(24Inz) =0 (c) (Inx)? —4=0
(b) (Inx)? =1 (d) 2lnz+3=0
exercice 11 :

résoudre chacune des équations suivantes.

(a) 2(Ilnx)? — 3lnz —5=0 (b) (Inz)? = Inx + 2

exercice 12 :
résoudre chacune des équations suivantes

(a) In(x —3) —In(2x +5) =0

(b) In(x+3)—In(2z —1)=0 (c) In(x+3)+In(5b—x) =In3+Inb
exercice 13 :
résoudre chacune des inéquations suivantes.

<In3 (c) lnx >0
0 (d) Inx < -2

exercice 14 :
résoudre chacune des équations suivantes.

(b) e T2 — ¢ (C) et—3 — 2z+1

exercice 15 :
résoudre chacune des équations suivantes.

(a) 1—€e*>0 (c) 3¢*—=2>0

(b) 9 _ 672m+1 < 0
(d) 60,535—1—1 >1



exercice 16 : (D’apres sujet Nouvelle Calédonie 2009)
partie | : ETUDE D’UNE FONCTION

On considére la fonction f définie et dérivable sur lintervalle [1 ; 15] telle que pour tout réel x de cet
intervalle f(z) =5(1 —Inx)(Inx — 2) et dont la représentation graphique est donnée en annexe
1. résoudre I'équation f(x) =0 (les valeurs exactes sont demandées)
2. (a) déterminer le signe de l'expression 5(1 — X)(X — 2) suivant les valeurs du réel X
(b) en déduire le signe de f(x) pour tout réel de l'intervalle [1 ; 15] dans un tableau

3. (a) on note f’ la fonction dérivée de la fonction f.
53 —2Inz)
x
(b) en déduire les variations de f (on précisera la valeur exacte du mazimum de f et la valeur exacte
de x pour laquelle il est atteint)

calculer f/(x) et montrer que f'(z) =

4. donner le nombre de solutions de 1’équation f(x) = 1 puis donner une valeur approchée arrondie a
0,01 prés de ces solutions.

partie Il : APPLICATION

Une entreprise fabrique et revend des jouets.
f(x) représente le résultat (bénéfice ou perte) en milliers d’euros qu’elle réalise lorsqu’elle fabrique z cen-
taines de jouets, pour z compris entre 1 et 15, f désignant la fonction étudiée dans la partie I
1. déterminer, & un jouet preés, les quantités & produire pour ne pas travailler & perte.
interpréter concrétement le résultat de la question I. 2. Comment le lit-on sur le graphique ?
2. cette entreprise veut réaliser un bénéfice supérieur ou égal a4 1000 euros.
combien de jouets doit-elle fabriquer ? Justifier la réponse.

annexe 2
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exercice 17 : (exercice avec ajustement affine et changement de variable)
Une entreprise a une évolution de son chiffre d’affaire donnée par le tableau suivant.
ol t; désigne le rang de 'année a partir de 1985 et ¢; désigne le chiffre d’affaire en milliers d’euros.

Rang de 'année : ¢; | 0 5 10 15 20 25
Chiffre d’affaire : ¢; | 10 | 11,2 | 12,2 | 13,6 | 15,2 | 16,8

On renonce a un ajustement affine pour ce nuage de points.
On effectue le changement de variable y; = In¢; (In désigne le logarithme népérien).

(a) Compléter le tableau suivant dans lequel les valeurs approchées sont & arrondir & 1073.

Rang de 'année : t; 0 5 10 15 20 25
yi =Ing 2,303

(b) Déterminer, a 'aide d’une calculatrice, une équation de la droite de régression de y en ¢ sous la forme
y =at+b, ol a et bsont a arrondir a 1073,

(c) A laide du résultat précédent :
i. exprimer c en fonction de t sous la forme c(t) = A x B! ou A et B seront donnés & 1073
ii. Donner une estimation du chiffre d’affaire en 2020 arrondi a 107!,

iii. Déterminer 'année pour laquelle le chiffre d’affaire atteint 30 000 euros.



3.5 corrigés exercices

corrigé exercice 10 :

résoudre chacune des équations suivantes.

(a) (Inx)(2+4Inz) =0
domaine de définition : cette équation n’a de sens que si & > 0 car Inx n’existe que si x > 0

donc, dans Dy =] 0; 400 [on a:
(Inz)(2+Ilnx) =0

= Ilnz=0o0u2+Inz=0
<z =¢oulnwr = —2

2

<—z=1louzxz=e"

S ={e %1}

(b) (Inz)? =1
dans Dy =]0; 400 [on a:
(Inz)? =1
——lnr=—/1=—-loulnz=vV1=1
1 1

<~ xr=e€e ouzx=e¢e

S ={e1;el}

(c) (Inz)?> —4=0
dans Dy =]0; 400 [on a:
(Inz)?—4=0
— (Inz)? =4 <= Inx=—V/4=—20ulnr=+4=2
2 2

<~ r=e€e “ouxr==e

S ={e 2%}

(d) 2lnx+3=0

dans Dy =]0; +oo [on a:

2ine +3 =0
<:>lnx—_—3
2

3

= zx=e 2



3
2

S={e 2}

corrigé exercice 11 :
résoudre chacune des équations suivantes.

(a) 2(Inz)? — 3lnx —5=10

dans Dy =]0; 400 [on a:
procédons & un changement de variable, pour cela, posons X = Inz

2(Inx)? —3lnz —5=0+=2X2-3X -5=0

il suffit de résoudre cette équation du second degré, A est adapté car a,b et ¢ sont différents de
zéro tous les trois.

A =b? — dac = (—3)% — 4(2)(—5) = 49 > 0 donc il y a deux solutions.

_ b+ VA —(=3)+ V49 _ _ b= VA  —(=3) - V49

2 X = = -1
2% 2 % 2 5 ou 2% 2% 2

X

or X =lInx

il suffit donc de résoudre
Inx =2,5 ou lnx = —1
soit

r=e2®our=e"

S ={e?5 e 1}

(b) (Inz)? = Inx + 2
dans Dy =]0; 400 [on a:

1

(Inz)? = Inx + 2 <= (Inz)?> —Ilnx —2=0
procédons & un changement de variable, pour cela, posons X = Inz
(Inz)? —Inr —2=0+= X2 -X-2=0

il suffit de résoudre cette équation du second degré, A est adapté car a,b et ¢ sont différents de
zéro tous les trois.

A =b? —4ac = (—1)? = 4(1)(=2) = 9 > 0 donc il y a deux solutions.

VA D4V, b= VA (D) -V

X =
2a 2x1 2a 2x1

=-1

or X =lInx

il suffit donc de résoudre

Inx =2 oulnr = -1



soit
r=c2our=e1

S ={e?,e 1}

corrigé exercice 12 :

(a) In(x —3) —In(2x +5) =0
cette équation n’a de sens que si :
z—3>0et2x4+5>0
<~ x>3etx>25
= z>3
donc Dy =| 3 ; +oo |
dans Dy on a :

In(x —3) —In(2x +5) =0
< In(x — 3) = In(2x + 5)
= z—-3=2x+5

<< xr = -8

or =8¢ ]3; 400 |

donc

S=(=9¢

cette équation n’a aucune solution.

(b) In(z+3) —In(2x —1)=0
cette équation n’a de sens que si :
z+3>0et2x—-1>0
<< x>-3etx >0,
<~ x>0,5

donc Dy =] 0,5 ; 400 |

dans Dy on a :



In(z+3)—In(2x—1)=0
<~ In(x +3) =In(2x — 1)
—zr+3=2z-1

<—xr =4

(c) In(x+3)+In(b—x)=In3+Inb
cette équation n’a de sens que si :
r+3>0etb—z2>0
= x>-3Jetx <
donc Dy =] —3; 5.
dans Dy on a :
In(x+3)+In(5—z)=In3+1Ind
< In(x+3)(5 —z) =Inlb
— (x+3)b—z)=15
= 22 +22=0
équation du second degré ot A n’est pas nécessaire car ¢ = 0, on met x en facteur
—x(-r+2)=0

<—zxz=0ouzx=2

corrigé exercice 13 :

(a) In(—3x+2) <In3
Cette inéquation n’a de sens que si

—3r+2>0
—r<z

2
donc Dy =] — o0 ; 3 [.

dans Dy on a :
In(—=3x +2) <In3



= -3r+2<3

<— —3x <1
= r> ——
donc

1 2
S: __ . =
[ 350
In(5—-2x)>0

Cette inéquation n’a de sens que si

5—2z>0

<:>x<§
2

donc Dy =] — o0 ;

DO | Ot

dans Dy on a :
In(5—2x)>0

—5-—21>¢°
<— 2r>—4
< <2

donc

[S:] —00;2[]

Inz >0

Cette inéquation n’a de sens que si
x>0

donc Dy =] 05 +oo0 [.

dans Dy on a :

Inz >0

=z > el

<—x>1

donc

[S:[l;%-oo[]




(d) lnz < -2
Cette inéquation n’a de sens que si
x>0
donc Dy =] 05 +oo0 [.

dans Dy on a :
Ine < =2

corrigé exercice 14 :
résoudre chacune des équations suivantes.

(a) e 3 =1<=2-3=Inl=0+=2=3s0it|[S = {3}
(b) e*2=¢ce= —a-2=1<=2=-3s0it|S ={-3}
(c) e 3 =e*l = 0 - 3=21r+1<+= —4=uxsoit |5 = {-4}

corrigé exercice 15 :
résoudre chacune des équations suivantes.

(a) 1—€*>0<«<=12>¢€" <= Inl > z soit | S =] — 00; 0]

1—1In2 1—1In2
b) 2—e 2 <0e=2<e PN = n2< 2w+ 1< 2n Soit{SZ]—OO; &




corrigé exercice 16 : (D’apres sujet Nouvelle Calédonie 2009)

partie | : ETUDE D’UNE FONCTION

On considére la fonction f définie et dérivable sur lintervalle [1 ; 15] telle que pour tout réel x de cet
intervalle f(z) = 5(1 —Inz)(Inz — 2) et dont la représentation graphique est donnée en annexe

1. f(z)=0
< 5(1—Inz)(lnx—2)=0

0
<= (1-Inz)(Inz -2) = = =0

<= (I1-Inz)=0o0u(lnz—-2)=0
<= Inx=1oulnz =2

— gz =¢! oux=e?

2. (a) on utilise un tableau de signes :

X —00 1 2 +o00o | annulations
5 + |+ ]+
1-X + 0 - | - X =1
X -2 - -0 + X =2
51— X)(X —2) - 0 + 0 -
(b) d’ou le tableau de signes :
x 1 e e? 15 | annulations
5 + |+ |+
1—Inzx + 0 - | - x
Inz —2 - - 0 + z=e?
5(1—Inz)(Inx — 2) - 0 + 0 -

3. (a) f(z)=5(1—Inz)(Inz —2)

on reconnait que f est de la forme f = 5uv donc f/ = 5(u'v + uv')

-1
u=1l—-lnr—=uv=--=—
x x
avec :
1
v=lhr—-2=—1v ==
1 v 1
d'on f'(z) =5 — x (Inz —2)+ (1 —Inz) x — ]
x x
—1Ix(lnx—2)+(1—-Inx
i) =5 Xz H Loy
x
—Inz+2+1—-Inzx
f'(z) = 5] ]
x
3—2lnx 5(3 —2Inx)
fw) =5 ) = | ey = o
x 1 eld 15 annulations
5 + ]+
3—2Inz + 0 - 3—2nr=0<=x=e¢"d
T + | + z=0
b
b) 0
1,25
f(x) /! N
~10 ~ 6,04 | f(1)=5(1—Inl)(Inl—2)=—10

[le maximum de f vaut 1,25 pour x = 61’5}




4. Péquation f(z) = 1 admet [deux solutions

A laide de la calculatrice, & 1072 prés

T 3,58 3,59
f(x) ~0,99 | ~ 1,004 | donc (3,58 < 3 < 3,59
comparaison a 1 <1 >1
et
z 5,60 5,61
f(@) ~1,002 | ~ 0,997 | donc (5,60 < 8 < 5,61
comparaison a 1 >1 <1
partie |l : APPLICATION

1. & un jouet prés, les quantités & produire pour ne pas travailler a perte sont comprises entre e ~ 2,718
centaines et e? ~ 7,389 centaines
donc (entre 272 et 738 jouetsj

interprétation concréte du le résultat de la question I. 2.
[le bénéfice est positif pour une production comprise entre 272 et 738 jouets}

[la courbe de la fonction f est au dessus de 'axe des abscissesj.

2. cette entreprise veut réaliser un bénéfice supérieur ou égal & 1000 euros il faut alors fabriquer entre
[entre 359 et 560 jouets] pour que f(z)>1

annexe 2

[uin

[
——
T ——
\‘
—




corrigé exercice 17 : corrigé exercice avec ajustement affine et changement de variable
(a) tableau a 1073

Rang de 'année : t; 0 5 10 15 20 25
y; = Ing; 2,303 | 2,416 | 2,501 | 2,61 | 2,721 | 2,821

(b) a l'aide d’une calculatrice, une équation de la droite de régression de y en t sous la forme y = at + b,
oll a et b sont arrondis & 1073 est : [y = 0,021t + 2, 304]

(c) A Tl'aide du résultat précédent :

y = lnc

y = 0,021t + 2,304
= lnc = 0,021t + 2,304

— ¢ = 0,021t+2,304
— o= 0,021t o ;2,304
= ¢~ %021t x 10,014

= ¢~ (e%021)t % 10,014

— ¢~ 1,021¢ x 10,014 = [c ~ 10,014 x 1,021t]

ii. estimation du chiffre d’affaire en 2020 arrondi a 10~! est calculé ainsi
en 2020 : ¢ = 2020 — 1985 = 35
donc : y = 0,021 x 35+ 2,304 ~ 3,039
donc : Inc = 3,039
donc : ¢ = 3039 ~ milliers d’euros en 2020

ou bien : ¢ ~ 10,014 x 1,021% ~

iii. I'année pour laquelle le chiffre d’affaire atteint 30 000 euros est calculée ainsi :
c=30
donc : y = Inc =1n30

donc : 0,021t + 2,304 = In30
(n30 — 2,304

donc:t=——"—~522
0,021
donc : 'année est 1985 + 52 = | 2037
ou bien :
10,014 x 1,021' = 30 < 1,021' = <t x In(1,021) = In( 50 )
’ ’ ’ 10,014 ’ 10,014
30
(35,012’
t=——2—"—— ~ 52, 8 donc 'année est 1985 + 52 = | 2037

In(1,021)



4 études de fonctions avec logarithme népérien.

4.1 exercices

exercice 18 : (avec une fonction auziliaire)
1. soit la fonction ¢ telle que p(x) = —x + 3+ 3lnx  sur [3;15]
(a) étudier les variations de ¢ et dresser son tableau de variations.
(b) montrer que ¢ s’annule une seule fois sur [3;15] et donner la valeur d’annulation « a 0,1 pres.

(c) déduire de a. et b. le signe de ¢ sur [3;15]
xlnz
3—z
(a) montrer que f’ a le méme signe que ¢ sur |3;15] et en déduire les variations de f sur 3;15]

2. soit la fonction f telle que f(x) =5+ sur ]3;15]

(b) dresser le tableau de variations de f

3. si z est le nombre d’objets fabriqués et vendus par un artisan, le bénéfice correspondant est donné par
f(x) exprimé en milliers d’euros.

(a) combien doit-il fabriquer et vendre d’objets pour maximiser son bénéfice ?

exercice 19 :
. . 5lnx
1. soit la fonction f telle que f(z) = —5— pour x € [0; 10]
x
5(1—21
(a) montrer que f'(x) = (73”@
T

(b) en déduire les variations de f et dresser son tableau de variations.
(c) montrer que f(x) = 0,5 admet une seule solution « sur [2;10] et donner un encadrement de a a
1072 prés
2. f donne le bénéfice mensuel des ventes d’une entreprise (en millions d’euros) en fonction du nombre
de milliers d’objets vendus x ou x est d’au plus 10 milliers.
(a) quelle production maximise le bénéfice 7 quelle est le bénéfice maximal ?
(b) pour quelles productions le bénéfice est-il de 0,5 millions d’euros ?

(¢) pour quelles productions le bénéfice est-il positif ? (justifier clairement)

exercice 20 : (un sujet de bac : 2010)

Partie A Soit f la fonction définie sur l'intervalle [0; 10| par

f(z) = —0,252% + 224+ 3In(z+1) — 1,75 — 3In2
(a) calculer f(0) et f(1)

(b) démontrer que pour tout réel = de I'intervalle [0; 10]

—0,5(z 4+ 2)(x — 5
z+1
(¢) 1. étudier le signe de f'(x) sur [0; 10]
ii. Déterminer les variations de la fonction f sur [0; 10]

iii. Calculer la valeur exacte puis la valeur décimale arrondie & 0,1 du maximum de f sur [0; 10]

(d) i. Justifier que I’équation f(z) = 0 admet dans I'intervalle [5; 10| une solution unique xg

ii. Donner, & 'aide de la calculatrice, la valeur approchée par défaut 10! de z



Partie B

a ’approche des fétes de fin d’année, un supermarché souhaite commercialiser des guirlandes de Noél.

On note x le nombre de guirlandes qu’il souhaite vendre (en milliers).
On suppose que x est un réel compris entre 0 et 10

Le bénéfice réalisé pour la vente de x milliers de guirlandes, exprimé en milliers d’euros, est donné par
la fonction f définie sur [0; 10] par :

f(z) = —0,252% + 2z + 3In(z + 1) — 1,75 — 31In 2.

Déduire de la partie A les réponses aux questions suivantes

(les réponses seront données a la centaine de guirlandes vendues prés).

On explicitera la méthode utilisée.

(a) Combien de guirlandes le supermarché doit-il vendre pour réaliser un bénéfice sur ce produit ?

(b) Combien de guirlandes le supermarché doit-il vendre pour réaliser un bénéfice maximal ? Quel est
alors ce bénéfice maximal? (a 100 euros prés).

exercice 21 : exercice avec ajustement affine et changement de variable

Une entreprise a une évolution de son chiffre d’affaire donnée par le tableau suivant.
ou t; désigne le rang de 'année a partir de 1985 et ¢; désigne le chiffre d’affaire en milliers d’euros.

Rang de 'année : ¢; | 0 5 10 15 20 25
Chiffre d’affaire : ¢; | 10 | 11,2 | 12,2 | 13,6 | 15,2 | 16,8

On renonce & un ajustement affine pour ce nuage de points.
On effectue le changement de variable y; = In¢; (In désigne le logarithme népérien).

1. Compléter le tableau suivant dans lequel les valeurs approchées sont a arrondir a 1073,

Rang de ’année : t; 0 5 10 15 20 25
¥ =Ing; 2,303

2. on admet que la droite d’équation y = 0,021t + 2,304, oil a et b sont arrondis a 1073 prés réalise un
bon ajustement affine de y en fonction de ¢

3. A l'aide du résultat précédent :
(a) Donner une estimation du chiffre d’affaire en 2020 arrondi a 107.

(b) Déterminer l'année pour laquelle le chiffre d’affaire atteint 30 000 euros.



4.2 corrigés exercices

corrigé exercice 18 :

1. soit la fonction ¢ telle que ¢(z) = —x + 3 + 3lnx  sur  [3;15]
(a) variations de ¢ et tableau de variations.
dérivée
o(z) = —x+ 3+ 3lnx

1 — 3
Pr)=-143x - = T+
x

x

annulation et signe de la dérivée sur [3;15]

— 3
T est une fraction dont on peut consigner le signe dans un tableau de signes.
x
x 3 15 | Annulations :
—x+3 |0 - —24+3=0<=2z=3
x - z =0
— 3
x+ 0 -
X

tableau variations de ¢ sur [3;15]

T 3 15
¢'(x) 0 -
In27~ 3,3
p(x) N\
—12 + 3Inld ~ —8,7

©(3) = =3+3+4+3In3=1In27~3,3 (15) =—-15+3+3In3 ~ —8,7

(b) montrer que ¢ s’annule une seule fois sur [3; 15]
on justifie ce fait par le théoréme des valeurs intermédiaires

e p(3)~3,3>0

e o(15) ~ —8,7<0

e © est continue sur [3;15] en tant somme de fontions continues
e o est strictement décroissante sur [3; 15]

Donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
léquation ¢(x) = 0 posséde une solution unique a dans [3; 15]

la calculatrice permet d’obtenir
x 9,8 9,9
e(x) | 0,04 | -0,02

on a donc a ~ 9,8

(c) on déduit de a. et b. le signe de ¢ sur [3;15]

T 3 a~98 15
p(x) + o -
l
2. soit la fonction f telle que f(x) =5+ ; " ur 13; 15]
—x
(a) deérivée
Tov o)
f:5+gdoncf’zw
v v
avec

1
u=zlnr=u =1xlnz+xx=-=lnr+1
x



v=3—z=v =-1

voon (Inex+1) x (3 —2) — (zlnz) x (=1)  3lnz — zinx + 3 — x + zinx o(x)
f'w) = (3—1x)? B (3—1x)? (3—1x)?

annulation et signe de la dérivée sur ]3;15]

p(z)

G 2 est une fraction dont on peut consigner le signe dans un tableau de signes.
-z

or le numérateur est du signe de ¢(z) qui a été déterminé ci dessus
et le dénominateur (3 — x)? est un carré donc positif
donc f’(z) est du signe de p(x), d’'ou :

tableau variations de f sur |3;15]

T 3 a~98 15
f'(x) + 0 -
~ 1,71
f(z) / N\
(—o0) ~ 1,61
15in15
f(15) =5+ 15 ~ 1,61

3. si z est le nombre d’objets fabriqués et vendus par un artisan, le bénéfice correspondant est donné par
f(x) exprimé en milliers d’euros.

(a) il doit fabriquer et vendre 10 d’objets pour maximiser son bénéfice car :

f(9)=1,704 < f(10) = 1,710



corrigé exercice 19 :

5l
1. soit la fonction f telle que f(x) = —Zx
x
5(1 — 2lnz)
(a) montrons que f'(x) = ——
u u'v — wv u—5lnx=>u’—5><l—§
f=—=f=—F5— avec - = Tz
v v=1? =1 =2
S, 2
- — (5l 2
donc f'(z) = & x @ — (Bing) x 20 _ 5¢—10zlnz _ 5x(1 —2Inx) 51 — 2inx)

(1.2)2 x4 x4 3

annulation et signe de f'(z) :

f'(x) est du signe de (1 — 2Inz) car 5>0 et 23 > 0 du fait que = €]0; +o00|
or

1—2nz>0+=Inr <05z <

et

1—2nz <0< Inx <05 x>

d’ou le tableau de signes de f/(z) et de variations de f(x) ci dessous.

x 0 e~ 16 400
f(z + 0 -
= ~0,92 F(e%9) = Bla(e™) _ 25 o o9
= €0:5)2 e
(@) S N (
—00 0

montrons que f(x) = 0,5 admet une seule solution o sur [2;10]

e f(2)~0,86 et 0,86 > 0,5

e f(10) ~ 0,12 et 0,12 < 0,5

e f est continue sur [2;10] en tant que quotient de fonctions continues
e f est strictement décroissante sur [2;10]

Donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, I’équation f(x) = 0,5 posséde une solu-
tion unique « dans [2;10]

un encadrement de « & 1072 prés.

@ 356 | 3,57
F(z) | 0,50095 | 0,49

la calculatrice permet d’obtenir donc a ~ 3,56

la production qui maximise le bénéfice est de €%® ~ 1,649 milliers d’objets et le bénéfice maximal
est d’environs 0,92 millions d’euros

le bénéfice est de 0,5 millions d’euros pour une production d’environs 3,56 milliers d’objets mais
aussi pour une production d’environs 1,138 milliers d’objets (calculatrice)

or5>0et x>0
donc f(z) est du signe de Inz
z |0 1 400
Inx - 0 +
donc le bénéfice est positif & partir d’'une production de 1 millier d’objets

et nous savons que




corrigé exercice 20 :

Partie A
(a) f(0)=-0,25x0%2+2x0+3In(x0+1)—1,75-3In2=—1,75—-3In2 ~ —3,83
f(1)—=0,25x124+2x1+3In(1+1)—1,75—-3In2 =0

—0,5(x + 2)(z — 5)
z+1

(b) démontrons que pour tout réel z de I'intervalle [0; 10] : f/(z) =

f(z) = —0,2522 + 2z +3In(z +1) — 1,75 — 3In 2

() =—0,5 2+3
fl@) = =050 +2 43 x —

Pla) = (=0,52 +2)(x +1) +3 _ —0,52%+,15z +5
rz+1 z+1
) —0,5(z +2)(x — 5) _ —0,522 + 1,52 +5
r+1 r+1
—0,5(z +2)(z — 5)
z+1

O

donc f'(z) =

1etil

i. signe de f’(z) sur [0; 10] et variations de f

x 0 5 10 | annulations
;3—’; J_r i J_r T+2=0¢<=2=-2
il? o e PP (S PG
() = -0, 5(xx++2i(ac —5) L i
5,3
f(x) S N\
-3,83 -1,63

ii. valeur exacte du maximum de f sur [0; 10] :

f(5) = 0,25 x 52 +2 x 5+ 3Iln(5+1) — 1,75 — 3In2
f(5) =24 3In6 — 3In2 =2+ 3(Inb — In2) =2+ 3In3 =2+ In27 ~ 5,3 &4 0,1 pres.

(c) 1 etii:l’équation f(x) =0 admet dans l'intervalle |5; 10] une solution unique xg
on justifie ce fait par le théoréme des valeurs intermédiaires
e f(10) <0
e f(5)>0
e f est continue sur [5;10] en tant que fontion continue
e f est strictement décroissante sur [5;10]

Donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation f(z) = 0 posséde une solution unique zg dans [5; 10]
x 9,3 | 94
f(x) | 0,14 | -0,09

la calculatrice permet d’obtenir on a donc xyp ~ 9,4

Partie B
(a) le supermarché doit vendre entre 1 et 9,3 milliers de guirlandes pour réaliser un bénéfice sur ce

produit.
en effet : f(1) = 0 et le sens de variations de f permettent de conclure que f(z) > 0 <= z €]1; x¢]

(b) 5000 guirlandes assurent un bénéfice maximal de 5300 euros & 100 euros prés.



corrigé exercice 21 : corrigé exercice avec ajustement affine et changement de variable
1. tableau a 1073,

Rang de 'année : t; 0 5 10 15 20 25
yi =1Ing 2,303 | 2,416 | 2,501 | 2,61 | 2,721 | 2,821

2. a l’'aide d’une calculatrice, une équation de la droite de régression de y en t sous la forme y = at + b,
oll a et b sont arrondis & 1073 est : y = 0,021t + 2, 304.

3. A laide du résultat précédent :

a. une estimation du chiffre d’affaire en 2020 arrondi & 10~! est calculé ainsi
en 2020 : ¢t =2020 — 1985 = 35
donc : y = 0,021 x 35 + 2,304 ~ 3,039
donc : Inc = 3,039

donc : ¢ = €*93? ~ 20,9 milliers d’euros en 2020

b. Pannée pour laquelle le chiffre d’affaire atteint 30 000 euros est calculée ainsi :
c=30
donc : y = Inc =1n30

donc : 0,021t + 2,304 = In30

(n30 — 2,304
t=— ~ 52,2
donc : t 0.021 ,

donc : année est 1985 + 52 = 2037



5 logarithme d’une fonction : f = Inu

5.1 activité

1. lecture graphique :
on dispose ci dessous du graphique partiel de la fonction u définie sur R
la droite (D) est asymptote a C,, en —oo et aussi tangente a C,, en z = —3
on sait de plus que la fonction f est définie par f = lnu

a. déterminer le domaine de définition de f

at

\

NO Qo
i~

b. déterminer les valeurs exactes de :

f(=2) = (D)\ t

>
-]

7(0) = \

d. sachant que v > 0 sur Dy, et que f'= ... que peut-on dire du signe de f’ par rapport au signe de u’?

e. qu’en déduire pour les variations de f par rapport aux variations de u?

f. étudier Pannulation de f’

g. en déduire le tableau de variations de f. h. déterminer lim f(x)
T——00
x
f'(x)

i. déterminer lim f(x)
Tz—4

j. résoudre I'inéquation f(z) > 0

k. en déduire le tableau de signes de f




5.2 corrigé activité

1. lecture graphique :
on dispose ci dessous du graphique partiel de la fonction u définie sur R
la droite (D) est asymptote a C,, en —oo et aussi tangente a C,, en z = —3
on sait de plus que la fonction f est définie par f = lnu

a. déterminer le domaine de définition de f 5 Y
\ 4
Inu n’existe que si u > 0 1\ .
or
u(z) >0<==x €] —o0; 4] \
donc
Dy =] —o0; 4]
]
b. déterminer les valeurs exactes de : —4 4
f(=3) =Inju(=3)] =In[3] = In3 \ 2
(=3) = In[u(=3)] = In[3] D) \‘
]

/
c. déterminer les valeurs exactes de : (rappel : si f = lnu alors [/ = v )
U
u'(=3) YB — YA 0-3 -3
"(-3) = '(-3) = = =-3 et —3) =3soit f/(-3)=— =
-1
(-1 0
f(=1)= 2;((_1)) =1= 0 (tangente horizontale en x = —1)

(0 — 2—-1 1
f’(O):u() avec UI(O):ii—ginzl—0:1 et u(O):lsoitf’(O):Izl

/
u
d. sachant que u > 0 sur Dy, et que f' = — que peut-on dire du signe de f’ par rapport au signe de u’?
U

puisque u > 0 on peut dire que f’ et «’ ont le méme signe pour toute valeur de € Dy
e. qu’en déduire pour les variations de f par rapport aux variations de u ?
puisque f’ et v’ ont le méme signe, f et u ont les mémes variations.
f. étudier annulation de f’
f(x)=0<=Inju(z))=0<=ux)=e"=1<=2c{-2;0; 3}

g. en déduire le tableau de variations de f. h. déterminer lim f(x)
T——00
—x 1 2 T i f(@) = lm infu(@)] = Hm inX =0
/!
f(z) T - 0 i 1734 - i.' déterminer' ilg}l f(z) |
F(x) \ e N ilg}l flx) = 31:13}1 Inju(x)] = )1(11_1)10 InX = -0
~ In(0,8) —00

j. résoudre I'inéquation f(x) > 0
f(@) >0 Infu(z)] >0<=ux) >’ =1<=z€] —c0; -2[U]0; 3]
k. en déduire le tableau de signes de f
x —00 -2 0 3 +00
f(zx) + 0 - 0 + 0 -




5.3 A& retenir

(1) domaine de définition : In(u) n’existe que si u > 0

/
(2) dérivée : (Inu)’ = w
U

(3) variations : les fonctions u et Inu ont le méme sens de variation

Remarque : (3) permet de justifier le sens de variations de {nu sans utiliser la dérivation.
(si u croit (respectivement : décroit) alors Inu croit (respectivement : décroit) )



5.4 exercices

exercice 1. : un sujet de bac : 2010 :

Partie A Soit f la fonction définie sur U'intervalle [0; 10] par

f(z) = =0,252% + 22+ 3In(z + 1) — 1,75 — 31n 2
(a) calculer f(0) et f(1)

(b) démontrer que pour tout réel = de I'intervalle [0; 10]

() = -0, 5(:cx++2i(:c — 5).

(¢) i. étudier le signe de f’(z) sur [0; 10]
ii. Déterminer les variations de la fonction f sur [0; 10]

iii. Calculer la valeur exacte puis la valeur décimale arrondie a 0,1 du maximum de f sur [0; 10]

(d) i Justifier que I'équation f(z) = 0 admet dans U'intervalle [5; 10] une solution unique

ii. Donner, & l'aide de la calculatrice, la valeur approchée par défaut 10! de z

Partie B
a 'approche des fétes de fin d’année, un supermarché souhaite commercialiser des guirlandes de Noél.

On note x le nombre de guirlandes qu’il souhaite vendre (en milliers).
On suppose que x est un réel compris entre 0 et 10

Le bénéfice réalisé pour la vente de z milliers de guirlandes, exprimé en milliers d’euros, est donné par la
fonction f définie sur [0; 10| par :

f(z) = —0,2522 + 22+ 3In(zx + 1) — 1,75 — 31In 2.

Déduire de la partie A les réponses aux questions suivantes
(les réponses seront données a la centaine de guirlandes vendues prés).
On explicitera la méthode utilisée.

(a) Combien de guirlandes le supermarché doit-il vendre pour réaliser un bénéfice sur ce produit ?

(b) Combien de guirlandes le supermarché doit-il vendre pour réaliser un bénéfice maximal 7 Quel est alors
ce bénéfice maximal ? (& 100 euros prés).



corrigé exercice 1. : un sujet de bac : 2010 :

Partie A
(a) f(0)=-0,25x0%2+2x0+3In(x0+1)—1,75-3In2=—1,75—-3In2 ~ —3,83
f(1)=0,25x124+2x1+3In(1+1)—1,75—-3In2=0

—0,5(x + 2)(z — 5)
z+1

(b) démontrons que pour tout réel z de I'intervalle [0; 10] : f/(z) =
f(x) =—0,2522 + 224 3In(z + 1) — 1,75 — 3In 2

! =-0,5 243
f'(x) 52+ 243 % ——

Pla) = (=0,52 +2)(x +1) +3 _ —0,52°+,15z +5
z+1 z+1
) —0,5(z +2)(x — 5) _ —0,522 + 1,52 +5
r+1 r+1
—0,5(z 4+ 2)(z — 5)
4+ 1

O

donc f'(z) =

1etil

i. signe de f’(z) sur [0; 10] et variations de f

T 0 5 10 annulations

-0,5 - ‘ -

T+ 2 + |+ r+2=0<=z=-2

r—5 - 0 + r—5=0<=2x=5

z+1 + ]+ z+l1=0<=2z=-1
, —0,5(z +2)(x — 5)
fla) = =2 vl

5,3
f(z) / N
-3,83 -1,63

ii. valeur exacte du maximum de f sur [0; 10] :

f(5) =—0,25 x 52 +2x 5+ 3In(5+1) — 1,75 — 3In2
f(5) =24 3In6 — 3in2 =2+ 3(Inb6 — In2) = 2+ 3In3 = 2+ In27 ~ 5,3 4 0,1 pres.

(c) 1 etii:l’équation f(z)= 0 admet dans U'intervalle [5; 10] une solution unique
on justifie ce fait par le théoréme des valeurs intermédiaires
e f(10) <0
e f(5)>0
e f est continue sur [5;10] en tant que fontion continue
e f est strictement décroissante sur [5;10]

Donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation f(z) = 0 posséde une solution unique zy dans [5; 10]
x 93 | 94
f(x) | 0,14 | -0,09

la calculatrice permet d’obtenir on a donc g~ 9,4

Partie B

(a) le supermarché doit vendre entre 1 et 9,3 milliers de guirlandes pour réaliser un bénéfice sur ce produit.
en effet : f(1) = 0 et le sens de variations de f permettent de conclure que f(x) > 0 <= z €]1; x|

(b) 5000 guirlandes assurent un bénéfice maximal de 5300 euros & 100 euros prés.



6 évaluations

6.1 corrigé devoir maison 1

corrigé Devoir Maison

Exercice 1 : (40p54)

A. Etude d’une fonction 8l
Soit f définie par f(z) = ony pour z € [1;10]
T

!/ /
— 8
1. Calculdef’(ﬂ:):fzgdoncflzuavecu:8lnx2>u’:—etv:x:>v’:1
v v x
8
s =xz—8nxrx1l 8-—8lnx 1—lInx
d'ou: fi(z)==% = =3 =8xX—0

2. Inéquation : 1 —lnx > 0<=1>Ilnrx<=e>=x
On en déduit le signe de f'(x)

T 1 e 10
1—Inz + 0 -
1—Inx
/ fd -
fi(zr) =8x 3 + 0
3. a. Variations de f :
T 1 e 10
f/(CC) + 0 - 8
f(x) /! N
0 1,842
8
b. f(e) = — ~ 2,943
e
B. Application économique
1. bénéfice maximal = 2943 euros pour 2,718 tonnes.
2. a. recette = prix d’'une tonne X nombre de tonnes = 4x
2,943
b. pourcentage du bénéfice par rapport a la recette : p ~ 4’ ” ~ 27%
e
3. a. f(z)=R(z)—C(x)
8l
b. C(z) = R(z) — f(z) = 4z —
x
N - L . 8lne
c. Cotit associé au bénéfice maximal : C(e) =4 x e — —— ~ 7,93
e

Exercice 2 : (43p263)

1. X suit une loi binomiale car :
on répéte 50 tirages, avec indépendance et pour chaque tirage il n’y a que deux résultats possibles, succés

ou échec. les parameétres sont n = 50 et p = 0,01
2. p(X =0)=CY, x0,01° x (1 -0,01)>70 ~60,5%
p(X =1) = Ci x 0,01 x (1 —-0,01)5°! ~ 30,5%

pX 22)=1-p(X =0)—p(X =1) ~ 9%



3. il faudrait prélever au maximum 10 piéces pour que la probabilité qu’il n’y ait aucune piéce défectueuse
soit d’au moins 90%, car :

p(X =0)>0,9 <= Cn®x0,01° x (1-0,01)"°>0,9
[n0,9

0.99" > 0.9 <
S B 2T = S 199

<= n < 10,4 = n < 10 soit 10 piéces au plus



6.2 corrigé devoir maison 2

corrigé Devoir Maison

exercice 1 : 24 page 94
déterminer I’ensemble de définition et ecrire sous la forme d’une somme de logarithmes

a. f(x) = In((2*(x — 3))
e ensemble de définition :

f(x) = In((z%(z — 3)) n’existe que si z2(z — 3) > 0.
il suffit donc d’étudier le signe de x2(z — 3).
on utilise un tableau de signes.

T —00 0 3 +00 annulations
x? + 0 + | + =0 2=0
x—3 - - 0 + r—3=0<=2x=3
22 (x — 3) -0 - 0 +

conclusion : Dy =] 3 ; 400 |
e ecrire sous la forme d’une somme de logarithmes :

f(z) = In((z*(x — 3)) = In(z?) + In(z — 3) = 2nz + In(z — 3)

4—z
b. =1
f@) = n(>=5)
e ensemble de définition :
4 — 4 —
flx) = ln(x +§) n’existe que si . +§ > 0.
4 —
il suffit donc d’étudier le signe de +§
x
on utilise un tableau de signes.

x —00 -3 4 400 annulations
4—x + | 4+ 0 - 4—r=0<=z=4
x+3 -0+ | + r+3=0<x=-3
1—x |+ 0
z+3

conclusion : Dy =| —3; 4|

e ecrire sous la forme d’une somme de logarithmes :

f(z) = i:_:; =in(4 —x) —In(x + 3)




exercice 2 : 33 page 95

a. étudier les variations de f avec f(x) = 2% — 1 + 2Inx pour z > 0

b. déterminer ’équation de la droite tangente & la courbe de f en x =1

1 222 2 227242
a. f’(uv):QuU—O—i—Qx—:i 2_st
x x x
2z2 + 2
e annulation de f'(z) : v =022 +2=0
x

de la forme ax? + bx + ¢ = 0 avec b = 0 donc A non nécessaire, on isole .

202 +2=0 = 2? = - = —1 qui n’a pas de solution réelle donc la f/(x) ne s’annule pas.

e signe de f/(x) pour z > 0

222 + 2
T est du signe de 222 +2 car z > 0

22 + 2 est positif strict car 22 > 0et 2 >0

donc
f'(z) >0 pour >0

e variations de f : f croit strictement pour x > 0 car f’(z) > 0 pour x > 0
( un tableau de signes n’est pas nécessaire )

x 0 400
f(z) +
f(z) e

b. déterminer I’équation de la tangente en x =1

y ='W -1)+ Q1)

avec
f(1)=12—-1+2n1=0
et )

2x1 2
J”/(l):><71+:4
donc
y=4(x—1)+0
donc

y=4zr —4



6.3 corrigé devoir maison 3

corrigé Devoir Maison

exercice 122 page 104
1. étude de loffre.

a. sens de variation :
f(x) =4in(x)+1

f’(x):4xé:%

4
or —>0pourz € [1; 8]
x

par conséquent, f'(z) >0 pourxz € [1; 8]
en conclusion, f est strictement croissante sur z|[ 1 ; 8 ]

b. équation f(z) =5

flz) =5
<= din(z)+1=5
<~ In(z) = % =1
= x =¢l
c. courbe
’ = prix de l'off
. fz) = prli Toffre
8 ///
7 o //
6 e~
5 ~ G
4 e 4
3 / glay prix de ka denande
: /
1
r =quantité en millions
0 x
0 1 2 3 4 ) 6 7

2. étude de la demande.

a. nuage de points
un ajustement affine est justifié car les points sont relativement alignés

b. point moyen
la calculatrice donne G(z ~ 4,72;y = 5,22)

c. droite de régression
la calculatrice donne : p(x) = —0,6x + 8,1 4 0,1 prés.

quantité en millions :x; 25| 3,3 4 |55 6 7
d. valeurs de g(z;) | prix de la demande en euros :y; | 6,7 6 55| 48|45 | 338
g(x;) 6,6 | 6,12 | 5,7 | 4,8 | 4,5 | 3,9

si le prix était en francs, le coefficient directeur serait a ~ —3,93 (—0,6 x 6,55957)



3. étude du point d’équilibre.

a. sens de variation de h
h(z) = 4ln(x) + 0,6z — 7,1

i 4
W(z)=4x=+0,6=—+0,6
X xr

4
or —>0pourx € [1;8]et0,6>0
x

par conséquent, h/(z) >0 pourxz € [1; 8]
en conclusion, h est strictement croissante (monotone) sur z[ 1 ; 8]

b. équation h(x) =0
e h(l) ~—6,5<0
e h(8) ~6>0
e h est continue sur [1;8]| en tant somme de fontions continues
e h est strictement croissante sur [1; 8]

Donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation h(x) = 0 posséde une solution unique ¢ dans [1; §]

c. approximation de la quantité d’équilibre.
a I’équilibre on a : prix de 'offre = prix de la demande
donc : f(x) = g(x)
donc : 4lnx 4+ 1= —0,6x + 8,1
soit : 4lnx+1+0,6x —8,1 =0
d'ott: h(x) =0

x 3,49 3,50
h(z) | -0,0064 | 0,01105

la calculatrice permet d’obtenir

on a donc 3,49 < g < 3,5 par conséquent ¢ ~ 3,5 & 0,01 prés

d. prix d’équilibre et chiffre d’affaire au prix d’équilibre.
le prix d’équilibre est environs égal a f(3,5) ~ 6 euros.
le chiffre d’affaire est alors de : 3,5 x 6 = 21 millions d’euros.

exercice 114 page 103

1. soit la fonction ¢ telle que p(x) =x —2 —2lnx  sur [2;20]
a. variations de ¢ et tableau de variations.
dérivée
o) =2 —2—2nx
1 x-2

() =1-2x — =
¢ () - .

annulation et signe de la dérivée sur [2;20]

xr— 2

est une fraction dont on peut consigner le signe dans un tableau de signes.

T 2 20 | Annulations :
r—2 |0 + r—2=0<=zx=2
T + =0
—2
* 0 +
x

tableau variations de ¢ sur  [2;20]
T 2 20
P 0+

~ 12

p(z) S
~—-1.4

Y




b. ¢ s’annule une seule fois sur [2;20]
on justifie ce fait par le théoréme des valeurs intermédiaires
e p(2) <0
e (20) >0
e ¢ est continue sur [2;20] en tant somme de fontions continues
e  est strictement croissante sur [2;20]

Donc, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
I'équation ¢(x) = 0 posséde une solution unique a dans [2; 20]

la calculatrice permet d’obtenir
T 5,3 5,4
o(z) | -0,03 | 0,02

on a donc o >~ 5,4

c. on déduit de a. et b. le signe de ¢ sur [2;20]

T 2 a~54 20
p(z) - 0+
l
2. soit la fonction f telle que f(z) = a m; sur  ]2;20]
x p—
a. dérivée
Tov oo
f= Y donc fl= w
v v

v=x—-2=1v =1
(Inz +1) x (xr —2) — (zlnz) x 1 zlnz —2nz+x—-2—zlnz ()

1
{ u=zlnr=—=u =1xlnx+xx=-=Ilnx+1
avec T

’ _ — —

Fe = 27 EEDE 2P

annulation et signe de la dérivée sur ]2;20]

% est une fraction dont on peut consigner le signe dans un tableau de signes.
-

or le numérateur est du signe de ¢(x) qui a été déterminé ci dessus
et le dénominateur (z — 2)? est un carré donc positif
donc f'(z) est du signe de (), d’ou :

tableau variations de f sur |2;20]

x 2 a~b4 20
f'(z) - 0 +
400 ~ 3,32
f(z) N\ /
~ 272
lim (:Uln:v) _ 2 x In2 _ i

0+

2+ T — 2

b. la tangente est horizontale uniquement en z = « car la dérivée s’annule uniquement en x = «
comme le montre le tableau de variations



. courbe

o 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19




6.4 corrigé devoir maison 4

Exercice 1 : (Ezercice 98 page 106)

(a) représentation graphique
1

v
20 *
15
°®
10
5 [ ]
9 S .
1994 1995 1996 1997 1998 1999
La croissance semble de nature
(b) f(z) =60
<— 0,18 x 2,28% =60
<= 2,287 =
’ 0,18
<~ In(2,28%) = In( 60 )
’ 0,18
< xln(2,28) = In( 00 )
T, 18
60
(518
<—r=—>1—->~704
T T 2,28y T

C’est donc durant 'année 1994 + 7 = | 2001 | que le nombre de lignes de mobiles dépasse 60 millions

(¢) f(x) =70
< 45,65 x %97 =70
0,06z _ 70
45,65
70
<= In(e"06) =]
n(e™) ”(45,65
70 )
45,65
70
l
e "B,
0,06 7
C’est donc durant 'année 2010 + 7 = | 2017 | que le nombre de lignes de mobiles dépasse 70 millions

— €

)

<= 0,06z = In(




Exercice 2 : (Ezercice 99 page 106)

L () f@)=0
2(1+lnw)_0
x
< 2(1+4+inz)=0etz#0
<:>1+lnm:g:06tx7é0

<~ Inx=—-letx#0
—z=cletz#0

(b) f(z) >0
2(1 4 lnx) 50

<:>2(1—|:rlnx):0(:arx>0
<~ 1+Inzx>0

<~ Inx > —1

= x>l

avec
, 1
u=21+Inzx)=u =2x - =—
T T
et
v=r=10v =1
donc ) ( )
, _zxx—Zl—i—lnx x 1
e -
2 —24+2lnx
, JR—
fle) = T
T
—2lnx

f,(.%') - 2

X

T 0 1 400
signe de —2 - -

signe de Inx -0
signe de 2 +
signe de f'(x) + 0 -

f(x) / pY

3. (a) pour avoir un bénéfice positif il faut produire au moins e~! ~ (0, 368 | milliers d’objets
(b) pour réaliser le bénéfice maximal de | 2| milliers d’euros il faut |1 | millier d’objets



6.5 évaluation 1

Evaluation : fonction logarithme népérien Nom : Prénom :

A. 1. donner si possible, grace a la calculatrice arrondi & 1073 prés par excés si 5, les valeurs de :

120 — 150 150 — 120

In(-3) In0 In3 In( 2 ) | In( 3 )

2. rappeler le domaine de définition pour la fonction in : D = ...

B. compléter le tableau de propriétés suivant :

quels que soient les nombres a>0, b>0 et ’entier naturel n on a :
e in(l) = o in(e) = ol e ~ 4 1073 prés
e [n(ab) = e n(a™) = .ln_a =
N N Inb
e lna X Inb = o ln(y/a) = eln(a+b)=
o in(%) = o In(a?) = o ln(d) =
b a

C. 1. donner une démonstration logique que la valeur de Inl est bien celle que vous proposez ci dessus :

2. a t-on In(a — b) et Ina — Inb égaux pour toutes valeurs de a>0 et b>07 ( oui ou non + justification )

D. simplifier au maximum x, y et z.

x = In(ab) + ln(%) —In(a?) + Ine + ln(%) +In(a*) — In(a®) + In(1?)

y = In(e?) + 2In(y/e) — ln(é) + ln(%) + ln(g) -3



255 3 x 52
——) —In(
9 27

z = In( ) (pensez aussi au fait que : 9 = 32, 25 = 52, 27 = 33)

E. écrire m sous la forme d’un seul logarithme d’un nombre simplifié

m = 2In3 — Inb + 3In10 + In0, 08 — 5In2

F. donner ’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes en justifiant

a. A(z) = (22 — 1)In(18 — 32)

b. B(z) = In(—3z* + 62)



6.6 corrigé évaluation 1

corrigé évaluation : fonction logarithme népérien

A. 1. donner si possible, grace a la calculatrice arrondi & 1073 prés par excés si 5, les valeurs de :

120 — 150 150 — 120
In(—3) In0 n3 | In(—————) | In(————

: 3
non défini | non défini | ~ 1,099 non défini ~ 2303

)

2. rappeler le domaine de définition pour la fonction In : D =] 0 ; oo |

B. compléter le tableau de propriétés suivant :

quels que soient les nombres a>0, b>0 et ’entier naturel n on a :
ein(l)=0 eln(e)=1o0ue~2718 41073 prés

l
e [n(ab) =lna+Iinb e lin(a™) = nina o% = R.A.S.
n

e lna x Inb=R.A.S. elin(\/a)=2ilna elin(a+b)=R.AS.

1
° ln(%) =Ina—Inb eIn(a®) =3lna eIn(=)=—Ina
a

C. 1. donner une démonstration logique que la valeur de Inl est bien celle que vous proposez ci dessus :
quels que soient les nombres a>0, b>0 on a : In(ab) = Ina + Inb
en particulier poura=1letb=1ona: In(l x 1) =Inl+Inl
donc : Inl = 2inl
donc : 0 =Inl

2. a t-on In(a — b) et Ina — Inb égaux pour toutes valeurs de a > 0 et @ > b > 07 ( oui ou non +
justification )
non,
en effet, poura=2et b=1on a :
In(2—1) =1Inl =0 alors que [n2 —Inl =In2 #0
donc In(a — b) n’est pas égal & lna — Inb pour toutes valeurs de a > 0 et a > b > 0.

D. simplifier au maximum x, y et z.
x = In(ab) + ln(%) —in(a®) + Ine + ln(%) + In(a*) — In(a®) + In(1?)
x = lna+Inb+ Ina — Inb—2lna+ 1 — Ina + 4na — 3lna 4 0
x =0

e

2)—3

y = In(e?) + 2In(y/e) — ln(é) + ln(g) + In(

y = 2lne +2 x 3lne — (—Ilne) +In2 —lne+1lne—In2 -3y =2x1+1+1-3=1



255 3 x 52
T)_l”( 27 )

z = In(25v/5) — In9 — (In(3 x 52) — In27)

z = In(

N

— In25 4 In(v/5) — In9 — (In3 + In(5?) — In27)
1
z = In25 + 5[115 —In9 —In3 — 2Inb + In27
2y, 1 2 3
z = In(5%) + 5[715 —In(3%) — In3 — 2In5 + In(3”)
1
z = 2Inb + §ln5 —2In3 — In3 — 2Ind + 3In3

1
i 5ln5

E. écrire m sous la forme d’un seul logarithme d’un nombre simplifié
m = 2In3 — Inb + 3In10 + In0, 08 — 5In2
m = In(3%) — In5 + In(10%) + In0, 08 — In(2%)
m = In9 — Inb + In1000 + In0, 08 — In32

9
m = ln(g) + [n(1000 x 0,08) — In32

m = ln(g) + ln(%)
m = ln(g %) = ln(g X g) =In(z)

F. donner ’ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes en justifiant
a. A(z) = (2 — 1)In(18 — 3x)
In(18 — 3z) n’existe que si 18 — 3z > 0

18
or:18—3:c>0<:>x<§

donc : Dy =] — o0 ; 6]

b. B(z) = In(—3z* + 62)
In(—3x% + 6x) n’existe que si —3z2 + 6z > 0
il suffit d’étudier le signe de —322 + 62 qui est un trinéme de la forme ax? + bz + ¢ avec ¢ = 0

e annulations : (A non nécessaire, on met z en facteur)

—3x2+6x:04:>x(—3x+6):04:)95:001195:__3:2

T —00
—32° + 6z -

—+00

e signe :

0
0

2
T 0 -

conclusion : Dp =]0; 2]



6.7 évaluation 2

Evaluation : fonction logarithme népérien Nom : Prénom :

A. rappeler les résultats de cours :

si f(z) = Inz alors f'(z) = ... pour x > 0.
si f = Inu ou u est une fonction dérivable alors f/ = ... pour u > 0.

B. calculer la dérivée de la fonction donnée dans chacun des cas suivants.
(détailler les calculs, simplifier au maximum le résultat et mettre au méme dénominateur si possible)

1. f(x) =—-bx+4+Inx

1
2. f(z) =32% — 522 + 102 — 8 + — — 3lnx
x

3. f(z) = 22(5 — Inx)

B 4z — 4inx

1 f@) =2

C. soit la fonction f définie par : f(z) = 222 + 3 — 16lnz pour z € [ 1; 10]

1. étudier les variations de la fonction f : (dérivée, annulation et signe de la dérivée, tableau de variations)

2. déterminer ’équation de la droite tangente a la courbe de f au point d’abscisse x = 1.



6.8 corrigé évaluation 2

corrigé évaluation : fonction logarithme népérien

A. rappeler les résultats ...de cours :

1
si f(x) = Ilnzx alors f'(x) = _ pour z > 0.
!/

U
si f = Inu on u est une fonction dérivable alors f’ = — pour u > 0.
U

B. calculer la dérivée de la fonction donnée dans chacun des cas suivants.
(détailler les calculs, simplifier au mazimum le résultat et mettre au méme dénominateur si possible)

1. f(x) =—-bx+4+Inx

f'(w):—f)—i-%
iy —ox+1
fw) = ==

1
2. f(z) =32% — 522 + 10z — 8 + — — 3lnz
x
1

T

~1
f’(x):9x2—10x+10+ﬁ—3><

1 3
W(x)=92% — 10z + 10 — = — =
T T

92" —102% +102% — 1 - 32

h/

() -

() = 9zt — 1023 + 20;52 —3z—1
x

3. f(z) = 2%(5 — Inx)

f =wuv donc f = v'v+ur

avec
u=12=u =2z
et
, 1
v=>5—Ilnr=v = ——
T
donc

f'(x) = 22(5 — Inx) + 2% x _?1
f(x) = 2(5 — Inz) — =

f'(x) = 10z — 2zlnz — x

f'(x) = 9z — 2zlnz

f(z) = (9 — 2lnx)



T — lnx

4. =
fla) ==
u ;v —u
g:—doncgzi2
v v
avec 1 1
u:x—lnx:>u':1——:x
" x x
e
v=or=—=1v =1
donc . ( )
2 xzx—(r—Inx)x1
/ _ T
g (z) =
oy x—1—x+Inx
g (x) = o
—1+iInx
g (@) = —5—

2

C. soit la fonction f définie par : f(z) = 222 + 3 — 16lnz pour z € [ 1 ; 10 ]

1. variations de la fonction f :

f(z) =222 + 3 — 16inx

1 422 —-16
.f/(l'):41'—16X;:xT

42 — 16
e annulation de f'(x) : D 0= 42— 16=0
x

de la forme az? + bz + ¢ = 0 avec b = 0 donc A non nécessaire, on isole .
16
4:62—16:0<:>:U2:I:4<:>x:—\/1:—2oux:2

donc f’(z) s’annule en x = 2 car -2 est hors domaine de définition.

e signe de f/(x) pour z > 0

42 — 16
et est du signe de 422 — 16 car x > 0

x
on utilise la régle du signe de ax? + bx + ¢

T 0 2 +00
422 — 16 - 0 +
x 1 2 10
f'(@) - 0 +
e variations de f : 5 ~ 166, 2
f(x) N /!
~ —0,09

f(2) =2 x2%+3—16(n2 ~ —0,09
f(1)=2x124+3-16 xInl =5

2. équation de la droite tangente & la courbe de f au point d’abscisse z = 1.
y=,Wz-1)+fQ1)
avec
f)=2x12+3-16xInl=5
et
£1(1)
donc
y=—-12(zx—-1)+5
donc
y=—12x + 17

_4x12-16
B 1

=12



6.9 évaluation 3

Evaluation : fonction logarithme népérien

exercice 1 :

Nom :

1. rappelez les limites usuelles & connaitre ci dessous.

Prénom :

e lim lnx = °
z—0t

. Inx
e lim — =
r——+oco I

e lim zilnx =
z—0t

lim Inx =
r——+00

. Inx
o lim — =
x—+oo M

o lim z"inx =

pour n> 1 entier

z—0t

pour n> 1 entier

2™ Pemporte sur Inx quand x tend vers +o0o0 ou 0T
2. rédigez la détermination des limites suivantes.

a. lim (2% — 4+ Inx)
T—+00

b. lim (1 —Inx)lnx

r—r-+00

c. lim (lnx+x+1)

z—ot

d. lim (l — 4lnx)

z—ot X

l
e. lim (2z—1-— E)

T—+400 €T

f. lim (2e — xzlnx)
z—0t

g. lim (4z —1—Inz)

T—r+00
(montrer que 'on a une forme indéterminée puis lever I'indétermination en mettant = en facteur)



exercice 2 :

1. Rappeler le cours :

pour un nombre a quelconque : Inzx = a <= x =
pour z >0ety >0 : lnx = Ilny <

pour un nombre a quelconque : Inx < a <

2. Résoudre I'équation lnz = 2,5 :

a. Graphiquement & 10! grace a la courbe donnée ci dessous, on trouve : lnz = 2,5 <= x ~

Yi
2 L
1 _—
7
'
0
) L i y 8 10— 12 113 L 1Y
/
. //
!
b. a4 1072 grace a la calculatrice. l:fx donc Inx = 2,5 <= = ~
c. Algébriquement en valeur exacte puis & 10~* prés. (donner S = ...)
3. Résoudre algébriquement l'inéquation : Inx > 2,5 : (donner S = ...)
4. Résoudre algébriquement I'inéquation : lnx < 2,5 : (donner S = ...)

5. Résoudre algébriquement 1'équation : in(10 — 2x) = In(z — 5) : (donner S = ...)

T



6.10 corrigé évaluation 3

corrigé évaluation : fonction logarithme népérien

exercice 1 :

1. rappelez les limites usuelles & connaitre ci dessous.

e lim lnx=—0 o lim Inx =+
z—0+ T—>+400
. Ilnz . Inx .
e lim — =0 e lim — =0 pour n> 1 entier
rz—+o0o I rz—+oo "

e lim zlnx =0 e lim z"lnx =0 pour n> 1 entier
z—0t+ z—0t+

2™ Pemporte sur Inx quand x tend vers +o0o0 ou 0T

2. rédigez la détermination des limites suivantes.

a.

lim (22 —4+inz) = lim (%) — lim (4) + lim Inz = +oo — 4+ (+00) = 400 (par addition)
T—+00 T—+00 T—+00 T—+00
lim (1 —Inz)inz = lim (1 —Inz)x lim Inx=(1—- (+00)) X (+00) = (—00) X (+00) = —00

T—+00 T—+00 T——+00
(par multiplication)

lim (inz +2+1) = lim (Inz) + lim (x +1) = —00+ 0+ 1 = —oo (par addition)

z—o™T r—ot r—ot

1 1
lim (= —4inz) = lim (=) — lim (4lnz) = 400 — 4 X (—00) = 400 + (+00) = +o0

z—ot T z—ot T z—oT

Inz Inz
li 20 —1——)= 1 20 — 1) — 1i —) =2 —1-0= dditi
x—l>r—|I—100( x . ) w_l)r_il_loo( x—1) x_1>ri100( . ) X (400) 0 = 400 (par addition)
lim (2e — zinz) = lim (2e) — lim (zinz) =2e — 0= 2e¢
r—0t rz—0Tt z—0t
lim (e —1—lInz)= lim (4o —1)— lim (Inz) =+o0—1— (+0o0) = +00 —
T—+00 T—+00 T—+00

qui est une forme indéterminée

1 1
lim 4z —1—Inx)= lim 24— — — ﬂ) = (400) x (4 —0—0) = +oo ( par produit)



exercice 2 :

1. Rappeler le cours :

pour un nombre a quelconque : Inzr = a <= x = e
pourx>0ety>0:lnr=Ilny<—zxz=y

pour un nombre a quelconque : Inzx < a <0< z < €?

2. Résoudre I'équation lnz = 2,5 :

a. Graphiquement & 10! grace a la courbe donnée ci dessous, on trouve : lnz = 2,5 <= x ~

Yi
2 . ____-—-———-
//
1 _—
e
"
0
D it i & 10 11 12 13 14
/
. //
ol

x| 12,18 | 12,19
Inz | 2,49 | 2,5006

b. a4 1072 grace a la calculatrice. donc lnx = 2,5 < x ~ 12,18

c. Algébriquement en valeur exacte puis & 10~* prés. (donner S = ...)

Inz =2,5 <=1 =¢e> ~12,1825 donc S ={¢e?°}
3. Résoudre algébriquement 'inéquation : inx > 2,5 : (donner S = ...)
Inz > 2,5 <=2 >e> donc S=]er5; +o0f

4. Résoudre algébriquement l'inéquation : Inx < 2,5 : (donner S = ...)

Inz < 2,5 <=z <e*® donc S=]0; >

5. Résoudre algébriquement 1'équation : in(10 — 2x) = In(z — 5) : (donner S = ...)
cette équation n’a de sens que pour : 10— 2z >0 et x—5>0
o <d et z>5
donc Dy = &
Dans Dy ona In(10—-2z)=In(zx—-5)<=10-2x=2-5
= 1b=3rx<x=5

5¢ Dy donc S=@

T



6.11 corrigé évaluation 5

Evaluation : fonction logarithme népérien Nom : Prénom :

1. lecture graphique :
on dispose ci dessous du graphique partiel de la fonction v définie sur R
la droite (D) est asymptote a C,, en —oo et aussi tangente a C, en z = —2
on sait de plus que la fonction f est définie par f = lnu

a. déterminer le domaine de définition de f

gt

Inu n’existe que si u > 0

i
(@)
<

or 3

uz) >0z €] —o0; 5| 1 \
donc 2

Dy=] —o0; 5] ()

b. déterminer les valeurs exactes
et approchées & 0,01 preés de : -3 =2 +1 1 2 4

=

-
0
[\
N~—
I
o~
S
g
~—
|
N
=
I
o~
3
o
12
=
(=)
Ne)
o

oo

!/
c. déterminer les valeurs exactes des nombre suivants : (rappeller : si f = lnu alors f' = — )
u

f(=2) = 2;/((:22)) = _72 =—1 car o/(-2)= i/i :i’z = _10__(2_2) =—-2 et u(—-2)=2
f3)= Z((;)) = g =0 car u/(3)=0 et u(3)=4

/
u

d. sachant que u > 0 sur Dy, et que f' = — on peut dire que f’ et v’ ont le méme signe
U

e. on en déduit que les variations de f et u sont identiques
f. étudier Pannulation de f’ (donner les valeurs d’annulation en justifiant)

f() =0 Infu(z)] =0<=ux) =’ =1z ec{-1; 1; 4}

g. en déduire le tableau de variations de f. h. déterminer lim f(x)
T——00
—00 0 3 5 mgr}oo f(z) = xEEnOO Infu(z)] = Xgriloo InX = 400
/
f'(z) P 0 + : 24 - . déterminer. lim f(x) |
f(x) ¢ Ve N };1_% f(z) = gl;_)mB In[u(z)] = )](1210 InX — —oo
~ [n(0,8) PN

j. résoudre I'inéquation f(x) > 0

f(@)> 0= Inu(z)] >0<=ux) >’ =1=z€] —c0; —1[U]1;4]

k. en déduire le tableau de signes de f

T —00 -1 1
f(x) + 0 - 0 +

4 +00
0




2. rappelez les résultats de cours :

(1) domaine de définition : In(u) n’existe que si u > 0

!/

(2) dérivée : (Inu) = Y
u

(3) variations : les fonctions u et Inu ont le méme sens de variation

3. calculer les dérivées suivantes et réduire au méme dénominateur :

a. f(x)=1—xz+4In(1 —2)

flx)=—-1+4x

1(1 )1 vy
/ _ B — ) —
/ _T=

b. f(z) =In(2x — 1) — 2In(z + 1)

f/(x):2m2—1_2xm—1|—1
gy 2 41) =220 1)
@) == e+
fla) =

(2x —1)(x+1)

4. donner le sens de variation de chacune des fonctions sans utiliser la dérivation

a. f(z) =In(—8z + 16) pour z < —2
f ale méme sens de variation que u avec u(zr) = —8z + 16 qui est affine décroissante donc f est
décroissante

1
b. f(z) =1In(16z — 8) pour = > 3

f ale méme sens de variation que u avec u(x) = 16x — 8 qui est affine croissante donc f est croissante

5. Bonus
un jeu consiste & lancer un dé équilibré a 8 faces numérotées de 1 & 8
si le score est 8 alors le joueur regoit 20 euros sinon il ne regoit rien
pour participer au jeu, il faut payer 4 euros
soit X le gain du joueur ou : gain = argent éventuellement regu - prix du jeu

a. valeurs possibles pour X :
X e€{0—-4; 20 —4} soit X € {—4; 16}

total

RS

valeurs possibles :x;

b. loi de probabilité de X sous la forme d’un tableau L
probabilités : p;

Po |~
00| H 5

7 1 12

en moyenne le gain est de -1,5 euros par partie, le jeu est & 'avantage de 'organisateur

V(X) =Y ap; - B(X)

7 1
V(X) = (—4)% x s 162 x 5 (1,5)% = 43,75

o(X) = /V(X) = /33,75 ~ 6,6
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