
 

1bac SM Prof : Fayssal   imite d’une fonctionL:  sRésumé de cour                 Lycée ibno el haytam oujda 

➢ Limite d'une somme 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = L L L +∞ −∞ +∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) = L' +∞ −∞ +∞ −∞ −∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂
(𝒇 + 𝒈)(𝒙) = L + L' +∞ −∞ +∞ −∞ F.I.* 

➢ Limite d'un produit 
𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = L L ∞ 0 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) = L' ∞ ∞ ∞ 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂
(𝒇𝒈)(𝒙) = L L' ∞ ∞   F.I. 

On applique la règle des signes pour voir si le produit. +∞ ou −∞ 

➢ Limite d'un quotient 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) L      L ≠ 0  L ∞ ∞ 0 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) L' ≠ 0   0   ∞    L ∞ 0 

𝐥𝐢𝐦
𝒏→𝒂

𝒇(𝒙)

𝒈(𝒙)
 

𝑳

𝑳′
 ∞ 0 ∞ 

F.I. 
F.I. 

On applique la règle des signes pour voir si le produit +∞ ou −∞ 

Les formes indéterminées sont,  " + ∞ −∞",   "𝟎 ×∞",  "
∞

∞
"   et  "

𝟎

𝟎
 

Propriétés : 

➢ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→±∞

𝑷(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→±∞

(𝒕𝒆𝒓𝒎𝒆 𝒅𝒆 𝒑𝒍𝒖𝒔 𝒉𝒂𝒖𝒕 𝒅𝒆𝒈𝒓é ) 

➢ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

𝑷(𝒙)

𝑸(𝒙)
= 𝐥𝐢𝐦
𝒙→∞

(𝒕𝒆𝒓𝒎𝒆 𝒅𝒆 𝒑𝒍𝒖𝒔 𝒉𝒂𝒖𝒕 𝒅𝒆𝒈𝒓é  𝒅𝒆 𝑷)

(𝒕𝒆𝒓𝒎𝒆 𝒅𝒆 𝒑𝒍𝒖𝒔 𝒉𝒂𝒖𝒕 𝒅𝒆𝒈𝒓é  𝒅𝒆 𝑸)
 

➢ Si    𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = 𝒍    𝒆𝒕 𝒍 ≥ 𝟎    alors       𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

√𝒇(𝒙) = √𝒍 

➢ Si     𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = +∞                 alors   𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

√𝒇(𝒙) = +∞ 

➢ 𝐥𝐢𝐦
 𝐱→𝟎

 
𝒔𝒊𝒏 𝒙 

𝒙
= 𝟏   ;     𝐥𝐢𝐦

 𝐱→𝟎
 
𝒕𝒂𝒏 𝒙 

𝒙
= 𝟏     ;   𝐥𝐢𝐦

 𝐱→𝟎
 
𝟏−𝒄𝒐𝒔 𝒙 

𝒙𝟐
=
𝟏

𝟐
 

➢ Si    𝒈(𝒙) ≤ 𝒇(𝒙)   et      𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒈 (𝒙) = +∞    alors    𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = +∞ 

➢ Si    𝒇(𝒙) ≤ 𝒈(𝒙) et   𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) = −∞        alors    𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = −∞ 

➢ Si  𝒈 ≤ 𝒇 ≤ 𝒉    et 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒈(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒉(𝒙) = 𝒍  alors   𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = 𝒍      

Définitions  

 f une fontion définit au voisinage de 𝒂 ; (]𝒂 − 𝒓;  𝒂 + 𝒓[ ⊂ 𝑫𝒇) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = 𝑳 ⟺ (∀𝜺 > 𝟎)(∃𝜹 > 𝟎): (|𝒙 − 𝒂| < 𝜹⟹ |𝒇(𝒙) − 𝑳| < 𝜺) 

Soit f une fontion définit au voisinage de +∞    (]𝒂; +∞[ ⊂ 𝑫𝒇) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒇(𝒙) = 𝒍 ⟺ (∀𝑨 > 𝟎)(∃𝑩 > 𝟎): (𝒙 > 𝑩 ⟹ |𝒇(𝒙) − 𝒍| < 𝑨) 

Soit f une fontion définit au voisina de de −∞    (]−∞;𝒃[ ⊂ 𝑫𝒇) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = 𝒍 ⟺ (∀𝑨 > 𝟎)(∃𝑩 > 𝟎): (𝒙 < −𝑩 ⟹ |𝒇(𝒙) − 𝒍| < 𝑨) 

Soit f une fontion définit au voisinage  de −∞    (]−∞;𝒃[ ⊂ 𝑫𝒇) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = −∞⟺ (∀𝑨 > 𝟎)(∃𝑩 > 𝟎): (𝒙 < −𝑩 ⟹  𝒇(𝒙) < −𝑨) 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒇(𝒙) = +∞⟺ (∀𝑨 > 𝟎)(∃𝑩 > 𝟎): (𝒙 < −𝑩 ⟹  𝒇(𝒙) < −𝑨) 

Exemples 

1)Montrons que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝐱𝟐 = +∞ 

Soit 𝑨 > 𝟎 cherchons 𝑩 > 𝟎  tels que 𝒙 > 𝑩 ⟹ 𝐱𝟐 > 𝑨 

𝐱𝟐 > 𝑨⟹ 𝒙 > √𝑨 

D’où pour tout 𝑨 > 𝟎 il existe 𝑩 = √𝑨 > 𝟎  tels que 𝒙 > 𝑩 ⟹ 𝐱𝟐 > 𝑨 

2) Montrons que 𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝟏

𝐱𝟐
= 𝟎 

Soit 𝑨 > 𝟎 cherchons 𝑩 > 𝟎  tels que 𝒙 > 𝑩 ⟹ |
𝟏

𝐱𝟐
− 𝟎| < 𝑨 

|
𝟏

𝐱𝟐
− 𝟎| < 𝑨 ⟹ |

𝟏

𝐱𝟐
| < 𝑨 ⟹

𝟏

𝐱𝟐
< 𝑨⟹ 𝐱𝟐 >

𝟏

𝑨
⟹ 𝒙 > √

𝟏

𝑨
 

D’où pour tout 𝑨  il existe 𝑩 = √
𝟏

𝑨
> 𝟎  tels que𝒙 > 𝑩 ⟹ |

𝟏

𝐱𝟐
− 𝟎| < 𝑨 

Propriétés :  𝑺𝒐𝒊𝒕  𝒏 ∈ ℕ∗ 
➢   𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞
𝒙 = +∞      ;    𝐥𝐢𝐦

𝒙→+∞
𝒙𝒏 = +∞    ;    𝐥𝐢𝐦

𝒙→ +∞
√𝒙 = +∞ 

➢ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒙 = −∞        ;    𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒙𝟐𝒏 = +∞  ;    𝐥𝐢𝐦
𝒙→−∞

𝒙𝟐𝒏+𝟏 = −∞ 

➢ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→± ∞

𝟏

𝒙
= 𝟎             ;       𝐥𝐢𝐦

𝒙→± ∞

𝟏

𝒙𝒏
= 𝟎     ;      𝐥𝐢𝐦

𝒙→ +∞

𝟏

√𝒙
= 𝟎 ;    

➢ 𝐥𝐢𝐦
𝒙→ 𝟎+

𝟏

𝒙
= +∞        ;    𝐥𝐢𝐦

𝒙→ 𝟎−

𝟏

𝒙
= −∞        ;      𝐥𝐢𝐦

𝒙→ 𝟎+

𝟏

√𝒙
= +∞  



; SM des fonctions usuelles         1bac sc   ; 1bac SX Dérivées   Prof : Fayssal     Résumé de cours : Dérivabilité d’une fonction    

B) 𝒖 𝒆𝒕 𝒗 des fonctions dérivables sur l’intervalle  𝑰 et k  un cts ;n entier 

     Dérivée  𝒇′ 𝑫𝒇′ ;Condition la focntion  𝒇 

𝒇′(𝒙) = 𝟎 𝑫𝒇′ = ℝ 𝟏)        𝒇(𝒙) = 𝒌 

𝒇′(𝒙) = 𝒌         𝑫𝒇′ = ℝ 𝟐)       𝒇(𝒙) = 𝒌𝒙 

𝒇′(𝒙) = 𝒏𝒙𝒏−𝟏             𝑫𝒇′ = ℝ 𝟑)  𝒇(𝒙) = 𝒙𝒏  

𝒇′(𝒙) = − 
𝟏

𝒙𝟐
 

 ]−∞, 𝟎[ 

 𝐨𝐮  ]𝟎; +∞[  
𝟒) 𝒇(𝒙) =

𝟏

𝒙
 ; 𝑫𝒇 = ℝ

∗ 

𝒇′(𝒙) =  
𝟏

𝟐√𝒙
 

𝑫𝒇′ = ]𝟎;+∞[ 𝟓) 𝒇(𝒙) = √𝒙 ; 𝑫𝒇 = ℝ
+ 

𝒇′ = 𝒖′ + 𝒗′            𝑫𝒇′ = 𝑰 𝟔)      𝒇 = 𝒖 + 𝒗 

𝒇′ = 𝒌𝒖′          𝑫𝒇′ = 𝑰 𝟕)           𝒇 = 𝒌 𝒖 

𝒇′ = 𝒖′. 𝒗 + 𝒖. 𝒗′              𝑫𝒇′ = 𝑰 𝟖)            𝒇 = 𝒖. 𝒗 

𝒖′. 𝒗 − 𝒖. 𝒗′

𝒗𝟐
 

            𝒗 ≠ 𝟎 𝟗)         𝒇(𝒙) =  
𝒖

𝒗
 

𝒇′(𝒙) =
−. 𝒗′

𝒗𝟐
 

𝒗 ≠ 𝟎 
𝟏𝟎)     𝒇(𝒙) =  

𝟏

𝒗
 

𝒇′(𝒙) =
𝒖′

𝟐√𝒖
 

         𝒖 > 0 𝟏𝟏)    𝒇(𝒙) = √𝒖 

𝒇′ = 𝒏 𝒖′𝒖𝒏−𝟏            𝑫𝒇′ = 𝑰 𝟏𝟐)  𝒇(𝒙) = 𝒖𝒏 

𝒇′(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔 𝒙 𝑫𝒇′ = ℝ 𝟏𝟑)  𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏 𝒙 

𝒇′(𝒙) = −𝒔𝒊𝒏 𝒙       𝑫𝒇′ = ℝ 𝟏𝟒) 𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔 𝒙 

𝒇′(𝒙) = 𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙 𝒙 ≠
𝝅

𝟐
+ 𝝅 𝟏𝟓)  𝒇(𝒙) = 𝒕𝒂𝒏 𝒙 

𝒇′(𝒙) = 𝒂 𝒄𝒐𝒔(𝒂𝒙 + 𝒃) 𝑫𝒇′ = ℝ  𝟏𝟔)𝒇(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃) 

𝒇′(𝒙) = −𝒂 𝒔𝒊𝒏(𝒂𝒙 + 𝒃)  𝑫𝒇′ = ℝ  𝟏𝟕)𝒇(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔(𝒂𝒙 + 𝒃) 

f une fonction dérivable sur un intervalle I:   Propriété 

➢ (∀𝐱 ∈ 𝐈); 𝐟′(𝐱) ≥ 𝟎 ⇔ 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐟 𝐞𝐬𝐭 𝐜𝐫𝐨𝐢𝐬𝐚𝐧𝐭𝐞 𝐬𝐮𝐫 𝐈  
➢ (∀𝐱 ∈ 𝐈); 𝐟′(𝐱) ≤ 𝟎 ⇔ 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐟 𝐞𝐬𝐭 𝐝é𝐜𝐫𝐨𝐢𝐬𝐚𝐧𝐭𝐞 𝐬𝐮𝐫 𝐈 
➢ (∀𝐱 ∈ 𝐈); 𝐟′(𝐱) = 𝟎 ⇔ 𝐥𝐚 𝐟𝐨𝐧𝐜𝐭𝐢𝐨𝐧 𝐟 𝐞𝐬𝐭 𝐜𝐨𝐧𝐬𝐭𝐚𝐧𝐭𝐞 𝐬𝐮𝐫 𝐈 

A) Dérivabilité d’une fonction en un point    

1) Si  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙)−𝒇(𝒂)

𝒙−𝒂
= 𝒍   ou  𝒍𝒊𝒎

𝒉→𝟎

𝒇(𝒉+𝒂)−𝒇(𝒂)

𝒉
= 𝒍 ; (𝒍 ∈ ℝ)  

         Alors la fonction 𝒇 est dérivable en a et on a :   𝒇′(𝒂) = 𝒍  

Interprétation géométrique: 

Si la fonction  f est dérivable  en a alors la courbe  (𝑪𝒇) admet 

une droite tangente (𝑻) au point 𝑨(𝒂 ; 𝒇(𝒂)) d’équation : 

(𝑻):   𝒚 = 𝒇′(𝒂)(𝒙 − 𝒂) + 𝒇(𝒂) 

2) Dérivabilité à gauche et à droite de a et Interprétation 

géométrique: 

Si  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂+

𝒇(𝒙)−𝒇(𝒂)

𝒙−𝒂
= 𝒍 ,alors f est dérivable à droite de a et 𝒍 = 𝒇𝒅′(𝒂) 

Inter géo : (Cf) admet une  demi-tangente au  point 𝑨(𝒂 ; 𝒇(𝒂)) 

d’équation :     𝒚 = 𝒇𝒅′(𝒂)(𝒙 − 𝒂) + 𝒇(𝒂)      𝒕𝒆𝒍 𝒒𝒖𝒆  𝒙 > 𝑎 

𝐒𝐢 𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂−

𝒇(𝒙)−𝒇(𝒂)

𝒙−𝒂
= 𝐥 𝐚𝐥𝐨𝐫𝐬 f est dérivable à gauche de a et 𝒍 = 𝒇𝒈′(𝒂) 

 Inter géo : (Cf) admet  une  demi-tangente  au    point 𝑨(𝒂 ; 𝒇(𝒂)) 

d’équation :      𝒚 = 𝒇𝒈′(𝒂)(𝒙 − 𝒂) + 𝒇(𝒂)      𝒕𝒆𝒍 𝒒𝒖𝒆  𝒙 < 𝑎 

Propriété :   Si   𝒇𝒅′(𝒂) = 𝒇𝒈′(𝒂)  alors la fonction f est dérivable en a 

3) Tangente parallèlle à l’axe des ordonnées (verticale ) 

Si  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝐚

𝒇(𝒙)−𝒇(𝒂)

𝒙−𝒂
= ∞ alors f est non dérivable en a  et on :  

➢ Si  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂+

𝒇(𝒙)−𝒇(𝒂)

𝒙−𝒂
= +∞  alors la courbe(Cf)  de 𝒇 admet au point 

A(a ;f(a))  une demi-tangente verticale dirigée vers le haut 

➢ Si  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂+

𝒇(𝒙)−𝒇(𝒂)

𝒙−𝒂
= −∞  alors la courbe (Cf)  de 𝒇 admet au point 

A(a ;f(a))  une demi-tangente verticale dirigée vers le bas 

➢ Si  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂−

𝒇(𝒙)−𝒇(𝒂)

𝒙−𝒂
= −∞  alors la courbe (Cf)  de 𝒇 admet au point 

A(a ;f(a))  une demi-tangente verticale dirigée vers le haut 
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Si  𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

 𝒇(𝒙) = 𝑳  Si  𝒍𝒊𝒎
𝒙→𝒂
 𝒇(𝒙) = ∞ Si    𝒍𝒊𝒎

𝒙→∞
𝒇(𝒙) = ∞ 

 

 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→+∞

 
𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝟎 𝒍𝒊𝒎

𝒙→∞

𝒇(𝒙)

𝒙
= ∞  𝒍𝒊𝒎

𝒙→∞
 
𝒇(𝒙)

𝒙
= 𝒂 ≠ 𝟎 

On calcul  𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

 𝒇(𝒙) − 𝒂𝒙 

Et si on a :  

𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒇(𝒙) − (𝒂𝒙 + 𝒃) 

=0 

𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

 𝒇(𝒙) − 𝒂𝒙 = ∞ 𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

 𝒇(𝒙) − 𝒂𝒙 = 𝒃 

La droite 

(D)  

d’équation 

𝒙 = 𝒂   est 

asymptote 

verticale à  

(𝑪𝒇) 

(𝑪𝒇)admet 

une branche 

parabolique 

de Direction 

la droite  

(𝑶𝒙) Au 

voisinage de  

∞ 

 La droite 

(D) :  𝒚 = 𝑳   

est 

asymptote 

horizontal

e à  (𝑪𝒇) 

voisinage 

de  ∞ 

(𝑪𝒇)admet 

branche.P 

de direction 

la droite 

d’équation

(∆): 𝒚 = 𝒂𝒙 

Au voisinage 

de  ∞ 

(𝑪𝒇)admet 

branche 

parabolique 

de 

Direction  

(𝑶𝒚) Au 

voisinage 

de  ∞ 

La droite 
(∆): 𝒚 = 𝒂𝒙 + 𝒃   

est 

asymptote 

oblique  à  

(𝑪𝒇) 

voisinage de  

∞ 

On calcule  𝒍𝒊𝒎
𝒙→∞

𝒇(𝒙)

𝒙
 

 

 

𝑪𝒐𝒏𝒗𝒆𝒙𝒊𝒕é 𝒅𝒆 (𝑪𝒇) et les Points d’inflexions  

Si  𝒇′′ ≥ 𝟎  sur I alors (𝑪𝒇)  est convexe sur I    ∪ 

Si  𝒇′′ ≤ 𝟎  sur I alors (𝑪𝒇)  est concave sur I    ∩ 

Si 𝒇′′ s’annule et change le signe en a alors le 

point 𝑨(𝒙𝟎; 𝒇(𝒙𝟎)) est point d’inflexion de (𝑪𝒇)  

(𝑪𝒇)   𝒕𝒓𝒂𝒗𝒆𝒓𝒔  𝒍𝒂 𝒕𝒂𝒏𝒈𝒆𝒏𝒕𝒆  𝒆𝒏  𝑨(𝒙𝟎; 𝒇(𝒙𝟎)) 

Position relative de(𝑪𝒇) et une droite  (∆) 

la position relative de (𝑪𝒇) et (∆): 𝒚 = 𝒂𝒙 + 𝒃  

dépond de signe de 𝒇(𝒙) − (𝒂𝒙 + 𝒃) 

x                              𝒙𝟎    
𝒇(𝒙) − (𝒂𝒙 + 𝒃) --           0           + 
Position 

relative de 

(𝑪𝒇) et (∆) 

(𝑪𝒇)𝒆𝒔𝒕 𝒂𝒖             𝒑𝒐𝒊𝒏𝒕         (𝑪𝒇)𝒆𝒔𝒕 𝒂𝒖            

𝒅𝒆𝒔𝒔𝒐𝒖𝒔               𝒅′𝒊𝒏𝒕𝒆𝒓                𝒅𝒆𝒔𝒔𝒖𝒔            

 𝒅𝒆 ( ∆)               𝑨(𝒙𝟎; 𝒇(𝒙𝟎))          𝒅𝒆(∆) 

Points d’intersections de (𝑪𝒇) avec (Ox)  

Les points d’intersection de (𝑪𝒇) avec 
l’axe des abscisses (Ox) sont les points 
dont les abscisses sont les solutions de 
l’équation 𝒇(𝒙) = 𝟎  
Eléments de symétrie 

Le point   𝑰(𝒂 ; 𝒃) est 

centre de symétrie de 

(𝑪𝒇) ssi  (∀𝒙 ∈ 𝑫𝒇) ∶  

  (𝟐𝒂 − 𝒙) ∈ 𝑫𝒇   

𝒆𝒕   𝒇(𝟐𝒂 − 𝒙) + 𝒇(𝒙) = 𝟐𝒃 
 

la droite d’équation  

(𝑫) : 𝒙 = 𝒂 est un axe 

de symétrie de (𝑪𝒇)  

ssi   (∀𝒙 ∈ 𝑫𝒇) ∶ 

(𝟐𝒂 − 𝒙) ∈ 𝑫𝒇  

𝒆𝒕   𝒇(𝟐𝒂 − 𝒙) = 𝒇(𝒙)    
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2) Tableau des valeurs importantes   

𝝅
𝟐⁄  𝝅

𝟔⁄  𝝅
𝟒⁄  𝝅

𝟑⁄  0 x 

1 𝟏
𝟐⁄  √𝟐

𝟐
⁄  √𝟑

𝟐
⁄  

0 Sin(x) 

0 

 
FI 

√𝟑
𝟐
⁄  

√𝟑
𝟑
⁄  

√𝟐
𝟐
⁄  

1 

𝟏
𝟐⁄  

√𝟑 

1 

 
0 

Cos(x) 

 
Tan(x) 

3) Signe de cos et sin  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 4) Equation-inéquation trigonométrique   

➢ Equation de la forme 𝒄𝒐𝒔(𝒙) = 𝒂   avec    𝒂 ∈ [−𝟏; 𝟏] 

On cherche 𝜶 de ℝ tel que  𝒂 = 𝒄𝒐𝒔(𝜶) d’où : 

𝒄𝒐𝒔(𝒙) = 𝒂   é𝒒𝒖𝒊𝒗𝒂𝒖𝒕 à∶    𝒄𝒐𝒔(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔(𝜶) 

          é𝒒𝒖𝒊𝒗𝒂𝒖𝒕 à ∶   𝒙 = 𝜶 + 𝟐𝒌𝝅 ;  𝒌 ∈ ℤ    𝒐𝒖   𝒙 = −𝜶 + 𝟐𝒌𝝅  ;  𝒌 ∈ ℤ  

𝑺ℝ = {𝜶 + 𝟐𝒌𝝅;  𝒌 ∈ ℤ} ∪ {−𝜶 + 𝟐𝒌𝝅  ;  𝒌 ∈ ℤ } 

➢ Equation de la forme 𝒔𝒊𝒏(𝒙) = 𝒂 et 𝒂 ∈ [−𝟏; 𝟏] 

On cherche 𝜶 de ℝ tel que  𝒂 = 𝒔𝒊𝒏(𝜶) d’où : 

𝒔𝒊𝒏(𝒙) = 𝒂   é𝒒𝒖𝒊𝒗𝒂𝒖𝒕 à∶    𝒔𝒊𝒏(𝒙) = 𝒔𝒊𝒏(𝜶) 

     é𝒒𝒖𝒊𝒗𝒂𝒖𝒕 à ∶   𝒙 = 𝜶 + 𝟐𝒌𝝅 ;   𝒌 ∈ ℤ   𝒐𝒖   𝒙 = 𝝅 − 𝜶 + 𝟐𝒌𝝅  ;  𝒌 ∈ ℤ  

𝑺ℝ = {𝜶 + 𝟐𝒌𝝅;  𝒌 ∈ ℤ} ∪ {𝝅 − 𝜶 + 𝟐𝒌𝝅  ;  𝒌 ∈ ℤ } 

➢ Equation de la forme  𝒕𝒂𝒏(𝒙) = 𝒂    et 𝒂 ∈ ℝ 

On cherche 𝜶 de ℝ tel que  𝒂 = 𝒕𝒂𝒏(𝜶) d’où : 

𝒕𝒂𝒏(𝒙) = 𝒂   é𝒒𝒖𝒊𝒗𝒂𝒖𝒕 à∶    𝒕𝒂𝒏(𝒙) = 𝒕𝒂𝒏(𝜶) 

        é𝒒𝒖𝒊𝒗𝒂𝒖𝒕 à ∶   𝒙 = 𝜶 + 𝒌𝝅 ;    𝒌 ∈ ℤ   donc  𝑺ℝ = {𝜶 + 𝒌𝝅;  𝒌 ∈ ℤ} 

  I. Rappels : 
 1) Formule de base 

Soient  𝜽 ∈ ℝ   

➢ 𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽 + 𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽 = 𝟏 

➢ 𝒕𝒂𝒏 𝜽 =
𝒔𝒊𝒏 𝜽

𝒄𝒐𝒔 𝜽
 

➢ 𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐𝜽 =
𝟏

𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽
 

➢ −𝟏 ≤ 𝒄𝒐𝒔 𝜽 ≤ 𝟏 
➢ −𝟏 ≤ 𝒔𝒊𝒏 𝜽 ≤ 𝟏 
➢ 𝒄𝒐𝒔(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅) = 𝒄𝒐𝒔(𝜽) ;  𝒌 ∈ ℤ 
➢ 𝒔𝒊𝒏(𝜽 + 𝟐𝒌𝝅) = 𝒔𝒊𝒏(𝜽) ;  𝒌 ∈ ℤ 
➢ 𝒕𝒂𝒏(𝜽 + 𝒌𝝅) = 𝒕𝒂𝒏(𝜽)  ;  𝒌 ∈ ℤ 
A partir de cercle trigonométrique en dessous : 

➢ 𝒔𝒊𝒏(−𝜽) = −𝒔𝒊𝒏(𝜽) 

➢ 𝒄𝒐𝒔(−𝜽) = 𝒄𝒐𝒔(𝜽)  

➢ 𝒕𝒂𝒏(−𝜽) = −𝒕𝒂𝒏(𝜽) 

➢ 𝒔𝒊𝒏(𝝅 − 𝜽) = 𝒔𝒊𝒏(𝜽) 

➢ 𝒄𝒐𝒔(𝝅 − 𝜽) = −𝒄𝒐𝒔(𝜽) 

➢ 𝒕𝒂𝒏(𝝅 − 𝜽) = −𝒕𝒂𝒏(𝜽) 

➢ 𝒔𝒊𝒏(𝝅 + 𝜽) = −𝒔𝒊𝒏(𝜽) 

➢ 𝒄𝒐𝒔(𝝅 + 𝜽) = −𝒄𝒐𝒔(𝜽) 

➢ 𝒕𝒂𝒏(𝝅 + 𝜽) = 𝒕𝒂𝒏(𝜽) 

A partir  de cercle trigonométrique en dessous  

➢ 𝒔𝒊𝒏 (
𝝅

𝟐
− 𝜽) = 𝒄𝒐𝒔𝜽  

➢ 𝒄𝒐𝒔 (
𝝅

𝟐
− 𝜽) = 𝒔𝒊𝒏𝜽 

➢ 𝒕𝒂𝒏 (
𝝅

𝟐
− 𝜽) =

𝟏

𝒕𝒂𝒏𝜽 
 

➢ 𝒔𝒊𝒏 (
𝝅

𝟐
+ 𝜽) = 𝒄𝒐𝒔𝜽 

➢ 𝒄𝒐𝒔 (
𝝅

𝟐
+ 𝜽) = −𝒔𝒊𝒏𝜽 

➢ 𝒕𝒂𝒏 (
𝝅

𝟐
+ 𝜽) =

−𝟏

𝒕𝒂𝒏𝜽 
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Transformations des produits à des sommes  

𝟏𝟐)  𝒄𝒐𝒔 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 = −
𝟏

𝟐
[𝐜𝐨𝐬(𝒂 + 𝒃) + 𝒄𝒐𝒔(𝒂 − 𝒃)] 

𝟏𝟑)  𝒔𝒊𝒏 𝒂 𝒔𝒊𝒏𝒔 𝒃 = −
𝟏

𝟐
[𝐜𝐨𝐬(𝒂 + 𝒃) − 𝒄𝒐𝒔(𝒂 − 𝒃)] 

𝟏𝟒)  𝒔𝒊𝒏 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 =
𝟏

𝟐
[𝐬𝐢𝐧(𝒂 + 𝒃) + 𝒔𝒊𝒏(𝒂 − 𝒃)] 

   
Transformations des sommes à des produits  

𝟏𝟓)  𝐜𝐨𝐬 (𝒑) + 𝒄𝒐𝒔 (𝒒) = 𝟐 𝒄𝒐𝒔 (
 𝒑 + 𝒒

𝟐
)  𝒄𝒐𝒔 (

 𝒑 − 𝒒

𝟐
) 

 𝟏𝟔)  𝐜𝐨𝐬 (𝒑) − 𝒄𝒐𝒔 (𝒒) = −𝟐 𝒔𝒊𝒏 (
 𝒑 + 𝒒

𝟐
)  𝒔𝒊𝒏 (

 𝒑 − 𝒒

𝟐
) 

𝟏𝟕)  𝐬𝐢𝐧 (𝒑) + 𝒔𝒊𝒏 (𝒒) = 𝟐𝒔𝒊𝒏 (
 𝒑 + 𝒒

𝟐
)  𝒄𝒐𝒔 (

 𝒑 − 𝒒

𝟐
) 

𝟏𝟖)  𝐬𝐢𝐧 (𝒑) − 𝒔𝒊𝒏 (𝒒) = −𝟐 𝒄𝒐𝒔 (
 𝒑 + 𝒒

𝟐
)  𝒔𝒊𝒏 (

 𝒑 − 𝒒

𝟐
) 

 

Transformation de 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒃 𝒔𝒊𝒏 𝒙  

𝟏𝟗) 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒃 𝒔𝒊𝒏 𝒙 = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐(
𝒂

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
𝒄𝒐𝒔 𝒙 +

𝒃

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
 𝒔𝒊𝒏 𝒙) 

                                           = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐(𝒄𝒐𝒔 𝜶 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒔𝒊𝒏 𝜶 𝒔𝒊𝒏 𝒙) 

                                           = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 𝒄𝒐𝒔 (𝒙 − 𝜶)) 

 

𝟐𝟎) 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒃 𝒔𝒊𝒏 𝒙 = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐(
𝒂

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
𝒄𝒐𝒔 𝒙 +

𝒃

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
 𝒔𝒊𝒏 𝒙) 

                                           = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐(𝒔𝒊𝒏 𝜶 𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝒄𝒐𝒔 𝜶 𝒔𝒊𝒏 𝒙) 

                                           = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 𝒔𝒊𝒏 (𝒙 + 𝜷)) 

 

II) Formules de transformation  : 
Formules praincipales : 

 
𝟏)  𝐜𝐨𝐬(𝒂 + 𝒃) = 𝒄𝒐𝒔 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 − 𝒔𝒊𝒏 𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝒃 

𝟐)  𝐜𝐨𝐬(𝒂 − 𝒃) = 𝒄𝒐𝒔 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 + 𝒔𝒊𝒏 𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝒃 

𝟑)  𝐬𝐢𝐧(𝒂 + 𝒃) = 𝒔𝒊𝒏 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 + 𝒄𝒐𝒔 𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝒃 

𝟒)  𝐬𝐢𝐧(𝒂 − 𝒃) = 𝒔𝒊𝒏 𝒂 𝒄𝒐𝒔 𝒃 − 𝒄𝒐𝒔 𝒂 𝒔𝒊𝒏 𝒃 

𝟓)  𝐭𝐚 𝐧(𝒂 + 𝒃) =
𝒕𝒂𝒏 𝒂 + 𝒕𝒂𝒏 𝒃

𝟏 − 𝒕𝒂𝒏 𝒂 ×  𝒕𝒂𝒏 𝒃
 

𝟔)  𝒕𝒂𝒏(𝒂 − 𝒃) =
𝒕𝒂𝒏 𝒂 − 𝒕𝒂𝒏 𝒃

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏 𝒂 ×  𝒕𝒂𝒏 𝒃
 

Formules de dublication 

 

𝟕)  𝐬𝐢𝐧(𝟐𝐚) = 𝟐𝐜𝐨𝐬 𝒂 𝐬𝐢𝐧 𝒂 

𝟖)  𝐜𝐨𝐬 (𝟐𝐚) = 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝐚 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐚 = 𝟐𝐜𝐨𝐬𝟐 𝐚 − 𝟏 = 𝟏 − 𝟐𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐚 

𝟗)  𝒕𝒂𝒏 (𝟐𝒂) =
𝟐𝒕𝒂𝒏 𝒂

𝟏 + 𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒂
 

 

Formules de linéarisation  

 

𝟏𝟎)   𝐜𝐨𝐬𝟐 𝐚 =
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬 (𝟐𝐚)

𝟐
   𝐞𝐭  𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐚 =

𝟏 − 𝐜𝐨𝐬 (𝟐𝐚)

𝟐
 

 

Changement de variable 𝒕 = 𝒕𝒂𝒏(
𝒂

𝟐
) 

On pose 𝒕 = 𝒕𝒂𝒏(
𝒂

𝟐
)  on trouve que : 

 𝟏𝟏) 𝒕𝒂𝒏 (𝒂) =
𝟐𝒕

𝟏 + 𝒕𝟐 
   ;    𝒔𝒊𝒏 (𝒂) =

𝟐𝐭

𝟏 + 𝒕𝟐 
    ;  𝒄𝒐𝒔 (𝒂) =

𝟏 − 𝒕𝟐  

𝟏 + 𝒕𝟐
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Suite géométrique - arithmétique 

(𝑼𝒏)𝒏∈𝑰𝑵 une suite de premier terme 𝑼𝟎 et 

p un entier tel que 𝟎 ≤ 𝒑 ≤ 𝒏 

 

(𝑼𝒏) est une suite 

géométrique 

(𝑼𝒏) est une suite 

arithmétique 

Définition : 

𝑼𝒏+𝟏 = 𝒒 𝑼𝒏 

Définition : 

𝑼𝒏+𝟏 − 𝑼𝒏 = 𝒓 

𝑼𝒏 en fonction de n 

𝑼𝒏 = 𝑼𝒑 × 𝒒
𝒏−𝒑 

Cas particulier : 

𝑼𝒏 = 𝑼𝟎 × 𝒒
𝒏 

𝐔𝐧 en fonction de n 

𝑼𝒏 = 𝑼𝒑 + (𝒏 − 𝒑)𝒓 

Cas particulier : 

𝑼𝒏 = 𝑼𝟎 + 𝒏𝒓 

Somme des termes 

𝑺𝒏 = 𝑼𝒑 +⋯+ 𝑼𝒏 

= 𝑼𝒑
𝟏 − 𝒒𝒏−𝒑+𝟏

𝟏 − 𝒒
 

Cas particulier : 

𝑺𝒏 = 𝑼𝟎 +⋯+ 𝑼𝒏 

= 𝑼𝟎
𝟏 − 𝒒𝒏+𝟏

𝟏 − 𝒒
 

Somme des termes 

𝑺𝒏 = 𝑼𝒑 +⋯+ 𝑼𝒏 

=
(𝒏 − 𝒑 + 𝟏)(𝑼𝒑 + 𝑼𝒏)

𝟐
 

Cas particulier : 

𝑺𝒏 = 𝑼𝟎 +⋯+ 𝑼𝒏 

=
(𝒏 + 𝟏)(𝑼𝟎 + 𝑼𝒏)

𝟐
 

a ; b et c trois 

termes consécutifs 

𝒂 × 𝒄 = 𝒃𝟐 

a ; b et c trois termes 

consécutifs 

𝒂 + 𝒄 = 𝟐𝒃 
 

• Conclusion :      

D'après le principe de récurrence, on a  

 Pour tous entier naturel ;  𝟐𝒏 ≥ 𝒏. 

 

Suite majorée ; minorée ; bornée 

➢ 𝑼𝒏 > 𝒂
⬚
⇒(𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒎𝒊𝒏𝒐𝒓é𝒆 𝒑𝒂𝒓 𝒂 

➢ 𝑼𝒏 < 𝒃
⬚
⇒(𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒎𝒂𝒋𝒐𝒓é𝒆 𝒑𝒂𝒓 𝒃 

➢ (𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒃𝒐𝒓𝒏é𝒆 ssi (𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒎𝒂𝒋𝒐𝒓é𝒆  

et minorée 

➢ 𝒂 < 𝑼𝒏 < 𝒃
⬚
⇒(𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒃𝒐𝒓𝒏é𝒆 

 

Suite croissante ; décroissante 

➢ 𝑼𝒏+𝟏 − 𝑼𝒏 > 𝟎
⬚
⇒(𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒄𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆 

➢ 𝑼𝒏+𝟏 − 𝑼𝒏 < 𝟎
⬚
⇒(𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒅é𝒄𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆 

➢ 𝑼𝒏+𝟏 − 𝑼𝒏 = 𝟎
⬚
⇒(𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒄𝒐𝒏𝒔𝒕𝒂𝒏𝒕𝒆 

 

Propriété 

(𝑼𝒏) 𝒆𝒔𝒕 𝒖𝒏𝒆 𝒔𝒖𝒊𝒕𝒆  𝒄𝒐𝒊𝒔𝒔𝒂𝒏𝒕𝒆 alors  

(∀𝒏 ∈ ℕ); 𝑼𝒏 ≥ 𝑼𝟎 

(𝑼𝒏) est une suite  décroissante alors 

∀𝒏 ∈ ℕ;𝑼𝒏 ≤ 𝑼𝟎 

Raisonnement par récurrence  

Soit P(n) une proposition tel que 𝒏 ≥ 𝒏𝟎,  

Si 

• la propriété P(n) est  vraie pour n0  

• Pour n un entier fixé tel que  𝒏 ≥ 𝒏𝟎 

      La proposition :  𝑷(𝒏)
              
⇒   𝒑(𝒏 + 𝟏) 

      est vraie  

Alors la propriété P(n)  est vraie pour tout 

entier n ³  n0 

Exemple : 

Démontrer par récurrence que  

pour tout n entier naturel ;  𝟐𝒏 ≥ 𝒏 

• Pour n=0 on a :   𝟐𝟎 = 𝟏 ≥ 𝟎. 

Donc la propriété est donc vraie pour n = 0. 

• Soit n un entier naturel  . 

Supposons que      𝟐𝒏 ≥ 𝒏.  ( H.R) 

et démontrons que   𝟐𝒏+𝟏 ≥ 𝒏 + 𝟏,  

𝟐𝒏+𝟏 = 𝟐𝒏+𝟏 

          = 𝟐 × 𝟐𝒏 

          = 𝟐𝒏 + 𝟐𝒏 

Et on a 𝟐𝒏 ≥ 𝒏 d’après  ( H.R) 

ET  𝟐 ≥ 𝟏  donc 𝟐𝒏 ≥ 𝟏 

D’où  𝟐𝒏 + 𝟐𝒏 ≥ 𝒏 + 𝟏 

 


