Lycée ibno el haytam oujda Résumé de cours : Limite d’'une fonction Prof : Fayssal 1bac SM
Définitions > Limite d'une somme
f une fontion définit au voisinage de a ; (Ja — r; a + r[ c Df) lim f(x) = L L L +00 | —o0 | +00
gcl_{r;f(x) =L & We>038>0):(x—a|l<déd=|f(x)—L|<¢& Li“gg(x) = L o o too | —oo | —oo
Soit f une fontion définit au voisinage de + (Ja; +o[ c Df) -
lim(f+g)(x) = ' — _ *
lim f(x) =1 & (VA> 0)@B > 0): (x> B = |f(x) — 1| < A) MM A D@ = | L+L" | o © | e |m=|EL
xX—+ 0o > = = T =
Soit f une fontion définit au voisina de de —o0 (]—oo; b[ c Df) lile;l(lgezd un produit L L 0
lim f(x) =l < (VA>0)(3B > 0): (x < —B = |f(x) —I| < A) || -x=a ®
X—>—00 ) limg(x) = L' 0 o0 00
Soit f une fontion définit au voisinage de —co (]—o; b[ c Df) ﬁ‘l’; ( F () =
lim f(x) = —0 & (VA > 0)(3B > 0): (x < —B = f(x) < —A) 4 LL °° °° L7l

X——00

lim f(x) =4+0 < (VA>0)3B>0):(x<—-B = f(x) < —-A)
X——00
Exemples
1)Montrons que lim x? = +o

X—>+00

Soit A > 0 cherchons B > 0 telsquex > B = x?> > A
x2>A=x>VA
D’ou pour tout 4 > 0l existeB VA >0 telsquex >B = x*> A4

2) Montrons que l"}’oo X—z =0

<A ! < A > = ! > !
:> — = x? =X
A A
D’ou pour tout A il existe B = \/% >0 telsquex > B = |Xi2 - 0| <A
Propriétés : Soit n € N*
> limx=+400 ; lim x"=+00 ; lim+Vx=+00
x—+00 x—>+00 x— +00
> limx=-00 ; lim x*® =400 ; lim x*"*1 = —00
X—>—00 1 X—>—00 1 X——00 1
> lim-=0 ; lim — = ; lim —=0;
x>+ o0X x—>+ 00X xX— +00\/§
1 .1 .1
» lim - =400 ; lim-= - ;0 lim ==+
x-0tx x—> 0" x x- 0+ Vx

On appllque la regle des signes pour voir 31 le produ1t +00 ou —o0
» Limite d'un quotient

lim f(x) L L#0 | L © © 0

lim gx) |L'%o0 0 © | L © 0
X d b

lim &) L o | 0| o £l FL

n-a g(x) L' | 4 w

On applique la regle des signes pour voir si le produit +o ou —oo

Les formes indéterminées sont, "

Propriétés :
xX—too

x—00 Q(x)
Si
Si

x-a
lim sin x

x-0 X

x—a

vV V.V V VY V V V

lim 2& =

(terme de plus haut degré de P)

x—oo (terme de plus haut degré de Q)

limf(x) =
=1

.
)

g(x) < f(x) et
f(x) < g(x) et limg (x) = —o0
Sig<f<h et!ci_l)gg(x) = !cl—l}(} h(x) =1 alors gill}f(x) =1

limf(x)=1 etl>=0 alors

tan x

limg (x) =
xX—-a

X

alors lim
X—a
=1 lim
x—0

+OO—OO"

"0 X oo",

lim P(x) = llm (terme de plus haut degré)

m"

lim./f(x) = VI

x—a

x2

f(x) =+00

1-cosx _

ng
0

et

+00 alors lim f(x) =+

x—a

alors lim f(x) = —oc0
x—a
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. A) Dérivabilité d’'une fonction en un point B) u et v des fonctions dérivables sur I'intervalle I et k un cts ;n entier
1) si lim FO)—f(a) — 1 ou lim f(h+a)—f(a) —1: (IeR) la focntion f Dy, ;Condition Derlve;e f
x—a Xx—a h—0 h 1) fx)=k Df =R ffx)=0
Alors la fonction f est dérivableenaetona: f'(a) =1 2)  f(x) =kx D; =R f(x) =k
Interprétation géométrique: 3) f(x) = x™ D, =R f'(x) = na 1
Si la fonction f est dérivable en a alors la courbe (Cf) admet 1 . _ , 1
HfE) =—iD;=R ool fo=-=
une droite tangente (T) au point A(a ; f(a)) d’équation : d ou ]0; +oof d
. 5) f(x) =vx;D; = R* | Df, =]0; +00] , 1
(1) y = f(@(x-a) +f(a) ) ) / 4 o= o=

2) Dérivabilité a gauche et a droite de a et Interprétation 6) f=u+v Df, =1 ff=u+7v

géor;l(é)trfig( 1)1e: 7 f=ku D,/ =1 f = ku'
- . X)—Ja _ s _ = \ = _ /

Si Jgim = [ ,alors f est dérivable a droite deaetl = f;' (a) 8) f=wv D, =1 Fewvtuv
Inter géo : (Cf) admet une demi-tangente au point A(a; f(a)) 9) Flx) = Lo v+0 u.v—uv
d’équation: y=f,;(a)(x—a)+ f(a) telque x>a v 2

. g. fO)-f(a) _ , . N _ ’ 1 =+ 0 — v

Si igzg — ., — lalors festdérivable a gauche deaetl = f, (a) 10) f(x) = = v ) =—

Inter géo : (Cf) admet une demi-tangente au pointA(a;f(a)) v v
aanation . v f ! 11) f(x) =Vu u>0 L u
d’équation: y=f,/(@)(x—a)+ f(a) telque x<a f'(x) =

Propriété: Si f; (a) = f,' (a) alors la fonction f est dérivable en a 2Vu

R d R 12) f(x) = u™ D/ =1 f=nuu*?

3) Tangente parallélle a I'axe des ordonnées (verticale ) .

Si Lim (@@ lors f st dérivabl . 13) f(x) =sinx Ds, =R f'(x) =cosx

—_—— - =00 .
i lim=—— alors f est non dérivable en a et on 14) f(x) = cos D, =R f(x) = —sinx
. e fO)-f(@) _ ; 1

» Si !ggT = +oo alors la courbe(Cf) de f admet au point 15) f(x) = tanx . = n 4 f(x) =1+ tan’x
A(a;f(a)) une demi-tangente verticale dirigée vers le haut - - Z -

o fO—f@) _ 16)f(x) = sin(ax + b) D/ =R f'(x) = acos(ax + b)

> Si )5:1;1 Yy =™ alors la courbe (Cf) de f admet au point 17)f (x) = cos(ax + b) Df' R f'(x) = —a sin(ax + b)
A(a;f(a)) une demi-tangente verticale dirigée vers le bas Propriété : fune fonction dérivable sur un intervalle I

- (x)- .

> Si Egk % = —oo alorsla courbe (Cf) de f admet au point > (vx €0); f'(x) > 0 < la fonction f est croisante sur I

A(a;f(a)) une demi-tangente verticale dirigée vers le haut > (vxeD ffx)<0ela fonction f est décroisante sur I
» (vx€el); f'(x) = 0 © lafonction f est constante sur I




Résumé 03 : ETUDE DES FONCTIONS

BRANCHES INFINIES

1 BACSC

PROF : FAYSSAL

Convexité de (Cf) et les Points d’inflexions

Si f"" =0 surlalors (Cf) estconvexesur|l U

Si f"" <0 surlalors (Cf) estconcavesurl n
Si f" s’annule et change le signe en a alors le
point A(x; f(xo)) est point d’inflexion de (Cf)
(Cf) travers latangente en A(x; f(xo))
Position relative de(Cf) et une droite (A)

la position relative de (Cf) et (A):y =ax+ b
dépond de signe de f(x) — (ax + b)

X
f(x) — (ax + b)
Position (CHest au pomt (Cf)est au
relative de dessous "inter dessus
(CHet(r) | de(d) A(xo; f(x9)) \de(d)

Points d’intersections de (Cf) avec (0x)

Les points d’intersection de (Cf) avec
I'axe des abscisses (0x) sont les points
dont les abscisses sont les solutions de
I'équation f(x) =0

Eléments de symétrie

Le point I(a;b) est
centre de symétrie de

la droite d’équation
(D) : x = a estun axe

(Cf)ssi (Vx € Dy) : de symétrie de (Cf)
(2a — x) € Dy ssi (Vx € Dy :
et f(2a—x)+f(x)=2b (2a—x) € Dy

et f(2a—x) = f(x)

Si lim f(x) =1L

| (— x—oo X
Etsiona: Y ) i
i — X
lim f(x) — (ax + b) im T _ =0 limf® = o . fx) 0
-0 x—0 X x—>00 X x—l;?l?go x -
On calcul lim f(x) — ax
Y { g Y R Y
Y| lim f(x)—ax=»b | lim f(x) —ax = o L
I x->0 X— 00
‘ Y
- - / (,r’_
La droite La droite (Cy)admet (Cy)admet (Cp)admet La droite
(D):y=1L (A):y=ax+b branche.P branche une branche (D)
est est de direction parabolique parabolique d’équation
asymptOte asymptote la dl‘Oite de de Dil‘ection xXxX=a est
hm:izontal oblique a d’équation Direction la droite asymptote
ea (Cy) €y (A):y =ax (0y) Au (0,) Au verticale a
voisinage . Au voisinage voisinage voisinage de (cp
de oo voisinage de d f
e oo de 0 (ee]
e
)T N IRV TR [ S our Sres s s SR | N1 SN SN S S : )
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ©
X o ?? El :'6 ':E EW E
y § o x
| o %t =x+yx-3 |[1 | fo=x° f(x)=x q Fyue

On calcule lim—=

[

Si lim f(x) =
xX—a
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I. Rappels:

1) Formule de base
Soient 0 € R
sin?0 + cos?0 =1
tan 0 _ sin @

cos 0
1+ tan’6 = —-
—1<cosf<1
-1<sinf <1
cos(0 + 2km) = cos(0) ; ke Z
sin(0 + 2kmw) = sin(@) ; k€ Z
tan(0 + k) = tan(B) ; k€ Z

sin(—0) = —sin(0)
cos(—0) = cos(0)
tan(—0) = —tan(0)
sin(mr — 0) = sin(0)
cos(t — 0) = —cos(0)
tan(m — 0) = —tan(0)
sin(m + 0) = —sin(0)
cos(mt+ @) = —cos(0)
tan(m + 6) = tan(6)

sin (g — 0) = cos@

V. V V V ¥V V 2V VVVVVYVVY®»VVVVYYVY VYV

cos(=—0) = sind

G-°)

tan (g N 0) = ta:lﬂ

sin (g + 0) = cos@

cos(=+0) = —sind
G+o)

tan (5 +6) =

2) Tableau des valeurs importantes

X Ol ™5 | ™4 | ™6 | ™/
] / Sin(x) 0| »3 /, V2 /, 1, 1
Cos(x) 1| 1 /2 V2 /2 V3 / 0
2
Tan(x) 0 V3 1) /3 / FI
/ 3
3) Signe de cos et sin i —
i J

partir de cercle trigonométrique en dessous :

partir de cercle trigonométrique en dessous

\
/2 +\0

cosx =0
sinx > 0

cose < 0
sinx =0

sinx < 0 cosy > 0

cosx < 0 sinx < 0

J!

4) Equation-inéquation trigonométrique
> Equation de la forme cos(x) = a avec a€[-1;1]
On cherche a de R tel que a = cos(a) d’ou :
cos(x) = a équivauta: cos(x) = cos(a)
équivauta: x=a+2kn; k€Z ou x=—-—a+2krn ; kel
Sg={a+2km; ke Z}U{—a+2kn ; ke Z}

> Equation de la forme sin(x) = aeta € [—1;1]
On cherche a de R tel que a = sin(a) d’ou :
sin(x) = a équivauta: sin(x) = sin(a)

équivauta: x=a+2kn; k€Z ou x=nwn—a+2km ; keZ

Sg={a+2km; keZ}u{mr—a+2kr ; kEZ}
> Equation de la forme tan(x) =a eta€R
On cherche a de R tel que a = tan(a) d’ou:
tan(x) = a équivaut a: tan(x) = tan(a)
équivauta: x=a+kn; ke€Z donc Sy ={a+ kn; k € 7}
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II) Formules de transformation :
Formules praincipales :

1) cos(a+ b) =cosacosb —sinasinb
2) cos(a— b) =cosacos b+ sinasinb
3) sin(a+ b) =sinacosb+ cosasinb
4) sin(a — b) = sinacosb — cosasinb

tana+ tanb

%) tan(a-l_b)zl—tanax tanb

tana—tanb

6) tan(a_b)=1+tana>< tan b

Formules de dublication

7) sin(2a) = 2cos a sin a
8) cos (2a) = cos’a—sin?a =2cos’a—1=1-2sin’a
2tan a

9)t 2a) = ————
) tan (2a) 1+ tan? a

Formules de linéarisation

1+ cos (2a 1 —cos (2a
10) cos?a = (2a) et sin’?a = 1~ cos(2a)
2 2
Changement de variable t = tan(g)
On pose t = tan(g) on trouve que :
) 2t 1 — t?
11)tan(a)=1_|_t2 ; Sm(a):1+t2 ;cos(a)zl_l_t2

Transformations des produits a des sommes

1
12) cosacos b = —3 [cos(a + b) + cos(a — b)]

1
13) sinasins b = —3 [cos(a + b) — cos(a — b)]

N =

14) sinacos b = —[sin(a + b) + sin(a — b)]

Transformations des sommes a des produits

i q) cos (g)
P q) sin (u
2 2

) cos (2
2 28) an ()

Transformationde a cos x + b sin x

15) cos (p) + cos (q) = 2 cos ( p

16) cos (p) —cos (q) = —2 sin(

N———

17) sin (p) + sin (q) = 2sin ( P

18) sin (p) —sin(q) = -2 cos(

a b
19) acosx + bsinx =+ a? +b2(\/2:b2cosx +\/2:b2 sin x)
a“ + a“ +

=+ a? + b?(cos a cos x + sin a sin x)

=+ a? + b? cos (x — a))

a b
20) a cos x + b sin x = +/a? +b2(\/2:bzcosx +\/2:b2 sin x)
a“ + a“ +

=+ a? + b?%(sin a cos x + cos a sin x)

=+ a? + b?sin(x+ B))
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Raisonnement par récurrence e Conclusion : Suite géométrique - arithmétique

Soit P(n) une proposition tel que n > n,, D'apreés le principe de récurrence, on a (U,)nery une suite de premier terme U et

Pour tous entier naturel ; 2" > n. punentiertelque0 <p<n

la propriété P(n) est vraie pour ng
Pour n un entier fixé tel que n > n,

La proposition: P(n)=—p(n+1)

est vraie
Alors la propriété P(n) est vraie pour tout

entiern 3 nyg

Exemple :
Démontrer par récurrence que
pour tout n entier naturel ; 2" > n
e Pourn=0Oona: 2°=12>0.
Donc la propriété est donc vraie pour n = 0.
e Soit n un entier naturel
Supposons que 2" > n. ( H.R)
et démontrons que 2"*'>n+1,
on+l _ on+l

2x 2"

= 2" 4 2"

Etona 2" > nd’apres (H.R)

ET 2>1donc2">1
D'ou 2"+ 2">n+1

Suite majorée ; minorée ; bornée

» U, >a= (U,) est minorée par a

» (U,) est bornée ssi (U,,) est majorée
et minorée

» a<U, < b= (U,) est bornée

Suite croissante ; décroissante

» U,.,— U, >0=(U,) est coissante

Propriété

(U,) est une suite coissante alors
(vn € N);U, > U,

(U,) est une suite décroissante alors

VnEN,UnSUO

(U,) est une suite

géométrique

(U,) est une suite

arithmétique

Définition :

Un+1 = q Un

Définition :

Upy1 U, =71

U,, en fonction de n
U,=U,xq"?
Cas particulier :

Un=U0an

U, en fonction de n

U,=U,+n—-pr

Cas particulier :

Un=U0+nT

Somme des termes

Sp=U,++U,

Cas particulier :

S,=Uy++U,

n+1

1-q

=U
0 1_q

Somme des termes
S, = Up+---+Un

_ (n—p+ 1)(Up +U,)
B 2
Cas particulier :

S,=Uy+-+U,
_ (m+ 1)Uy + Uy
B 2

a; b etctrois

termes consécutifs

a X ¢ = b?

a; b et c trois termes

consécutifs

a+c=2b




