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Comment utiliser ce livret

D.

Les 4 niveaux d’exercices

Niveau 1- Bases %

les automatismes indispensables.
Niveau 2 - Bac * %

le niveau de I'examen national.
Niveau 3 - Approfondissement * % %
pour viser la mention Trés bien.
Niveau & - Concours * s % %
problémes de concours (classes préparatoires,
écoles d’ingénieurs).

Les encadrés du cours

M Définition : a savoir par coeur.
M Propriété / Théoréme : les outils.
B Méthode : la démarche pas a pas.
M Exemple : un calcul entierement rédige.
M Piege : 'erreur classique a éviter.

Astuce de concours yr: le petit plus qui fait
gagner du temps.

Le livret contient 66 exercices corrigés : la partie B est un parcours en 4 niveaux (exercices
1a30); la partie C est une banque de 36 exercices classés par théme (Equations et inéqua-
tions, Limites et croissances comparées, Dérivées et primitives, Puissances réelles et base
a, Etudes de fonctions, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans la partie

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro
de page du corrigé est indiqué a droite de chaque énonce.
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La carte du chapitre

Fonction
auxiliaire
Prolon-
gements

Base aq, Formes
puissances, indéter-

suites minées

Suites
et IAF

x"eX
en -oo

Fonctions o '
. Limites
exponentielles Crois-

Réci- sances
proque compa-
deln N rées

La fonc-

oah tion exp

e%eP
Dérivee ¢
on-
et courbe

vexité

A la fin du chapitre, je sais...

passerdelnaexp:lnx=y & x=¢€"; dériver e¥ et primitiver u’e" ;

démontrer les propriétés algébriques; primitiver (ax + b) e par identification ;
résoudre équations, inéquations, systémes ; calculer avec a* et x%;
démontrer (e*) = e*ete* 2 1+x; étudier une fonction, tracer sa courbe ;

écrire une tangente, utiliser la convexité ; prolonger, trouver une demi-tangente ;

n
démontrer les limites de référence ; déemontrer que (‘I + %) — eX;

O 0 o0oo0oooaob
O 0O 0Oooogoao

lever une forme indéterminée avec exp ; étudier une suite récurrente ou implicite.
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

€ La fonction exponentielle

B Définition : exponentielle népérienne

La fonction In est continue et strictement croissante sur l'intervalle ]0, +oo[, avec lirg Inx =
xX—0*

-ooet lim Inx = +co (chapitre 5): c’est une bijection de ]0, +oo[ sur R. Sa bijection réciproque

X—+00

est la fonction exponentielle (népérienne), notée exp :

exp: R —]0,+oo[, pourx e Rety>0: ‘exp(x):y = x=lny‘.

A

B Premiéres propriétés

+ exp(x) > 0 pour tout réel x; exp(0)=1 (In1 =
0) et exp(1)=e (lne=1).

- In(exp(x)) = x pourtoutx € R; exp(lny) =y
pour tout y > 0.

+ exp est continue et strictement croissante sur
R, Xlirp exp(x) =0 et Xlim exp(x) = +oo.

« Dans un repére orthonormé, les courbes de
exp et de In sont symétriques par rapport a M(a, ea) et M’(ea’a) ; les tangentes y = x + 1
la droite A : y = x. ety = x - 1 se correspondent aussi

A

Démonstration. C'est le théoréme de la bijection réciproque (chapitre 1) : la réciproque d’une
bijection continue strictement croissante de lintervalle ]0, +oo[ sur l'intervalle R est continue,
strictement croissante, de R sur ]0, +oo[, et ses limites aux bornes sont les bornes 0 et +co. Di-
rectement : si A > 0 et x > lnA, alors exp(x) > exp(lnA) = A. Enfin M(q,b) € Cop & b =
exp(a) < a=Inb < M'(b,a) e C,.

¥ voaton

Pour tout rationnel r : In(e") = rlne = r (chapitre 5), donc exp(r) = e" : la fonction exp
prolonge a R les puissances rationnelles du nombre e. On note donc, pour tout réel x :

- expto]

Désormais e‘/i, e" ont un sens, et pourtoutréely: lnx=y < x=¢e’ ; lnx<y < 0<
x<ev.

Maths Olympiad °



Chapitre 7+ Fonctions exponentielles 2° Bac Sciences Mathématiques

Exemple : utiliser la réciproque

- In2x+1) =43 (x>—%) e 2x+1=e = x=8
résoudre au chapitre 5).

V3

(une équation impossible a

« g(x) = e"* + In(e™¥) n’est définie que pour x > 0, et alors g(x) = x - x = 0: g est nulle sur
10, +oo[, mais ce n’est pas la fonction nulle de R. Le domaine fait partie de la fonction.

» f(x) = In(1+x?) est continue et strictement croissante sur | = [0, +oo[, avec f(0) = 0 et
lim f(x) = +oo : bijection de I surJ = [0, +oo[. Poury >0etx >0: ln(1 +x2) =y &= x*=

X—+00

/-1 < x=+ye¥-1 (care’-120). Donc |f'(x)=+eX-1| sur [0, +oo[.

€ Propriétés algébrigues

Pour tous réelsa et b : e®b = el e
produits).

b ('exponentielle transforme les sommes en

Démonstration. Les réels e x e® et e?*? sont strictement positifs, et In (e? x e®) = In () + In (e®) =
a+b = n(e™?). Comme In est injective (strictement croissante), e® x e® = 0.

Conséquences (a, b réels,n € Z,r € Q)

a
2

ed=— et b= = (e?)" = e (e?) = e el =e
Démonstrations. e?xe @ = e = 1; P
1 n

=e

. e} . (p0\1 _ _ 1
;sin<0: (e '(ea)-n'e-na

xeP = ed. Parrécurrencesurn € N: (e%)"" = e"xe = g(M*1)a

a Sir-= % (p ez qgeN): (e =ePd = (e9P, donc e est

2 a
l'unique réel positif dont la puissance g-iéme vaut (e?)?, c'est-a-dire (e?)d. Cohérence: poura =1,
on retrouve que e" (valeur de exp) est bien la puissance rationnelle du nombre e : la notation e*
respecte toutes les regles de calcul sur les exposants.

Exemple : calculer, simplifier

3x+1 [ p-X)2
e’ (e X) 3x+1-2x-(x-2) _

cA=— T z-p e> pour tout réel x.
eX—2
(eln3)2 5
. g2In3-In2 _ a1 1 & g 114
en2 ~ 27 Jens 2 ' e 3 3
) . o eX-e X eX_1 2 .
« Pour tout réel x (multiplier en haut et en bas par e*): = =1- , qui
eXx+eXx e+ eXx +1
est donc dans ]-1, 1][.
. o a 2 n 142440 n+1 1
* Un produit devient une somme: P =en? xen? x--xen2 =g n2 =g — @2 = Je

(continuité de exp).

Maths Olympiad o



Chapitre 7+ Fonctions exponentielles 2° Bac Sciences Mathématiques

Remarque. Lien avec le chapitre 6. Le nombre complexe e'® = cos 6 + i sin 6 vérifie la méme
régle e/(®+9) = %% . 'est ce qui justifie la notation. On pose e®® = e%¢® (g, b réels) :
complexe de module e et d'argument b ; en combinant les deux régles, e*** = e*e* pour

tous complexes z et Z'.

€ CEguations, inéquations, systémes

B Comparer, résoudre (a, b, k réels)

b b b

e?=e’ < a=b ed<e® < a<b eld<e® < acshb

Sik<0:e"=~keteX < kn'ont aucune solution, e* > k est vraie pour tout x. Sik >0:
=k < x=Ink et e¥<k < x<Ink.

A

B Méthode : résoudre avec des exponentielles

1. Ecrire le domaine (chaque In(...) exige (...) > 0, chaque dénominateur doit étre non nul).
2. Seramener a e = €8, e* < B ou €* = R, puis comparer les exposants. 3. Si e, e%*, e™...
apparaissent ensemble : poser (e* = X? ; multiplier par e > 0 chasse e sans
changer le sens d’une inégalité). 4. Revenir a x = In X pour les seules racines X > 0.

Exemple : équations et inéquations

s xe=eb e xX2+x-6=0 < xe{-3,2).

-N(x-4
M < 0 ; un tableau de signes donne

c i ced (x#20) = x+£-550 =
S= ]—00,0[U[1,4].

e e -4+ eX+6=0: X3-4X2+X+6=0, deracine évidente -1: (X+1)(X-2)(X-3)=0.
X = -1 est impossible (X > 0), donc S={ln2, In3}.

« 3e¥+4e* <8 < 3X2-8X+4<0 (onamultiplié parX >0) & (3X-2)(X-2)<0 <
2sef<2: S=[ln§,ln2].

« In(e*¥+3) = 2x (définiesurR) < eX+3=e> < X>-X-3=0; seuleX = @ est
positive: S = {ln 1*‘2/ﬁ}.

- Domaines: In(1-e¥)existe < e*<1 < x>0 ; ﬁexiste = 2xz1 <
1
X#E'
Exemple : deux systémes
eX-e¥=1 . 2lnx-3e¥ = -4
= -—eV = - oY
[ex‘y=12 X=e>0, Y=e7Y>0. o lnx =2 X=Ilnx, Y=6¥>0.

X-Y=1etXy=12: X(X-1) =12 s0it  x=32 puis (3Y - 4)Y = 4, s0it 3Y? - 4Y - 4 =
2 - — - -

X“-X-12=(X-4)(X+3)=0. X=4etY=3 (3y.2)y-2)=0. Y=2,X=1: S={(e, In2)}.
: $={2n2, -In3)}.
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L o Ve Ve
Q@ Dérivée, étude et courbe

Théoréme

La fonction exp est dérivable sur R et () = eX|.

Démonstration. Soit x € R et y = e* > 0. La fonction In est dérivable en y et In'(y) = % # 0. D'apres

le théoréme de dérivation de la fonction réciproque (chapitre 2), exp = In™" est dérivable en x et
1 1 e
=e

exp’(x) = =
Px) In" (exp(x)) 1/e
« Variations: (e¥) = e* > 0; expcroitde0a+oo: y =
0 est asymptote en -0 ; en +o0, & — +oo (section
X -0 0 +00 . LoX
=y 5) : branche parabolique de direction (Oy).
e

+ Convexité: (€¥)" = * > 0: C, est convexe, donc
au-dessus de toutes ses tangentes.

- Tangenteena: y =e%x-a)+e? =e%x-a+1). En
0: |y=x+1] Elle coupe (Ox)enx=a-1: pour
tracer la tangente en M(aq, e?), on joint M au point
(a-1,0) (« sous-tangente » de longueur 1).

L'inégalité fondamentale

Pour tout réel x : , avec egalité si et

seulement si x = 0. Plus généralement, pour
tousréels xeta: e*2efx-a+1).

Déemonstration. (x) = e*-1-x a pour dérivée e*-1,
tangentes en -1, 0, 1 : chacune coupe (Ox) < 0 sur ]-c0,0[ et > 0 sur 0, +oo[ : (p @ un minimum

une unité a gauche du point de contact strict en 0, et ((0) = 0. Puis on applique ce résultat
a x - a et on multiplie par e® > 0.

Remarque. Avec x = Int (t > 0), ¥ 2 x devient Int < t-1: les inégalités fondamentales des
chapitres 5 et 7 sont la méme, lue sur deux courbes symétriques.

Exemple : combien de tangentes a C__ passent par un point P(p,q) ?

exp

La tangente en a passe parP < q=e%p+1-a). Soitp(a)=e%p+1-a): '(a)=e%p-a).
Donc ¢ croit strictement sur ]-oo, p], de 0 (limite en -0, car ae® — 0, section 5, et ¢ > 0 pour
a<p+1)ap(p)=eP, puis décroit strictement sur [p, +oo[, de eP a -o0, en s'annulant en p + 1.
D’aprés le TVI et la stricte monotonie :

+ g > eP (P au-dessus de la courbe) : aucune tangente ; q = e (P sur la courbe) : une seule

+ 0 < g <eP(Pentre 'axe (Ox) et la courbe) : deux tangentes; g < 0 : une seule, de point
de contactazp+1.
Par exemple, depuis O: latangenteen 1, y = ex; depuis(1,0): latangenteen 2, y = e*(x-1).

Maths Olympiad o
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© Limites et croissances comparées

B Limites de référence (n € N*)

L oy e
lim e* = +o lim e*=0 lim =1
X—+00 X—-00 x—0 X

. eX . .

lim — = +oc0 lim xe*=0 lim xe*=0
X—>+00 X X—>-00 X—+00

. eX ) .

lim — =+ lim x"e*=0 lim x"e™* =0
X—+oo XN X—-00 X—+00

A

Démonstrations.

ef-1 _e*-e

X  x-0

+ Bornes: section 1. Nombre dériveé: - exp’(0) = e = 1.

. % en +oo. Soit Ww(x) = e* - X?z sur [0,+oo[ : @'(x) = e-x 21> 0 (care* = 1+ x), donc

X X
w(x) 2 w(0)=1>0. Ainsi e* > "2—2, puis % > g pour x >0 : par comparaison, % — +00,

X n n
+ Puissances. Avec X = % — +00 : )e(_n = (%) = ’:—n(%) — +00, donc x"e™* = — 0. En

-00,avect = -x —» +o0: x"e* = (-1)"t"e’t - 0.

eX/Xn

X tnx
Remarque. Autre preuve, par le chapitre 5: )e(_n = exninx - ex(1'” X ), et l'exposant tend vers

+00 car“‘Tx - 0.

Croissances comparées
En+oo: [nx « x" « e* (chacun est négligeable devant le suivant); en -oo, e* écrase
toute puissance de x.
Composée: siu —» P e R,alorse’ — e'; siu — +o0, alors e’ — +o0; siu — -oo, alors
e’ - 0.

Méthode : lever une forme indéterminée

Somme ou quotient d’exponentielles : factoriser par le terme dominant (e®* de plus grand

k en +co, de plus petit k en -0).  ePetit_1: faire apparaitre % avecX —» 0. Changement
devariable: t=-x,t = %, t=y/x... In(..e*..): factoriser dans le In.

Exemple : huit limites rédigees

i e2x _ X3 . 1- X3e-2x .
1. lim = lim e¥x —=—— =+00 (on factorise par e?* en haut, par e* en bas).
X—+00 eX + X X— +00 1+xeX

N

1
2. lim - e % = lim tet=0 (avect = = - +o0, - = t*).
xX—0* X2 to>+o0

B

2X _ pX 2X _ =X _
3. lime_—e=lim(2xe L. E 1) X _ _(2+1)x1=3.
x—>0 SIn X x—=0 2X -X sin X

Maths Olympiad o
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sin x sin x
4. lim & - lim & 1 Sl 1x1=1 (X=sinx —» 0,etX #0pour0<|x|<m)
x—-0 X x-0 SIn X X
. e¥ -cosx -1 1-cosx 1 3
5. lim =i =1+—=2
x—0 X2 X—>O( X2 ¥ X2 ) ¥ 2 2

In(1+xeX X

6. i ( ) = i (‘I + n x + ll (‘I L& ): 1 (factoriser par x e* dans le [n)

X—+00 X X—>+00 X X X
7. lim (eﬁ - )— lim e'(1-t*e")=+0 (t=x, X2 =t")

X—>+00 t—o>+00

3X _ pX 3X _ X _

8. lim —= =l, car £ € -3.8 1 &=l »3-1=2.

x—0 e3X —ex 2 X 3x X x>0

Q@ Dérivée de &', primitives

9 Théoreme

Si u est dérivable sur un intervalle I, alors e” est dérivable surl et |(e’) =u'e"|

Les primitives de u’ e sur I sont les fonctions x ~ e“®) + C, C € R. En particulier, pour
a # 0, les primitives de e®*? sont les fonctions % e™**b 4 .

Démonstration. Dérivée d’'une composée (chapitre 2): (exp-u) = u’ xexp’-u = u’e"; la partie «
primitives » en découle (chapitre 5, section 1).

Remarque. Comme e > 0, (e¥) a le signe de u’ : e“ a les mémes variations que u. Et
(eu)" - (uu + ulz) eu.

Exemple : dériver

fi(x) = e*sinx: fi(x)=e*(sinx +cosx) f(x)=e 2] D f(x) = ﬁ e/
f3(x) = arctan (€¥) : f3(x) = % f,(x)=e‘lnx (x>0): f,(x)=e (ln X+ %)
fs(x) = et (x#1): fa(x) = x 21)2 exi fo(x) = (x* - 2x)e*: fi(x) = (x*-2)e

fe est donc croissante sur ]—oo —\/_] et sur [\/5,+oo[, décroissante sur [—\/5, \/5] ; fs décroit

x+1

sur ]-oo, 1[ et sur ]1, +oo[, comme u(x)-

Exemple : primitives : reconnaitre u’'e", u'u", 1fu2

arctan x
e

F(x) = 2 e/ ; surR: F(x) = edrtanx,

=2 x , 5
Jx 2/x 1+ x2

= = ; avec u = e*: F(x) = arctan(e*) sur R.

Maths Olympiad @
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1+e¥)"
ceX(1+eX)’ =u'ud avecu =1+e*: F(x)=(T) sur R.

Méthode : primitives de (ax + b) & par identification

On cherche F(x) = (ax + B) e (méme degré que le polyndme) : F'(x) = (Aax +a +AB)e", puis
on identifie les coefficients. PourA =1: une primitive de (ax + b)e* est |(ax +b -a)e* |

Exemple : identifier

« (1-3x)e*(a=-3,b=1): F(x)=(4-3x)e*; la primitive qui s'annule en 0 est (4-3x) e* - 4.

- x(x - 1)e** : avec F(x) = (ax?+Bx+y)e®, F'(x) = (2ax?+(2a +2B)x + B +2y)e**. On
identifie avec x> - x: 20 =1, 2a+2B = -1, B+2y =0, dolla=3,B=-1,y=17 et

F(x) = %(x -1)%e?*|. Contréle: F'(x) = (x - 1)e** + (x - 1)%e** = x(x - 1) e?*.

€ Exponentielle de base a

B Définition : la fonction x —» a* (a > 0)

Pour tout réel x, on pose .

Cohérence : pour r rationnel, In(a") = r ln a, donc la puissance rationnelle a” vaut bien e""¢,
Pour a = e, on retrouve e*; 1 =1; a*>0 et In(a*)=xlna. Siaz1: a*=y < x-=
Iny

Ta- log,y (y>0): x + a* estlaréciproque de log, (chapitre 5).

A

B Régles, dérivée (a,b > 0; x, y réels)

_ 1 (%)X 3%

aV=aa a’= = (@) =a¥ (ab)* = a*b* y
X ~ a* estdérivablesur R: |(a¥) =lnaxa*| et (2) (2)
(@) =u'lnaxa".
« a>1(lna > 0): strictement croissante, de 0 (en
-00) a +oo (en +oo) ;
+ 0<a<1(lna<0): strictement décroissante, de -1 1 ¢
~ X - .
+0o (en -o0) a 0 (en +) ; (%) = a™* : courbes symétriques par
rapport a (Oy)

- a=1: constante, égale a 1.

A

- . X 12
Démonstrations. a**V = e(x+y)lna - exlnaeylna : (GX)V - eyln(a ) = exylna : (exlna) = lna x exlna ale
signe de Ina. Enfin (a¥)" = (Ina)?a* > 0 sia # 1: les courbes sont convexes. Pour a > 1, avec

X
X=xlna: i—n =(ln a)”)% — +o00: a* 'emporte sur toute puissance de x.

Maths Olympiad a
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Exemple : calculer avec des bases quelconques

¢ 221 5% 2X42=0: X=2¥>0, 2X2-5X+2=(2X-1)(X-2) =0, donc2X=%ou2X=2:
S={-1,1}.

8 (%)XZ_1 > (%)X : comme 2 = (%)_2, C'est (%)Xz_1 > (%)_zx, ett (%)t est décroissante :

X2-1<-2x & x2+2x-1<0: s=[—1 -2, -1 +\/2].
; s _In2 g x100 . 1000 4
-(rr")=lnrrxrr";(2 X)=—2X(x>0); lim —— =0, bien que 1,01 22,110
2 ,X x—+c0 1,01
soit trés inférieur a 1000'%° = 10399,

[ La base e est la seule qui convienne

Soita>0. Onaa*>1+x pourtout réel x sietseulementsi a-=e.

X_1 exlna_—l

Démonstration. Si a = e, c'est l'inégalité fondamentale. Réciproquement, a ~ ~ xiha *
lna Y lnasia=1(et0sia=1). Sia“21+xpourtoutx: pourx >0, GXT1 = 1 poly
X—

X <0, ‘JXT1 < 1. Par passage a la limiteen 0*eten 0 : lna=1etlna<1,donclna=1eta-=e.
Géomeétriquement: parmi les courbes de x = a*, seule celle de exp admet y = x+1 pour tangente
en 0.

© Fonctions puissances x°

B Définition : puissance d’exposant réel

Soit a € R. Pour tout x > 0: 7 = ol (c’est la section 7, la variable étant cette
fois dans la base).
Pour a rationnel, on retrouve les puissances connues ; x‘/z, x™ n'ont de sens que pour x > 0.

A

B Propriétés (x,y > 0; a, B réels)

© xOxB = xB () = X, (xy)® = x®ye, In(x9)

alnx. y xe P
- . - ’ a —_ ’ //
- Dérivée : (x%) = ;e‘“”" = lax]; oy = ,/
au u*' (u>0); poura # -1, une primitive de 7 I
Xa+1 o
x% sur ]0, +oo[ est .
a+ 1 1
. . -
«a > 0: croissante, de 0 (en 0*) A +© ; a < 0
: décroissante, de +0 a 0. Si a # 0, c'est une - ] "

bijection de ]0, +oo[ sur lui-méme, de réciproque P o
1 x® et xz : réciproques, symétriques par
X > Xa. A
rapportay = x

« Convexité : (x%)" = a(a - 1)x%2 : convexe si a > 1

oua<0,concavesiO<a=<1.
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B Prolongement en 0 et demi-tangente (a > 0)

a -
Comme x% - 0 en 0%, on prolonge par continuité en posant 0% = 0. Le taux ZulUpe x4

tend vers 0 si a > 1 (demi-tangente horizontale), vaut 1 sia = 1, et tend vers +co si 0 < a < 1
(demi-tangente verticale).

A

B Comparaison et croissances comparées (a, B réels > 0)

POSition:Si0<X<1, a<B =>Xa>XB; SiX>1’ a<B =>Xa<xl3 (Caral_) ealnXest
monotone, selon le signe de [n x).

ln x B . . a
(Inx) =0 lim x?|lnx|B=0 lim 2= =0
X—+00  X& x-0* X—+00 eBX
B . ln x)B B B
Démonstrations. Avec X = x%/B = +c0: (Inx) = ( lnx) = (E x ln_X) — 0 ; en0*, onposet-= iy
Xa xo/B a X X

a X
Enfin % = e X-Px _ e—x(B—a“‘T) 50
e

Exemple : avec des exposants irrationnels

Sis V2
- x2-2 (x>0) & x=22=22 ; x"<x3 & 0<x<1 (position, avec 3 < m).

, -2
. ((1 + xz)n) = 2mx(1+ xz)”_1 : une primitive de 1 o sur 10, +oo[ est X
xV2 1-2

2
q q q q a a . 2 252 2
 Unirrationnel puissance un irrationnel peut etre rationnel: (\/5[) = \/5[ =2 =2.

2 2
Si \/?f est rationnel, le couple (\/5, \/5) convient ; sinon, le couple (ﬁf, \/5) convient!

© Etudes complétes
L e Lt s neoncion e

1. Domaine. 2. Limites aux bornes (croissances comparées), prolongements, dérivabilité
aux bornes. 3. Signe de f': comme e" > 0, on factorise par 'exponentielle ; le facteur
restant est souvent étudié par une fonction auxiliaire. 4. Branches infinies et positions. 5.
f” : convexite, inflexions. 6. Tracé.

9.1 Une asymptote oblique et un minimum caché

Exemple: f(x)=(x-1)(1-e*)=x-1-(x-1)e™ surR

1. Branches infinies. En +o : f(x) - +o0, et f(x)-(x-1)=-(x-1)e* =-xe*+e* - 0
: la droite A : y = x - 1 est asymptote oblique. Position: f(x) - (x - 1) a le signe de 1 - x
g C}c est au-dessus de A sur ]-co, 1[, au-dessous sur 11, +oo[ ; elle la coupe en A(1,0). En -co
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f(x) 1

:X-1—-> -cet1-e* - -0, donc f(x) » +oo, et —~ - (1 - ;)(1 -e*) -» -oo: branche

parabolique de direction (Oy).

2. Variations, par une fonction auxiliaire. f'(x)=1-e*+(x-1)e*=1+(x-2)e* =e*g(x)

avec g(x) = e¥+x-2. g est continue et strictement croissante sur R (g'(x) = e¥+1 > 0),

de -co0 a +o0 : elle s'annule en un unique réel a. Comme g(0,44) =~ -0,007 et g(0,45) ~ 0,018 :

a €]0,44;0,45[. f"<0sur]-oo,af, f'>0sur]a,+ool.

3. Valeur exacte du minimum. g(a) = 0 donne e® = 2 - q, donc e® = 21? et f(a) =
1 (1-a)?

(a—1)(1—2_a)= -5 |=-0.20.

4, Convexite, points remarquables. f"(x) = e* -(x-2)e™* = (3-x)e™*: C; est convexe

sur J-oo, 3], concave sur [3, +oo[ ; I(3, 2- 2e‘3) = (3;1,90) est un point d’inflexion. f(x) =

0 & x=1oue*=1: C; coupe (0Ox) en O et en A, avec les tangentes y = -x (en 0) et

y=( —1)(x—‘l)(enA).

e

Y
X =00 a +00
4 4
F() - 0+
+00 +00 37
£ \ / Cp\ 2
_(1-0)? 11
f(a) =~ -0,20 : minimum de f sur R © - N

9.2 Un prolongement et une demi-tangente

Exemple: g(x) = (x + ‘I)e'% six>0, et g(0)=0

. 1 . .
1. Continuité en 0. —% — -0 en 0", donce™x —» 0 et lerl g(x) =0 =g(0): g est continue sur
x—0*

[0, +eo[.
PP x)-9(0 1 .
2. Derivabilité en 0. Avect = % — +00 : M = (1 + %)e X = (1+t)e - 0 (croissances

comparées). g est dérivable a droite en 0, g;(0) = 0 : C, admet en O une demi-tangente

horizontale.
. . , 1 1 1 x2ex+1 -2 .
3. Variations. Pour x>0: g'(x)=ex +(x + 1)ﬁ e x = v e x >0: g eststrictement
croissante sur [0, +oo[, et g(x) — +o0 en +co,
ore a 1 |
4, Asymptote et position. g(x) - x = x(e X —1) +ex, etavect = % - 0" : x(e X —1) =

et-1

— -1. Doncg(x)-x —» -1+1 =0: ladroite A : y = x est asymptote en +oco. Pour
1

S R 1

x >0, linégalité stricte ex > 1+ > = X1 donne (x + 1)e"x < x : C, est au-dessous de A.
N B v (12 11 T\
5. Inflexion. g'(x) = (1+;+F)e x donne g”(x) = (_ﬁ_F+;(1+;+;))e x =

1 . . .
=X o7 : convexe sur]0, 1], concave sur[1, +oo[ ; I(1, %) estun point d’inflexion, de tangente
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X 0 1 +00

+00 y C

o IN

=0,74; 21,10 7,

@ [négalités et suites

: 1\ n+1 : 1\"
Pour tout entiern=1: (1 + E) <e< (1 + F) et lim (1 + H) =e.

n—+co

1 - . - . - ~ ~ .
Démonstration (par 'exponentielle). en > 1 + % (inégalité stricte, % # 0); on éléve a la puissance n

.. n - 1 1 . n+1

(nombres positifs) : e>(1 + %) . Demémee ™ > 1 —n11 = I, donceni < ”ni, puis e < (1 + %) )
1\" 1 up e

Avecun=(1+—) etv=u(1+—): 0O<e-u,<v,-u, =—<—= >0 Pourn=10:
n n n n n n n n n

2,593+ <e<2,853..

n
ll Théoréme: (1 + %) - X

2 n
Pour tout réel x et tout entier n > |x| : eX (1 - X—) < (1 +5) < e, donc
n
lim (1 + 5) = eX,
n— +0o n

Démonstration. Comme n > |x]|, les réels 1 + % et1- % sont strictement positifs. Majoration :

X o on s < 0 . . ~ _X
0<1+ % < en, puis on éeleve a la puissance n. Minoration: de méme 0 < 1 - % < e n, donc
n
(‘I - 5) <eX et
n

i Ly -2

(1-2) n "

par l'inégalité de Bernoulli (1 +h)" > 1+nh (h = —;‘—2 > -1, chapitre 3). Les gendarmes concluent.
n n
Ainsi (1 —l) -1 et (‘I +3) —Ye?:
n e n
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Exemple : une suite récurrente et UIAF : up=-1u

— pl, _
pep=€n-2

Soit f(x) =e*-2etl=[-2,-1].

1. Stabilité. f est croissante, f(-2) = e2-2 = -1,86 et f(-1) = e ' -2 = -1,63: f(I) =
[f(-2), f(-1)] c I, donc u,, € I pour tout n (récurrence).

2. Point fixe. h(x) = e -2-x vérifie h’'(x) =e*-1<0surl; h(-2)=e2>0eth(-1)=e'-1<0
: 'équation f(x) = x a une unique solution £ € ]-2,-1[ (£ = -1,841 4).

3. Convergence. Sur |, |f'(x)| = e* < e ; U'lAF entre u, et ? (tous deux dans /) donne |u,,-?| <
% |u, - 2|, puis par récurrence

lug -8l 1 .
— < — (car ugy,? €, intervalle de longueur 1).

lu, -2| < - =

Donc lim u, =¥, et |u, -¢| <107 dés que e" > 1000, soitn 2 7.

n—+oo

Exemple : une suite implicite : x,' % = 1

1. Existence. Pour n 2 1, ¢ (x) = x"e* est continue et strictement croissante sur ]0, +co[
(@) (x) = (n+x)x""e¥ > 0),de 0 a+co: il existe un unique x_ > 0 tel que @, (x. )= 1. Comme
p,(1)=e>1: 0<x, <1.

2. Monotonie. ¢, . (x,)=x @ (x )=x,<1=¢, (X ), et . estcroissante: x <x, .. La
suite (x,) est croissante et majorée par 1: elle converge.

.. _n 1 -
3. Limite. En prenantleIn: ninx, +x, =0, donc x, =e " et e <x,<71:|limx, =1}

e -1

4. Vitesse. n(1-x,) = n(1 —e'T") = X, x avec h = XT" - 0: [limn(1-x,)=1]| soit

n

]
Xy = 1= (x; = 0,567, X, = 0,913, X, = 0,990.)

n

@ Les piéges classiques

X Faux v Vrai

e? x eb = e e x eP = 9" : st (e9)” qui vaut e

In(e*+e¥)=x+y In(e*eY) = x+y; lelndune somme ne se sé-
pare pas

(e = e et 2% = (23)? (e = e ; 2% =29 = 512 mais (2°)* = 64 : a*f
se lit al®)

x - e"X et x - In(e*)sontla méme fonc- | méme expression x, mais domaines ]0, +oo[ et
tion R

X=eX: X>2+X-2=0donneS={0,In(-2)} | X = -2 estrejeté carX >0: S ={0}

(1)X < (1)2 = x<2 labaseest<1: t+ (l)t décroit, et c'est x > 2
2 2 ’ 2 !

(eU)’ =e' ou (eU)’ - eu’ (e“)' -y el

(x¥) = x - x<7 ni a*, ni x¥: (eX"%) = (1 +lnx)x*

une primitive de x e* est % e* c’est (x - 1) e* (identification) : on ne primitive

pas un produit facteur par facteur
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% 1

lim (1 + )1—() =1 («1®=1») « 1%° » est indéterminé : e"“‘(“E) >el=e

X— +00

lim x%e* = -0 la limite vaut 0 (croissances comparées)

X—-00

. 1 . ..

lmg)ex = +00 +00 en 0%, mais 0 en 0™ : pas de limite en 0

X

f(—; — +00, donc e* > x3 pour tout x > 0 faux: e? = 7,39 < 8 = 23 ; une limite ne dit rien
pour un x donné

X - X% (a > 0 réel) est dérivable en 0 seulementsia = 1; demi-tangente verticale si
O0<ac<1

x + a* est croissante pour touta >0 seulement sia > 1; décroissantesi0O<a< 1,
constantesia=1

@ Les astuces des concours

¥ Astuce de concours : e* > 1+ x encadre un produit

t ~ . . - . - ~
Pourt > -1: |eit <1+t<et| (a droite, linégalité fondamentale ; a gauche, elle donne

t
et >]--L =

1ot 14t

et on inverse). C'est l'encadrement ﬁ < In(1 +t) <t du chapitre 5, lu « a

l'envers ».
n 2
. .. R\ s . sk . : R/n
o = —_ M < n2 = n —_— =
Application: P, k|:1| (1 + n2)' Adroite: P < e e (section 2). A gauche, TR
8 . 2 d'ot P >e” o = ez. Ainsi JesP < e et |limP. = Je
n2+k n2+n’ n- S Tonc = U

¥ Astuce de concours : poser X = e*, puis isoler le paramétre

Pour quels réels m a-t-on e>* - me* +1 > 0 pour tout réel x ? Quand x décrit R, X = e* décrit
tout ]0, +oo[ (bijection) : la condition s’écrit X2-mX +1 > 0 pour tout X > 0, soit m < X+)1—( pour

2
tout X > 0. Or X + ;—( -2 = @ > 0, avec égalité pour X = 1: le minimum de X + )1—( sur ]0, +oo[

vaut 2 et il est atteint. Réponse: (pour m = 2, lexpression (e* - 1) s'annule en 0).

Y Astuce de concours : les fonctions hyperboligues (définies dans I'énoncé)

eX+e X _ eX-gX a Sh_X a e2x_1 . . _ e16+e—16
S shx = > thx = Jin B ezmz (sectlczm 2): comparer avec cos 0 = —
(chapitre 6). Tout se vérifie en revenanta e*: ch“x-sh“x =e*e™ =1, ch’ =sh, sh’ =ch,

th’ = -~ = 1-th°

Onposechx =

ch? =

- th est continue, strictement croissante, de -1 a 1 : bijection de R sur ]-1,1[, et y =
w1 +Y 1, 1+y
thx < e*=z=— &< x==Iln—.
1-y 2 1-y

X I
» Une identité par la dérivée: (2 arctan e¥)’ = Ze . 1 o (arctan(sh x)) = G
1+e2x chx 1+sh?x
CQ—X. Ces fonctions different d’'une constante sur lintervalle R; en 0 : g et 0. Donc
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arctan(sh x) = 2 arctan (e) - g pour tout réel x.

Y Astuce de concours : x* et x'* s une seule étude pour deux fonctions

g(x) = x* = "X sur 10, +oo[ : g’(x) = (1 + ln x) x¥, min-

imum g(%) - ez = 0,69. Comme xlnx — 0 en 0",

g(x) = 1: on prolonge par g(0) = 1, et 900 - =
E . X .
xlnx — 1 x (-0) : demi-tangente verticale
xlnx
en (0,1)
l nx
h(x) = x¥ = e'% (%)X - e¥, donc |h(x) = 11 . Sans
9(3)

calcul: h croitsur]0, e], décroit sur [e, +oo[, de maximum
1
h(e) = =ee=144; h>0en0" eth - g(0)=1

9(z

en +oo.

Y Astuce de concours : comparer a° et b°

Poura,b>0: a? <b? < a@ < bb (élever a la puissance ;—b >0) < h(a) < h(b), avec h
ci-dessus.

« e<3<methdécroit sur [e,+oo[ : h(3) > h(m), donc (31,54 contre 31,01).
3 2
- J2<\3<eethcroitsur]o,e]: h (\/5) <h (\/5), donc \/?f < \/5[ (1,82 contre 2,17).

- Toutes les solutions réelles de a® = b% 0 <a < b. On pose b =ta (t>1): a® = (ta)? <
al=ta < a"'=t, dou

1 t

a=tei,  b=tti  (t>1). Pourt=T+1: a=(1+%)”, b=(1+%)"”_

N
~

z 9
n=1:24=42;: n=2: %) & = (27)". Et quandt — 1%, a et b tendent vers e (section 10) :
on retrouve le sommet de h.

Y Astuce de concours : une limite cache un nombre dérivé

. XX—1_ , B . (1+X)Tf_'|_ . esin2x_esinx_ , B B
LE= SRt s AN

(nombres dérivés en 1 de x — x* et de x = X7, puis en 0 de ¢(x) = e5"2* - eS"X qui vérifie
©(0) = 0). Plus subtil : w(x) = e* - x® vérifie w(e) = 0 et Y'(e) = e® - e x e®' = 0, donc

X _ e
lim &=
x—»e X-e

=0: les courbes de x — e* et de x —» x® sont tangentes au point (e, e°).
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© L'essentiel du chapitre en une page

r

.

Définition (réciproque de [n)

=y & x=Ilny (xeR,y>0); e¥>0.
In(e*) = x sur R; e = y sur ]0, +col.
e’=1, e' =e=2,718; courbes de exp et In
symétriques par rapportay = x.

Algébre (a, b réels, r € Q)

ed*? = g gb ed= L et &
ed eb
(e?) = e ed = e3.

Equations, inéquations
e?=e’ < a=b e?<e® < a<b

e* = R: aucune solutionsikR<0, x=Ilnksik>0.

Poser X = e¥ avec X > 0 ; multiplier par e* > 0.

Dérivée, courbe
(e¥)' = e (dérivée de la réciproque) ; convexe.

Tangenteena:y=e%x-a+1); en0:y=x+1.

(égalité si et seulement si x = 0).

Limites usuelles (n € N*)

. M . M .eX-1

lim e*=0 lim e =+00 lim =1
X—-00 X—+00 x—0 X

. e . .

lim — =+00 lim x"e*=0 lim x"e*=0
X—+00 XN X—>+00 X—-00

En +o0: lnx « x" < e,
U-o-o=e' 50; u—-l=e—>e

Dérivées et primitives (u dérivable sur /)
(e") =u’e': e'alesvariations de u.
u' e’ e eaxsb s 1 gaxsb (a#0)

a
(ax + b)e* v (ax + b - a)e* (identification).
Etude d’une fonction
Domaine ; limites, prolongements ; signe de f’
(on factorise par e¥ > 0, fonction auxiliaire) ;
asymptotes et positions ; f” ; trace.
Base a (a>0)
a* = eXlna (@) =Inaxa
croissante si a > 1, décroissantesi0O<a< 1.
a*¥=1+xpourtoutx < a=e.

Puissances (x >0, a € R)

XY = ealnx (Xa)' - axa—1
a>0:0%=0;demi-tangente en 0 horizontale si
a>1,verticalesi0O<a<1.

B a
(lr;(:) -0 et % - 0en+oo (a,B >0).
Suites

n n+1 n
(103 <125 o3 e
IAF: |f'| < k< 1surlstable = |u, -£| < R"|u,-2|.
Astuces
t>-1: eticl1+t<el
a® <b® < as <bb ; Xxx est maximal en e.
u' =e'"t. xXest minimal en %

Une limite % : peut-étre un nombre dérivé.

Bon courage ! La régularité bat le talent.
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

@ Niveau | «- Bases

Exercice 1 Régles de calcul » corrigé p. 38

6
1. Simplifier : A = 2"%*"2 B - [n\/e3 - [n (e'%), C=en9n3 p = (e%lns) et, pour x réel :
f(x) = eIn(e”), g(x) = 42 (v 4 0), h(x) = In (e +e*)-In(1+e™).

ex-1

2. Montrer que e? + e® > 2e7 (a,b € R), avec égalité si et seulement si a = b, et en déduire que
1 .
e+ e >2e73 (x € R). Comparer e/23 et e/, puis ee3 et e (1 < %).

Exercice 2 Equations, inéquations, systémes * corrigé p. 38
Résoudre dans R a) a d) (domaine d'abord), puis dans R? les systémes (S,): e - e? = 15 et
e¥-e¥=3; (S,): e’ =eetlnx+Ilny=1In2.

a)e¥+eX-4eX-4=0 b)eX-2<3e* o) ln@E-Nsx-2 dJex+2=e2+1

Exercice 3 Limites usuelles * corrigé p. 38
Calculer, en précisant l'outil utiliseé :
X _ 43 3X _ T+x _
a) lim x“eV* b) lim £—X c) lim el ) lim & €
X—>+00 x—+00 X X + 1 x—0 ln(1 + 2X) x—0 X
1 % 1
e) lim x(e} —1) f) lim (X+1) g) lim xVx h) lim (e*-1)x
X—>+00 x—+c0 \ X = 1] X—0* X—>+00
Exercice 4 Dérivées et primitives * corrigé p. 39

o 0 X .. 1 _X_
1. Dériver: a) 57 (sens de variation ?) ; b) x?ex (x 2 0); c) e ; d) e*\J1 +e2x.

2. Déterminer une primitive de chaque fonction sur R (sur ]0, +oo[ pour ¢)) :
1

2Xx 5 . X _ p=X
a) x2eX’ b) —= & d)sinex)ex ) L f) & €
V1 + e2x X2 1+ eX eX + X

3. Trouver les réels a et b tels que F(x) = e?*(a cos x + b sin x) soit une primitive de e®* sin x sur R.

Maths Olympiad @



Chapitre 7+ Fonctions exponentielles 2° Bac Sciences Mathématiques

Exercice 5 Base a et puissances réelles * corrigé p. 39

2
1. Résoudre: a) 31 -3"*=8; b)2*x5"=20; O (1) 2(1)"; d)x” = (V)" (x> 0.

2. Pour quels m la fonction x — (2m-1)* est-elle strictement décroissante sur R ? Dériver x" + 1%,
\/}
X

3. Soit h(x) = x/3 et R(x) = xf (x > 0), h(0) = R(0) = 0 : dérivabilité en 0 ? position des courbes ?

Exercice 6 Une premiére étude * corrigé p. 39
Soit f(x) = (x* - 3)e* sur R, et C; sa courbe.

X) en +oo ; interpréter.

1. Limites de f en - et en +oo, et de L
2. Montrer que f'(x) = (x + 3)(x - 1)e* ,tableau de variations, signe de f, tangente T en 0.

3. Montrer que C; a deux points d’inflexion. Nombre de solutions de f(x)=m (m e R) ?

Exercice 7 Lexponentielle complexe * corrigé p. 40
Pour z=a+ib (a,b € R), on pose e? = e%'® = e%(cos b + i sin b) (prolongement de exp et de e'®).
1. Montrer que e?e? = e?*7, |e?| = eReZ ez = 7 et e? # 0 pour tous complexes z, z'.

2. Montrer que e =1 < z € 2inZ, puis que e’ = ez' — z-7 €2inZ.

3. RésoudredansC: a)e?=1+i\/3; b)e?=-e; c)e??-2e?+2=0.

Exercice 8 Suites et exponentielle * corrigé p. 40

1. Soit u, = 2" : montrer que (u,) est gé¢ométrique ; calculer S, = Uy+-+u,etlims . Limites
1
de: )n e\/ﬁ; b):—:; c) Yn=nn; d)2n3;n”2.
2. Soitv, =-1etv, , =e' - 1. Montrer que -1<v, <0, que (v,) est croissante (utiliser e* = 1 + 1),
puis qu’elle converge vers 0.

@ Niveau 2 - Bac

Exercice 9 Limites: le bon outil »x*x corrigé p. 40
Calculer (pour c) et e), penser aux accroissements finis ; pour f), a une somme géomeétrique) :

X _2x tanx _ 1 1
a) lim Zalet b) lim — c) lim x2 (e} -em)
x=0 X x—>% Lx - X—>+00
X _ pSinx r
d) lim e*(ln(e** +eX)-2x e) lim&—¢ lim =) en
) X—+00 ( ( * ) ) ) x—0 X - S|nX n—+oco N Z
Exercice 10 Probléme: la fonction (x - 2)e* + x +2 * % corrigé p. 40

Partie I. Soit g(x) = (x - 1)e* + 1. Etudier g ; en déduire que g > 0, avec égalité seulement en 0.

Partie Il. Soit f(x) = (x - 2)e* + x + 2 sur R, C; sa courbe (repére orthonormé) et A : y = x + 2.

1. Limite de f en -0 ; montrer que A est asymptote a Csen-oo; position de C; par rapport an?
Limites de f(x) et de @ en +oo ; interpréter.

2. Montrer que f'(x) = g(x) ; variations et signe de f. Montrer que f est une bijection de R sur R.

3. Etudier la concavité de C; ; montrer que O est un point d’inflexion a tangente horizontale. En
quel point B la tangente est-elle paralléle a A ? Tracer A et ¢ (e =2,72).
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4. La réciproque f~' est-elle dérivable en 0 ? en 3 - e (calculer alors (f'1)' (3-¢e)?

5. Déduire de 2. que e* < 2% si0 < x <2 (et 2 si x < 0), puisque e< 3 et /e < 2.

Exercice 11 Probléme : la fonction In (2 + e™¥) et une suite * % corrigé p. 4l

Soit f(x) =ln(2 +e™™) sur R, C; sa courbe (repére orthonormé) et A : y = -x.

1. Limite de f en +oo ; interpréter (position ?). Montrer que f(x) = -x + n(1 + 2€*) ; en déduire la
limite en -oo, et que A est asymptote a Csen - (position ?).

2. Montrer que f'(x) = 'ﬁ ; variations, convexité, tangente en 0. Tracer C; et ses asymptotes.

3. Montrer que f(x) = x < e?*-2eX-1=0;en déduire l'unique solution a = In (1 + \/5)

4. Soit | = [In2,ln 3]. Montrer que f(I) c I et que |f'(x)| < % pour tout x € I.

n+1
5. Soitu, =In2etu,,, = f(u,). Montrer que u,, € I, puis que |u,-a| < (%) (onaa-ln2=0,188).
Limite de (u,) ? Trouver n, tel que |u, - a < 1076 pour n 2 ne.

Exercice 12 Probléme : la fonction x e X 5 x corrigé p. 42
Soit g(x) = x ed™@"X syr R, C sa courbe, D : y = eg(x -1)etD :y-= e'g(x -1).

-arctant_q 1

1. Limites de g en too. Montrer que tllng -

2. Avec arctan x = g - arctan % (x > 0), montrer que D est asymptote a C en +oo ; de méme, D’ en
-00,

3. Alaidedee' >1+uetdearctant <t (t>0), montrer que C est au-dessus de D sur ]0, +co[.

2 o o .
4. Montrer que g'(x) = %eama“ et g"(x) = Lﬁ)ea“ta"". Variations, tangente en O, point
+X

(102)°
d’inflexion. Tracer D, D’ et C (e2 =~ 4,81, e 2 = 0,21, e"3rta"2 »  33).
Exercice 13 Base a: équations et tangentes * corrigé p. 42

1. Résoudre : a) 4% - 3%2 = 3%*7 = 22x°1 . p) XX 5 ot . ¢) x19%X = 16x3 : d) 2¥3Y = 12 et 3%2Y = 18.

2. Soita >0, a # 1. Montrer que la courbe de x ~ a* a une seule tangente passant par O, et que
son point de contact est sur la droite y = e.

Exercice 14 Puissances réelles : deux inégalités » x corrigé p. 43

Soit a €]0, 1[.

1. Etudier (t) = 1+t% - (1 +t)* sur [0, +oo[ ; en déduire que (a + b)* < a® + b® pour tous a,b 2 0 (et
sia>17?).

2. Etudier p(x) = x* + (1 - x)* sur [0, 1] ; en déduire que a® + b* < 2'%(a + b)* pour tous a, b > 0.

3. Montrer que 3x+y < x+ 3y < {J4(x +y) pour x,y 2 0, et que Y2 + /3 </10.

Exercice 15 Les courbes de exp etde In » % corrigé p.43
Soient E et L les courbes de exp et de n (repére orthonormé), symeétriques par rapportad : y = x.
On rappelle que e* - x > 1 et x - Inx = 1, avec égalité si et seulement si x = 0, resp. x = 1.

1. Soient A(a,e?) € E et B(b,Inb) € L. Montrer que A et B sont de part et d’autre de A, puis que

AB > /2 (la distance de M(x, y) a A est 'X—\/'%"). Cas d’égalité ?

2. Soity > 0. Etudier x = e* - xy sur R ; en déduire que xy < e*+ylny-y pourtous x € R,y >0,
avec égalité si et seulement si y = e* (interpréter).
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Exercice 16 Une suite implicite * % corrigé p.43
Pour n € N*, soit @, (x) = €™ - x -2 sur R.
1. Etudier , ; montrer que @, (x) = 0 a exactement deux solutions ¢, <0< x_, et que ¢, < —“‘T”

2. Montrer que “‘T2 <X, < “‘73 pour n 2 2. Calculer @, ,(x,); en déduire que (x,) est décroissante.
Limites de x, et de nx, ?

In2

3. Montrer que n(nx, - In2) - 2. Montrer que -2 < ¢, < -2+ 1, puis que (c, +2)e*" - 1.

@ Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Une famille de courbes * * x corrigé p. 44
Pour m € R, soit f, (x) = e* + mx? sur R, et C,, sa courbe.
1. Montrer que les courbes C, ont un point commun, et la méme tangente en ce point.

2. Montrer que C,, a un point d'inflexion si et seulement sim < 0 (il est alors unique), et que ces

points décrivent la courbe T : y = ¥ (1 - %)

3. Etudier h(x) = & ~ sur R*. En déduire, suivant m, le nombre de points de C_ atangente horizon-
tale (m = —g ?)
4. Sim > 0, montrer que f, a un minimum, atteint en x, < 0, et que le point correspondant est

sur la courbe y = e"(1 - %) Limites de x,, quand m — 0%, quand m — +c0 ?

Exercice 18 Une dérivée n-iéme remarquable * * % corrigé p.44
1, 1

Pourn e N et x # 0, on pose f,(x) = x"'ex (ainsi f,(x) = %ex).

1. Calculer f; et f7. Montrer que f, , =nf, - f, _, pourtoutn >1.

2. Montrer par récurrence (sur deux rangs) que f(”)(x) = ( ) ex pourn >1etx # 0. En déduire
(4)
(x ex) et les limites de f(" en 0* et en 0".
Exercice 19 La fonction (1 + x)% * %k * corrigé p. 44

Soit f(x) =(1+ x)% pour x € ]-1,0[u]0, +oo[, et f(0) =

1. Montrer que f est continue en 0. Limites de f en -1* et en +o0 ?

2. Alaide de In(1+x) > L (x > -1, x # 0), montrer que f est strictement décroissante sur ]-1, +oo[.

3. Montrerquex-7< (n(1 +x)<x-7+ 3 Jsix> 0, etx 2 2;‘ < In(1 +X)<X-—SI -= _xso;
en déduire que f est dérivable en 0, avec f'(0) = 5.

n
4. Tracer la courbe de f et sa tangente en (0, e). En déduire lim n (e - (1 + %) )

n—+oo

Exercice 20 Approcher e* par des fractions rationnelles * * * corrigé p.4S

1. Soit F(x) = (x? - 6x + 12) e* - (x? + 6x + 12) Calculer F(0), F'(0), F”(0) ; montrer que F"(x) = x%e*.

En déduire le signe de F, puis que e* > izgﬂ pour x > 0.
2. Soit G(x) = (6 - 2X)€ - (x® + 4x + 6). Montrer que G < 0 sur R ; en déduire que e* < "6*‘*2"*6 pour

X < 3. Avec x = -, en déduire que 2,718 < e < 2,723 (comparer avec l'exercice 10).
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Exercice 21 Léquation cosx = e™* *x* corrigé p.4S
Soit h(x) = cos x - e™* sur R.
1. Montrer que h < 0 sur ]-oo, 0[, et que cos x > 0 si h(x) = 0 et x > 0. Montrer que h s'annule en 0
etenunseulb, e ]0, g[ (étudier h”, puis h’).
2. Soitk € N*. Montrer que h s'annule une seule fois sur]an - %,2/211], ena,, etsur[an, 2R + %[,
enb,.
k

3. On pose s, = a, - 2Rm + g ett, = 2Rm+ g - b,. Montrer que sins, = e™%, que s, - 0, puis que

s,€%™% - 1. Montrer de méme que t, e2™> — 1.
. e o n
Exercice 22 La limite de (1 + %) dans C * * corrigé p. 46

Soitz=a+ib(a,b € R), e* = e%(cos b + i sin b) (exercice 7) et, pour tout entier n > |a|, w, =1+ %

aZ+b?

n
1. Montrer que |w, |" = (‘I S )2 tend vers e“.

2. Montrer que 6, = arctan % est un argument de w,, et que n6, — b.
2 4nif z\" Z (] Qe im\" %
3. En déduire que (1 + —) — e’. Limites de (1 + —) et de (1 + —) ?
n n n

Exercice 23 La meilleure droite pour approcher e* * % » corrigé p. 46

Pour p affine, on note E(p) le maximum de |e* - p(x)| sur [0, 1].

1. Calculer E(p) pour la tangente p,(x) = 1+x et pour la corde p,(x) = 1+(e-1)x. Soient ¢ = In(e-1),
6 = %‘”k et p*(x) = (e - 1)x + 1 - 6. Etudier d(x) = X - p*(x) sur [0,1] : montrer que
d(0) =d(1)=6,d(c)=-6, et E(p*) =6 (6~ 0,106).

2. Soit p affine. En supposant E(p) < 6, étudier le signeder=p-p“en0,enceten1;conclure
que E(p) =2 6. Montrer que p* est la seule fonction affine telle que E(p) = 6.

Q Niveau § - Concours

Exercice 24 Lasuiteu,,, = u, e™"n *xxxx corrigé p. 46
Soit u, €]0,1], u,,, = u,en. Onadmet: In(n+1) < H < 1+Ilnn(H, = ¥}, %), Yh % < 2,
Sh.,—=<3.

= kJF
1. Montrer que (u,) est a valeurs dans ]0, 1], décroissante, de limite 0.

U o 1
2 T u

<

-n
2

+

N |3:N

2 2 3 .
2. Montrerqueu+“7se”—1su+”7+“7pourue[0,1],pU|sque1+ —uls1+

n+1
3. En déduire que - >n+1,puisque - <n+A+2lnn(n21),avecA= L+ Limite de nu, ?
n n 0

4. Montrer que u, 2

1_ A - 1 (2 1
E—kﬁ(kﬂ),pwsquem—n(m—n)e5.

5. Soitx, € Retx, , =x, +e*. Montrer que x, -lnn — 0.

. n+X - ~
Exercice 25 Quand (1 + %) decroit-elle ? * xx corrigé p. 47

n+
Pour x € R et n € N*, soit u_(x) = (1 + %) “et, pourt > 0, g,(t) = (t+x)In (1 + %)

1_ 1 1
1. Montrer que - -5 < ln(1 + ?) <

2t+1

S Pour tout t > 0 (pour la seconde, étudier la différence).

2. Si x 2 7, montrer que g; < 0 sur ]0, +oo[ ; en déduire que (u,(x)) est strictement décroissante.
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3. Six< %, montrer que g,(t) > 0 pourt > 117 Conclure (x > = est nécessaire et suffisant).

1

2
A 1)\" 1\1*3

4. En déduire que (‘I + H) <ec< (‘I + H) (n 21); encadrer e avec n = 10.

Exercice 26 Pile ou face : une inégalité de concentration * % x % corrigé p.47

-t ols

i : et 8 el t (tudier £ - In €25
C- stpourt 20, puis que &= s €2 pour tout réel t (tudier 5 - In £4-).

et+et
2. Pour chacune des 2" suites € = (g,,..,&,) € {-1,1}", soit S(¢) = &, + - +€,. Montrer que

5, eSE) = (et + e‘t)n (récurrence sur n).

1. Montrer que

3. Soita > 0 et N, le nombre de ¢ tels que S(¢) = a. Montrer que N, e' < (e’ + e‘t)n (t > 0), puis
2

_a-
que N, <2"e™2n,

4. Majorer la proportion des suites de 100 lancers d’une piéce ayant au moins 70 « pile ».

. . 3 n

Exercice 27 Lalimitedey}_, (%) * sk Kk corrigé p. 43
. n NN g..enh

Soit S, = Th (&) = T,

1. Montrer que 1 - x < e pour tout réel x, et que 1-x 2 e X pour x € [O, %]

i\n
2. En écrivant S = 37 (1 - ]H) , montrer que S, < %

e-1
2
. P ; P .
3. Soit p € N*. Montrer que S, >e" n Zf:o e’ pour n 2 2p. En deduire que limS, = ﬁ
Exercice 28 Les exponentielles sont « indépendantes » * % x % corrigé p.48

1. Justifier que P(x)e™ — 0 en +oo (P polyndme, a < 0), et qu’un polyndme de limite 0 est nul.

2. Soienta, < - < a, réels, P,,..,P, polyndmes et A € R tels que Y}, P,(x)e?* = 0 pour tout
x 2 A. Montrer (récurrence sur m) que P, = =P _ = 0.

3. En déduire qu'il n'existe pas de polynomes P, Q # 0 tels que Q(x)e* = P(x) pour x = A, ni tels
que Q(x) In x = P(x) pour x > 0 (poser x = et).

2 A G o
4. Montrer que x - € ne peut pas s'écrire 3y . P,(x)e%* sur un intervalle [A, +oo[.

Exercice 29 Les polyndmes d’Hermite * % x % corrigé p. 49

1. Soit ((x) = ™. Montrer que ©™(x) = (-1)"H_(x)e™’, ol Hy,=1etH,,, =2xH, - H,. Calculer
H,, H,, Hy ; degre, terme dominant, parité de H, ?

2. Montrer que H, =2nH, , pourn 2 1, puis que H, , = 2xH, - 2nH, ,. Calculer H,,(0) (p € N).

3. Si g est dérivable sur ]-co, b] et g(b) = 0 = lim__ g, montrer que g’ s'annule sur ]-oo, b[.

4. Avec g (x) = H (x)e™ (g! = -g,.,), montrer que H_a n racines réelles distinctes (n > 1).

Exercice 30 Léquation e’ = zdans C *x* % corrigé p. 49

1. Avec e®b = e9(cos b + i sin b) (exercice 7), montrer que e? = z n'a pas de solution réelle, que Z
est solution si z 'est, et que a + ib est solution si et seulement si e cosb = a et e?sinb = b.

2. Montrer que, si b > 0, a +ib est solution si et seulement sisinb >0, a = |n ﬁ et ¢(b) = 0, ou

_ bcosb |, _b_
(p(b) = sinb sinb*
3. Montrer que ¢ s'annule sur ]Zkrr, 2R + g[ (k € N); en déduire une infinité de solutions z,,avec
|z,| — +oo.
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36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

O Eguations et inéquations

Toujours en trois temps : (1) le domaine ; (2) la transformation pare® = e® < a=b, €% <
e? < a<b, €=k < x-=Ink(seulementsik > 0);(3) devant e?*, e%, e3*..., on pose X = e
avec X > 0. Quand aucun calcul n'aboutit, on étudie une fonction : la stricte monotonie donne
lunicité, et et > 1 + t (égalité seulement pour t = 0) régle bien des cas.

Exercice 31 Le domaine d’abord * corrigé p. 49
1. Résoudre dans R les équations suivantes.

a)eX3=e  plel e )" =u4x-3  d) In(e>-e)=In6
2. Résoudre dans R les inéquations suivantes.
e)e’ X ced ) (e¥-2)(e*-3)20 g)Jex-3<e -1

3. Déterminer 'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes.

fi(x)=vexx-ex1  f (x)=1In (1 - e"z“') f5(x) = !

ex - ex

Exercice 32 Poser X = e* * corrigé p. S0
1. Résoudre dans R les équations suivantes.

a)e?*-2e¥-8=0 b) e -7eX+6=0 c)2e** -5 +2=0 d)eX—e'X=%

2. Résoudre dans R les inéquations suivantes.

e)3eX+2e¥<5 fleX-eX-eX+150 g)
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Exercice 33 Systémes et équations mixtes * * corrigé p. S0

1. Résoudre dans R? les systémes suivants.

(S,) e’ +e¥ =10 e2X — 3% 4 2% = (S,) e+ e = Y
Yix+y=In3 2" |x+2y=In4 3 |x-y=2In2
2. RésoudredansR: a)ln(1+eX)+In(1+e*)=2ln3 ; b)lne*-1)+In(eX+1)=1In3.
Exercice 34 Equations a paramétre * % corrigé p. S|

1. Soit m un réel. On considére 'équation (E,): (m-1)e** -2me*+m+3=0.

a) Résoudre (E,), puis (Eg) et (E_,).
2

b) Discuter, suivant les valeurs de m, le nombre de solutions de (E, ) (on utilisera le discrimi-
nant, la somme et le produit des racines du trindme associé).

2. Onsuppose que (E, ) admet deux solutions x, et x,. Montrer que x, +X, = n m+ 3. Déterminer
m pour que x, + X, = -ln 2, puis résoudre (E, ) pour cette valeur.
Exercice 35 Quand la monotonie résout l'équation * * corrigé p. S|

1. Résoudre dans ]0, +oo[ 'équation €X' + ln x = 1, puis l'inéquation e + lnx < 1.

2. Résoudre dans R 'équation e* + e = 2 + x?, puis l'inéquation eX + e™* > 2 + x°.
3. Résoudre dans R l'inéquation e > 1 + x.
4. Alaide du cas d’égalité dans et = 1 +t, résoudre dans R: a) es"* =1 +sinx ; b) 1 = X2,
. 2 . eX =1+ y
5. Resoudre dans R“ le systeme
e¥=1+x
Exercice 36 Léquation e = x" * % x corrigé p. S2

Soit n un entier naturel non nul. On note (E,) l'équation e* = x", d'inconnue réelle x.
1. Montrer que (E,) n'a aucune solution dans ]-oo, 0] si n est impair, et qu’elle en a exactement
une si n est pair (étudier x » e* - x" sur ]-o, 0]).

2. a) Montrer que, pourx >0: (E,) < lnT = %

b) Etudier lafonctionu : x — lnTx sur]0, +oo[ et en déduire le nombre de solutions strictement
positives de (E,) selon n.

3. Donner le nombre total de solutions de (E,) selon n (distinguer n =1, n = 2, n 2 3 impair, n > 4
pair).

4. Onprend n = 3. Montrer que les solutions a < b de (E;) vérifient1<a<2et4<b<5 (e? = 7,39,
e* =~ 54,6, > =~ 148,4), puis résoudre dans R l'inéquation e* > x> (en fonction de a et b).
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O Limites et croissances comparées

En +o0, e* I'emporte sur toute puissance de x, qui 'emporte elle-méme sur toute puissance de
[nx : on factorise le terme dominant. Prés d’un point, on reconnait un nombre dérivé (dont

X - ~ ~ . . - . - - - - .
lirrg) € " iy 1) ; au-dela, on encadre a l'aide d’inégalités démontrées par ['étude d'une fonction.
X—
Exercice 37 Croissances comparées * corrigé p. 52

ax
1. Soient a > 0 et n € N*. Montrer que lim e_n =+o0 et lim x"e ™ =0.
X

—+00 X X — +00

2. Calculer les limites suivantes.

o @@= . e3X . 3 x2 . X 2
a) lim b) lim —— c) lim x’e d) lim (e -e )
X—>+00 X ¢ X5 X—+00 (ex n X)3 X—-00 X—+00
In(x? + e n x)3 5 X
e) lim ( ) f) lim (Inx) im &> h) lim € —
X—+00 X + X—+00 e ln x X—+00 X10 X—+00 X" o ei
Exercice 38 Nombres dérivés cachés » corrigé p.S3

. .. <.ooed-1
En reconnaissant un nombre dérive, ou en se ramenant a lm?) — - 1, calculer:
u—

X2 4x _ arctan (e?* - 1 cosx _ X2 ox
im&—1  b) lim (e-1) o lim&—-1 g (jm&_=8
x=0 SIn2x x—0 X x=1 X-3 x=1 X-1
. In(2-¢% . ex +1 . eX+e*-2 . eX-ex
== Ninxn{SE) 9lnTma—  WinST
Exercice 39 Branches infinies * % corrigé p.S4

Pour chaque fonction, définie sur R : limites aux bornes, branches infinies de la courbe et, le cas
échéant, position par rapport aux asymptotes.

1. f(x)=ve2x+1-x.

X -
2. g(x) = x ix - 1 (étudier d’abord la parité de g).
2X
3. h(x) = ot (montrer que h(x) - (e¥-1) = 0 en +oo et préciser la position de la courbe de h

par rapport a la courbe ' : y =e*-1).

4. R(x) = In(1+x%e¥).
Exercice 40 Prolongements et demi-tangentes * % corrigé p. 54

1. Soit f(x) = V1 - e** sur R. Etudier la parité de f, ses limites en oo, puis sa dérivabilité a droite
et a gauche en 0. Interpréter graphiquement.

e*-1

2. Soit g(x) = si x > 0, et g(0) = 0. Etudier la continuité et la dérivabilité de g a droite

en 0, puis la branche infinie de sa courbe en +co. Montrer que g est croissante sur [0, +oo[ (on
étudiera h(x) = (2x - 1)e* + 1).
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3. Soit R(x) = (1 - x)ex7 si x < 1, et k(1) = 0.

a) Etudier la continuité et la dérivabilité de k a gauche en 1 (on pourra poser u = )(171)' Inter-
préter.

b) Montrer que la droite A : y = -ex est asymptote a la courbe de k en -oo, et préciser leur
position relative.

Exercice 41 Formes 1% et échelle de croissance * * corrigé p.SS

1. En écrivant u¥ = e''"! (u > 0), calculer:

. 1 ]\X . X and 1+ e+ ey
) i (ex ) b) m@et-2 o) fim (=)
2. Le défi de la couverture. On admet (exercice 19) que x - X?z <In(1+x)<x- X?z + "3—3 pour tout

: 1y’
x 2 0. Calculer lim (1 + H) e .

n—+co
3. Pour deux fonctions f et g strictement positives au voisinage de +o, on note f « g lorsque
) X
lim L) =
a) Montrer que si lim (a(x) - b(x)) = -0, alors e? « eP. Montrer aussi que si b(x) —» +oo et
X—+00
a(x)
—— — 0, alors a(x) - b(x) = -oo.
b (%)= b(x)
b) En déduire, sur ]1, +oo[, la chaine : x'% « e¥® « VX « elix « X,

N -~ o 0,9
c) Ou placer, dans cette chaine, les fonctions x ~ eX et x > X 2

Exercice 42 Encadrer pour conclure * x % corrigé p. S6
On rappelle (chapitre 5) que == < In(1+v) < v pour tout réel v > -1, et que 12+2%+..-+n? = w
1. Montrer que, pourtoutt>0: 1+t<set<1+tel.

= k1 2 o 1 .
2. Pourn=1,0nposeS, = Zen2 =en? +en? +...+en? Montrer que n2+n1 <S,-nsen a +n1 , puls

calculer lim (S, - n).

N

3. Pourn 21, 0nposev, = i(en% - 1) . Calculer limy, etlimnv,.
4. Pourn 22, 0on pose P, = ﬁ(Z - en%) = (2 - en1_2)(2 - en%)---(z - en%). Justifier que P, > 0, puis

montrer que limP, = i.
e
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€) Dérivées et primitives

1 1

o . ' 7 o el -, 7 u 7 u . N
Dériver avec (e) = u’'e" ; pour primitiver, reconnaitre u’e", m u'u”, o2 quitte a transformer
+
'expression (diviser par e*, décomposer), ou chercher une primitive de forme imposée et identi-

fier. Une primitive se vérifie toujours en la dérivant.
Exercice 43 Dériver avec l'exponentielle * corrigé p. 56

1. Justifier que f est dérivable sur 'ensemble I indiqué, puis calculer f'(x) sous forme simplifiée.

a) f(x) = eXarctanx, I = R b) f(x) = ex;_—u I=1-1,1[ c) f(x) = Zﬁ J: e:i

, = R”

d)f(x)=ln(1+\/1+e2X),I=R e)f(x):eﬁ(\/}-1),l=]o,+oo[
f) f(x) = V1 -e2, 1=10,+00[ ©) f(x)=e, I=R  h)f(x)= Z 1 I=R

2. Soit f(x) = e*cosx sur R. Vérifier que f'(x) = V2 e* cos (x + —) puis montrer par récurrence

n
que, pourtoutn € N: f("(x) = (\/5) e* cos (x + %) Calculer £ en fonction de f.
Exercice 44 Reconnaitre la bonne forme * corrigé p.S7
1. Déterminer une primitive de f sur l'intervalle I indique.

InX (nxy A\t X2 X
a) ¢ , 10, +oo[ b)(1+x2)e , 10, +oo[ c)xe cos(e ), R

X X
€ ] oo, ln —[ )— R fe sin(e¥), R g) , R
cos? (ex)’ e2x +2exX +2 31+ ex
e* .
h , R i) eXyex+3, R
)(1+ex)ln(1+ex) ) ’
.. e3x eX . . . .
2. Verifier que e e?X-eX+ =i puis déterminer la primitive F sur R de cette fonction telle
que F(0) = 0.
Exercice 45 Identifier, décomposer * x corrigé p. S8

1. Déterminer une primitive sur R de x = (x? - 1)e™2* de la forme F(x) = (ax? + bx + ¢) e™>*.

2. Déterminer les réels a et b tels que G(x) = (a X + b)eﬁ soit une primitive de x eV* sur
10, +oof.

3. Déterminer les réels a et b tels que H(x) = (ax+b) e soitune primitive de x (2x2 +2X + ’I)e"
sur R.
1 __a ., b
X2-1 X-1 X+1

4. a) Déterminer les réels a et b tels que pour tout réel X ¢ {-1,1}.

X
. sur ]0, +ool.

b) En déduire une primitive de x e2f

5. Déterminer une primitive sur R de x — (multiplier haut et bas par ).

ex+eX+2
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2
Exercice 46 La réciproque de xez % corrigé p.S8

x2
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = xe2.

1. Etudier la parité de f, ses limites en oo ; calculer f'(x) et f(x), puis étudier les variations et
la concavité de f. Donner la tangente en O.

2. Montrer que f réalise une bijection de R sur R ; on note g sa réciproque. Justifier que g est
dérivable sur R, puis calculer g(0), g'(0), g (Ve) et g’ (Ve).
g(y)
y(1+g(y)?)
4. Montrer que 0 < g(y) <y pour tout y > 0, puis que la courbe de g est concave sur [0, +ool.

3. Montrer que, pourtouty #0: g'(y) =

5. a) Montrer que, pourtouty >0: g(y)>=2lny-2lng(y).

b) En déduire que, poury >,/e: 2lny-In(2lny) < g(y)?> < 2lny, puis calculer lim 9v) .
Exercice 47 La fonction * % %k corrigé p. $9

@]
. 2 .
1. @) Montrer que la fonction x = €*-1-x - % a le signe de x sur R.

b) En étudiant w(x) = % -1+ (1+x)e™, montrer que 1+ x + %ex - e’ alesigne de x sur R.

X— —
c) En déduire lim w.
x—0 X2
. X
2. Soit p(x) =
®x) = 57

la tangente T a sa courbe au point d'abscisse 0.

si x # 0, et (0) = 1. Montrer que ¢ est continue et dérivable en 0, et donner

3. Calculer ¢'(x) pour x # 0, et montrer que ¢ est strictement décroissante sur R. Montrer enfin
que @'(x) = '(0) quand x — 0.

4. Calculer les limites de ¢ en too ; montrer que la droite y = -x est asymptote a la courbe en -oo
et préciser leur position. Vérifier que ©(-x) = ©(x) + x ; que peut-on dire de x — ©(x) + % ?

Exercice 48 Primitives de P(x)eX * * % corrigé p. 60
Dans cet exercice, P désigne un polyndme de degré n = 0, et P*) sa dérivée k-iéme (P = p).
1. Montrer que, pour tout polynome R: (Re*) =(R+R’)e* et (Re™) = (R -R)e™.
2. 0N pose Q=P -P' +P" -+ (-1)"P"),
a) Montrer que Q + Q' = P, et en déduire une primitive de x — P(x)e* sur R.

b) Montrer que si R est un polyndme tel que (Re*)' = Pe*, alors R = Q (comparer les degrés de
D=R-QetdeD+D’).

3. Déterminer une primitive de x ~ x3e*, puis de x - (x? + 3x + 1) e*.
4. Montrer de méme que - (P + P" + -+ PM)e™ est une primitive de x - P(x)e™.
5. Soitn € N* et F, la primitive de x = x"e™ sur R telle que F_(0) = 0. Expliciter F,, puis montrer

X—+00

n_ .k
que F, (x) = n!-nle™ Z % et calculer lim F_(x).
k=0 °
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@ Puissances réelles et base a

Tout se raméne a a* = eX!"% et x@ = e%!"X: on passe au logarithme pour résoudre, on encadre pour
conclure.

Exercice 49 Equations, inéquation et systéme en base a * corrigé p. 60

1. Résoudre dans R: a) 2%+ 4% =8% ; Db)2¥«x 3¢ - 6.

2. a) Montrer que a™? = b pour tous réels a > 0 et b > 0. b) Résoudre dans 10, +oo 'équation
ln2 +2|I’|X = 16.

3. Vérifier que 6 - 2X*1 - 3%*1 + 6 = (2¥ - 3)(3X - 2), puis résoudre dans R l'inéquation 6* - 2**1 -
3*1+6 20 (on comparera log, 2 et log, 3).

) , . 2% 4 3V 17
4. Résoudre dans R le systeme ¥ .5

Exercice 50 Lafonction x = (x-1)3* % corrigé p. 6|

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = (x - 1) 3%, et Cssa courbe dans un repére orthonormé.

f(x)

1. En écrivant x 3% = - 3(x ln3)ex'n3, calculerxlir_n f(x). Calculer Xlim f(x) et llm vt Inter-

préter graphiquement.

. R .

2. Montrer que f'(x) = 3"(1 +(x-1)In 3) Verlﬁer que 33 = e, puis montrer que f admet un
minimum égal a - l i3 atteint en x, = 1 - —. Dresser le tableau de variations de f.

3. Calculer f”(x); montrer que Cf admet un unique point d’inflexion I, d'abscisse 1- ﬁ, et calculer
son ordonnée.

4. Donner une équation de la tangente T a C; au point A(1,0), puis tracer T et o (In3 = 1,1).

5. Discuter, suivant le réel m, le nombre de solutions de l'équation f(x) = m.

Exercice 51 La suite Up,,=2%-1 %% corrigé p. 61
Soit p(x) = 2*-1-x pour x € R, et (u,) la suite définie par son premiertermeu, € Retu, , = 2 -1.

_In(ln2)

1. Etudier les variations de ¢ ; vérifier que son minimum est atteint en x* = S

1. Calculer ¢(0) et (1), et en déduire le signe de ¢(x) suivant x.

etque0 < x* <

2. On suppose 0 < u, < 1. Montrer que 0 < u, < 1 pour tout n, que (u,) est strictement décrois-
sante, puis qu’elle converge vers 0.

3. Soit g(x) = 2XT1 pour x > 0. a) En étudiant N(x) = (x In2-1)2%+1, montrer que q est strictement
croissante sur ]0, +oo[ ; calculer lim q(x). b) On pose k = q(u,). Montrer que kR < 1 et que
In2-u, <u, ., <Ru, pourtoutn. En déduire que (In2)"u, < u, < R"u,, et calculer lim L',’n1

4. Ici ug = % Calculer Rk ; trouver N tel que u,, < 107 pour n 2 N, et montrer que u, > 107 pour
n<35 (Ink=~-0,188, In(In 2) = -0,367, In (2 - 107%) = -13,12).

5. Etudier le comportement de (u,) lorsque u, > 1, puis lorsque u, < 0.
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Exercice 52 Une somme de racines k-iémes de 2 * x corrigé p.62
2n 2n
1 , 1 . . .
Pourn 21, onposeS, = Z (Zk - 1) et H, = Z B on rappelle (chapitre 5) que limH/, = [n 2.
kR=n+1 R=n+1

1. Montrer que t < et - 1 < te pour tout réel t (pour la seconde inégalité, utiliser e 2 1 -t).

2. En déduire que 2 <2k -1¢ “‘722,1171 pourn+1<k<2n,puisqueln2-H <S 52n171[n2-H;,.
Conclure: limS, = (In2)2.

2n
3. Soita>0,a# 1. Montrer que lim Z (a%—‘I)=lna-ln2(distinguera>1et0<a<1).

n—+oo

k=n+1

n
4, Soit T, = Z (2% - 1). Montrer, a l'aide de In(1 +u) < u,que T, 2In2-In(n+1). Limite de (T,) ?
k=1

Exercice 53 Sommes de puissances réelles * * » corrigé p.62
n
Soita unréeltelquea>-1eta#0. Pournx1,onposeS, = Zk"‘ =1+2%+..+n9,

k=1

1. Soit k > 1 un entier. En appliquant le théoréme des accroissements finisa t - t*" sur [k, k+1],
montrer que : sia >0, (a+ 1)R* < (R+1)*" - k% < (a + 1)(k + 1)® (encore vrai pour R = 0) ; si
-1<a <0, les deux inégalités sont renversées.

2. On suppose a > 0. Montrerque - <S P k) i 1) , puis que lim - .
n"r+1 a+1

(n+1)2*1-1

3. On suppose -1 < a < 0. Montrer que <S < ”::1*", et que la conclusion de 2 subsiste.

a+1 n
V2, 3V2 V2 il
4. Calculer lim Ll ik Lk ) et lim 5 Z
n1+/2 n1 Vel R1NZ
Exercice 54 Une suite implicite: 2X +3X =n * % * corrigé p.63

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2% + 3%

1. Montrer que f est une bijection de R sur ]0,+co[. En déduire que, pour tout entier n > 2,
l'équation 2* + 3* = n admet une unique solution x, ; calculer x, et montrer que (x,),,, est
strictement croissante.

n>2

2. Montrer que log3 5 < X, < log,n pourtoutnz2. En déduire lim x, et l|m
3. On pose €, = (%) ". Montrer que x, = log, n - log, (1+¢,), puis que lim (xn - log, n) = 0.

4. Vérifier que n'°%? = 2'°%" puis montrer que limn''°%2¢ = 1. En déduire la limite de
n'"°%2 (log, n - x,).
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@ Etudes de fonctions

Six études complétes ; tableaux et courbes dans les corrigés.

Exercice 55 Une asymptote oblique en -oo * corrigé p. 63

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2x + e** - 5¢*, C; sa courbe et A la droite d’équation
y = 2X.

1. Calculer lim f(x); montrer que A est asymptote a C; en-oo et étudier la position relative de
X—-00
Cf et A

2. Calculerxlim f(x)et lim @;interprétergraphiquement.

—+00 X—>+00

3. Montrer que f'(x) = (2e* - 1) (e* - 2), puis dresser le tableau de variations de f.

4. Montrer que C; admet un unique point d’inflexion I et préciser son abscisse.

5. Montrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a, et que 1,46 < a < 1,47 (on donne
£(1,46) = -0,07 et f(1,47) =~ 0,11). Tracer A et C; (In2 = 0,69).

Exercice 56 Une fonction auxiliaire et deux zéros * corrigé p.64

Partie A. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = (x + 1)e* - 3.

1. Calculer les limites de g en -0 et en +oo, puis étudier ses variations.

2. Montrer que l'équation g(x) = 0 admet une unique solution 8, et que 0,6 < B < 0,7 (e%° = 1,822,
e%” = 2,014). En déduire le signe de g(x).

Partie B. Soit f(x) = x (¥ - 3) pour x € R, Cssa courbe et D la droite d’équation y = -3x.

3. Calculer lim f(x); montrer que D est asymptote a C;en -0 et préciser leur position relative.
X—-00

Calculer lim f(x)et lim M
X—+00 X— +00 X
4. Montrer que f' = g et dresser le tableau de variations de f. Montrer que f(B) = —Z% et en

déduire que -0,87 < f(B) < -0,67.

5. Résoudre l'équation f(x) = 0. Montrer que ¢ admet un unique point d’inflexion I. Tracer D et
Cp puis discuter, suivant le réel m, le nombre de solutions de I'équation f(x) = m.

Exercice 57 Une courbe qui traverse sa tangente * x corrigé p. 64
On pose g(x) = xe* pour x € R, h(t) = %ﬂ pourt> -1, et f(x) = === ; on note C; la courbe de f.

T x+e X!

1. Etudier les variations de g et montrer que g(x) 2 —% pour tout réel x. En déduire que f est
définiesur Retque f=h-g.

2. Calculer les limites de f en - et en +oo ; interpréter, et préciser la position de C; par rapport
a chacune de ses asymptotes.

3. Etudier les variations de h ; en déduire celles de f, et montrer que le minimum de f est —e%.

4. Donner une équation de latangente T a C;enO. A l'aide de l'inégalité e > 1 - x, montrer que
f(x) - x est du signe de -x. Que peut-on en déduire pour le point O ?
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5. Montrer que f réalise une bijection de [-1, +oo[ sur un intervalle J a préciser. Tracer T et C.

Exercice 58 La courbe de Gompertz * x corrigé p. 66
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = e, Cssa courbe et T la courbe d’équationy = 1-e™*.
1. Calculer les limites de f en -oo et en +oo ; interpréter.

2. a)Montrerque 1-u<e¥<1-u+ % pour tout u > 0, puis que 0 < f(x) - (1-e7) < 1e?* pour

tout réel x. Position de C; par rapporta I ? b) En déduire lim e*(1- f(x)).

1
2

3. Calculer f'(x). Montrer que f réalise une bijection de R sur ]0, 1[, déterminer f~'(y) et résoudre
léquation f(x) = 3.

4. Montrer que f”(x) = e* (e - 1) f(x). En déduire que C; admet un point d'inflexion I, donner

une équation de la tangente T en I, puis, en remarquant que f'(x) < f'(0), étudier la position
de Cf par rapporta T. Tracer I, T et Cf.

Exercice 59 Lafonction de Langevin * x corrigé p. 66

Pour tout réel x, on pose chx = % etshx = ex'ze_x. Soit L la fonction définie sur R par L(0) = 0

et L(x) = % - 1 pour x # 0, et P(x) = xch x - sh x.

1. Vérifier que ch’ = sh, sh’ = ch, ch® -sh? = 1 et ch = 1. Montrer que L est impaire et calculer ses

limites en too ; interpréter. Vérifier que L(x) = g—;‘))( pour x # 0.

2. a) Calculer P’(x). Montrer que t < sht < te! pour tout t > 0 (pour la seconde inégalité, utiliser
. - . 0 3 8
1-e7Y < u). b)Soitx > 0. En déduire que t? < P'(t) < t?eX pour 0 < t < X, puis que "? < P(x) < X?e".

P . P(x . . ..
c) En déduire lll‘[)] %), puis que L est continue et dérivable en 0, avec L'(0) =
X—0*

w|=

3. Montrer que L'(x) = X1—2 - ShLX pour x # 0, puis que L est strictement croissante sur R. Dresser
son tableau de variations.

4. Soit Q(x) = x% sh x - 3P(x). Calculer Q'(x) et en déduire que L(x) < § pour tout x > 0. Interpréter
a l'aide de la tangente en O, puis tracer la courbe de L.

Exercice 60 Laréciproque de x = e* - x *x* corrigé p. 67

Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par f(x) = e* - x.

1. Montrer que f réalise une bijection de [0, +oo[ sur [1, +oo[. On note g sa bijection réciproque ;
calculer g(1).

;
y+g(y)-1°

2. Montrer que g est dérivable sur 11, +oo[ et que g'(y) = Etudier la dérivabilité de g a

droite en 1 ; interpréter graphiquement.

3. Montrer que g’ est décroissante sur ]1, +oo[ ; qu’en déduit-on pour la courbe G, ?

4. a) Montrer que e9%) = y + g(y), et en déduire que g(y) = Iny pour tout y > 1. b) Montrer que

et>21+t+ % pour tout t > 0, puis que g(y) < /2(y - 1) et g(y) < In(2y) pour tout y > 1. ¢) En
déduire ylim g(y), ylim # et ylim (g(y) -In y). Interpréter a l'aide de la courbe A de In, puis
tracer Cf, Cg, A et la droite y = x.
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@ Défis de concours

Six problémes de concours : initiative et rigueur exigées.

Exercice 61 La régle des signes pour les sommes d’exponentielles * x x % corrigé p. 63

Soientn 2 1, des réels a, < a, < - < a, et des réels non nuls c,,...,c,. On pose F(x) = 3p_, c, e%*,
et on note V le nombre de changements de signe de (c,, ..., c,), C'est-a-dire le nombre d'indices k
tels que ¢,c,,, < 0.

1. Soit ¢ dérivable sur R, ayant au moins p > 2 zéros distincts. Montrer que ¢’ a au moins p - 1
zéros distincts, et que, pour tout réel b, F et G : x ~ e™®*F(x) ont les mémes zéros.

2. Montrer par récurrence sur V que F a au plus V zéros réels distincts. (Si V = 1, choisir j tel que
€iCj.q < 0 etun reel b €]a;, a;,,[, puis compter les changements de signe des coefficients de
G'.)

3. Applications. a) Résoudre dans R 'équation 2% + 5* = 3% + 4%, b) Résoudre dans R '’équation
1+ 6% = 2¥ + 3% ; la majoration de la question 2 est-elle toujours atteinte ? ¢) Montrer que
'équation 2% + 7% = 3* + 5% a exactement deux solutions : 0 et un réel de ]0, 1[.

Exercice 62 Une exponentielle et sa réciproque : trois points communs * x * x corrigé p.68

Poura > 0, a # 1, on étudie 'équation (E,) : a* = log, x (x > 0); les courbes E, : y = a* et

L, : ¥ = log, x sont symétriques par rapporta A : y = x.

1. On suppose a > 1. Soit x une solution de (E,) et y = a*. Montrer que @’ = x, puisque x = y : les
points communs a E,etL,sontsurA.

2. Dans les questions 2 et 3, a = —. a) Vérifier que et 3 sont solutions de (E,) ; les points

correspondants de E, sont-ils sur A? b) Montrer que I'équation a* = x a une unique solution
réelle ¢, que 1 < c < 7, et que c est solution de (E,).

3. a) Montrer que, pour x > 0 : x est solution de (E,) si et seulement si h(x) = 0, ou h(x) = a® - x.
b) Montrer que h’(x) = (In a)2a®® -1, avec k(x) = x +a*. Etudier les variations de k, puis montrer
que h’ s'annule au plus deux fois sur R. c) Conclure : (E1/1e) a exactement trois solutions.

4, Soita € [%,1[. Montrer que h’(x) < 0 pour tout x > 0, et en déduire que (E,) a une unique
solution.

Exercice 63 Les polynémes de Bernstein de U'exponentielle * % x % corrigé p. 69

n
Pourn 21 etx €[0,1], on pose B, (x) = Z (';)ka - x)”"?eg et ¢,=n (e% - 1).
k=0

n
1. Montrer que B, (x) = (‘I - X+ xe%) .

2. a) En étudiant w(x) = 1-x + xe' - e sur [0, 1] (t réel fixé), montrer que e* < B (x). b) A l'aide
de 1+v < e', montrer que B, (x) < e%*. ¢c) Montrer que 1 < c, < e%, puis que 0 < B (x) - €* <
e(ee”n‘1 - 1) sur [0, 1]. Conclure.

u2

2

t € [0,1]. a) Montrer que limn(c, - 1) = 2. b) Soit x €]0,1[ et u,

2
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n(tnB,(x)-x) = n?(In(1+u,)-u,)+xn(c,-1), puis que lim n( ln B, (x)-x) = X“z'x). c) En déduire
x(1-x)

la formule de Voronovskaia : limn(B,(x) - e*) = Z5* e,

Exercice 64 Les deux solutionsde xe™ =b * k%% corrigé p.70

Soit b un réeltel que 0 < b < %, et p(x) = xe™ pour x 2 0.

1. Etudier ¢ et montrer que l'équation ¢(x) = b admet exactement deux solutions y et z, avec
O<y<l1<z

2. On poser = § Montrer que z-y = Inr, puis que y = i”—1’ etz = H0r,

2(r-1 = e e
( ) <lnr<’ L (pour la seconde inégalité, poser r = s2).
r+1 \/F

b) En déduire que y +z>2 et yz < 1: le maximum de ¢ n’est pas au milieu de [y, z].

3. a) Montrer que, pour toutr > 1:

4, a) Retrouver y +z > 2 en étudiant w(t) = (1 +t) - (1 -t)sur[0,1]. b)Soita e ]—%,0[. Montrer
que l'équation x e* = a a exactement deux solutions x, < x,, et que x, + X, < -2 et x,x, < 1.

Exercice 65 Lafonction zéta présde 1 * % x % corrigé p.70

Pours > 1etn 21,0nposeZ(s) =3, k> Onrappelle (chapitre 5) que H, - Inn - y = 0,577
(constante d’Euler), oU H, =¥ . %

1. Soients > 1etk > 1. Par le théoréme des accroissements finis appliqué a t ~ t'~5, montrer

1 k'l-s (I?+1)1 5
que 7o = 51 kS

1 (n+1)1 s

2. En déduire que <Z(s)s1+ - 1 ,pUIS que la suite (Z (s)) converge ; on note {(s) sa
) <

limite. Montrer que — < (s % et calculer llm (s - 1)8(s).

k1_5— k+1 1-s .
L _ % sis>1,etd(1) = % - ln(1 + %) a) Montrer que

pour tout s 2 1. b) Montrer que D(s) = lim__ %7 . d.(s) existe, que

3. Pour k 2 1, on pose d.(s) =

(S) - ks (I?+‘|
D(s) = {(s) - - e sis>1,etqueD(1)=
4. a) Montrer que 0 < D(S) - 3h.; d(s) s p% pour tout entier p > 1 et tout s = 1. b) Soit k > 1.
Montrer que d,(s) - d,(1) quand s — 1* (écrire k'~ = e *N1k). ¢) En déduire que {(s )—T -
y quand s - 1°.
Exercice 66 La loi du déplacement de Wien * % x % corrigé p.7!

Soit n 2 2 un entier, et f, la fonction définie sur [0, +oo[ par f, (0) = 0 et f, (x) =

1. Montrer que f, est continue et dérivable a droite en 0, et calculer l|m fo(x )

2. Montrer que f;(x) (x > 0) est du signe de g, (x) = n (1 - ™) - X, puis que g, s'annule sur ]0, +oo[
en un unique réel x , avec n - 1 < x, < n. En déduire que f, est maximale en x,.
3. Soit @, (x) = n(1 - e™). Montrer que y,([n-1,n]) c [n-1,n] et |y,| < ne'" sur[n-1,n];avec
k . NP . .
t, = nett,, , =y, (t,) montrer que |t, - x,| < (ne1'") . Combien d’iterations garantissent x. a
107° prés ?

4. Onposed, =n-x..Montrerques, =ne"e - 1 et f_z"(an -ne’") - 1.
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

1 _ i A -ol6 _[el. R=3.1_-[]. W3 _ w3 _|1|. 5_ 205 _
1. 2In9 = In3,doiA=e" =[6]; B=2+1=[2]; c_lng_zm_, D = e2"> = [25]
Comme ln(e”)=u:f(x)=e"e‘x=. X2+X-2=(X-1)(X+2)avecX = e*:|g(x)=e+2|
_ X(pX I P X _ X _
h(x) = In(e*(e* + 1)) - In &1 = x + In(e* + 1) - In(e +1)+x =[2x]

ab

b\2 . . a b L
2. e%+eP-2e2 = (e% - ei) > 0, nul si et seulement si eg = e2, soit a = b (exp injective). Avec

> 2 2 X+X2 1 .
a=x,b=x%: BL - %(x + %) - % > —%, donc e +eX >2e"2 2 2e7s (exp croissante). Les deux

égalités exigeraient x = x% et x = -1 : impossible, d’ol l'inégalité stricte.

1
2

2
(\/_+\/§) = 5+26 <10 car 24 < 25 : | e/23 < /10| m-3 <7 donne|e"e=e™ < {fe|,

® Corrigé de l'exercice 2

On pose X = e* > 0.
a) X34X2-4X -4 =X>X+1)-4X+1)=(X+1)(X-2)(X+2)=0etX>0:X=2, |S={ln2}|

b) En multipliant parX >0: X?>-2X-3=(X+1)(X-3)<0 & X<3: |S=]-oo,1n3]|

c) D:e">1,soitx>0.SurD:ln(e"—‘l)sln% = e"—1s% < e*<2:|5=]0,ln2]|
1.

00 NS . X X
d) D = R; les deux membres sont positifs, on éléve au carré: eX+2 =e*+2e2 +1 < e2 = >

ERETE]

(S;):avecY =eY, (X-Y)(X+Y) = 15etX-Y = 3donnentX+Y = 5, puisX =4,Y = 1: [S ={(2In 2,0)}}.

(52):x,y>0;e"+y=e3 < x+y=3etln(xy)=In2 < xy=2:xetysontlesracines de
t2-3t+2=0:|S={(1,2),(2, 1)}|

® Corrigé de l'exercice 3

. . .. _x3pX
a)t=,x - +o0: xte VX = t8et @ (croissances comparées). b) On divise par e* : 122

x+eX

1 X1 2x 3 3} N e [ -
a . @ c) = e e . d) Nombre dérivé en 0 de (x) = e 1 '(x) = T la limite
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Chapitre 7+ Fonctions exponentielles 2° Bac Sciences Mathématiques

‘0)=| & =1 +.oe x1 _ 2x | In(i+u) .2 _
vauttp(O)-. e)t=-—>0": = - [1] f)xlnis = == —avecu==->0:->2la
.o 2 JX _ oJ/xlnx _ . 1 X _ 1Y) — x+ln(1 -e™)
limite est | e2| g) x/X = eX X et \/xInx = 2/xInyx = 0:[1]. h) lin(e*-1)= - 1:[e].

® Corrigé de U'exercice 4

o)2xe* | (x - 1)%eX ) i
& (1nxC)-2xe = ( ) > 0, nul seulement en 1: f est strictement croissante sur

1. a) f'(x) = x2)2 ( X2)2

I - 2 _X
R. b) 2xe%+x2(—x1—2)e% = (2x—1)e>l<. c)( X ) = 12X doi 1—Xe1+x2 . d) -e V1 + e2x+

1+x2 (1+X2)2, (1 o X2)2

x e eX(-1-e2+e?X) -e™*

V1 +ezx V1+e2X m [

2. a)%u’eu (u=x3):1 Ze* ,b) (u-1+e2") V1 +e2x; ¢)-u'e! (u-1) s d)u'e’ (u = sin® x,
u'=sin2x):e5“‘2"; e)1jex=1—1f:X. -In(1+¢€¥); f)?avecu-e +e*>0:In(e*+e™).

3. F'(x) = e¥*[(2a+b) cos x +(2b-a)sin x| ; on identifie: 2a+b = 0 et 2b-a = 1, soit

(S201\S)

1
:——'b:
a=-3

: F(x) = ez?x(z sin X - cos Xx).

® Corrigé de l'exercice 5

T.a)X=3>0:3X-2=8 e 3X*-8X-3=(3X+1)(X-3)=0,X=3:|S={1}, b)
-2 = 1oX—1o2 S={2}] 2722 = -x?2-2x & x(x- 2) 0:/s=[0,2]
d) En prenant In: y/xInx = S Inx < lnx(\/———) 0 <= x=1ouyx=2:|S={1,4}|

2. llfaut2m-1>0,et(a*) =lna-a¥<0 < 0<a<1: %<m<1. (xX"+m) =ax™" +Inm- ¥

(XX} o (lnx 1) yx o nxe2 yx
( ) (ZJ' f) 2/x

3. h(x) = ef3lnx 5 0 = h(0) et @ = x31 5 0: h est dérivable a droite en 0, h’(0) = 0 (demi-
k(x)

.
. —+-1 . .
tangente horizontale). k est continue en 0, mais = X3 - +o0: demi-tangente verticale.

a
Enfin x3 < x5 = (ﬁ—ﬁ)lnx <0 & x<1:C(, estau-dessous de C, sur ]0,1[,

au-dessus sur ]1, +oo[ (elles sont symétriques par rapportay = x: k=h™").

® Corrigé de U'exercice 6

1. En -o0: x%e¢X - 0et3e —» 0,doncf — 0: asymptotey = 0. En +0 : f — +ooet@ =
(x - %) e* — +oo : branche parabolique de direction (Oy).

2. f'(x) = 2xe* + (x? - 3) " = (x? + 2x - 3) " = (x + 3)(x - 1)e*.

-00 -3 1 +00
f(-3) = 6e3 = 0,30, f(1) = -2e = -5,44. f(x) a f:)((x) o0 - o
le signe de x2 -3 : f < O sur ]-\/E, \/5[, f>0 e s
ailleurs. (0) = -3, f(0) = -3: [T : y = -3x- 3} fol 7N

0 -2e
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Chapitre 7+ Fonctions exponentielles 2° Bac Sciences Mathématiques

3. f"(x) = (2x + 2)e* + (x? + 2x - 3) @ = (x? + 4x - 1) e* s'annule en changeant de signe en -2 +/5:
deux points d’inflexion. D’apreés le tableau : f(x) = m a 0 solution sim < -2e;1sim =-2e;?2
si-2e<m<0:3si0<m<6e3:2sim=6e3;1sim>6e3

® Corrigé de l'exercice 7

1. Avecz’ = a’+ib’ ete'Pe®” = e/®*P') (chapitre 6): eZe? = e+ i(b+0") = o2 =e?>0,
donce?#0. eZ=e% b = aib = g2,

+z’. |e2| = e |eib|

2. ¢ =1 = e%: modules et arguments, e® = 1 etb = 0 [2m], soita = 0etb € 2nZ: z € 2inZ.
Commee?e? =e?Z ete? z0:e?=e? < e?? =1 < z-7 €2inZ (Ainsi z » e* n'est
pas injective sur C: e*™ = ¢0))

3. a)1+iy/3 =23 = "3 ; z=ln2+i(g+2kn),kez. b) -e = ™ ; ’z=1+i(n+2krr)‘. c)

R In2

7=07:72-27+2=0 & Z=1ti=+2e% 4 =2 %

5
N
|

N

+j— +2jRm |

N
~

® Corrigé de U'exercice 8

1. 211 = 73 ; sujte géométrique de raison g = e~ €]0, 1, de premier terme €. S, = e

Un

2 5 nn
e = e L t—\/_ t4_t—)@ b) = 1lnn)—)@ C)n%: lT—);d)

1-e3 e3-1
n . -
(%) +n2entn3 @ (croissances comparées).

21 _e—3(n+1)
1-e73

2. f(x) = X -1 est croissante et f([-1,0]) = [e‘1 - 1,0] c [-1,0] : par récurrence, -1 < v, < 0. Puis

V.-V, =€n-1-v 20:(v,)croit. Croissante et majorée par 0, elle converge vers ¢ € [-1, 0],

et (f continue) e’ - 1= 2: c’est le cas d’égalité de e > 1 + t, donc .
€© Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

a) ZXT1 - 3XT1 - ln2-1ln3 = ln% (nombres dérivés de a* en 0). b) p(x) = e®"* : (p(%) = e,
®'(x) = (1+tan?x)e"*, ¢’ (%) = 2e; le quotient vaut % . % - c) TAF pour exp sur
-, X] ex—ew -ex(;—;?)=x(x 1)avecc — 0; donc x*(...) =mex—>. In (e** + e¥)-2x =

ln(1+u)

In(1+e™), et - Tavecu =e™* - 0:. e) Pour x # 0, sinx # x ; le TAF entre sinx et x

donne e* - es'”" = e(x - sinx), c entre sinx et x, doncc —» 0: . f) Somme géométrique de

: 1 B
raison g = en # 1,avecq" =e: 157 en =en(e-1)- - »[e-1]

® Corrigé de l'exercice 10

Partiel. g’(x) = e¥+(x-1)e* = xe*: g décroit sur ]-o, 0], croit sur [0, +co[ ; son minimum est g(0) = 0
g(x) = 0, avec égalité seulement en 0.

Partie Il.
1. En -o0 : (x - 2)eX = xe* -2e*¥ —» 0, donc f —» -oco0 et f(x)-(x+2) - 0: A est asymptote.
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f(x)-(x+2)=(x-2)": Cs est au-dessous de A sur ]-oo, 2[, au-dessus sur ]2, +oo[ ; elles se
coupent en A(2,4). En +o0: f — +co et @ = (1 - %)ex +1+Z - +o0: branche parabolique de
direction (Oy).

2. f'(x) = e*+(x-2)e*+1 =(x-1)e*+1 =g(x) =2 0, nul seulement en 0: f est strictement croissante
; f(0) =0, donc f < 0 sur ]J-o0,0[ et f > 0 sur ]0, +oo[. Continue, strictement croissante, de -oo a
+0o : f est une bijection de R sur R.

3. f"(x)=g'(x) = xe*: C; est concave sur ]-o0, 0], convexe sur [0, +co[ ; O est un point d’inflexion,
et f'(0) = g(0) = 0: la tangente en O est l'axe (Ox), que la courbe traverse. f'(x) = 1 <

(x-1)=0 < x=1: .

4. f est dérivable en f(x,) si et seulement si f'(x,) # 0. Comme f'(0) = 0, f! n'est pas dérivable
en 0 (tangente verticale en O & sa courbe). 3-e = f(1)et f'(1) = g(1) = 1: (f") (3-e) = ﬁ =[1]

5. Pour0sx<2:f(x)20 & (2-x)e¥<2+x & e <2%(2-x>0). Pourx<0: f(x)<0

= N 5/2
donne de méme e* > 2%, Avec x = 1:|e<3|;avec x = 1: JEsi:g.

B Corrigé de l'exercice 11

1. En+co:e™ - 0,f - In2: asymptote y = In2, et f(x)-In2=1In (‘I + % >0: C; est au-dessus.
2+e* =e*(1+2e*)donne f(x) = -x+1In(1+2e*). En - : In(1+2e*) » 0, donc f —» +x et
f(x)-(-x) = 0: A est asymptote, et C; est au-dessus de A (In(1 + 2e*) > 0).

2. f'(x) = -ee-_xx =-—1_<0: f décroit strictement de +c0 3 In 2. f"(x) = T 229;)2 >0: C; est convexe.

2+ 1+2eX

f(0)=1n3, f(0) = -1: tangente|y = —% +In3|

ln2

3.f(X)=x &= 2+eX=¢eX < e*-2¢"-1=0(on multiplie par e > 0). Avec X = eX > 0:
X2-2X-1=0,X=1 i\/f, et seul 1++/2 est positif : unique solution |a = Ln (1 +\/§) ~ 0,881.
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4. f décroit : £(I) = [f(In3), f(ln2)] = [ln g,lng] c [In2,In3]. Pour x € I, & > 2, donc |f'(x)| =

L <1.Et2<‘l+\/§<3:ael.

: par récurrence, u, € I. U'IAF entre u, et a (dans I) donne |f(u,)- f(a)] <

Te2e%
u,eletf(l)cl
1
,car |uy-al = ln%z0,188<%
n, =8\

1
51Un-

5 )~ n n
al, soit |u,,,-al < L|u,-al, d'od ju,-al < (1) luy-al <(2)
Donc limu, = a. Enfin 5™" > 10° dés que n+1 2 9 (5% = 390625, 5° = 1953 125) :

B Corrigé de l'exercice 12

arctan x
1. En +co, €

®(0)=1,¢'(t) =

_1
X

F

Pour x > 0, t

s
- ez :
arctant

1+t2

g - +00; en -oo, @EANX 5 673 5 0: g - -o0. Avec (L) =
1: la limite est le nombre dérivé ¢’(0) =|-1].

 '(0) = -
0* :

g(x)

———arctan— avect———>0 : g(x) - eix=e2-

o -
e2xe 2Nt “donc g(x) -

g(x) - e2(x -1) - 0: Dest asymptote en +co. Pour X < 0, arctan étant impaire, arctan x =
D’ est asymptote en -co.

e-arctant_q

t

jug
e2

—)22

X

@

n
2 o

= e arctant .

e-arctant_q
t

n .
- -e2, solt

Pourx >0ett=12:g(x)-ez(x-1)= e%x[e‘ar“a”t -1+t], ete @@ > 19 _arctant > 1-t: |

crochet est > 0, C est au-dessus de D sur ]0, +oo.
ed@@nx 5 0 (x? + x + 1 a pour discriminant -3) : g est

1 : tangente en 0. Avec g’ =

’ +X+1
g'(x) = Tl %
strictement croissante (bijection de R sur R) ; g'(0) =

earctanx + arctan x =

arctanx , _ X r_1-x2 n _ parctanx [, _r \ _ (1-x%)«(x*+x+1) arctanx _ _x+2_ arctanx .
re e s (o2 "7 T € ( * 1+x2) T (ex2) T (1ex2)
concave sur ]-oo, -2], convexe sur [-2, +oo[, inflexion I(—2,—2e'ar“a”2) ~(-2;-0,66).
y .
c /!
X |-oc0 0 +00 !
g'(x) R 7
- +00 N
g(x) 0 L
= / _-f’ _____
l X
1 ,'
® Corrigé de l'exercice 13
X x( 3+ 3,x _ 4 ax 4\* 8 4\3 3
13)4 —_3( +ﬁ) — 54 =ﬁ3 — (§)=m=(§) S={§} b)X>Oet
XX = o) > 04 (Inx)? 2 4:|S= J0,e?]ufe?,+eo[| ) x > 0 ; en appliquant log, :
t> = 4+3tavect=log, x, dotte{4,-1}:|S= {%, 16} . d) Produit : 6*Y =216 = 6 ; quotient :

;doncx+y=3,x-y=1:{(2,1)}|

2\*Y _ 2
(5) K
2. La tangente au point d’abscisse t a pour équation y = (lna)a’(x - t) + a* ; elle passe par O

= 0, soit t = ﬁ : une seule tangente, de point de contact

si et seulement si a*(1 - tlna)
(pente elna). Pour a = e : la tangente y = ex au point (1, e).

(@ %)= \(mare)
—,Qaln —, elna — (2
lna’ lna

)+ (7

Maths Olympiad



Chapitre 7+ Fonctions exponentielles 2° Bac Sciences Mathématiques

® Corrigé de l'exercice 14

1. @ est continue sur [0, +oo[, (0) = 0, et ¢'(t) = a (t* " - (1 + t)‘“) >0 pourt>0(s~ s%" décroit
cara-1<0):9=20.Sia>0: (a+b) =a°’(1 +§)a (‘I + ) a® + b (évident si a = 0). Si
a>1, <0 etlinégalité s'inverse : (a+ b)* > a® + b°.

2 () =a(x*"-(1-x)"")>0 & x<1-x & x<3:ycroitsur [0, %], décroit sur [%,‘I],
dotu1=w(0)=yw()sys< w(%) =2"% poura+b>0etx = ﬁ a® + b% = (a + b)%y(x) <
2"%a + b)°.

3. a=%:(x+y)% < X3 +y3 €25(x+y) = Ju(x +y). a=%,a=2,b=3:\/_+\/§s\/§\/§=m,et
l'inégalité est stricte car p(x) < 2% si x # % (icia = b).
® Corrigé de l'exercice 15

1. e?-a21>0:Aestau-dessusdeA;b-Inb=>1>0: B estau-dessous. Le segment [AB] coupe
donc A en un point [, et

-a, b - lnb 1+1
\/’ 22 /2

Légalité impose e’ -a =1etb-Inb =1,soita =0,b = 1; réciproquement A0, 1), B(1,0)

AB = Al +IB 2 d(A, A) + d(B, B) =

donnent AB = \/5 : la distance minimale entre E et L vaut \/5 (les tangentes en A et B sont
paralléles a A).

2. R(x) =e*-xy: R'(x)=eX-ys'annule en Iny; k décroit puis croit, de minimum R(lny) = y-y Iny.
Donc e* - xy = y - ylny, soit ’xy <e®+ylny-y| avec éegalité si et seulement si x = Iny.
Interprétation : la tangente a E au point (Iny, y), de pente y, a pour équation Y =yX+y-ylny
; linégalité exprime que E est au-dessus de cette tangente.

® Corrigé de U'exercice 16

1. @/ (x) = ne™ -1 s’'annule en m_ = —“‘T” < 0: @, décroit sur J-co,m ], croit sur [m_, +oo[, et

®,(m, ) Lnn 9 <0(carlnnsn-1). En-co: e™ - 0et-x-2 — +00; en +oo : P, (x) =
e (1-(x+ 2)e'”X) — +o0o, Par le TVI sur chaque intervalle de stricte monotonie : exactement

deux zéros ¢, <m_ <x,.Comme @ (0)=-1<0et0O2m :x >0;etc, <m, =-nn <,
n

2. cpn(“‘z) “‘Tz<0et(pn(“‘73):1 lr“q3>0(n>2) ces points étant dans [m,, +cof : 12 2<x, <“‘T3

®,.(x,) =enen -x -2=(x, +2)(e’n-1)>0,etq,,, estcroissante sur[0, +oo[ avec @, , (0) <0

! X4 < X, (x,) décroit. Par encadrement, x, — 0, puis nx, = In(x, +2) - In2].

3.nx -ln2= ln(1+—) d’ot n(nx, - n2) = "% ln(““)avecu_y"—>O:limi'£e lnTz ®,(-2) =
e‘2”>0et-2<m :C,>-2. Puisc,+2=¢" o< e lnn = . Ainsi nc, <1—2net0<n(c +2) =

ne™n < ne'2" - 0; donc (c, +2)e?" = e"n*2" = e"*2) 5 [1]: ¢, -2+ e
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e I 4 e
€ Corrigés du niveau 3

® Corrigé de l'exercice 17

1. f,(0)=1etf (x)=e+2mx, f, (0)=1: toutes les courbes passent par (0, 1), avec la tangente

=)

2. fr(x) =e*+2m. Sim >0, f; > 0: pas d'inflexion. Si m < 0, f; s'annule en changeant de

2
signe en un seul point, x, = In(-2m) : inflexion unique, d'ordonnée e*o + mx2 = e% (1 - X—O) (car
m = ——) Quand m décrit ]-oo, 0[, x, = In(-2m) décrit R : les points d’inflexion décrivent toute
la courbe r.

3. h'(x) = (X'X;z)ex : h décroit de 0 & -oo sur ]-oo, 0[, décroit de +oo a e sur ]0, 1], croit de e a +oo

sur[1,+oo[. Or f/ (x) =0 <= x # 0eth(x)=-2m. Bilan: sim > 0 un seul point a tangente
e

horizontale (d’abscisse négative) ; si -£ < m < 0, aucun ; sim = -5, un seul (abscisse 1) ;
m < -£, deux. Pourm = -2 f'(x) = e -ex 2 0 (e* T2x), f(1)=f"(1)=0: ( ,2) est un point
d’inflexion a tangente horizontale, et f est strictement croissante.
4. Sim >0, f; est strictement croissante (f; > 0) et s'annule en l'unique x, < 0 tel que h(x ) =
-2m : f_ décroit puis croit, minimum en x_. Comme e*» = -2mx,_ : f,_ (x ) = e'm - ’"e m =
(‘I - —) La restriction de h a ]-oo, 0[ est une bijection continue strictement decrmssante

sur]—oo,O[, etx, =h" '(-2m): X, = - quand m — 0%, et x,, = 0" quand m — +co.

B Corrigé de l'exercice 18

1 1 1 1 1 1
1. f1(x) = -5ex; fo(x) = ex - —ex puis f;(x) = -5ex + Lex + - Lex = Lex. f;  (x)=nx""ex +

X" (-L) ex = nf,(x) - x"2ex = nf,(x) - f,,(x).

2. La formule est vraie pour n = 1 et n = 2. Supposons-la vraie aux rangs n - 1 et n (n > 2). Alors
(n+1) _ g\ _ (n-1)\’
= () = nf - (fn'h ) , avec

foer
(S - com -t = < e

n+‘|
(x) = (-1)" Lrex - (-1)”( v — )ex - &l : la formule est vraie au rang n + 1.

xn+1 xN+2 xN+2

d'od foiy (x

(4)
(x ex) —fz(,l')( )=|—ex | En0*, &

X . . . . . -
— +00: f)  +o0 si n est pair, -oo si n est impair; en 07,

1 xn+1

avect =1 - —co: |fV(x)] = [t|™"e" - 0.

® Corrigé de U'exercice 19

1. f(x) = '™ avec #(x) = l"(“") - 1en0: f(x) » e = f(0), f est continue en 0. En -1*:
In(1 +x) - ooet1 - -1 donc{’—>+ooetf—> . En +o0: f(x) - 0, f—>

L o
2. ¥'(x) = # < 0,donc f" = ¥'f < 0 sur ]-1,0[ et sur ]0,+oo[ ; avec la continuité en 0 :

f(x)>e>f(y)six<0<y,etf est strictement décroissante sur ]-1, +ool.
3. Pour x20: w(x)=Iln(1+x)- x+—,q)(x)-—>0 et x(x) = x—7+—-ln(1 +X), X(X)‘ﬁ>0

@, x 20. Pour—%sxso. w croit, donc w(x) < w(0) = 0; et B(x) = In(1 +x)—x+72—Tver|ﬁe
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0'(x) = % -2x? = —% < 0, donc 6(x) = 6(0) = 0. En divisant par x (attention au signe) :
pour 0 < |x| < %, x)-1 = —g +&(x) avec 0 < g(x) < %xz. Alors, avec u = £(x) -1 = 0 (non nul

prés de 0) :

f(X)-e:ee“—1
X u

Soa e (#lsim)

donc f est dérivable en 0 et | f'(0) = —g i

. Tangenteen (0,e): y=e- gx ; asymptotes x =-lety=1.

Avec x = n

I - —_ l - _ 1
-f'(0) = . (Avec x = —etx = -—, la
n

décroissance de f redonne aussi (1 + %) <ex<

(1 . %)nﬂ.) :

=

n(e_(“%)”) _ _fam-fo)

(D)

® Corrigé de l'exercice 20

1. F(0) = 0; F'(x) = (x*-4x+6)e*-2x-6, F(0) = 0; F'(x) = (x*-2x+2)e* -2, F"(0) = 0;
F”(x) = (2x -2+ x%-2x+ 2)eX = x%e* 2 0, nul seulement en 0. Donc F” croit strictement :
F” < 0 sur]-o,0[, F" > 0 sur ]0, +oo[ ; F" a pour minimum F’(0) = 0 ; F croit strictement: F < 0

sur ]-oo,0[ et F > 0 sur ]0, +oo[. Commex2—6x+‘|2=(x—3)2+3>0:ex>%pourx>0.

.G(0)=0;G(x)=(4-2x)e*-2x-4,G'(0)=0;G"(x)=(2-2x)e*-2,G"(0)=0; G”(x) = -2xe*. G”

croit sur ]-co, 0] et décroit sur [0, +oo[, de maximum G”(0) = 0: G” < 0, G’ décroit et s'annule en
-~ . - -~ . 2

0: G croit puis décroit, de maximum G(0) = 0. Donc G < 0, et pour x < 3 (6-2x > 0): e* < X24x6

6-2x
1. 61 33 [P
= = ° — < =
Avec x 3" 37<\/e_20,dou

3721 1089
2, 71804 = <
71804 = 3365 < ¢ < %00

=2,7225: 2,718 < e < 2,723

”

bien meilleur que e < 3 (exercice 10) : ce sont des approximants de Padé de e*.

® Corrigé de l'exercice 21

1.Six<0:e*>12cosx, donc h(x) < 0. Si h(x) =0, cosx = e* > 0. h(0) = 0. Sur [O,g]
: h"(x) = -cosx - e™* < 0, donc h’ décroit strictement de h'(0) = 1 a h(%) —e2-1<0:
elle s'annule en un y ; h croit sur [0, y] (donc h > 0 sur 10, y]), puis décroit strictement jusqu’a

h (g) = -e"2 < 0: un unique zéro b, € ]y, g[ (by = 1,293).

. Sur [2krr - §' 2krr], cos et x = -e ¥ croissent : h croit strictement, de o2 M g3 1-e2km 5.

un unique zeéro a,,. Sur [2krr,2krr + g], commeen1.:h” <0, h’'(2km) = e 2" > 0, h’ (Zkrr + g) <0
; h croit puis décroit, avec h(2krm) >0 > h (an + g) : un unique zéro b,. (Les solutions positives
sont donc 0, b, et lesa,, b,, k2 1)

n
E_an

B o . L ) o
. cosa, = cos(sk 2) = sins,, donc sins, = e% < e - 0; commes, € ]0,2[ et que la
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réciproque de sin sur [0, g] est continue, s, — 0. Alors

Sp S

m m
Sk eZk"'E S . e—ak+2krr—5 = — eSSk — 1.
sins, sin's,

- . ; 2RI o~ W

De méme cosb, = sint, = e = e 2ek, d'oi t, - 0 ett, e’ ™2 = Sm"t et - 1. Ainsi
k
_n_
=2km -1+ 3 M et b, = 2km+ I - €227 (q, = 4,7213, b, = 7,8536).
M Corrigé de l'exercice 22

1 |w |? = 1+92+g = 1+v avecy = 284902 o DoncIn|w |" = 2In(1 +v ) =
. n - n n2 = n n "~ p n2 ! n . n T2 n/ =

n
2

nv, In(1+v, .
w0 g (siv, =0, le terme est nul), et [w,|" — e°.

n

Imw,
2. Rew, =1 +% >0 (n > |a|), donc argw,, = arctan o

n

=arctan> =6 .Sib=0,n0_=0=b;
n+a n n

sinon, avec s = = — 0: nh_ = 2L .ardans _, b (arctan’(0) = 1).
n+a n n+a S

3. w! = |w,|"(cosn6, +isinnB,) - e%(cosb +isinb) = e* (continuité de cos et sin, parties réelle

etimaginaire). En particulier (1 + %) — e'™ = -1 |(formule d’Euler « par les intéréts composés

-\ N .
») et(1 + %) — e =ecos1+iesin1=1469+2,287i.

® Corrigé de U'exercice 23

1. @ -1 - x croit sur [0,1] (dérivée e¥ -1 2 0): E(p;) = e-2 = 0,718. 5,(x) = p,(x) - € est
concave, nulle en 0 et 1, donc positive sur [0, 1], maximale ou 65(x) =e-1-¢e* =0, soiten c:
E(p,)=1+(e-1)c-(e-1)=26=0,212.

d(x)=e*-(e-1)x-1+6:d(0)=6,d(1)=6,d(c) =e-2-(e-1)c+6 =-26+6 =-6. d'(x) = e¥-(e-1)
est négative sur [0, c[ et positive sur]c,1]: d decr0|t de 6 a -6 puis croit jusqu’a 6, d’'ou |d| <6

et|E(p*) = 6|~ 0,1059 (c = 0,5413).

2. SiE(p) < 6:e*-p(x)=d(x)-r(x),donc|6-r(0)] <6,]|-6-r(c)] <6, |6-r(1)] <86, soit r(0) >0,
r(c) <0, r(1) > 0. Mais r est affine et c €10, 1[ : r(c) = (1 - ¢)r(0) + cr(1) > 0, contradiction. Donc
E(p) = 6 : p* est la meilleure droite. Si E(p) = 6, le méme raisonnement donne r(0) = 0, r(c) < 0,
r(1) 20, etr(c) = (1-c)r(0)+cr(1)20: r(c) =0, puis r(0) = r(1) =0, r = 0: p = p* (unicité). On
retient U'erreur qui « oscille » trois fois avec la méme amplitude : p*(x) = 1,718 x + 0,894.

€ Corrigés du niveau 4

® Corrigé de l'exercice 24

1. Siu, €10,1],alors0 < v, , = u,e™ <u, < 1: parrécurrence (u,) est a valeurs dans ]0,1] et
décroissante ; elle converge vers £ € [0, 1] avec £ = fe™!, soit £(1-e )= 0: £ = 0.
2. p(u) = e" - u—— p'u)=¢e"-1-u =200 2 @0 =0. ) = U+ =+ = :
( ) = (0) "(0) =0etyw”(u)=3-¢e">0sur[0,1], donc p” =20,y 20, = 0. Enfin
- ul = eu , et on divise 'encadrement par u, > 0.

n+1 n

<
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3. Ensommantde 0an-1: > L+n>n+1;doncu, s = Spju, < H s T+lnnet
n

U R+1!
n 1 03
Zkouk—zjﬂj_zszvdou

l5l+n le T=n+A+=Inn
u, u, 2
Ainsi A1lnnsnunsn+1: nu, - 14
4, lnk=2ln\/E<2(\/—— )doncisk+A+1lnksk+davecd A+‘I)\/E et— ——,%(la

difféerence vaut

. 1 A+1 .
2 d)) Up 2 3 = 7 Donc 3 ;- uszM—3(A+1)2lnn—3(A+1),et,avec2..

3 1 1% 1 X 1 (1 1
lnn——A 1)s—+= ) u,s—-n<A —lnn d’'ou —|—-n =
2 2(+ u, 2k=0k u, 2 lnn(u )_)2
(Autrement dit u, ~ ——.)
n+5lnn
5. Si X0 0, u, = e vérifie u, €]0,1] etu,,, = e*ne® " =u eln: lnn-x, =In(nu,) > 0. Si

=X 1 z ACo .
0<0:Xx,=x,+e 0 2x,+1-x, =1, etlasuite(x,,,), releve du cas précédent: x,,,-lnn — 0,

donc X,,, —n(n+1) = 0. Dans tous les cas, |x, -lnn — 0|,

® Corrigé de l'exercice 25

1. In(1+u)>u- % pour u > 0 (la difféerence a pour dérivée % > 0), avec u = % Puis (t) =

2t+1 1\_1(1, 1\_ 22
20(eeT) ln(1 + ?) =5 (t + M) In(t+1)+Inta pour dérivee

wr(t)=_l(l+;)+l_ 1]
2\t2 (t+1)2) t t+1 2
etp - 0en+oo: @ >0.

2. gj(t) = In(1+1) - . Si X
strictement décroissante.

t+X 2t+1 1 _ gx(”)
' e 2 D) > In (‘I + ) doncg, <0;u./(x)=e est

N =

v

1 11 _tex _ (1-2x)t-1 1 . . R
3. Six< gx( ) t 22 Hen) . 2e(t) >0 pourt > = 2 (Un(X)) est strictement croissante a

partir d un certain rang, donc pas décroissante. Conclusion : (un(x))n>1 décroit si et seulement
1

Si|x2>—=|
2

N=

4. U (%) décroit strictement vers e (car (1 + %)n - eet (1 + %) - 1):u, (%) > e. Pour x = 0,

TN

L = . i 1 o S 1 n
5 1: u,(0) croit strictement vers e : u,(0) < e. D'ou (1 + H) <ec< (1 +

2,593 <e<2,721 \(amplitude < 0,13, contre 0,26 avec 'exposant n + 1).

)n+ ; pourn=10:

S |-

® Corrigé de l'exercice 26

1. SOIt T(t) = &€ : T'(f) = —4— < 1 caret + et > 2; donc t - T(t) croft et est positif sur [0, +co[.

otret * (eteet)?

vérifie p(0) = 0 et '(t) =t - T(t) = 0 sur [0, +oo[ : ¢ = 0 sur [0, +oof, et sur

€+€

Puis (t) = —2 - ln ==
R par parlte
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2. Pourn=1:e'+e™. Une suite de longueur n + 1 s'écrit (¢', €, ,,), avec S = S(¢') + €

Zets Zets(s)e+e) (et +e )+1.

n+1 :

.. nt? . nt? _
3. Les termes sont positifs : N,e' < ¥, e < (ef+ )" < 27e’T (par 1.), d'oii N, < 2’7
02
pour toutt > 0; le choix t = % (qui minimise 'exposant) donne N, < 2"e"2n.

4, « Pile » = 1, « face » = -1 : au moins 70 « pile » sur 100 équivauta S = 70 - 30 = 40. La
1600

proportion est 21‘;)% <e 20 =|e®=3,4-10"|(la valeur exacte est = 3,9 - 10°). Remarque : de
2

méme, la proportion des suites telles que |S| = cn est au plus 2e2 — 0: C'est une forme
quantitative de la loi des grands nombres.

® Corrigé de l'exercice 27

1. eX21-x(et 2 1+tavect = -x). Sur[o, %]:x(x) = In(1-x)+x+x2,x'(x) = —1+X+‘I +2X = @ 20,
doncy=2x(0)=0:1-x2e**

2. Aveck=n-j:0<1-L<cen donc(1—i)n<e‘jet5 g il g 152 o &
: J:Us n - ! nl = n = <j=0 1-em ~ e-1"
_ . n 2 g2
3. PourO<sj<spetn=2p: ’; < %, donc(‘l —’;) > el r > ede s ; en ne gardant que ces termes,
2
P ; .
S, 2 e'To avec 0, = Z}D:Oe'/. Soit L = % ete > 0; comme 0, = L(1 —e‘P‘1) — L, on fixe
2
P
p tel que o,>L-¢; puis e n o, = 0, donc S, > L - 2¢ pour n assez grand. Avec S < L:
n n n
lim 12 **0" _ € | 1582 (pourn=100:S. =1,572).
nn e-1 n

® Corrigé de l'exercice 28

1. Pour ke N et X = -ax — +o0: xke™ = (-a)*xke™ - 0; par somme, P(x)e®™ — 0. Un polynéme
non constant tend vers too, et une constante non nulle ne tend pas vers 0 : un polyndme de
limite nulle est nul.

2. m=1:P,(x)=0pourtout x 2A; P, aune infinité de racines, il est nul. Si le résultat est vrai
pour m - 1: en divisant par e, P_(x) = - 31 P, (x)el% ) — 0 en +o0 (1., car a, - a < 0),
doncP_ =0;ilreste Zk 11 P,e% = 0 sur [A, +oo[ et I'hypothése de récurrence conclut.

3. Q(x)e"™ - P(x)e®* = 0 sur [A, +oo[ donnerait Q = P = 0 : contradiction. Si Q(x)lnx = P(x) pour
x>0,0nposex =e(teR):avecP =39 p.XFetQ=39 q,X* onobtientT?  (q,t-p,)e =0
pour tout t; par 2. (polyndmes en t, exposants 0 < 1 < - < d), gyt -p, =0,doncg, =p,=0et
Q = 0: contradiction. exp et ln ne sont pas des fractions rationnelles.

4. Sinon, avecb =a,_ +1: X’ b - Y. P (x)el% X sur [A, +oo[ ; le membre de gauche tend vers
+0o (x2 - bx > +o0) et celui de droite vers 0 (1.) : contradiction.
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B Corrigé de l'exercice 29

1.

Récurrence : si ™ = (-1)"H_e™’, alors (™" = (-1)"(H; - 2xH_)e™ = (-1)"'H_.e™. On
trouve H, = 2x, H, = 4x? - 2, H; = 8x> - 12x. Si H, est de degré n, de terme dominant 2"x"
alors 2xH, est de degré n+1 (terme dominant 2™1x™7) et H, dedegrén-1:H,_, estde degré
n + 1, de terme dominant 2"'x™'. Si H_(-x) = (-1)"H,(x), en dérivant H (-x) = (-1)"""H/(x),

d'oti H,,,(-x) = =2xH,_(-x) - H/(-x) = (-1)""'H,,(x) : H, a la parité de n.

n
=2H, +2XH, - H! = 2H, +2n(2xH, , - H, ) = 2H, +2nH, =

H;=2=2H,. SiH, =2nH ,:H _ =
2(n+1)H,. DoncH, , =2xH, -2nH et en0: HM(O) 2an_ (0), d’ou
(2p)

=17

Hyp(0) = (-1)P 2P (2p - 1)(2p - 3) 3+ 1= |(-1P-== | (et H,,,(0) = O).

Si g est nulle, c’est clair. Sinon, soit ¢ < b avec g(c) # 0, disons g(c) > 0 (sinon on remplace
g par -g). Comme lim__ g = 0 < g(c), il existe d < c tel que g(d) < g(c). La fonction continue
g atteint sur [d, b] un maximum en un point x, ; comme g(x,) 2 g(c) > max(g(d),g(b)), ona
X, €1d, b[, donc g’(xo) = 0. (Sur [b, +oo[, on applique ce résultat a x — g(-x).)

g, =(H,-2xH,)e™ = -H,.1€™ = -g,,;, etg, — 0 en oo (croissances comparées). H, = 2x a
une racine. Si H, a n racines x, < - < x, (zéros de g, ), le théoréme de Rolle sur chaque [x;, x; , ]
donne n -1 zérosdeg,,,, et 3. (et son analogue) un zéro dans ]-oo, x,[ et un dans ]x_, +oo[ :

H,.,, de degré n + 1, an + 1 racines réelles distinctes (toutes simples, et « entrelacées » avec
celles de H,).

® Corrigé de l'exercice 30

1.

Pour x réel, e = 1+ x > x : pas de solution réelle. Si e? = z, alors e” = eZ = 7. Enfin e%(cosb +
isinb) = a + ib équivaut (parties réelle et imaginaire) a e®cosb = a et e?sinb = b.

Si a+ib est solutionavecb >0: e%sinb=b >0,doncsinb>0eta = ln —— s alors e?cosb =
% doit valoir a : ¢(b) = 0. Réciproquement, sisinb >0, a = In Si% et (p(b) 0:e%inb=b
et edcosb = 2eosb -

sinb
( est continue sur ]2kn,2kn+ g] et (p(2kn+ %) =-In (2kn+ —) <0.SikR=0: = - 1quand

b - 0", donc () - 1>0. Sik=1:avecs =sinb - 0, p(b) = M-lnbet
bcosb +slns — 2km > 0, donc ¢ — +oo. Par le TVI, ¢ s'annule en un b, € ]2kn,2kn+ %[

= [n

|bb +ib, est solution (ainsi que z,). Les z, sont distincts et |z,| > b, > 2km : une
k
|nﬁn|te de solutions, avec |z,| - +o0 (2, = 0,318 + 1,337, z, = 2,062 + 7,589 i).

€ Corrigés : équations, inéquations

® Corrigé de l'exercice 31

1.

a) 2x2-3=-5x <> 2x2+5x-3=0 & (x-1)(x+3)=0: |5={-3,1},

b) Domaine: x20.Avecs=,/x20:5=52-2 < (s-2)(s+1)=0,doncs=2et |S={4}

c) en(<*) pexiste que si x*> > 0, soit x # 0 ; elle vaut alors x?. x> -4x+3 = (x-1)(x-3)=0:

5-11,3]
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d) Domaine: e >eX < 2x>x & x>0.AvecX=eX:X?>-X-6=(X-3)(X+2)=0,X=3,

etln3>0: [S={ln3}|
2.e) x>-2x<3 & (x-3)(x+1)<0: .

f) e¥-220 < x2ln2 et e¥-320 < -x2Iln3 & x<-ln3. Comme-ln3<In2,
les deux facteurs sont négatifs (ou nuls) sur [-ln3,ln 2] et de signes contraires ailleurs :
S=[-In3,In2]]

g) Domaine : e?* > 3, soit x 2 %ln3 : alors e* 2 /3 > 1 et les deux membres sont positifs :

e -3<(e¥-1)° & -3<-2e"+1 < e*<2. Comme 2(n3<In2: S=[%ln3,ln2[.

3. e -l =e¥(e¥-e)20 < x21:|D, =[1,+00[| 1-e°450 e x*-4<0: D, =1-2,2[|

fy:ilfautx #0ete” # e%, soit x # %, c'est-a-dire x> # 1: D, =R\ {-1,0,1}|

B Corrigé de U'exercice 32
On pose X = e*; X décrit ]0, +oo[ et x = In X.

a) X2-2X-8=(X-4)(X+2)=0,etX>0:X=4, |S={2(n2}|
b) X3 -7X+6=(X-1)(X?+X-6)=(X-1)(X-2)(X +3), donc X €{1,2}: [S={0,[n2}]

c) AvecY =e¥ >0:2Y2-5Y +2=(2Y-1)(Y -2)=0,donc > = 1 ou ¥ =2: |5 ={-112 112},

d) En multipliant par2X >0:2X?-3X-2=(2X+1)(X-2)=0,doncX =2: |S={ln2}|

e) En multipliant par X > 0: 3X2-5X +2 = (3X-2)(X-1)<0 < 2<X<1:|S=[In2,0]!

f) X3-X2-X+1=X>(X-1)-(X-1)=(X-1)?(X+1); comme X +1 > 0, linéquation équivaut a X # 1
:[s=R}

g) Ilfaut X # 1, soit x # 0. Si0 < X < 1(x < 0), le membre de gauche est négatif et X > 0 :
l'inéquation est vraie. Si X > 1 (x > 0), elle équivaut a X +2 < X(X - 1), soit X> -2X -2 2 0, de
racines 1++/3: X21+/3. |S= ]—O0,0[U[ln(1 +\/§),+oo[ A

® Corrigé de l'exercice 33

1. OnposeX=e*>0,Y=¢e">0.
(S;): XY =e =3et(X+Y)?=X2+Y2+2XY =16, donc X +Y = 4(X+Y > 0). X et Y sont les
racines de t? - 4t + 3 = (t- 1)(t-3): |S, ={(0,n3),(In3,0)}|

(S,) : la premiére équation est homogéne ; en divisant par e?Y >0etenposantT =e*V >0:
T2-3T+2=(T-1)(T-2)=0,doncx-y=00ux-y=1In2.Six=y:3y=Iln4, x=y= %lnz. Si

X=y+In2:3y+n2=2In2,y=1In2,x=2n2: 52={(%an,%ln2),(§ln2,%ln2)}.

(S;) : la seconde équation donne e* = e2!"%e¥ = 4Y ; la premiére devient 4Y +Y = 4Y?, soit

Y(4Y—5)=0,doncY=%(Y>O)etX=5: S3={(ln5,ln%)}.

Maths Olympiad @



Chapitre 7+ Fonctions exponentielles 2° Bac Sciences Mathématiques

S e 1+X)?
2. a) L'équation est définie sur R. Avec X = e*: (1 +X)(1 + )1—() = ( X ) =9 &= X’-7X+1-=
7 * 3\/§ . .. . .
0 & X-= > Les deux racines sont positives et de produit 1, donc opposees en

logarithme: |S = {_ In 7+z_\/§’ In 7+32\/§} .

b) Domaine : e* > 1, soit x > 0. 'équation équivaut a (eX - 1)(e* +1) = e?* -1 = 3,donc e®* = 4
etx=ln2>0:|S={ln2}|
® Corrigé de l'exercice 34

1. OnposeX =e*>0:(E,) < P, (X)=0,avecP, (X)=(m- 1)X% - 2mX + m + 3. Chaque racine
X > 0 donne exactement une solution x = ln X.

a) (E;):-2X+4=0,X=2:[S={In2}] (E%): 1(x-6x+9)=1(x-3)2=0:[S={In3}]. (E,):

~4X? 46X = -2X(2X -3) = 0,et X # 0: S = {In 2}

b) Pourmz1: A" =m?-(m-1)(m+3)=3-2m;siA’ >0, les racines ont pour produit p = ﬁ—ﬁ
2m
et pour somme s = ———.
m -1
» m>2: A <0,aucune solution. m =2 : racine double X = 3, une solution.

+1<mc< % :p>0ets>0: deuxracines positives, deux solutions.

«-3<m<1:p<0: uneseule racine positive, une solution; m = 1 etm = -3 : une
solution (question a).

*m<-3:m+3<0,m-1<0etm<0,doncp>0ets>0: deuxsolutions.

m Jroo,-3[ | [-3,11 | [1,2[ | 2 | |2, +od
nombre de solutions de (E, ) 2 1 2 1 0
2. Alors m # 1, et X, = e, X, = e sont les racines de P, : ™2 = X X, = mt?, d’ou
X, +x, =2 i .
1 2 m -1
m+3 1

x1+x2:—ln2 =

T—1-3 & 2m+6=m-1 < m-=-7,valeur pour laquelle (E,) a

bien deux solutions (-7 < -3). (E_,): -8X? + 14X -4 =0 <= 4X?-7X+2=0 ¢ X=

71\/ﬁ

8

(deux racines positives) : |S = {ln 7'?, ln 7?} |

® Corrigé de l'exercice 35

1. (x) = e + ln x est continue et strictement croissante sur ]0, +co[ (somme de deux fonctions
strictement croissantes), et (1) = 1. Doncp(x) =1 < x=1etp(x)<1 < x<1:|S={1}

X x\2
2. p(x)=eX+eX-2-x2:p'(x)=eX-eX-2xety"(x) = eX+eX-2 = (ei - e'i) > 0, nul seulement
en 0. Donc g’ est strictement croissante et @'(0) = 0 : @ décroit strictement sur ]-oo, 0], croit

strictement sur [0, +oo[, et son minimum est w(0) = 0. |S={0}| et |S" = R*|.
Maths Olympiad @
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Pour x < 0: eX<1<1+x? linéquation est fausse. Pour x 2 0: (x) = eX -1 -x? a pour dérivée
e* - 2x, dont le minimum (atteint en In2) vaut 2 -21n2 > 0; ¢ est croissante et ¢(0) = 0, donc

Onsaitqueel =1+t < t=0. a)Avect=sinx:sinx =0, ’S={kn, keZ}‘. b) x? = 1+(x* - 1)

:avect = x% - 1, léquation s'écritet =1 +t,donc x> =1: S ={-1,1}|

En retranchant: e*-e¥ = y - x. Si x > y, le membre de gauche est > 0 et celui de droite < 0:
impossible ; de méme si x < y. Donc x = y, puis e = 1 + x, ce qui impose x = 0 (égalité dans

et > 1 +t). Réciproquement (0, 0) convient: |S ={(0, 0)} |

B Corrigeé de l'exercice 36

1.

Si n est impair et x < 0: x" < 0 < €%, aucune solution. Si n est pair: w(x) = e* - x" a pour
dérivée y'(x) = e - nx"" > 0 pour x < 0 (n - 1 est impair, donc x"' < 0) ; y est continue,
strictement croissante sur ]-oo, 0], de limite -co0 en -oo (x" — +o0, € — 0), et (0)=1>0: une
seule solution, dans ]-oo, 0].

a) Pour x > 0, les deux membres sont > 0 et [n est % 0 e +00
3=\ BV o X = vl _ Inx _ 1 -
injective: e =x" < x=nlnx < **=_. u'(x) + 0 -
, 1-Ilnx - P T
b) u’'(x) = >— @ U croit sur 10, e], décroit sur e
@ : + |
[e, +oo[, de maximum u(e) = Ziu > -oen 0,
u — 0" en +oo. Donc u(x) = % a deux solutions % ¢
Si % < %, c'est-a-dire n = 3 (une dans 11, e[, une
dans Je, +oo[), et aucune si n € {1, 2} (% > % > %).
En ajoutant les solutions négatives (question 1), le nombre total de solutions de (E,) est :

IOSin:1; 1sin=2; 2sinz23estimpair; 3sin24estpair‘

Wi(x)=e* -2 wy(1)=e-1>0,p;(2) =e®-8<0, ,(4) =e*-64 <0, py(5) = e - 125> 0. Par
le TVI, (E;) a une solution dans ]1, 2[ et une dans ]4, 5[ ; comme elle en a exactement deux (et
aucune négative): [1<a<2 et 4<b<5|

Pour x < 0: x3 < 0 < X, l'inéquation est vraie. Pour x > 0: X > x> < x> 3lnx <

u(x) < %, ce qui, d’apreés les variations de u (u(a) = u(b) = %), équivaut a x < a ou x > b.
S =]-w,a[ulb, +oo[ | (a~ 1,857, b = 4,536).

€ Corrigés : limites

® Corrigé de l'exercice 37

1.

2o

eClX et . 1
Avect=ax — +0o0: — =@a" = — +oo (cours), puis x"e™% = - [0}
xn (i eax [ xn

3x 1

a)ﬂ_,. b) — & - -

T+x0e™ (ex+x)’  (1+xe>)’
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c) Pour x < -1: x% 2 |x|, donc 0 < |x3e'X2| < |x[?e” ™!, qui tend vers 0 (question 1 avec
t=|x| » +o0): @
d) e¥-e* = e (e""‘2 - 1) ; X - x2=x(1-x) > -oo, la parenthése tend vers -1: [-oo].
In(x2+e) 1+1in(1+x%e™)

e) In(x?+e*)=x+In(1+x%e™), donc = —X - - [1]

x+1 1+1
X

f) Pour x >1,t=+lnx - +o0 et (Inx)? = t° : le quotient vaut t°e™t — [0} g) Question 1

(a= 10, =10): [+ ].
e e:
2

h) : le numérateur tend vers +oo et le dénominateur vers 1: [+co].

X
2

X4 +e x4e 2 +1

® Corrigé de l'exercice 38

u(x)-ula
X-a

(a)

Rappel : si u est dérivable en q, alors - u’(a).

e’ X -1 _e’-1

1
sin2x U sin 2x 2 7 |2f

a) Avecu=x?>+x - 0(uz0présde0, x 0):

2X _
b) Avecw =e** -1 - 0 (w # 0 pour x £ 0) : arc'f;nw.e < 1, 1 x2:.
c) v(x) = e°sX, v(g) =1, v'(x) = -sin x %% : limite v’ (%)
d) w(x) = e - e, w(1) =0, w'(x) = 2xe* - e*: limite w'(1) = 2e - e = @
e) r(x) = In(2 - e*) est dérivable prés de 0 (e* < 2), r(0) = 0, r'(x) = : limite r'(0) = -1,

s(t) - s(0)

) Avect = ; — 0" : l'expression vaut — ou s(t) = In

s'(0) = I

g) eX+eX-2= e—x(e2x_2ex+‘|)= e‘X(e"—‘I)2, donc eX+)e(;X_2 = e"‘(e )(-1)2 - .

2 -
et +1
2

t
5(0) = 0, (1) = = limite

h) s(x) = e* - e%, s(1)=0,s'(x) =e*+ %e% :limites’'(1)=e+e= .

Maths Olympiad @
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B Corrigé de l'exercice 39

1. En -0 : /e2X+1 — 1 et -x = +00, donc f = +00; f(x)-(-x+1) =/e2x+1-1 = 0" : la droite

X

- e
y =-x+1]|est asymptote en -oo, et Cf est au-dessus. En +oo : ~ X T1+e2X-1 - +o0

(donc f — +o0) : branche parabolique de direction (Oy).

_oex-1_ 1-ef . . y=-X y=Xx
2. g(-x) = Xe-X+1_ x1+ex-g()f).g(.estpa|re.De y
plus g(x) 2 0 (x et e - 1 ont le méme signe).
X _ _ X
En +o0: & iole — 1,donc g - +o, et N .
eX+1 1+eX C,
(e*-1)-(e*+1)  2xe™ ul
g(x) -x = x ex+1 __'I+e‘X_>o' 2 X
La droite est asymptote en +oo, C, au-
dessous pour x > 0. Par parité : asymptote
en -oo, Cg au-dessous.
h(x)

donc h — +o0 et — — +00 : branche

X
3. En -0 : h - 0%, asymptote y = 0. En +o0 : h(x) = 7 fe_x,

parabolique de direction (Oy). De plus

er _ (e2x _ 1) 1
ex+1 ) ex+1

I est une courbe asymptote a C, en +oo, et C, est au-dessus de I sur R.

— 0" :

h(x)- (e~ 1) =

4. 1+x%* 21: Restdéfiniesur Retk 20. En -o0: x?¢X - 0, donc k — 0: asymptote y = 0. En
+00 ;
-X -X

R(x) = ln(x2eX)+ln(1 +i—2)=X+2lnx+ln(1 +i_2)'
k . . . .
donc k — +oo, % — 1 et k(x) - x - +o0 : branche parabolique de direction la droite y = x.

® Corrigé de l'exercice 40

1. e¥ < 1, donc f est définie sur R ; elle est paire. En oo : e = 0et f — 1:asymptote y =1
(CJr au-dessous, car f < 1). Pour x # 0, avec u = -x2 50 :

F)-F0) _1xl [1-e _|x| [e=1
X X x2 X u
f n'est pas dérivable en 0 : O est un point anguleux, de demi-tangentes y = x (x > 0) et y = -x
(x <0).

, donc fy(0)=1] et fé(O) =-11

X - . < . g(x X o
2. g(x) = /x- & 1 L 0x1=0 = g(0): g est continue a droite en 0. MaISM _E el
X X Jx
.. . . . . X
: g n'est pas deérivable a droite en 0, demi-tangente verticale en O. En +0 : g — +c0 et % =

e -1

x/x

— +oo : branche parabolique de direction (Oy).

eVX-( -5 (ax-1)e+1  h(x)
X 2xy/x 2xJX

donc h > 0 sur ]0, +oo[ : g est strictement croissante sur [0, +oo[.

Maths Olympiad @
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u
3.a) Quand x = 1,u= L - -0, X =1+u et 1-x=-1: k(x)=—e%—>0=k(1):kest
. R . R(x) - R(1 X .
continue a gauche en 1. Puis % = -ex1 =-e"¥ - 0: k;(’l) = 0|: demi-tangente

horizontale au point (1, 0).
b) Quand x - -o0,u - 0™ et -ex = -e - 5, d’ol

u u _
I?(X)+eX=—e5 +e+g=e(1_e !

; )—>e(1—1)=0:

A est asymptote en -co. Pouru < 0:e“-1>u,donc e”T1 < 1 (division par u < 0): R(x)+ex > 0,
la courbe est au-dessus de A sur J-oo, 1].
M Corrigeé de U'exercice 41

1. On reconnait chaque fois un nombre dérivé dans 'exposant, puis on utilise la continuité de
exp.

9 .. 14y S(t)-s(0) . B ¢ - VN
a) Avect=~ -0 .xln(ex +;)- ————ou s(t) = In(e' + ), s(0) = 0, s'(t) = ef+t's(0)_2
: la limite vaut .
. . . , 3, r(x) -
b) 3e*-2>0préesde0;r(x)=In(3e*-2),r(0)=0,r(x)= 3ex_ 3’ r'(0)=3: -~ 3, limite
Bl
B 1+ex+e2x B , B e"+2e2" , .
C) Q(X) =|n T, Q(O) =0,q (X) = m, q (0) =1: limite @
2. Avec x = % €10, 1] dans 'encadrement admis, multiplié par n?, puis en retranchant n :
1.p2 Nyl 1 2 AW Al
—2snln(’|+n) n< 2+3n’ donc nln(1+n) n— >
nz 1
Par continuité de exp : (1 + 1) en = (lenkn e s s 0,607.
n Je
ea(x)

= ea)-b) 5 0 car lim eX=0. Eta-b = b(g B ‘I), produit d’un facteur tendant vers
eb(x) X—-co b
+0o par un facteur tendantvers-1:a-b —» -o0. v
b) On écrit chaque fonction sous la forme e®P°a" : 100 (n x, (Inx), Vx
la difféerence de deux exposants consécutifs tende vers -oo :
- 100lnx - (Inx)* = In x (100 - (In x)?) - -0 ;

(In x)? ( n x

X
" Inx'

x. Il suffit que

3
. ) 5 .
. = m) — 0 (croissances comparées), avec yx — +oo ;

Ix

3
X x/lnx
. \/_ =ln—X—>O et / =L—>O,aveci—>+ooetx—>+oo.
x/lnx x2/3 X n x ln x

. 3 3 x
D’aprés a) : X190 « o %)’ VX « pTax « X |

\3/; . \/} -0,4 x%° n x
) —=Xx6 -0 — =x% 50 et = —= — 0 (tous ces exposants tendent vers
Jx x0.9 x/lnx  x01
+00) :
3 0,9 X <
eV « oV « " « e (l'exposant x%2 ne suffit pas a rattraper 25).
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® Corrigé de l'exercice 42

1.

L'inégalité de gauche est celle du cours. Pour celle de droite, w(t) = 1 + tet - et vérifie w'(t) =
te! > 0 sur [0, +oo[ et w(0) = 0, donc w 2 0.
Pour 1< ksn,t, = n% € ]O,%], donc 1+t, se < T+ters<1+ tke%. En sommant, avec

n = 1, n+) _onea,
Zh’=1tf?_n2 2 2n

n+1
2n

n+1
2n

1.4 |1
Les deux bornes tendent vers 2 : lim (S, -n) = .

1
sSn—nsen

. 1 2 2 0
Avec les t, de la question 2: t, < e - 1 < t,en, donc t? < (etk - ‘I) < tler. Or » t2 =
k=1
1 n(n+1)(2n+1)

n“ 6

,d’ou
(n+1)2n+1) 2(n+1)(2n+1)
— =< nh <en ———,
6n2 Vn 6n2

2 _ 1. i _1 -1,
Les deux bornes tendent vers =30 limnv, = , etdoncv, = ~-nv, - @

Pourn =2 et 1 sksn:tks%s%,doncetks\/E<2(e<4):chaquefacteurest>0etPn>0.

{
Posons w, = ek -1 € ]O,eﬁ s 1] ;alors 2 - e't = 1-w, et, avec v = -w, > -1 dans le rappel :

w,, . S,-n
~——=<In(1-w,)s-w, doi -——<InP <~(S, -n),
1 W, 2 en

1 .
cary,w, =S, -net1-w, >2-en > 0. Les deux bornes tendentvers—% (question2): InP, — —%

-
et P, =e""n - 3=

Je

€@ Corrigés : dérivées et primitives

® Corrigé de l'exercice 43

1.

Maths Olympiad

Chaque fonction est obtenue par opérations et composées de fonctions dérivables ; sur I, les
quantités sous les racines et sous le ln sont strictement positives, et les dénominateurs (x*-1,
e*X - e, e* - x) ne s'annulent pas.

’ b 1 1 ! -2 e _ 2 24_1
) fbys|e (arctanx+ 1 +X2)' b) (X2-1) i (x2 _)fl)2 DS _ﬁex |
X -x\2 X -x\2
c) f'(x) = o il o I (car (A-B)? - (A+B)? = -4AB et eXe™™ = 1).
(ex - )’ (ex - e)’

2X 2 _ -
d)Avecs=\/‘l+e2x:s’=eTete2"=52-1,doncf’(x)=S 1 _s=1_[,-1

s(l+s) s JTeex|
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, _eﬁ Jx o] _e&
e)f(x)-ﬁ(\/;—‘lﬁe E—T

-2Xx -2Xx
f) 1-e2>0surl: f'(x) 2 €

Wi-ex |J1-ex|

g) (x-e¥) =1-¢e*: f'(x)=|(1-eX)eX | (f croit sur ]-oo, 0], décroit sur [0, +ool).

(e*+1)(e*-x)-(e*+x)(e*-1) ) 2(1-x)e*

(e - x)* (ex - x)°

h) e@-x21>0surR. f'(x)= (aprés simplifi-

cation du numérateur : 2eX - 2xeX).

2. f'(x) = e¥(cos x - sin x) et cos (x + %) = ﬁ(cosx - sinx), d’otl f'(x) = /2 e* cos (x + %) v

T2
La formule est vraie pour n = 0. Si elle l'est au rang n, en posant 6 = x + ”—I :

£ (x) = (\/E)n e*(cos 6 -sin ) = (ﬁ)n e* -2 cos (9 + %) = (\/E)H+1 e* cos (x U +41 )n).

Pour n = 4 : f*)(x) = 4e* cos(x + ) = ~4eX cosx : | f*) = —4f |

® Corrigé de U'exercice 44

Tho

2.

On note F une primitive (a une constante pres).
_ 2 o 2nx o a1y _ 1 nxp T R _ox-1
a) u=(lnx)% u' = p f=gu'el, F(x)-ie . b) u=x-+,u =T+ |F(x)=e"x|
= o = X2, £ _ 1. I N _ X of.g__ U
) u=e,u =2xe*: f=_u'cosu, F(x)-25|n(e ) d)Surl,u=e E]O'Z['f_coszu'
’F(x) = tan (e¥) ‘
e) e2X+2e*+2 = 1+(e*+1)°: forme : uuz avecu = e*+1, F(x)=arctan(e"+1)‘. f) Forme
+

u'sinu: ’ F(x) = - cos (e¥) ‘

@ u=1+e">0: f=uus3, F(x):%(neX)%=%$/(1+eX)2.
. e u’
h) u=Iln(1+eX)>0surR(car1+e*>1),u =1+ex:f=7' F(x)=In(ln(1+e¥))|

)u=eX+3:f=u'fu, F(x)=§(e"+3)\/ex+3.

(e -e)(e* + 1)+ e = e + ¥ - e -e*+e¥ = e*. v Donc F(x) = e -e* +In(1+e*)+C, et
F(0)=3-1+In2+C=0:

F(x)=%e2"—e"+ln(‘| +e")+%—ln2.

Maths Olympiad @



Chapitre 7+ Fonctions exponentielles 2° Bac Sciences Mathématiques

® Corrigé de U'exercice 45

1. F'(x) = [(2ax+b)-2(ax?+ bx +c)]e®* = [-2ax? + (2a-2b)x + b - 2c|e™**. On identifie avec
x*-1:-2a=1,2a-2b=0,b-2c=-1,dolia=b=-3,c=7:

F(x) = —% (2x% +2x - 1) x|

() = O VX, Jx(a, a+b a_ _ Jx
2. G'(x) = —=e'" +(a/x +b eV¥(Z + Ilfaut S =1eta+b=0:|G(x)=2(J/x-1)e
2% ( )2\/— (2 2\/}) ( )
(comparer avec l'exercice 43, question 1.e).
3. H'(x) = ae® + 2x(ax + b)eX = (Zax2+2bx+a)e"2 : on identifie: 2a = 2,2b = 2,a = 1:

H(x) = (x + 1) ¥

4, a)1=a(X+1)+b(X—1)pourtoutX;X=1donnea=%,X=—1 donne b = -1 : a=%,b=-%.
eX 1 1(u Vv
— pX. — JY - Y = pX
b) Avec X = e*: — 2( - ex+1)delaforme2(u V)avecu-e 1> 0 sur ]0, +oo[
1 1
etv=e¥+1>0: flneX+1'
X X ’
5 L = € S ,delaformeu DX - L |
ex+eX+2 eX+2eX+1  (px41) u? ex+1

® Corrigé de U'exercice 46

1. f(-x) = -f(x): f est impaire ; f - +o0 en +o et f — -c0 en -oo,

2 2 2 2 2 2

fi(x)=eZ +x-xe7 =|(1 +x2)ex7 >0,  f"(x)=2xe7 +(1 +x2)xex7 =| x(x? +3)ex7 i

f est strictement croissante sur R ; sa courbe est concave sur ]-oo, 0], convexe sur [0, +oo[ : O
est un point d’inflexion, de tangente (f'(0)=1).

2. f est continue, strictement croissante, de limites -oo et +oo : bijection de R sur R. Comme f’ ne

.. 1 1
s'annule pas, g est dérivable sur R et g'(y) = . g(0)=0,qg'(0) = =1|; f(1)=+/e,
pas, g 90 = wogy: 90 =090 ﬁw)ll f(1)=/e
1 1
donc e)=1etg’'(Je)= = —|
9(/e)=1etg' (/2) = 7 =| o2
2 2 1 X
3. Poury # 0, x = g(y) # Oety = xe2,doncez = = et g'(y) =

9gy)
y(1+9(y)?)

X

4 Pour x 2 0: ez 2 1,donc f(x) 2 x. Poury =2 0: g(y) 2 g(0) = 0ety = f(g(y)) 2 g(y):
0=<gly)sy|

Sur [0, +oo[, f* est croissante (f” > 0) et positive, et g est croissante: y = f'(g(y)) est croissante,

N

donc g’ = )‘1—9 est décroissante : la courbe de g est concave sur [0, +oo[ (symétrique, par

rapport a y = x, de la partie convexe de la courbe de f).
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2
5. a) Poury>0,g(y)>0etlny=1Ilng(y)+ g(;/) : g(y)?=2lny-2lng(y). v

b) Poury = \/e: g(y) = g(e) = 1, donc Ing(y) 2 0 et g(y)* < 2Iny. Alors Ing(y) <
dotug(y)?22lny-In(2lny). v

2
Avect=2[ny—>+oo:1—ln—tsg(y) s1,etln—t—>0;commeg(y)>0: lim 9v) =.

t " 2lny t y=>+e lny
® Corrigé de U'exercice 47

1. a) @ (x)=e*-1 -x-% 1 (x) = €¥-1-x 20, nulseulementen 0; , est strictement croissante
et ¢,(0)=0: elle a le signe de x. v
b) w(x)=x+e*-(1+x)e*=x(1-e*)20(x et 1-e*ontle méme signe), nul seulement en
o 2
0,etw(0)=0: walesignede x. Or1+x+ X;ex -eX=efwx). v

X _1 - X X
c) Soit g(x) = ex#' D’aprés a) et b) : pour x > 0, % < q(x) < % ; pour x < 0, % < q(x) < %
Par encadrement: lim g(x) = .
x—=0 2
2. p(x) = W — 1=(0): @ est continue en 0. Puis
Px)-1 x-eX+1 _ X 1. R X
X _X(ex—1)_ q(X) ex_1_) 2‘ "p(o)_ 20 T'y_1 2 [
_(e¥-1)-xe*  n(x)

3. Pourx # 0: @'(x) —— = > avec n(x) = (1-x)e* - 1. Or n’(x) = -xe* : n est
(ex-1) (ex-1)
maximale en 0, ou elle vaut 0, donc n(x) < 0 pour x # 0. Ainsi ¢’ < 0 sur R (et ¢’(0) < 0) : @ est
strictement décroissante sur R.

(-1 -X) - x(e* - 0 €1 51 sl o) -
De plus n(x) = (e¥-1-x) - x(e*-1), donc Z - q(x) — 73 1 = > et p’(x) =
”(X)( X )2 L]

— =@’'(0): ¢’ est continue en 0.
Ean ©'(0): @

x2

xe™*

4, En +oo : (p(X) = — — 0 (asymptote y = 0). En

1-
-0:e*-1 - -1,doncp - +xo, et
xex
)+ x=—— —0 :
(xe* - 0): la droite est asymptote en -oo ; R \L
M AN X
pour x < 0, % > 0: la courbe est au-dessus. 2
-X xe*
-X) = = = ((x) + X. Avec Y(x) =
0o(-x) = = = 2= () + W)

o(x) + % s @(-x) = @(x) + x - % = @(x) : w est paire.
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® Corrigé de l'exercice 48

1.
2.

(ReX) =R'e +Re*=(R+R')e* et (ReX) =R'e*-Re™=(R' -R)e™*. v
a) Q =P - P+ +(-1)"P"N) et PN = 0 (P est de degré n). Dans Q + Q’, les termes +P*),

k > 1, se simplifient deux a deux: Q + Q" = P. D’apreés 1, (Qe*)" = Pe* : est une

primitive de Pe*.

b) D = R-Q vérifie (De*)' =0, donc D+D’ = 0. Si D # 0, de degré d, alors D’ est nul ou de degré
<d,etD+ D' estde degré d: il n'est pas nul, contradiction. DoncD=0etR=Q. v/

P=x3:Q=x3-3x%+6x-6, primitive ‘(x3—3x2+6x—6)ex

| P=X2+3X+‘I:Q=(X2+3X+‘I)—

(2x +3) +2 = x? + x, primitive |(x? +x)e* |

Avec Q=-(P+P +w+P™): Q" =-(P" +-+P™M), donc @ -Q =P, et(Qe*) = PeX daprés 1. v

P=x2:F,(x)=-(x?+2x+2)e*+CetFy(0)=-2+C=0: Fy(x)=2-(x?+2x+2)e™|

. n! _. . Xk . . .
Pour P = x" : PU) = (n_j)!x”f, donc 57, PV) = N'Tj.o Gy (@vec k = n - j). Ainsi F,(x) = C -
nleXsh X etF (0)=C-nl=0:
n Xk
F.(x) = n!-nle™ % = et, comme xfe™* - 0en +oo: Xl_l)rpm F.(x) = nt|

© Corrigés : puissances et base a

® Corrigé de U'exercice 49

1.

a) Avec X = 2¥ > 0: 4% = X2 et 8" = X3, et l'équation s'écrit X + X2 = X> <= X(X?-X-1) =

0 < X2-X-1=0(carX # 0). Ses racines sont %, et seule p = % (le nombre d’or) est
.. 1
positive: 2¥=¢p < |x=log,p = % In +2\/§ = 0,694.

b) Les deux membres sont strictement positifs ; en passant au logarithme : xln2 + x?In3 =
In6=1n2+In3,soitln3x>+In2x-(ln2+n3)=0. Le réel 1 est racine évidente, et le produit

i In2+In3 _ _In6 . _ _
des racines vaut s 2 e S ={1, - log, 6}|

a) ai"t = elnbna _ plnalnb _ plna By poyr x > 0, x!"2 = 2I"X: ['équation devient 2 x 2!"* = 16,
soit 21X = 8 =23, donc lnx =3: |x=¢€|

(26-3)(3%-2) = 6"-2x2%-3x3%+6 /. Puis2*-320 < x2log,3et3*-220 < x 2 log,?2,

avec log, 2 = 3 <1< ::—3 = log, 3. Le produit est positif lorsque les deux facteurs ont le méme

signe: |S = ]-oo, log, 2] U [log, 3, +oof |

AvecX =2">0etY=3Y>0:X+Y=17et4X-3Y =5,d0o07X =56,X=8,Y =9: [(x,y) = (3,2)]|
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® Corrigé de l'exercice 50

1. En-00:3%=e*"3 5 0et,avec T = xIn3 —» -o0, x3* = =Te" - 0;donc f(x) = x3*-3* > 0:
la droite y = 0 est asymptote en -oo, et C; est au-dessous (f(x)<0pourx<1). En+oo: f — +oo

et @ = (1 - %)3" — +o0o : branche parabolique de direction (Oy).
2. (3*) =In3-3* donne f'(x) = 3*+(x-1)n 3-3* = 3*(1+(x-1) In 3), du signe de 1+(x-1)In 3, qui

In3

s'annule en x, =1—— = 0,09 : f décroit sur ]-o, x,] et croit sur [x,, +co[. Comme 3ln3 =ehs =¢
0 = x _n_— = 3 x -
: f(x,) = —= x3x37m3 = el 1,005.
y
T
X |- Xo +00
f(x) - 0 +
0 +00 1
f] NS
3
T eln3 \‘\ A X
)
0

3. f"(x) = In3-3%(1 + (x - 1)In3)+3*In3 = In3-3%2 + (x - 1)In3) s'annule en changeant de

signe en x; = 1 - R ~ -0,82 (C concave avant, convexe aprés) : unique point d’inflexion

-2
I(1_m’_e21n3) carf(x)-——x3x(31n3) = -0~ 0,74,

4. f(1)=0et f/(1)=3: . Courbe ci-dessus.

5. f est continue et strictement décroissante sur ]-oo, x,] (de 0, non atteint, a f(x,)), strictement
croissante sur[xo, +oo[ (de f(x,) a +o0). L'équation f(x) = m a donc: aucune solutionsim < - 2

eln3
cunesims=-—— (x = X) ; deux5|——<m<0 une si m 2 0 (dans [1, +oo[).

eln3

® Corrigé de l'exercice 51

1. ©'(x) = In2 - 2% - 1 est strictement croissante et s'annule si et seulement si 2* = 1—2, soit
X=X = l”(”m) l”l(lnzz). Comme <ln2<1(arln4 >1),onal < ln1—2 < 2,dou0 <

x* < 1. (pdecr0|tsur] oox]etcr0|tsur[x +oo[; (0)=1-1-0=0etp(1)=2-1-1=
0. Etant strictement monotone sur chacun de ces intervalles, ¢ ne s'annule qu'en 0 et 1 :
’(p <0sur]o,1[, ¢ >0sur]-o,0[U]1,+oo[ ‘

2. h(x) = 2¥ - 1 est strictement croissante, h(0) = 0, h(1) = 1: h(]O, 1[) =10, 1[ et, par récurrence,
O<wu,<1. Puisu,,,-u, =@,)<0: (u) est strictement décroissante, minorée par 0, donc
converge vers £ € [0,u [ ; par continuité de h, ? = h(?), soit ¢(f) = 0, donc £ € {0, 1} et .

3. a) q'(x) = L2220 - MY avec N(0) = 0 et N'(X) = In2- 2%+ (xIn2-1)In2-2¥ = x(In2)22X > 0

: - 2x-2° "(0) =
sur ]0,+oo[ : N > 0, donc q est strictement croissante. Et g(x) = =5~ (2*)'(0) = .
b) k = q(u,) < g(1) = 1. Comme q croit et tend vers In2 en 0%, on a g(x) > In2 pour x > 0 ;

et0 < u, <u,donneln2 < q(u,) < k. Or U, =q(u)u,: In2-u <u, , <Rku, puis, par
récurrence, |(In2)"u, < u, < R"u, . Enfin 22t q( 0 = puisque u, — 0"
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b k = f1_2(\/§ 1)=0828. u, <& <10° < nlnks<ln(2:10°) < n2>122.698

172 -0,188
: [N =70]convient. Etu_ 2 (1”2) >10° & n< 332 ~357: u, >10° pourn < 35. (La

vitesse réelle est celle de (In 2) cenfaitu, < 1076 dés n > 38.)

5. Siuy > 1: h(]1,+0o[) c11,+c0[, donc u, > 1 etu,,, -u, = p(u,) > 0: (u,) est croissante ; si
elle convergeait, sa limite ¢ 2 u, > 1 vérifierait () = 0, impossible : . Siuy,<0:
h(]—oo, 0[) c ]-1,0[, doncu, <0 et(u,)>0: (u,)est croissante, majorée par 0, de limite £ < 0
telle que () =0: |u, = 0| (Si u, €{0, 1}, la suite est constante.)

® Corrigé de l'exercice 52

1. et 21+tdonneet -1 2t Avec-t: et >1-t, et en multipliant paret >0: 1 2 e! - te!, soit
t t
e-1<te

2 9. 2 Hf g o250 n2 5o 1

2. Avect-T>0.1k <2k -1¢ - 2ks1k 20+, car .
InN2-H <S <2 ln2-H . Comme2ni — 2°=1et Hn - [n2, les deux bornes tendent vers
(In2)?: [limS, = (In2)?|

< —. En sommant pour kden+1a2n:

. 1 1 R
3. Soit t, = “‘" , de sorte que af-1=e-1¢€ [k,t ak] Sia>1:t,>0etak < am, dod,

a1 1
commeen?2,Ina-H <3< an+1 lna-H,.Si0<a<1:t,<0 etak > an+1, donc t,ak < t, an
: on obtient le méme encadrement. Dans les deux cas, les bornes tendent vers lna-ln2:

2n

Z (a%—1)—>lna-ln2.

k=n+1

4 2k-13 “‘Tz > ln2-ln(1 + %) = In2(In(k+1)-Ink); en sommant (télescopage): T, = In2-In(n+1),

donc |T, — +oo|

® Corrigé de l'exercice 53

1. @(t) = t%" est continue sur [k, k + 1] (et sur [0,1] si a > 0), dérivable & lintérieur avec ¢'(t) =
(a + 1)t% Le TAF donne ¢ €]k, k + 1] tel que (kR + 1)**" - R**! = (a + 1)c® Sia >0, t - t* est
croissante : R* < ¢ < (kR +1)% (avec 0% = 0 pour k = 0) ; si -1 < a < 0, elle est décroissante et les
inégalités se renversent. On conclut en multipliant para +1 > 0.

2. On somme l'inégalité de droite pour k = 0,..,n - 1: n®! < (a +1)S, ; celle de gauche pour
k=1,..,n (télescopage) : (a +1)S, < (n+1)*" - 1. En divisant par (a + 1)n®*" :

S +1
T 2 ] (1 + l)a - ,
a+1 nol = g+ n na+1

+1 S
et (1+ )" = @D | 4 p e S 0 (lim = 1|
p no+l o+ 1

3. 0ci (@+ 1)(R+1)* < (R+ 1)1 -R%" < (a+ 1)R® (kR = 1). En sommant la droite pour k = 1,.
(n+1)™"-1<(a+1)S,;lagauche pourk=1,..,n-1:(a+1)S,-1)sn™"-1,s0it s, <” *“.

a+1
o+ 1

Aprés division par n®’, les bornes —— [(‘I + l) - n‘("*”] et —[1+an™@"] tendent vers -1

a+1 n a+1 a+1

(car a +1 >0): la conclusion subsiste.
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4. Avec o = /2 la limite vaut == = |y2-1| Aveca = -~ € ]-1,0[ : la limite vaut — = V2

1+\/§

V2 -5 21

2+\/§.

® Corrigé de l'exercice 54

o

f est continue, f'(x) = In2-:2%+In 3-3% > O,Xlir_n i = Oetxlim f = +o0: f estune bijection de R sur

10, +oo[, et n > 0 a un unique antécédent x,. f(0) = 2 donne|x, =0|;etf(x,)=n<n+1= f(x,,)
avec f croissante donne x, < X, ;.

Pourn 2 2, x, 2 x, = 0, donc 0 < 2% < 3%, et n = 2% + 3* donne 3% < n < 2 x 3%, soit

lnn-ln2 = 1

In3 lnn

X 1
< L < — .
T lnn In3 donne lnn In3

log, g < X, <log,n | Ainsi x, — +oo, et

n = 3% (‘I +(%)Xn) = 3%(1 +¢,), dou log, n = x,, +log,(1 +¢,). Comme x, — +o0 et 0 < % <1,

g,=en"3 > 0,donc|x, -log,n=-log,(1+¢,) > 0|

In2 Inn
n'%2 = "3 = g3 "2 = 2167, Alors

_ 2%n -
n’ log32£n= — =(1+£n)2X,, logsn __, 1420 =1.
3%n 2log3n
In(1+¢,) 1-log, 2 1 In(1+¢,) 1-log, 2 1
- = — 3 - s ==  ° 3 Tn 2
Enfin log, n - x, 3 doncn (logyn-x,) = 3 e IR ITEY Al

In1+8) _, 1 quand € - 0".
&

© Corrigés : études de fonctions

® Corrigé de l'exercice 55

1.

En-co0: e?* - 0eteX — 0,donc f — -oo, et f(x)-2x = eX(eX - 5) = 0: A est asymptote en -co.
Comme e* > 0, f(x) - 2x a le signe de e* - 5: C; est au-dessous de A sur ]-oo, In 5[, au-dessus
sur ]ln5, +oo[, et la coupe en (In 5,2 [n 5).

f(x) = 2x + e*(1-5€7) - +co et @ =2+ %(‘I -5e™X) — +oo : branche parabolique de

direction (Oy).

Avec X = e : f'(x) = 2 +2e*¥ -5eX = 2X?2 -5X +2 = (2X - 1)(X - 2) = (2e* -1)(e* - 2), qui
s'annule en -ln2 et In2 : f croit sur ]-oo, - In 2], décroit sur [-In2,ln 2], croit sur [In 2, +oo],
avec f(-In2)=-2In2+7-2=-2In2-2~-364etf(In2)=2In2+4-10=2In2-6=-4,61.

X |0 -[n2 ln2 +00
f'(x) + 0 - 0 +
-2ln2- % +00
03] A N
-0 2ln2-6

Maths Olympiad @



Chapitre 7+ Fonctions exponentielles 2° Bac Sciences Mathématiques

4. f"(x) = 4e?* - 5e* = eX(4e* - 5) s'annule en changeant de signe en ln% seulement : unique
T . 5 5 75\ . .
point d’inflexion I(ln > 21ln 7 ﬁ) = (0,22;-4,24).
5. Sur J-o0,In2], f < f(-ln2) < 0: pas de zéro. Sur [In2,+oo[, f est continue et strictement

croissante de 2ln2 -6 < 0 a +oo : elle s'annule une seule fois, en a, et f(1,46) < 0 < f(1,47)
donne 1,46 < a < 1,47. Courbe ci-dessus.

® Corrigé de l'exercice 56
1. En-co: (x+1)e* = xe*+e* —» 0,doncg — -3;en+o0:g — +00. g'(x) =e*+(x+1)e* = (x+2)e*
: g décroit sur ]-oo, -2] et croit sur [-2, +oo[, avec g(-2) = -3 - 2.

2. Sur ]-o0,-2], g décroit de -3 (limite) a g(-2) : g < 0. Sur [-2, +oo[, g est continue et strictement
croissante de g(-2) < 0 a +oo: elle s'annule une seule fois, en . g(0,6) ~ 1,6x1,822-3 ~ -0,08 < 0
et g(0,7)~1,7x2,014-3~0,42>0: 0,6 <B<0,7. Ainsi g < 0 sur ]-co, B[ et g > 0 sur ]j3, +co].

3. En -0 : xe* - 0, donc f(x) = xe* - 3x — +o0 et f(x) - (-3x) = xe* —» 0: D est asymptote.
xeX <0 pourx<0: Cf est au-dessous de D sur ]-oo, 0[, au-dessus sur ]0, +oo[. En +co : f — +co

et @ = e¥ -3 - +oo : branche parabolique de direction (Oy).
4, f'(x) = e -3+xeX =g(x): f décroit sur ]-oo, B] et croit sur [B, +co[. Comme g(B) = 0, P = Bi1'
3p? . 2 . oL t(t2)
- 3) =|- . La fonction t = - est croissante sur ]0, +oo[ (dérivée ),
B+1 t+1 (t+1)2

donc %2 < If—21 < U9 ot 0,87 < -0,865 < f(B) < ~0,675 < -0,67.

d'oti £(B) = B (5

X |-oco0 B +00
f'(x) -0
+00 +00 >

) N S
(B) e

-1 . X
*B

5 f(x) =0 < x=0o0ue*=3: |5={0,In3}. f” =g’ s'annule en changeant de signe en

-2 seulement : unique point d’inflexion I(—2, 6 - 2e'2). D'apres le tableau, f(x) = m a aucune
solution si m < f(B), une si m = f(B) (x = B), deux si m > f(B).

+ S

® Corrigé de l'exercice 57

1. g'(x) = (x + 1)e* : g décroit sur ]-o,-1], croit sur [-1, +co[, de minimum g(-1) = —% > -1. Or
x+eX=e*(1+xe) = e"‘(1 + g(x)) > 0: f est définie sur R, et (en multipliant haut et bas par

e") f(x) = 2= = h(g(x)).

1+xeX

2. En+co: g - +ooeth(t) = 1-- — 1: asymptote y = 1, et f(x) - 1 = —1+;(X) <0: C est
au-dessous. En - : g(x) = xe* — 0 et h est continueen 0: f — h(0) = 0, asymptote y = 0 ;

pour x <0, f(x)<0: C; est au-dessous.
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3. h'(t) = ﬁ > 0: h est croissante, donc f = h - g a les variations de g (et f'(x) = %). Le

minimum est f(-1) = h (—%) = 1'_11//2 _e17 ~ -0,58.

4. f(0)=0et f/(0)=1: . Puis f(x) - x = X")‘(EX;_X) = X“X'fe'_i_x). Comme e > 1 - x avec

égalité seulementen 0,1-x-e* <0 pour x #0: f(x)-x a le signe de -x. Cs est au-dessus de
T sur ]-oo, 0[ et au-dessous sur ]0, +oo[ : elle traverse sa tangente en O, qui est donc un point
d’inflexion.

5. f est continue et strictement croissante sur [-1, +oco[, avec f(-1) = —21—1 et lim f=1: bijection
- X—+00

de [-1, +oo[ sur jz[_e17’1['

y T y:’l
,,,,,,,,,,,,,,, ‘],A,,,,,,,,
X |[-oo -1 +00
fx) -0+
0 1
fl N S |
—‘:—1 - -2 2 4 X
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® Corrigé de l'exercice 58

1. En-co0: e — +oo,donc f — 0: asymptote y = 0. En +c0: eX — 0, donc f — e = 1: asymptote
y="1.
2. a)eV >21-udécouledeet >1+t. Soitx(u)=‘I—u+“2—2—e‘“:x(0)=0etx’(u =-1+u+e>

0, donc x = O sur [0,+o[. Avecu = e* > 0: 1-e* < f(x) < 1-e*+1e? cest-a-dire

0<f(x)-(1-eX) < %e‘z" : C; est au-dessus de . b) e(1-f(x) =1-e(f(x)-(1-e™) e

1 - %e"‘, 1], donc| lim e*(1- f(x)) = 1|: 1 - f(x) « se comporte comme » e, et C; et T sont

X—+00

trés proches en +co.

3. f'(x)=e*e®" =e*f(x)>0: f est continue et strictement croissante de 0 a 1: bijection de R
sur]0,1[. Poury €]0,1[: f(x) =y < -e*=lny < e*=-lny(>0) &< x=-In(-lny):
‘]H(y) =-In(-lny) ‘, et f(x) = % < x=-In(ln2)=0,37.

4, f"(x) = -e*f(x) +e*f'(x) = e* (e -1) f(x), du signe de e™* - 1 : positive sur ]-o, 0[, négative
sur 10, +oo[ : point d’inflexion I(O, g), etf(0)=1:T:y= X:
sur [0, +eo[, donc f'(x) < f'(0) = 1 ; ainsi d(x) = f(x) - &1 est décroissante (d' = f' -

d(0)=0: C; est au-dessus de T sur ]-o0, 0], au-dessous sur [0, +oo].

. f' croit sur ]-oo, 0] et décroit

< 0) et

1
e

X |-00 0 +00
f'(x) *
f')]  + 0 -

1
£(x) o P

® Corrigé de l'exercice 59

X _ =X 0 X0 X)2_(eX—p~X)2
1. ch'x = £ = shx, sh’ = ch, etch’?x -sh?x = €€ )€V _ 9. chx > fexex = 1. chest

4
. 1 : : . . . . chx _ 1+
paire, sh et x - 1 sont impaires : L est impaire. En +oo: SX = 1€

L — -1 en -c0: asymptotes y = 1 et y = -1. Enfin L(x) = X<hxshx _ P()

xshx xshx®

— 1,donc L - 1, et

2. a) P'(x) = chx + xshx - chx = [xshx|. La fonction t ~ sht -t a pour dérivée cht-1 2 0 et
s'annule en 0: sht >t pourt20. Etsht:%t(1 —e'2t)s%t-2t:tet.

b) Pour0 <t < x: P'(t) = tsht e [t?, t?e!] c [t?, t?e*]. Lesfonctionst — P(t)—% ett %e"—P(t)

. 3 B]
sont donc croissantes sur [0, x] et nullesen 0: ent = x, X? < P(x) < X?e".

P(x ,
c) Par encadrement, %) - % quand x — 0*. De plus ShTX — sh’(0) =ch0=1. Pourx>0:
L-LO) _ L;() - X - 1 et parimparité L _ L), 1 3yssi en 0°. Donc L est dérivable (donc
X X sh x 3 X 3
continue) en 0:|L'(0) = % X

Maths Olympiad @



Chapitre 7+ Fonctions exponentielles 2° Bac Sciences Mathématiques

ch) _ sh®-ch?® _
3. (—) = 22— = 2, d'ou L'(x) = 5 - ——. Pour x >0, t » sht -t est strictement croissante

sh sh? h2
(cht>1pourt= 0) doncshx>x>0etL (x) > 0. L' est paire (L impaire) et L'(0) = 1 3:L >0sur
R, L est strictement croissante, de -1 a 1.

4. Q'(x) = 2xshx + x>chx - 3xshx = x(xchx -shx) = >Osur[0 +oo[ (car P(x 2"3—3),et

)
P(x) 5
xshx =~ 3
: la courbe est au-dessous sur [0, +oo[, au-dessus sur ]-oo, 0] (|m-

Q(0)=0:Q 20 sur[0,+oo[. Pour x >0, xshx >0 et 3P(x) < x> sh x donnent|L(x) =

La tangenteen O est y =
parite).

W Ix

i1 O

L'(x) +

L(x) 0 % 3 3 X

Remarque. En physique, L décrit 'aimantation d’'un matériau paramagnétique (théorie de
Langevin) ; pour x petit, L(x) = 5 : c'est la loi de Curie.

® Corrigé de l'exercice 60

1.

. f est dérivable sur ]0, +oo[ avec f* # 0: g est dérivable sur £(]0, +oo[) =11, +oo[ et g'(

f'(x) =e*-1>0sur]0,+oo[ : f est continue et strictement croissante sur [0, +oo[ ; f(0) = 1 et

f(x) =e*(1-xe™) —» +oo: bijection de [0, +oo[ sur [1, +oo[, et .

1

V)= 7o
2 . 1 & 1 1 . — +
eg(y . Or f(g(y)) = y s'écrit eV = y + g(y), d'oii | g'(y) = A En1:avect=g(y) > 0
quand y — 1%, g(yj 3(1) o f(O)’ et 1O f — f'(0) = 0 par valeurs positives : le quotient
tend vers +o0. g n'est pas dérivable a dr0|te en1:C aune demi-tangente verticale en (1,0)

(symétrique de la tangente horizontale de C;en (0, 1)).

. g estcroissante, donc e9%)-1 est croissante et strictement positive, et g = —- est décroissante

: g est concave, C_ est au-dessous de ses tangentes.

.a)edW = y4g(y) 2 y(carg 2 0), dolig(y) = lny. b)x(t) = et -1-t- % vérifie x(0) = 0 et

x’(t)=et—1—tzO:szsur[0,+oo[.Avect=g(y)20:y=et—t21+§,donc gly) < 2(y-1)|
Puisg(y):ln(y+g(y))sln(y+\/2(y—1))sln(2y), car2(y-1 sy < 2y-2:<y’> =
(v-1)2+120.

. ay) . V2-1) . _ I Yy _ ay)
c)g(y)zlnydonne,Os e - 0; etg(y)-lny =1In ) -ln(1+ y)_’@'

Les courbes C, et A sont asymptotes en +co, C; étant au-dessus de A (car g(y) > 0 pour y > 1).
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© Corrigés : défis de concours

® Corrigé de l'exercice 61

1. Soientx, < < X, des zéros de (. Le théoréme de Rolle sur chaque [x;, x;,, ] fournit c; € Ix;, ;. [

telque @'(c;) = 0; lesintervalles étant disjoints, les p-1 réels ¢; sont distincts. Comme e 5,
G(x)=0 < F(x)=0.

2. Récurrence surV (pour tous n, a,, ck). SiV =0, tous les c, ont le méme signe, et F(x), somme de
termes de ce signe, ne s'annule pas. Soit V > 1, la propriété étant vraie pour V -1 changements
de signe. Avecj et b comme indiqué, G(x) = ¥ c,e% X et G'(x) = ¥ d,e% X ol d, = c,(a,-b) #
0, les exposants a, - b restant strictement croissants. Pourk < j,a,-b<0:d, alesignede -c,;
pourk 2j+1,d, alesigne de c,. Les changements de signe de (d,) a l'intérieur de {1,...,j} et de
{j+1,...,n}sont ceuxde(c,), etentrejetj+1iln’yenaplus: signe(dj) = - signe(cj) = signe(cj+1) =
signe(dm). Donc G’ a V - 1 changements de signe, et au plus V - 1 zéros. Si F (donc G) avait

V +1 zéros distincts, G’ en aurait au moins V (question 1) : contradiction. ’F a au plus V zéros ‘

3. @) F(x) = eXIn2 _gxIn3 _pxln4 , oxIn5 . coefficients (1,-1,-1, 1) dans l'ordre des exposants, V = 2

;or0 et 1sontsolutions(2=2et7=7): |S={0,1}|

b) 1-2¥-3%+6%aaussi V =2, mais 1-2%-3%+6% = (2% - 1)(3* - 1), produit de deux facteurs
du signe de x, ne s'annule qu’en 0:|S = {0}|. La majoration n’est donc pas toujours atteinte.

€) F(x) = 2X-3%-5%+7%: V = 2, donc au plus deux solutions. F(0) = 0; F'(0) = In2-In3-In5+In7 =
(n % <0, et LN F'(0) en 0" : il existe x, €10, 1[ tel que F(x,) < 0. Comme F(1) =1 >0, le TVI

X
donne un zéro dans 1%, 11 (= 0,212). Il y a donc exactement deux solutions.

® Corrigé de l'exercice 62

1. y = log, x donne a@” = x. Si x <y, alors a* < @’ (a>1),soity < x: absurde ; de méme si x > y.
Donc x = y = a* : le point (x,a*) est sur A.

1/4 1/2
4 = 4 1_2m2 _ 1. (1 5 A 1_=ztn2 _1 i 11
% a)(16) ) = lOg1/164 T -4ln2 2! (16) T4 e log1/162 AT R Les p0|nts(4,2) il

(%, %), symétriques 'un de l'autre, ne sont pas sur A: poura < 1, la question 1tombe en défaut
|

b) x — a* - x est continue et strictement décroissante sur R (a < 1), positive en % (% - %) et
négative en % (% - %) : un unique zéro c € ]%, %[ (c = 0,364). Et a® = c donne log, ¢ = ¢ = a".
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3. a) Pour x > 0, t - a' étant injective : @* = log, x <> a® =a"%*=x <> h(x)=0.

b)h'(x) = lna-(Ina-a*)a® -1 = (Ina)2a**® -1 = (Ina)?a*™-1. k'(x) = 1+lna-a* = 1-In 16-16™
est strictement croissante et s'annule en x, = l”l(rl]"1166) = 0,37 : k décroit sur ]-o, x,] et croit sur
[X,, +oo[. Comme t - at est strictement décroissante, h’ est strictement croissante sur ]-oo, X, ]
et strictement décroissante sur [x,, +oo[ : elle s'annule au plus une fois sur chacun, donc au

plus deux fois.

c) Si h avait quatre zéros distincts, h’ en aurait trois (Rolle, comme en 61.1) : impossible. h
s'annule en ; < c < 1: (E;,;¢) @ exactement trois solutions, 7, c et 2.

4. Sil<a<1,alors-1<lna<0et(lna)’ < 1. Pourx >0,R(x)=x+a*>0donc ak® < 1, et
h'(x) < (Ina)®>-1< 0: h est strictement décroissante sur ]0, +oo[ et s'annule au plus une fois. Or
le point fixe ¢, de x = a* (dans ]0, 1[, comme en 2b) est solution : (E_) a une unique solution.

B Corrigé de l'exercice 63

s n (ot n-k - §
1. Formule du binéme: B, (x) = ¥}_, (k)(xen) (1-x)1k = (xen +1 —x) :

2. a) w(0) = w(1) = 0etyw”(x)=-t?e* < 0: ' décroit;sit # 0, Rolle donne c €]0, 1] avec w’'(c) = 0,
donc y croit sur [0, c] et décroit sur [c,1]: @ = min (L[)(O), Lp(1)) =0(sit=0,p=0). Avect=1:

n

x 1 ) . .
en <1-x+xen,et, en élevant a la puissance n: |e* < B (x) |

1 1
b)1—x+xeF=1+vavecv=x(eﬁ-1)20,et1+vse":Bn(x)se”"=ecnx.

1
c)Onatsel-1 stet(deetz1+tetdee‘t21—t);avect=%:1scnseﬁ. Pour x € [0,1]

:0<B,(x)-e s eX(en™-1)<e(ev - 1)< e(ee”"‘1 - 1), qui tend vers 0 et ne dépend pas
de x : B, converge vers exp uniformément sur [0, 1].

IT:t
2 2!

1 . .
3. a)n(c, - 1)=n? (eﬁ — 7 = %) = et;;'t avect = 1 €]0,1]: ce quotient est compris entre 7 et
1

donc|n(c, - 1) —» 5|

b) InB,(x) = nln(1+u,) et n?u, =nxc,, doncn(lnB,(x)-x)=n?(In(1+u,)-u,)+nxc,-nx, ce
qui est l'identité voulue. Or nu, = xc, - x, et 'encadrement admis donne

(nu,)? , (hu,)* (nu,)?
— sn(ln(’l+un)-un)s— BT
X2 X2 x X(1 —X)
dont les deux bornes tendent vers -= - Avec a): n( In B, (x) - x) - -S40 = 5

c) Soitv, = InB,(x)-x 2 0 (question 2a) ; nv, - @, doncv, - 0. Commev, se'n-1<v, e
x(1-x)
2
Ainsi l'erreur B, (x) - e* est de l'ordre de % (pourn =100 et x = < : n(B, - /e) = 0,2062, contre

2
@ = 0,2061).

: nv, e* < n(B,(x) - e¥) = n(e'n - 1)e* < nv, e'ne*, et les deux bornes tendent vers eX|.
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® Corrigé de l'exercice 64

1.

p'(x) = (1 x)e™X: pcroitde0al 5 sur[o0,1], puis décroit de 1 versO(llmlte)sur[1 +oo[. Comme
0<b< E' ( étant continue et strlctement monotone sur chaque intervalle, il y a une solution
y €]0,1[ et une seule z €]1, +ool.

ye™ = ze”? > 0 donne, par passage au logarithme, lny -y =Ilnz-2z soitz-y = 1In 5 = Inr. Avec

Inr et z:M (r>1).
r-1 r-1

z=ry:(r-1)y=Inr,dol|y =

2
a)A(r) = Inr - 2(' 1) A(1) = 0 et A'(r) = 17- (“‘;)z = r((rr'+11))2 > 0, donc A > 0 sur ]1,+oo[. B(S) =
s—g—2lns:B()=0etB(s)=(Ss:) >0,doncB(s)>0pours>1;avecr=sz,s—%=%et
2lns=1Inr.
2 2
b)y+z= w > (?1)'2(:11) =2 et yz= r((ln1r) < (,q)z'(r_:) 1: ’y+z>2 et yz<’|‘. Le

milieu £Z est a droite du point 1 ol @ est maximale.

a) y(t) = (1 +t)e - (1-t)e ™t w(0)=0ety'(t)=-te "t +te "t = é(et - e™) > 0sur]o, 1], donc
w>0surlo,1]. Avect=1-y €]0,1[: ©(2-y) > @(y) = ©(z). Or 2 - y et z sont dans ]1, +co[ oU
(p est strictement décroissante: 2 -y <z, soity +z> 2.

b) Si xe* = a < 0, alors x < 0 et (-x)e™ ™) = -a: les solutions sont les opposées des solutions de
p(X)=bavecb=-ae ]0,%[, soit x, =-y € ]-1,0[ et x; = -z < -1. Donc | x, + X, = =(y +2) < -2
et x;x, =yz<1.

® Corrigé de l'exercice 65

1.

P(t) = t'S, ¢'(t) = (1 -s)t™: le TAF donne ¢ €]k, k + 1[ tel que R - (R + 1)'° = (s - 1)c"®
(R+1)°<c™<kS(t t°décroit);on divise pars-1>0.

On somme l'inégalité de droite pour R =1,...,n (télescopage): % <Z,(s); celle de gauche

pourk=1,..,n-1:Z(s)-1< 1= Lasuite (Z (s)) est croissante et majorée par 1+ -1 = =

-1
1
3 <{(s) <

: elle converge, et comme (n+1) S5 0(1-5<0): . Ainsi 1< (s-1){(s) < s,

et’(s—1)§(s) -1 ‘quand s - 1%

a) Pour s > 1, C'est la question 1. Pour s = 1, le TAF appliqué & In donne = < In (1 + %) <, d'ol
le méme encadrement.

b) Les sommes partielles Yp_, d,(s) sont croissantes (d, > 0) et majorées par ¥ _, (% - (k+11)5) =

1- ™ 1)5 < 1: elles convergent. Pour s > 1, ¥, d,(s) = Z,(s) - 1(”;—1 - {(s) - % ;pours =1,
Ypqd(1)=H, -In(n+1)=(H, -nn)- ln(1+ )—>y

o 1 o
a)Pourn>p:0< ZZ:pn k() < (P+1)S - aiF S (telescopage) on fait tendre n vers +co.
b)Aveco=s-1 - 0*: & S__ﬁfﬂ - - e—o:k_1 - e_mn:”_1 — -Ink+In(k+1)( 15 —¢), et
RS> 1:dy(s) > 1-tn(1+1) = d ).

c) D'aprés a), D(s) - D(1) = (R, (s) - Rp(1))+zi=1 (de(s)-d (1), 00 R =D-%,  d, € [0, p1—1] ; donc
|D(s)-vy] < p+1 + €

Shoq (dk(s)—dk(1))|. Soit &> 0: on fixe p tel que p+1 < £, puis (b, somme finie)
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s assez proche de 1 pour que le second terme soit < % Ainsi |{(s)- —— — y| (par exemple

2(1,01) - 100 = 0,578).

® Corrigé de U'exercice 66

o

. L X . - i fa¥) _on2 _x
Pour x >0: f (x) = x S5 et==—>1en0:f (x) > 0=f/(0) (n = 2). Puis = =X =

tendvers1sin=2,vers0sin23: f estdérivable a droite en 0. En +oo: f, (X) = ’e‘—z . 1_l_x -0
(croissances comparées).

, _nx"1(eX-1)-x"e* _ x"Te¥ g (x
folx) = (@1)? T o)
sur [0, lnn] (avec g,(0) = 0, donc g, > 0 sur ]0, n n]), puis décroit strictement vers -co : elle
s'annule une seule fois,en x_ > Inn. Orlnn < n-1,g,(n-1) = 1-ne'™" > 0(care™" > 1+(n-1) = n)

= -n c 7 Acrol ita - i
etg,(n)=-ne"<0:\n-1<x, <n| f croitsur[0,x,], décroit ensuite : maximum en x.

@, estcroissante,  (n) = n-ne™ € [n-1,n]ety, (n-1) = n-ne'™" 2n-1: q)n([n-’l,n]) c [n-1,n].
Sur cet intervalle, |y, (x)| = ne™ < ne'" =q < 1. Les t, restentdans [n-1,n]etx, = g, (X,);
UIAF donne |t,., - x,| < qt, - x|, d'ot |t, - x| < g*|n-x,|<q" Pourn=5:q=>5e"=0,092
et g®=6x 107" < 107 : six itérations suffisent (x, = 4,965).

), du signe de g,(x). g,(x) = ne”™ -1 s’annule en lnn: g, croit

g,(x,)=0sécritn-x_ =ne™, soitS =ne"e’. Comme0<6 <1:0<6, <e-ne" — 0. Puis

o' B _ 2n _ e"s on -
1 = e% - 1,et§, -ne™ = ne™ (e - 1) donne £ (6, - ne n)=Tn'e£n1 - 1x1=[1}

Remarque. Loi de Wien. La luminance spectrale du corps noir s'écrit, en longueur d’onde,

he ). i i he _ oy o i = he o -3
B, « fS(MT) : son maximum est atteint pour 3= = X = 4,965, soit AmaxT = rxg 2,898 x 10

m-K. En fréquence, c’est f, qui intervient (x; = 2,821).
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Mown bilan sur le chapitre

2¢ Bac Sciences Mathématiques

Partie B - Le parcours en 4 niveaux

\.

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire

Niveau 1 Bases % 1a8 /8
Niveau 2 - Bac * % 9316 /8

Niveau 3 - Approfondissement * % % 17a23 /7

Niveau 4 - Concours * % % % 243 30 |7

J

Partie C - La bangue d'exercices

Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Equations et inéquations 31a36 /6
Théme B - Limites et croissances comparées 37 a 42 /6
Théme C - Dérivées et primitives 43 3 48 /6
Théme D - Puissances réelles et base a 49 a 54 / 6
Théme E - Etudes de fonctions 553 60 /6
Théme F - Défis de concours 61a 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : = Arithmétique dans Z
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