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Comwment utiliser ce livret

Les 4 niveaux d’'exercices Les encadrés du cours

M Définition : a savoir par ceeur.

les automatismes indispensables. M Propriété / Théoréme : les outils.

M Méthode : la démarche pas a pas.

le niveau de 'examen national. M Exemple : un calcul entiérement rédigé.

Niveau 3 - Approfondissement * % % M Piege : 'erreur classique a éviter.

pour viser la mention Trés bien. Astuce de concours yr: le petit plus qui fait

Niveau 4 - Concours % % % % gagner du temps.

problémes de concours (classes préparatoires,
écoles d’ingénieurs).

Le livret contient 66 exercices corrigés : la partie B est un parcours en 4 niveaux (exercices
14 30); la partie C est une banque de 36 exercices classés par théme (Calculs, équations,
inéquations, Limites et croissances comparées, Dérivées et primitives, Etudes de fonctions,
Suites et logarithme, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans la partie D.

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro
de page du corrigé est indiqué a droite de chaque énoncé.
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A la fin du chapitre, je sais...

uouoo .
w2’ fu' 1eu2?

O trouver la primitive qui vérifie une condition ;

O reconnaitre u'u’, utiliser une fonction auxiliaire ;

étudier une fonction, tracer sa courbe ;

O démontrer les propriétés algébriques de In; calculer avec log,, compter les chiffres ;

O 0o o O

O simplifier avec In et le nombre e; démontrer ﬁ <In(1+x) < X;

O résoudre équations, inéquations, systémes ;

2n
O démontrer les limites usuelles ; O encadrer H_ et Z 1.
. n kR’
O lever une forme indéterminée avec ln; k=n+1
O dériver In |u| et primitiver “7 ; O comparer a® et b°.
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

Q Primitives

Définition : primitive

Soit f une fonction définie sur un intervalle /. Une primitive de f sur | est une fonction F
dérivable sur [ telle que F'(x) = f(x) pour tout x € I.

& Théoreme

1. (admis) Toute fonction continue sur un intervalle
I admet des primitives sur I.

2. Si F est une primitive de f sur I, les primitives de
f sur | sont exactement les fonctions x — F(x)+C,
CeR.

3. Pour x, € | et y, € R donnés, il existe une unique
primitive G de f sur I telle que G(x,) = y, : G(x) = _ ) )
F(X) - F(X,) + Y- (translations verticales) ; une seule

{ passe par A(0, 1)

Démonstration de 2 et 3. Si G est une primitive de f, alors (G-F)' = f - f = 0 sur l'intervalle /, donc

G - F est constante (conséquence du TAF, chapitre 2). Réciproquement, (F + C)' = F' = f. Pour 3:

G=F+C, etG(x,) =y, impose C =y, - F(x,).

les primitives arctan x + C de ——

Remarque. Sur R*, qui n'est pas un intervalle, la constante peut changer d’un c6té a l'autre
: X = -1+15ur]0,+oof et x > -+ sur ]-co, 0 définissent une primitive de % sur R* qui ne
différe pas de —% par une constante.

11 Primitives usuelles et opérations

f(x) primitive F(x) sur f(x) primitive F(x) sur
x" (n eN) ’;n: R COS X sin x R
L (n22) _(n—11)x”'1 R* ou R* sin x - cos X R
ﬁ 2/x R T+tan’x = —L— tan x ol cosx # 0
x" (req,rz-1) ’;:1 R 1+1X2 arctan x R
cos(ax +b) (a#0) | Lsin(ax+b) R sin(ax + b) (a#0) | -1 cos(ax + b) R

Maths Olympiad
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B Opérations (u dérivable sur Uintervalle /)

Si F et G sont des primitives de f et g sur I, alors aF + BG est une primitive de af + Bg
(a,B € R). De plus:

' n u? u’ 1 u’ 1

uu’ — — > —— — — —
n+1 u? u un (n - 1)un-1
r+1 ul ul

u'u" — — 2\Ju —> arctanu
r+1 Ju 1+u?

u'cosu — sinu u'sinu — -cosu u' x(v'-u) — v-u

avecn € N (et n > 2 pour g—,',), re @\ {-1}, u=# 0 pour les quotients, u > 0 pour u" et

Ju. Chaque ligne se démontre en dérivant la colonne de droite (dérivée d’une composée,
chapitre 2).

. . r+1
Remarque. Le tableau contient x" pour tout rationnel r sauf r = -1 : la formule ’;—1 n'a alors
aucun sens. Pourtant x +~ % est continue sur ]0, +oo[, donc y admet des primitives : c’est la
naissance du logarithme (section 2).

Exemple : reconnaitre la forme, ajuster la constante

3/2
« f(x) = xVx2+1 =%u’u% avecu =x*+1: F(x)=%x§w=%(x2+‘l)\/x2+‘l sur R.
s f(x) = C.OS;X sur ]0, m[ : c’est u3 avecu =sinx: F(x)=- _1 —
sin” x u 2sin” x
]
1 1 1 1 2 1 X
. = : F(x) =arctan(x+1) ; = = : F(x) = =z arctan =
X24+2x+2 1+(x+1)2 () (x+1) X2+ 4 2x1+(5)2 ) 2 2
2
(sur R).
- f(x)= 1 sur]0,+oo[ : avecu = /X, U’ = —= et f = L, d’oli F(x) = 2 arctan/x.
X (1 +x) 2/x 1+u?
- tan®x = (1+tan®x) - 1 sur ]—g,g[: F(x) = tanx - x ; on linéarise sin® x = 1=os2x .
X sin2x
F(x)==- c
(x) 2 4
« Avec une condition. La primitive de f(x) = ﬁ sur R qui s'annuleen0: f = %:’—2
x4+ 1
2

(u=x%+1)donne F(x) = -

C: F(0)=0impose C =1, dou |F(x)= —=——|.
+ (0) p > (x) 202+ 7)

1
2(x2+1)

Q La fonction |n

Définition : logarithme népérien

La fonction x — % est continue sur l'intervalle ]0, +oo[ ; d’apres la section 1, elle y admet une
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unique primitive qui s'annule en 1. C'est la fonction logarithme népérien, notée [n :

[n est définie et dérivable sur ]0, +oo[, In"(x) = =, In1=0.

x|=

A

B Premiéres propriétés

+ In est dérivable, donc continue, sur ]0, +oo[ ; ln x n'a aucun sens si x < 0.

« In'(x) = % > 0: Ln est strictement croissante sur ]0, +oo[. Pour tous réelsa>0etb>0:

lna=lnb < a=b lna<lnb < a<b lnas<lnb < ac<hb.

- Signe: Inx<0 < 0<x<1;lnx=0 < x=1; Ilnx>0 < x>1.

Démonstration. La stricte croissance donne a < b = Ina < Inb ; la réciproque s'obtient par
contraposée (a>b = lnazlnb),etlna=Inb < a = b traduit l'injectivité. Pour le signe, on
compare x a 1, puisque In1 = 0.

L'inégalite fondamentale
[ Pour tout réel x > 0: , avec égalité si et seulement si x = 1.

Démonstration. Soit y(x) =x-1-lnx: @' (x)=1- % = % Donc y est strictement décroissante
sur ]0, 1] et strictement croissante sur [1,+oo[ : pour x # 1, w(x) > w(1) = 0. (Lecture graphique :
section 6.)

Méthode : domaine de x ~ n (u(x))

On résout l'inéquation stricte u(x) > 0 ; s'il y a plusieurs logarithmes (ou une racine, un
quotient), on cumule les conditions.

Exemple : domaines et signes

e f(x) =In(1-x7): =1]-1,1[. Comme 0 < 1-x“<1,0na f(x) <Iln1 =0, avec egalite
f()l12Df]11[C 0<1-x><1 f(x)sln1=0 egalité
seulement en 0.

-g(x)=ln%: D, = o0, ~1[U]3, +eo[, et g(x) >0 %>1 — X‘_*3
x>3: g>0sur]3,+co[, g <0surl-oo,-1[.

h(x) = /In(2-x): ilfaut2-x>0etIn(2-x) 20, cest-a-dire2-x21: D, = 1-00,1].

. lnix: D=10,1[u]1,+00[ ; In(lnx): x>0etlnx>0, soitD =]1, +oo].

« Pourtoutx>0: (x-1)lnx >0, car les deux facteurs ont le méme signe (celui de x - 1).

>0 &
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(W4 e I'e ()
€ Propriétés algébrigues
Théoréme fondamental

Pour tous réelsa > 0etb > 0: In(ab) = lna+In b‘ (le logarithme transforme les
produits en sommes).

Démonstration. Fixons b > 0 et posons ¢(x) = In(bx) - Inx pour x > 0. Par la dérivée d'une

composee, @’'(x) = % - % = 0:  est constante sur lintervalle 10, +oo[, égale a (1) = Inb. Donc

In(bx) = lnx + ln b pour tout x > 0.

B Conséquences(a>0,b>0,neZreQ)

ln%=—lnb ln%=lna—lnb In(@")=nlna
ln\/—=%lna ln{’/E=%lna(n22) In(@)=rlna

Pour des réels non nuls a et b de méme signe : In(ab) = In|a| +In|b|; poura # 0:
In(a®) =21n|al.

Démonstrations. lnb + ln% =ln1=0; Ing =lna+ln % Par récurrence surn € N : In(a"™") =
In(@")+lna=(n+1)lna;sin<0,ln(a")=-Iln(a")=nlna. Sir = g(p € Z,q € N*), alors (a")? = a”,
doncgln(a") = plna. Enfin,siab >0, ab = |a| x |b].

Théoréme

In est une bijection de ]0, +oo[ sur R : pour tout réel y, 'équation ln x = y admet une unique
solution x > 0.

Démonstration. In est continue et strictement croissante sur l'intervalle ]0, +oo[ : c’est une bijec-
tion de ]0, +oo[ sur l'intervalle J = In (]0,+oo[) (chapitre 1). OrIn2 > [n1 = 0 et, pour tout n € 7,
niln2 =1n(2") € J: J contient des réels aussi grands et aussi petits que 'on veut ; comme c’est un
intervalle, J = R.

& Définition : le nombre e

Le nombre e est l'unique réel tel que lne = 1. D'apres l'inégalité fondamentale, In2<2-1 =
1=Ine, donc 2 <e; on montrera e < 3 en section 10 (e = 2,71828).

Pour tout rationnel r : In(e) = rlne = r, donc Inx=r & x=¢| et lnx <
r < 0O<x<e.

e’ est ici un simple nombre (puissance rationnelle duréele>0): lnx=-2 < x= 91—2, Inx = % =

x = efe.

Exemple : calculer sans calculatrice

. A:ln\/3+2\/§-ln(1+\/§): comme3+2ﬁ:(1+ﬁ)2, V3+2(/2=1+/2 et A=0.

DBl ln(tan%)+ln(tan%") = ln(tan%xtan%") =In1=0, cartan =tan(§—%)= ta\%
8

N

(nombres > 0).
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+ 1n0375=1n2 =In3-31n2 ; InV48 = In (4/3) = 21n2+11n3 ; In (/)1 —=%+2=%.

n
- Somme télescopique: Z ln(1 + —) = Z ln R+1)-1In k) (n(n +1).
k=1 k=1

O CEguations, inégquations et systémes

B Méthode : résoudre avec des logarithmes

1. Ecrire le domaine de validité D avant tout calcul (chaque [n(...) exige (...) > 0). 2. Sur D,
serameneralnA=1InB, InA<InB ou InA=r (avecr = Ine"), puis supprimer les In (stricte
croissance). 3. Ne garder que les solutions qui sont dans D. 4. Si Inx apparait par ses
puissances, poser X = In x.

Exemple : équations et inéquations

s In(x+3)+In(x-1)=In(x+9): D=11,+c0; surD: (x+3)(x-1)=x+9 & x>+x-12=
0 < x=3o0ux=-4, -4¢D: S={3).

- In(x?) = In(4 - 3x) : D=]—00,O[U]0,§[; x2=4-3x & x=1oux=-4: S={-41}
(Ecrire In(x?) = 2 In x aurait fait perdre -4.)

clnx+Iln(x-2)21n3: D=]2,+00[; x?-2x-3=(x-3)(x+1)20 et x >2 donnent
S =[3, +ool.

« In2x-1)-Ilnx<1: D=]%,+°°[; 2xx—1

2-e<0: S=]%,+00[.

<e < (2-e)x <1, vrai pour tout x >0 car

2(nxy+Inx-1<0: X=Ilnx, 2X-1)(X+1)<0 & -1<X<2, dou S= [ J_]

* (Inx)* = 4lnx : on ne divise pas par Inx: X(X>-4) =0 <« X € {-2,0,2}, donc
s-[3,1,7]
Exemple : deux systémes et un exposant entier
x> +y?=10 In(xy) =5
Ilnx+lny=ln3 ety =0 Inxxlny=6 =g, VSl

xy =3, donc(x+y)?>=10+6=16 et x+y= X+Y=5etXY=6:XetY sontlesracines de
4(x+y >0): x ety sont les racines de  t*-5t+6=0,soit2et3. S ={(e?€*), (e’ €?)}.
t?-4t+3=0. S={(1,3),(3,1)}

Plus petit entier n tel que 3" > 2%, |n est strictement croissante et In3-1n2>0:

101ln2

3"52™10 «— nn3>(n+10)In2 < n(n3-1n2)>10ln2 = "> h3-n2

donc .

=171,

Maths Olympiad o



Chapitre S+ Fonctions logarithmigues 2° Bac Sciences Mathématiques

© Limites et croissances comparées

B Limites de réféerence (a € Q,a >0;n € N*)

. . . In(1+x .
lim lnx = +o0 lim Inx = -0 llmgﬂ “mln_x=1
X—>+00 X—0* x—0 X x—1 X -1
lim ln_x=0 lim xlnx=0 lim ln—X=0 lim x*lnx=0
x—+0 X x—0* x—+c0 X@ x—0*
. . [n x)" . n x)" .
lim =X = +00 lim (Inx) =0 lim (nx) =0 lim x%(lnx)" =0
x—+00 [N X X— +00 X X—+00 X@ X—0*
Démonstrations.

+ Bornes. Soit A € R et a > 0 tel que Ina = A (bijection, section 3). Pour x > a: lnx > A. Donc
lnx = +oo0 en +oo. En 0%, on poset:% - +00: [nx=-Int - -oo.
Inx-1ln1

(n(1+x) [n(1+x)-1ln1 , -
(e )= (1+2) ln'(1) =1, etde méme —— — 1.
X X x—0 X-1 x—1

- Nombres dérivés.

. “‘T" en +oo. L'inégalité fondamentale appliquée a /x donne 2 Inx = Iny/x < /x - 1 < /x. Pour

x>1: 0< lnTx < i, et les gendarmes donnent la limite 0.
X
« Puissances. Avec X = x* — +o0: l)%( 17 0. Avect = % - +00: x%lnx = —l?—at - 0.

Enfin

(Inx)" _ ( ln x

n
e Xa/n) - 0 et x%(Inx)" = (x*"In x)” - 0.

Croissances comparées
En +oo, toute puissance x? (a > 0) l'emporte sur toute puissance (In x)" ; en 0%, x* écrase
(ln x)".
Composée: siu —» £>0,alorslnu - [n?; siu — +o0,alors Inu - +o0; siu — 0% alors
Inu - -oco.

9 Méthode : lever une forme indéterminée

co-o0: factoriser par leterme dominant.  In(polynome): factoriserdans le In.  [n(1+petit)
: faire apparaitre @ avec X —» 0. Puissances de In x : se ramener a l)':—BX ouaxBlnx (B

rationnel bien choisi), ou poser X = ln x.

Exemple : huit limites rédigées

3 3
(In x) lnx) G

L

2
4, lim Iﬂ(‘llilx): 2 =4
e n(1+/x) /2
ln(1+x2)=21nx+ln(1+xl)
.

1. X|i|'p°° \/} - xl—H]oo(m

2. lim /x(Inx)? = lim (x"/*In x)2 = 0.
X—0*

2
=0 In(1+/x) = Jnx+In (1 i), puis on
H 2 ’ 9..g ‘/;
3. lim (\/; - (lnx) ) = +00, car c'est divise par In x.

{-(27)
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. X+2 3 . ln x . Ilnx
5. 1 In—==3: t==—-50 ! = = 2.
Jim xin~— avect= = -0, 7)l(|_)rq\/;_1 )l(quX_1x(\/}+1) 2
c'est 3x_, In(1+1)
X . . In(lnx .
x-1 t 8. lim ( )=l|m ln—X=0(X=lnx).
_In(1+2x) 2 X2 IS e
6. lim ———— ==: Cest

x=0 sin3x 3
In(1+2x)  3x 2
x x —,
2X sin3x 3

e Etude et courbe de |n

«En0*: Inx —» -oo: la droite x = 0 (l'axe des

X 0 1 e +00 . .
T ordonnées) est asymptote verticale.
- +
= ; ; - * En +o0: Inx — +co et ¥ — 0: branche
l ,‘I/’ parabolique de direction (Ox).
n x 1
/O/ - Valeurs: ln% =-1, In2=0,693, In3 = 1,099,
e n10 = 2,303.
X-a

- Tangenteena >0: y = +lna. En1:

[y=x-1]; ene: |y=2| Latangente en a y = X
e e

. . . y=x-1
passe par O si et seulementsilna-1 =0, soit y
a=e. i r
+ Concavité: [n"(x) = —% < 0: la courbe est Tt ‘
concave, donc au-dessous de toutes ses tan- | }
gentes : 0 1 € X
X Y
lnxsa—1+lna (x>0, a>0).
Pour a = 1, c'est l'inégalité fondamentale
Inx<x-1;poura=e: lnxs%.
Exemple : discuter le nombre de solutions de ln x = mx (m € R)
n x
Pour x>0: Inx=mx < g(x)=m avec g(x) = ~
- =1
Onag'(x) = L Xlznx : g croit strictement sur ]0, e] de -0 y M
ag(e) = 1, puis décroit strictement sur [e, +oo[ de I vers m=3 :
0 (sans l'atteindre, car g > 0 sur ]1, +oo[). Par le corollaire :
du TVI : m= 3
em> % : aucune solution ; m = % : une seule, x = e
(point de tangence) ; X
+0<mc< % : deux solutions, 'une dans 11, e[, l'autre
dans Je, +oo[ ; m<0

« m < 0: une seule solution, dans ]0, 1].
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€@ Dérivée de |n |u| et primitives

9 Théoréeme

Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I, qui ne s'annule pas sur I. Alors x ~ In |u(x)|
est dérivable sur I et

’

(njul) == | (siu>0suri:(nuy = %),

’

Par conséquent, les primitives de % sur | sont les fonctions x ~ ln|u(x)| +C, C € R. En

particulier, (ln |x|)' = % sur ]-oo, 0[ et sur ]0, +co[, et une primitive de (a # 0) est

+b
Dinjax+bl.
a

A

Démonstration. u est continue et ne s'annule pas sur lintervalle I : d’apreés le TVI, elle garde un
signe constant. Si u > 0, (In-u) = u’ x % Siu<o,|ul=-uet(ln(-u)) = = = £,
Remarque. Comme (lnu)’ = ”7 a le signe de u’ quand u > 0, Inu a les mémes variations que
u. Le quotient ”7 est la dérivée logarithmique de u : elle transforme un produit u = vPw9 en

somme, - =pL + gt

Exemple : des primitives de la forme “7

o 1 mm _ (COSX)I . _ n 3| .
tan et —. Sur ]—5,5[, cosx > 0ettanx = - oox F(x) = -In(cos x). Sur ]5,7 :
F(x)=-1ln|cosx]|. Sur]0,m[, une primitive de Z?S)): est In(sin x).

o B gL X, F(x) = lln(x2 +1)sur R (pas de valeur absolue : x> + 1 > 0)

P R I A . ' ‘
. Xl1nx = % avec u = lnx: F(x) = In(lnx) sur ]1,+oo[ et F(x) = In(-Inx) sur ]0,1[, soit
In| In x| dans les deux cas.
2
« Fraction décomposée. f(x) = k- sur ]-1,+oo[. La division donne f(x) = 1 +
(x+1)(x +2)
-3x+1 -3x+1 _ a b

, et 'on cherche

(x+ 1)(x+2) xr)(x+2)  x+1 t e en multipliant par x + 1 puis en

faisant x = -1, a=4; de méme b = -7. Donc

4 7
X+1 x+2

flx)=1+

et F(x)=x+4ln(x+1)-7In(x + 2).

Exemple : deux dérivées a connaitre, et des primitives « vérifiées »

1(1 +tan? 5)

; 2 2 1 1 ,

« (x) = ln(tan %) sur ]0,m[ : @'(x) = tan X * Sen¥cosX - sinx c’est une
2 2 2

. 1
rimitive de —— sur 10, rr[.
P sin x 10,
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1+-X

- Lp(X)=ln(x+\/x2—1)sur]1,+oo[: Y'(x) = L .
x+x2-1 x2-1

+ On vérifie en dérivant que x In x - x est une primitive de ln sur ]0,+oo[ (Inx +1-1), et

que xarctanx - - In(1 + x?) est une primitive de arctan sur R (arctan x+ 25 - X
2 T+x T+x

© Etudes complétes
L ot it dneoncion et

1. Domaine: chaque In(u) exige u > 0, un quotient par ln x exclut x = 1. 2. Limites aux bornes
(croissances comparées, section 5), prolongement par continuité et dérivabilité aux bornes.
3. f' et son signe, souvent grace a une fonction auxiliaire étudiée a part. 4. Branches
infinies et position par rapport aux asymptotes. 5. f” : concavite, inflexions. 6. Traceé :
asymptotes, points remarquables et tangentes, puis la courbe.

8.1 Un prolongement et une asymptote oblique

Exemple: f(x) = x + e six €]0,1[uU]1,+oo[, et f(0)=0

ln x

1. Domaine, continuité en 0. D; = [0,1[u]1,+eo[. Comme lirg [nx = -oo, ﬁ - 0 et
X—0*

lirg f(x)=0=f(0): f est continue a droite en 0.
xX—-0*

f) - 1(0) = 1e— . Or xIn x - 0 en restant négatif,
X xlnx

— -oo: f n'est pas dérivable a droite en 0, et ¢ admet en O une demi-tangente

2. Dérivabilite en 0. PourO0<x<1:

donc

xlnx
verticale, dirigée vers le bas.

3. Asymptotes. Inx > 0" en1 etlnx - 0"en1*: lim f(x)=-00, lim f(x)=+oco: la droite

x—=1" x—1*
x = 1 est asymptote verticale. En +oo: f(x)- x = lan — 0: la droite A : y = x est asymptote

oblique. Position: f(x) - x a le signe de Inx : C; est au-dessous de A sur ]0, 1], au-dessus
sur ]1, +ool.
4. Variations, par une fonction auxiliaire. Pour x €]0,1[u]1, +oo[ :

1 p(x)

2

— = avec @(x)=xIln*x-1,  @'x)=Inx+2Ilnx=Inx(lnx+2).
xln“x xIn“x

F00=1-

» Sur10,1[ : @ croit sur |0, e™] et décroit sur [e”?, 1] ; son maximum ¢ (e?) = eiz -1est<0
(care>2). Donc f' < 0: f est strictement décroissante sur [0, 1[.
« Sur]1,+o0[ : " > 0;  est continue, strictement croissante, de lin11 P(x) =-1a+: elle
x—=1*

s’annule en un unique réel B. Comme ¢(2) = -0,04 et (2,1) = 0,16: B €12;2,1[ (B = 2,02).
f'<0sur]1,Bl, f'>0sur]B,+col.

et|f(B) = B ++/B| = 3,44.

- Valeur exacte du minimum: Bln’B = 1etlnB > 0,donclnB = !

VB
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xIn?x) 5
donne f”(x)=( )zzlnx(lniu ) _ lnx+3-2
(x In x) x2In* x x2n3 x

1
In? x

5. Concavitée. f'(x)=1- . C; est

convexe sur ]0,e7?], concave sur [e’?, 1[, convexe sur ]1, +oo : I(e‘z, e?- %) = (0,14;-0,36)

est un point d’'inflexion. Enfin f <0sur]0,1[ et f > f(B) > 0 sur ]1, +oo[ : C; ne rencontre les
axes qu’en O.

y
X 0 ’I +00
f(x) B N
0 +00 +00 51
f(x) \ \ / ol .-
w| BB -
B +/B = 3,44 : minimum de f sur ]1, +oo 2]

8.2 Logarithme et arctangente

Exemple : g(x) = In(1+ x?) - 2arctanx sur R

- v 2X 2 2(x-1)
1. Un(e prlr;lltlve. g est derivable sur Ret g'(x) = To Te- 12’ g est la primitive
2(x -1

de T2 sur R qui s'annule en 0 (sections 1 et 7). Elle est strictement décroissante sur
+
]-o0, 1], strictement croissante sur [1, +co[, de minimum g(1) =ln2 - g ~ -0,88.
2. Branches infinies. ln(1 + x2) — +oo et arctan est bornée: lim g(x) = +c0. Pour x # 0,
X—*00

In (1 +x2)=2ln|x|+ln(1 + 1), donc

x2

X X

g(x) 2ln|x| 1 ( ‘I) 2 arctan x (lnlxl
=i 1+—— 0

m
+—1n — 0, |arctanx]| < =] :
X X2 [x] 2 | 2)

X X—*00

C, admet en +co et en -co une branche parabolique de direction (Ox).
. 2[(1+x?)-2x(x-1)]  2(1+2x-x?) _ .
3. Concavité. g”(x) = > = —, dusignede 1 +2x-x2,deracines
(1+x2) (1 +x2)
1+ \/5: Cg est concave sur ]—00,1 - \/5] et sur [1 + \/5, +oo[, convexe sur [1 - \/5,1 + \/5] Avec
t= tang >0, 1% = tan% =1 donnet=+2-1: arctan(1 —\/5) = —% et arctan(1 +\/§) =
m m

28" 3?" Les points d’inflexion sont

1(1 -2, In (4 - 2J§) + %) ~(-0,41;0,94) et K (1 +y/2, In (4 ¥ 2\/5) - 37") ~ (2,41;-0,44),

de tangentes de pentes g’ (1 - \/5) = - (1 + \/5) etg’ (1 * \/_) =J2-1.

4, Zéros et signe. Sur ]-oo, 1], g est strictement décroissante et g(0) = 0 : c’est son seul zéro,
avec g > 0 avant et g < 0 aprées. Sur [1,+oo[, g est continue, strictement croissante, g(1) < 0
et lj@g = +00 : elle s'annule en un unique a; g(3) = -0,20 et g(4) = 0,18 donnent a €13, 4[

(a=3,50). Bilan: In(1+x?)<2arctanx < x €[0,a].
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y
X -00 0 o +00
g'(x) - 0+ %
+00 ; : +00
L l l 7
J
g(x) 0\ /0
In2- g 0

2¢ Bac Sciences Mathématiques

© Logarithme de base a

Définition : logarithme de base a(a>0,a # 1)

La fonction logarithme de base a est définie sur ]0, +oo[ par

0,301 03.

A

B Propriétés (x >0,y >0,r e Q)

* log,1=0, log,a=1, log, (a")=r;

log, (xy) = log, x+log,y, log, % = log_x-log,y,

log, (x") = rlog, x;

changement de base (b > 0, b # 1): log, x =

_lnx
log, x = ng !

log, = In; log,, est le logarithme décimal, noté log: log(10") = n pourn € Z, log2 =

log, x

log, b

et log bxlog ,a=1;

I

(en 0*) @ +0; 0 < a < 1: strictement décrois-
sante, de +co a -0, et les inégalités changent
desens. log; = -log,.

A

1 u
* (log )'(x) = et (log u) = ; 1
(log,)'() xlna (log, u) ulna =
+ a > 1: log, est strictement croissante, de -oo toutes passent par (1,0) ; log, passe par

(a,1)

Inx _ Inx/lna , le

Déemonstrations. On divise par la constante Ina les proprietés de In ; log, x = Wb = Tbjing '

signe de —L— est celui de In g, positif si et seulement si a > 1.

Exemple : équations et inéquations

Inx 4ln2

- log, x = log 16: ilfautx >0etx=1; —= = < (Inx>=2ln2)? < lnx-=

ln2 ln x
+21n2: 5={%, 4}.

* log:(2x-1)>-1: D = ]%,wo[, -1 =log; 3 et log; est décroissante: 2x -1 < 3, dol
3 3 3
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- |1
s=1]%.2[.
* logx +log(x-15)=2: D =]15,+00[; x(x-15)=10> < x?>-15x-100=0 < x =20
oux=-5:S={20}.

Nombre de chiffres d’'un entier N = 1

N s’écrit avec n chiffres < 10" "<N<10" < n-1s<logN<n < |n=E(logN)+1|

Exemple : des nombres géants

- log(2'%°) = 100 log2 ~ 30,103 : 2'% a 31 chiffres. De plus 30 < 100 log2 < 30 + log 2, soit
1030 < 2700 < 2 x 103% : son premier chiffre est 1.

+ Le nombre premier de Mersenne M = 2136279841 _ 1 dacouvert en 2024 : avec log2 =
0,30102999566, 136279841 x log2 = 41024319,945. Donc 2'36279841 3 41024320
chiffres, et M aussi (2136279841 py’est pas une puissance de 10).

@ [négalités et suites

9 Encadrement fondamental

Pour tout réel x > -1: - fx <In(1+x) < x|, avec égalité si et seulement si x = 0.
En particulier, pour tout entiern > 1: L. n (1 + 1) =ln(n+1)-lnn< il :
n+1 n n

Démonstration. Linégalité Inu < u -1 (section 2) avec u = 1+ x donne la majoration ; avec u = 11—X,

1

elle donne -In(1 + x) < 1= —%. L'égalité n'a lieu que pour u = 1, soit x = 0. Pour x = % :
2= n11. (On peut aussi appliquer le TAFa lnsur[n,n+1]: In(n+1)-lnn = % avecn<c<n+1)

n
Exemple : encadrer e ; la suite (1 + %)

En multipliant par n, puis parn +1: nln(1+%)< 1 <(n+1)ln(1+%)y el ln[(1+%)"]<

lne<ln[(1 +%)n+1]:
() cecft " wan)

n n
5 6
Pourn = 5: (g) = I118 = 2,48832 < e < (g) = 18558 = 2985984 : on a bien
(section 3). ]
De plus, u,, = (‘I + 1) vérifie ——e<u_<e (diviser la majoration de e par 1+ 1) : par les
n n +1 n n

n
gendarmes, lim (1 + l) =e.
n n

— +00

Maths Olympiad @



Chapitre S+ Fonctions logarithmigues 2° Bac Sciences Mathématiques

Exemple : la somme harmonique H, = 1 + % + % T

On somme l'encadrement pour kR = 1,...,n ; les ln se

télescopent :
1+Inx
n : » Y
[ ]
Zk <> (In(k+1)-1nk)=In(n+1)< ZE' — .
k=1 k=1 h= 2 ° ° n(X+1)
[ ]
soitH,,-1<In(n+1)<H,. Enremplacantn+1 parn ]
: H,-1<lnn(n=22). Donc
In(n+1)<H <1+lnn (n=1). ! 8 X
les points (n, H,) entre les deux
Conséquences: H, — +co, mais trés lentement (H, s < courbes
15); et —& — 1, car M _q, Wdin) 4
lnn lnn lnn
2n 1
Z — tend vers n2
W= R
=n+1
On somme l'encadrement pour k =n,...,2n -1
2n-1 2n-1
1 1 1 1 1
S = In(2n)-lnn=1n2 —=5 +—-—, donc INn2-—<S <In2
n k=nk+1< (2n) <;k ”+n 2n 2n<"<

et, par les gendarmes, | lim S =1In2|

n—+oo

Exemple : une suite récurrente et 'lAF: u, =2, u, , =2 +lnu,

Soit f(x)=2+Inxetl=[2,+oo[.

1. Stabilité. Si x > 2, alors f(x) 22 +In2>2: f(I) I, et par récurrence u, = 2 pour tout n.

2. Point fixe. h(x) = 2 + ln x - x vérifie h’(x) = 1 -1 < 0surl: hestcontinue et strictement
décroissante. Or h(3) =In3-1>0(care < 3) et h(4) = 2(In2-1) < 0 (car 2 < e). Léquation
f(x) = x a donc une unique solution £ €13,4[ (2 = 3,146).

3. Convergence. Sur I, |f'(x)| = 1 < 2 ; UIAF entre u, et £ (tous deux dans /) donne

lug -2l 2
<

lu > >

ner = 8= [f(uy) - FO)] <

lu, -2, puis par récurrence lu, -2| <

NI—\

Donc lim u, =¥¢; et|u, -#| <107 dés que 2"" 2 1000, soit n = 11.

n—+oo

Remarque La constante d’Euler. La suite u, = H_ - Inn est décroissante, car u, , - u, =
— 1 ln(‘l + E) < 0, et minorée par 0, car H, > In(n + 1) > Inn : elle converge. Sa limite
y = 0,577 2 est la constante d’Euler ; on ne sait toujours pas si y est rationnel ! On retrouve

S,=H,,-H,=u, -u +In2>y-y+In2=1In2.
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@ Les piéges classiques

X Faux v Vrai

In(@a+b)=Ina+Inb In(ab) =lna+Inb; In(a+b) ne se simplifie pas
(ln2#n1+ln1)

In(x?) = 2ln x pour tout x # 0 In(x?)=2In|x|; 2lnx n'existe que si x > 0

(Inx)? = In(x?) (Inx)2=lnxxlnx (x=e:1%2)

lna | a Ina . a _ . B

lnb_lnb nb = log, a ,cestlanuwautlna Inb

In(x - 1) + In(x + 1) = In(x? - 1) sur le do- | seulement pour x > 1: on résout sur le do-

maine de In(x* - 1) maine de l'équation de départ

(Inx)®=4lnx < (Inx)?*=4 on ne divise pas par lnx : la solution x = 1
serait perdue

1 u’ u’

lnu) = — | — et (l

(nar=y (Inu) = < et (log, u) = ——

une primitive de — sur R* est [n x In|x|, sur chacun des intervalles ]-oo,0[ et

* 10, +o[

une primitive de tan est In(cos x) -In] cos x|, surunintervalle ot cos ne s'annule

pas
. [n(T+x) .
Xllm " =1 cette limite vaut 1 en 0 ; en +oo, elle vaut 0
x%Inx - 0 en 0" pour tout rationnel a seulementsia>0: “‘TX — -oo0 en 0*

log,u < log,v < u < v, pour toute | seulementsia>1;pour0 < a <1, linégalité
base a change de sens

Q Les astuces des concours

Y Astuce de concours : comparer a° et b°

lna Inb n

Poura,b>0: a®<b? < blna<alnb = e 5 Oncompareavech(x)-Tx,

croissante sur ]0, e] et décroissante sur [e, +oo[ (section 6).

Exemple : e < 2026 < 2027, donc h(2026) > h(2027) et 120262927 > 2027292 |

Les entiers 1 < a < btelsque a® = b?: h(a) = h(b) impose a < e < b (h est injective sur chaque
intervalle), donca = 1oua = 2. a =1donne h(b) = 0, impossible pour b > 1; a =2 donne
h(b) = h(2) = h(4) avec b > e, donc b = 4 : seule solution 2* = 42,

Y Astuce de concours : Inx < x - 1 démontre l'inégalité arithmético-géométrigue

Soita,,...,a,>0etm= +'n 2. En appliquant Inx < x - 1ax- L et en sommant:
n a n a nm
Zln—ksZ(—k—‘l)=——n=O, donc In(a,a,--a,)snlnm =In(m"),
k1 M kg \M m
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a, +--+0a
soit a,a,--a,<m" et | Ya,a,-a, < L " avec egalite si et seulement si tous les a,,

n
n
sont égaux a m (cas d’égalité de lnx < x - 1).

Y Astuce de concours : I'éguation fonctionnelle f(xy) = f(x) + f(y)

Soit f dérivable sur ]0, +oo[ telle que f(xy) = f(x) + f(y) pour tous x,y > 0. Avecx =y = 1:

N 1
f(1) = 0. Ay fixé, on dérive par rapporta x: yf'(xy) = f'(x); pourx =1: f'(y) = f)(/ )

Donc f - f'(1)In a une dérivée nulle sur lintervalle ]0, +oo[ et vaut 0 en 1 : avec
k = f'(1). Le logarithme est, a une constante pres, la seule fonction dérivable qui transforme
les produits en sommes.

¥ Astuce de concours ¢ un produit devient une somme télescopique

n
Pour étudier un produit, on prend son logarithme. Avec P, = ﬂ(1 - —) et1- 1 = (k)

k=2 w
n
inP, => ([In(k+1)-Ink]-[lnk-In(k-1)])=[In(n+1)-In2]-[Inn-1n1]= ln”+1
k=2
n+1

donc P, =

_ 1
2N n-o+o 2
Y Astuce de concours : une limite cache un nombre dérivé

1+tan?Z

. - ; . In(tan x
lim X1 _ (e)=l li (—")=(lnotan)’(z)=—n"=2
x—se X-e e x->I X-= 4 tan
4 4 4
Inx o Inx-ln1 X -1 __ W@ 1
x=1 arctan x - % x»>1  x-1 arctanx -arctan1 arctan’(1) 1/2

Y Astuce de concours : le nombre de chiffres de 2" et de 5"

Pour n > 1, 2" n'est pas une puissance de 10 (il n’est pas divisible par 5), donct =nlog2 ¢ Z.
Or,siteZ: E(t)<t<E(t)+1, dou n-E(t)-1<n-t<n-E(t) et E(n-t) =n-1-E(t). Comme
nlog5=n-nlog2:

(E(nlog2)+1)+(E(nlog5)+1)=n+1: 2"et5" ont, ensemble, exactement n + 1 chiffres.

Exemple : 2'% = 1024 et 5" = 9765625 : 4 + 7 = 11 chiffres. 22°%6 3 E(2026log2)+1 = 610
chiffres, donc 52°%6 en a 2027 - 610 = 1417.
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© L'essentiel du chapitre en une page

r

L

Primitives (sur un intervalle /)
F'=f; les primitivesde f sontlesF+(C,CeR;
une seule vérifie G(x,) = y,.

r+1 ’
vu e 4 (req,rz-1) v, 1
r+1 u? u
L wofu Y s arctanu
Ju 1+ u2
Y tnjul
u

Définition de |n
ln : primitive de % sur 10, +oo[ nulle en 1.

ln'(x)=%, IN1=0, lne=1 (e=2,718, 2<e<3).

Algébre (a>0,b>0,r € Q)

In(ab) =lna+Inb ng-tha-tnb

b
ln%=—lnb In(@)=rlna ln\/_=%lna

x#0: In(x?)=21In|x|.

Equations, inéquations (domaine d’abord !)
lna=lnb < a-=>b lna<lnb < a<b
Inx=r < x=¢€" INxX<0 < 0<x<1.

Limites usuelles

. . . In(1
limln=+c0 limln=-0c0 lim n( +X)=1
+00 0+ x—0 X

lim "X _ 4

x-1X-1

lim ln—X=0 limxlnx=0

X—=+00 X Xx—0*

Croissances comparées (a € Q,a>0,n € N*)
. n x)"
lim (Inx)

X—+00 X

Composée: u - +0 = lnu — +o0;

u->0"=Inu - -,

=0

lim x%(lnx)" =0
x—0*

Courbe de |n

Asymptote x = 0; branche parabolique de
direction (Ox) ; concave. Tangentes: y = x -1
(en1), y= z (ene).

(égalité si et seulement si x = 1).

Dérivées et primitives

’

u ne s'annule passur/: (In |u|)' = % :

siu >0, Inu a lesvariations de u.
1

ax+b
ln > xlnx-x

tan » -In| cos x| H%lnlax+b|

s n|nx|
xInx
Etude d’une fonction

Domaine ; limites et prolongements ; dérivabilité
aux bornes ; signe de f’ (fonction auxiliaire) ;
branches infinies et positions; f” ; tracé.

Logarithme de basea (a>0,a# 1)

n x " .
log, x = na : mémes regles que n, log a=1.

, 1
(10g,) (x) = ——
décroissante si 0 < a < 1 (l'inégalité change de
sens).
log = log,,, log(10")=n. UnentierN>1a
E(log N) + 1 chiffres.

: croissante sia > 1,

Inégalités

X
x>-1: 1+Xsln(1+x)sx.

1 1

nz1 Inn+1)-lnn<—;
+1< (n+1) <n
1n 1n+1
(1+3) <e<(1+3) -
Suites

n
HH=Z%: In(n+1)<H, <1+lnn;
k=1

—=1In2; H -lnn-y=0577;
k=n+1
(1 + l)n - e
n
Astuces
ab < bt e NA_ % (étudier “‘Tx, maximum
ene).

f(xy) = f(x) + f(y), f dérivable = f = kln.
Un produit : on prend son ln. Une limite % 1un
nombre dérivé.

2" et 5" ont, ensemble, n + 1 chiffres.

Bon courage ! La régularité bat le talent.
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

@ Niveau | «- Bases

Exercice 1 Primitives usuelles » corrigé p. 39
Déterminer une primitive de chaque fonction sur l'intervalle indiqué :
a) x(x* + 1)3, R b) ﬁ, ]-1,+0]  ¢) ﬁ, R  d)sinxcos®x, R
e) ﬁ, R f) %, R g) %(1 + %)2, 10, +oo[ (celle qui s'annule en 1)
Exercice 2 Calculs et nombree * corrigé p. 39

1. Ecrire A = (00,0036 et B = In = a l'aide de In2, [n3, In5. Simplifier ¢ = N8402N36
2
D=ln((1 +3) )-ln(2+J§).

2. Déduire de Inx < x - 1 (égalité si et seulement si x = 1) que 1 - % < Inx pour x > 0, puis que
s<ln2<tet2<e<s

-
(€2
o

Exercice 3 Equations, inéquations, systéme * corrigé p. 39
Résoudre (domaine d’abord) a) a f), puis le systéme g): 2lnx+Iny=7,lnx-3lny = -7.
a) In(x?-4x)=nBx-12)  b)2ln(x+1)=In(x+7)  c) InV/x+3=1In(x-3)
d) In(x+1)-n@2x-1)2In2  e) In(2-x)+In(x+4)<In(x+10)  f)(Inx)*<In(x?)+3

Exercice 4 Limites de référence * corrigé p. 40

Calculer, en précisant l'outil utiliseé :
. . 1 .
a) Xl_l)rpw(ln(2x+ 1)-In(x+3))  b) lim xIn (1 + ;) c) lim (x—\/} lnx)

X—+00
. In(1+x . (Inx)?
d) llm(—+) e) lim (In x) f) lim __ 2
x—0 m -1 X—>+00 \3/} x-0* [n(x + x2)
Exercice 5 Dériver avec In * corrigé p. 40

Calculer f'(x) (pour e), justifier que f est définie sur R) ; déduire de f) que In (1 + %) > )(171 (x > 0).
a) ln(1+\/}), 10,+00[  b) xy/x Inx, 10,+0[ ) In|x?-2x-3|, R\{-1,3}
2 2.1 Iy _1
d) In(tn(1+x2)), 10,+c0[ e) ln(\/x +1 x),IR f) ln(‘I+X) —— 10, +oo]
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Exercice 6 Primitives de la forme ”7 * corrigé p. 40
Déterminer une primitive sur l'intervalle indiqué (pour f), écrire d’abord XZ"_'X5_2 = ﬁ + %) ]
1
1 3 X2+ 1 1+ 1+ ln X
a) mr ]—OO’ E b) mr ]01 +°°[ C) 71 ]11 +°°[ d) % ] ]11+°°[

X

1
e ,
(1 + x2)arctan x

X-5 1
272 1 - -
x2—x—2'] ool g)xlnxln(lnx)

]10,+0[  f) , e, +oo[ (nulle en e?)
Exercice 7 Logarithme de base a * corrigé p. 4l
On rappelle que log, x = % (a>0,a#1,x>0).
1. Calculer A = log, 8 + log, 21—7 et B = log ;8. Résoudre: a) log, x = logy(x +6); b) log,(x - 1)+
log,(x +1)=3; ) logs(2x-1)2-1; d) log, 8 = 2 (x >0, x # 1).
2

2. Un entier N 2 1 s’écrit avec k chiffres en base 2 si et seulement si 2! < N < 2%, Montrer que
kR=E (log2 N)+1 et calculer le nombre de chiffres binaires de 10'> (ln 2 =~ 0,6931, In 10 = 2,3026).

Exercice 8 Une premiére étude * corrigé p. 4l

Soit f(x) = 2*“”‘ sur ]0, +oo[, et C; sa courbe.

1. Limites de f en 0" et en +oo (interpréter) ? Montrer que f'(x) = —“;%, dresser le tableau de
variations de f et en déduire que Inx < ex -2 pour x > 0.

2. Donner le point commun a C; et a (Ox), et la tangente a C; au point d’abscisse 1. Montrer que

. . I . ’ . 1
C; aun unique point d’inflexion, d’abscisse 7

@ Niveau 2 - Bac

Exercice 9 Limites: le bon outil ** corrigé p. 4l

l”ff”) ol n!=1x2 x--xn (choisir le bon outil).

Calculer a) a d), et e) nlim

2
a) lim WrlyE=fin ) b) lim x%In X(x+2) c) lim (\3/x2—(lnx)") d) lim ln—xn
x—T Lx -TT X—>+00 (x+1)2 X—>+00 x—=1 arctanx—z

Exercice 10 Probléme: la fonction \/x (2 - Inx) ** corrigé p. 4l
Soit f(x) = /x(2-lnx) six >0, f(0) =0, et Cssa courbe (repére orthonormé).

1. Continuité et dérivabilité a droite en 0 ? Limites de f(x) et de M en +oo ? Interpréter.

2. Montrer que f'(x) = ”\‘/’i ; variations de f ; en déduire que Inx =2 - T pour x > 0.
3. Montrer que f"(x) = % ; concavité, point d’inflexion I, tangente T en [ ; tracer Cf (€% = 7,4).

4. Montrer que la restriction g de f a [1,+co[ est une bijection sur un intervalle J a préciser ;
calculer (g™") (0). g”" est-elle dérivable & gauche en 2 ?
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Exercice 11 Probléme : une suite récurrente * % corrigé p. 42

Soit f(x)=4-1Inx,uy;=3,u, . = f(u);n2,9=1,065 n3=1,099 n10 ~ 2,303, 2,71 < e < 2,72.

1. Montrer que f(x) = x @ une unique solution a > 0, que 2,9 < a < 3, que f([e,3]) C [e,3] et que
es<u, <3 pourtoutn.

2. Calculer u,, u, ; (u,) est-elle monotone ? Et (u,,), (u,,.,) (étudier f - f) ?

n
3. Montrer que |u,, - 11—0(%) . En déduire que (u,) converge

vers a, et un entier n; tel que |u, - al < 107° pour tout n 2 n,-

1 .
al < ;lun - al, puis que |u, - af <

Exercice 12 Encadrer [n(1 + x) *% corrigé p. 42

X

1. Montrer que == < In(1 + x) < x pour x > -1, puis que ;71 <ln(kR+1)-Ink< % pour tout k € N*,
1

2. SoitH, =1+ St % Montrer que In(n +1) < H_ < 1+Inn;limites de H, et de 1;’_71 ? Montrer
qu’il faut au moins 8 104 termes pour que H, 210 (e® = 8103,08).

Exercice 13 Droites passant par A(1,0) * % corrigé p. 43
Soit g(x) = & pour x €]0, 1[U]1, +co].

1. Avec 1 - % <Ilnx<x-1(x#1), montrer que g(x) est entre 1 et % ; en deduire le prolongement
par continuité g(1) = 1, et les limites de g en 0" et en +oo.

2. Montrer que g'(x) = (:_(’1(;2 avec h(x)=1- % -ln x; en déduire que g est strictement décroissante.

3. Suivant m € R, combien de points communs ont la courbe de In et la droite D,, passant par A
depentem?Casm=17?

Exercice 14 Probléme : la fonction x + In |ﬂ| * % corrigé p.43

X+1
Soit f(x) = x + In

1. Ensemble de définition D, parité, limites aux bornes de D ? Montrer que A : y = x est asymptote
a C; en xco; position de C; par rapport an?

%l, et C; sa courbe dans un repére orthonorme.

2. Montrer que f'(x) = i;*] ; variations ; concavité, point d’inflexion et tangente en ce point ?

3. Montrer que f(x) = 0 a exactement trois solutions -a, 0, a, avec 1,5 < a < 1,6 (In0,2 ~ -1,609,

3 ~ -
n == 1,466). Tracer A et o

Exercice 15 Tangentes issues d’un point * % corrigé p. 43
Soit I la courbe de In et, pourt >0, T, la tangente a I au point d’abscisse t.

1. Montrer que I est au-dessous de ses tangentes, et que T, passe par M(a, b) si et seulement si
P (t)=b+1,avec ,(t) = Int + %

2. Si a < 0, montrer qu’une seule tangente passe par M ; sia > 0, qu’il en passe 0, 1 ou 2 selon
que M est au-dessous de T, sur I ou au-dessus. Cas de O (équation) ? de B(1,1) ?

Exercice 16 Probléme : la fonction x In x - "2—2 * Kk corrigé p. 44
Soit f(x) = xlnx - )(2_2 six>0,f(0)=0, et Cssa courbe dans un repére orthonormé.

1. Continuité et dérivabilité a droite en 0 ? Limites de f(x) et de @ en +oo ? Interpréter.

2. Montrer que f'(x) = 1+Inx-x; en déduire (cours) que f est strictement décroissante et réalise
une bijection de [0, +co[ sur un intervalle J a préciser. Montrer que f(x) = -1 a une unique
solution a, avec 2,7 < a < 2,8(ln2,7 = 0,993, In 2,8 = 1,030).
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3. Montrer que C; a un unique point d’inflexion I, en lequel la tangente est horizontale. Position

de C; par rapport a la parabole P : y = —% ? Tracer P et C,.

@ Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Découper pour maximiser un produit * x * corrigé p. 44

k
On partage N 2 e en R parts égales (k € N*) ; quel k rend maximal le produit P, = (%) ?

1. Etudier p(x) = x In % sur ]0, +oo[ ; vérifier que In P, = (k). En déduire que (P,) croit puis décroit,
et que le meilleur k est E(%) ou E(ﬂ) +1.

2. Montrer que P,,, >P, < N> ('“;,Z . Meilleur k pour N =10 ? pour N =207?
Exercice 18 Lasomme des ZX % x corrigé p. 4S

Soit F(x) = —(ln x)?(x>0), S, = ZH % et T =S, - l(ln n)? (n21).

1. Montrer que F’ décroit sur [e, +oo, puis (TAF) que l”(k”) <F(kR+1)-F(R) < % pour k > 3.
2. Montrer que (T,),,; décroit et est minorée par == ”‘2 “"3 . Conclure ; limite de (lns;)z ?
Exercice 19 Lafonction arctan(ln x) * % corrigé p. 4S

Soit f(x) = arctan(ln x) sur 10, +oo].
1. Limitesen 0" et en +o0 ? Calculer f; montrer que f est une bijection de ]0, +co[ sur un intervalle
J a préciser ; calculer (f) (%)

2
%. La courbe de f a-t-elle un point d’inflexion ? En déduire que
x2(1+(In x)2)

arctan(ln x) < x - 1, puis, avec f(%) = -f(x), que arctan(ln x) > 1 - % (x > 0).

2. Montrer que f"(x) = -

Exercice 20 Une fonction symétrique * * corrigé p.4S

Soit f(x) = Inx - In(1 - x) pour x €]0,1][, et Cs sa courbe.

1. Montrer que f(1 - x) = f(x) et f(x) > 0 ; interpréter. Montrer que Xli_)r& f(x) = 0; on pose
f(0) = f(1) = 0. Dérivabilité de f a droite en 0 ?

2. Montrer que f'(x) = XT(X)) avec ©(x) = (1-x)In(1-x)-xInx. Calculer ¢” ; en déduire que ¢ >0

sur ]O, ;[, les variations et le maximum de f. Tracer C;. Montrer que lna-lnb<(In2)?sia,b>0
eta+b=1.

Exercice 21 Ol les tangentes coupent (Oy) * * x corrigé p.4S

Soit f dérivable sur ]0, +oo[. Pour x > 0, la tangente a la courbe de f au point M(x, f(x)) coupe (0y)

en P ; on note H(0, f(x)), et y,, y,, les ordonnées de P et H.

1. Montrer que y, = f(x) - xf'(x). Pour f = In, vérifier que y, -y, = 1 pour tout x > 0. Réciproque-
ment, soit k € R : déterminer les fonctions f telles que y,, - y, = k pour tout x > 0.

fx)y .

=)

2. Déterminer les f telles que y, = -x pour tout x > 0 (dériver x - ; laquelle admet un

minimum en 1 ? Que vaut ce minimum ?

3. On suppose f > 0. Déterminer les f telles que Yp = —f(zx) pour tout x > 0 (dériver x = [n f(x) -
1
~nx).
2
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Exercice 22 Comparer des logarithmes * x * corrigé p. 46

1. Sans calculatrice, comparer log, 3 et log, 5 (comparer chacun a §).

2. Soitc > 0 et w_(x) = l"l(:xc) sur ]1,+oo[. Montrer que y,_ est strictement décroissante (utiliser

t - tlnt); limitesen 1* et en +o0 ?

3. Ranger log, 3, log, 4, log, 5, log. 6 ; comparer log, 10 et log, 17 (écrire log, 10 = 2log, 10).
Résoudre dans ]1, +oof l'inéquation log (x +2) > 2.

Exercice 23 Primitives : les bonnes idées * * corrigé p. 46

1. Trouver une primitive sur Uintervalle indiqué (n € N* ; pour d), dériver x — arctan ln")

1 1 n 1 -lnx
_— _ > —, 1 _
a) X(x1+ 1)’ 10, +oo[ b) SN X Cos x’ ]0, 2[ c) X\/)(z__1, 11, +oo[ d) X2 X2 10, +oo[
ln x

2. Dériver un produit « a 'envers ». Dériver x ~ T i €n déduire la primitive F de “”‘)2 sur ]0, +oo[

de limite nulle en 07, et sa limite en +c0. De méme, trouver une primitive G de m sur ]0, +oof,
et sa limite en +oo,
Q
€ Niveau 4 - Concours
Exercice 24 Prolonger n — In(n!) * % %% corrigé p. 46

Pour x >0 etn e N*, on pose g,(x)=xlnn+In(n!)->p In(x+k), avecn!=1x2x--xnet0!=1.

1. Montrer que 0< g, ,(x)-g,(x) < X(X 1 (utiliser == < In(1+u) < u) et que 3p_, k2 < 2. En déduire

que la suite (gn(x))n>1 converge ; on note L(x )sa llmlte.
2. Montrer que L(1) = 0, que L(x+ 1) = L(x)+ In x pour tout x > 0, et que L(n) = Ln ((n - 1)!) pour tout
n e N*.

3. Soit f deux fois dérivable sur ]0, +oo[, avec f” = 0, f(1) = 0 et f(x + 1) = f(x) + In x pour tout
x > 0. Soient x €]0,1] et n 2 2. Montrer que In(n - 1) < M < Inn (TAF ; variations de
t v L0010

10, +oo|.

sur 10, 1]), puis que g, _,(x) < f(x) < g, ,(x) + xIn % En déduire que f = L sur

Exercice 25 Inégalités de Young et de Holder * % %% corrigé p. 47
1. Soient t €]0,1[ et x,y > 0. Montrer que tlnx + (1 -t)lny < In(tx + (1 - t)y), avec égalité si et
seulement si x = y (étudier la différence comme fonction de x).

2. Soient p, g > 1 rationnels tels que 1 5 +5 = 1. Montrer que ab < % % pour tous a, b > 0 (Young).

1 1
3. Soienta,, b, >0(1sksn)A= (Z af:)", B = (Z bz)“. En appliquant 2. a % et %, montrer que
Sh.qa,b, < AB (Holder). Cas p = g =2 ? Montrer que (x +y +2)> <9 (x> + y* + 2%) (x,y,2 > 0).

Exercice 26 Calculer e par la méthode de Newton * % x x corrigé p.47

Soit h(x) = x(2 - In x) sur ]0, +oo[. On admet que 2,7 < e < 2,8.

1. Montrer que la tangente a la courbe de In au point d’abscisse a > 0 coupe la droite y = 1 au
point d’abscisse h(a). Etudier h ; montrer que h(x) < e pour x > 0.

(e-x)” X)2 (e-x)” X)

2. Montrer que pour x € [2,e] (étudier deux fonctions et leurs dérivées

secondes).
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3. Soit x, = 2 et xn+1n= h(x,). Montrer que 2 < x_ < x_., < e, que (x,) converge vers e, et que

2 n -
Ose-xns4(%) < 4-572". Que dire de x,, ?

Exercice 27 Les puissances de 2 qui commencent par 7 % % x % corrigé p. 48

On note log = log,,, a = log2 et, pour t € R, {t} = t - E(t) € [0, 1[.

1. Montrer que a ¢ Q. Soient N € N* et ¢ € {1,...,9}: montrer que le premier chiffre (a gauche)
de N est ¢ si et seulement si logc < {logN} < log(c + 1). Vérifier que 2*® commence par 7
(a = 0,301030, log7 = 0,845 1, log 8 ~ 0,903 1).

2. Soit Q € N*. En répartissant les Q+1 réels {ka} (0 < k < Q) dans les Q intervalles [é, %1[, montrer
qu’il existe g € {1,...,Q} et p € Z tels que 0 < |qa - p| < %.

3. Soient 0 < a < b < 1. On choisit Q tel que % < b-a, puis g, p comme en 2., et 6 = qa - p.
Montrer qu’il existe m € N* tel que {mqa} €]a, b[ (distinguer & > 0 et § < 0). En déduire qu'une
puissance de 2 commence par 2026.

Exercice 28 Lasuiteu, , =u, + L xoxkx corrigé p. 48
u

n

Soitu, = 1etu,,, =u,+-. Onnote H =5} 1 (exercice 12), avec H; = 0.

Up

1. Montrer que limu, = +co et u2 =2n+1+ 3370 &, puisque 2n+1<u2<2n+2+2inn(n21);
02

limite de =~ ?

5
i -1 _ 1 S L ili a
2. Soit w;, = 5, 2 (k 2 1). Montrer que 0 < w,, < 52 * i (utiliser Ink < 2k), et que e <
2(F - T) (R 2 2, TAF) ; en déduire que W, = 3p_, w, converge.
3. Montrer que u? -2n=2+1 (W, = 0), puis que lim “e=2 2 1 et que w2 = 25 = LN a
q 2 n 1 n—1 0 P q lnn 2 q n 2
une limite ﬁnle
Exercice 29 Le probléme du recrutement * x % x corrigé p. 49

On recoit un a un n = 3 candidats, dans un ordre aléatoire, pour un seul poste ; refuser les r
premiers (1 < r < n - 1), puis engager le premier meilleur que tous les précédents, engage le

meilleur avec la probabilité (admise) p, (r) = %(} + ﬁ foo n1—1)

1. Montrer que In 2 < 37 } et que 37! } In =% si r 2 2 (exercice 12). Avec p(x) = -xInx, en

deduwequecp(;)spn(r)sw( )+—5|2<r<n—1 etquep,(1)s —

1+lnn

2. Soit M_ le plus grand des p_(r). Montrer que limM_ = ; (essayer r = E(E))' et que lim%" = % si

p,(r,)=M_:ilfaut laisser passer environ 37 % des candidats.

Exercice 30 Les nombres premiers et [n(Inn) * x*xx corrigé p. 49
Soient n 22, p, < - < p_ les nombres premiers inférieurs ou égauxan, et H, = 5p_, %

1. Montrer que -In(1 - x) < x + x> pour x € [0 1]. Soit m € N tel que 2™ > n ; en développant

1
I111'
Pi

2. En déduire que InH, < 33, pl DN ;—2 puis que pl 5 o0 pl 2 In(In(n + 1)) - 1. Conclure : ily a
i i 1 s

n-= ]'[,fs=1 (1 + i + - p )(decomposmon en facteurs premiers), montrer que H,<N<s

une infinité de nombres premiers, et les sommes de leurs inverses ne sont pas bornées.
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

O© Calculs, éguations, inéguations

Toujours en trois temps: (1) le domaine de validité ; (2) la transformation parlna=Inb < a=b
oulna<lnb < a<b;(3)letri des solutions. Quand aucun calcul n’aboutit, on étudie une
fonction : la stricte monotonie donne l'unicite.

Exercice 31 Calculs exacts et domaines * corrigé p. S0

1. Calculer sans calculatrice :

In(7 + 4\/5 In(eye
A=nV3+2/2+In(V2-1) B:g C:ln(cosE)+ln(sinE) D= (3\/_)
In(2-3) 8 8 In Je2
2. Déterminer I'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes.
f0=In(In(tnx) £, =n2-%) f(0)=——  F(x)= ln(x2 '1)
! 2 3 ln x| -1 " X+3
3. Soient a et b deux réels strictement positifs tels que a® + b?> = 7ab. Montrer que [n a;,_b =
% (lna+Inb).
Exercice 32 Equations et inéquations : le domaine d’abord * corrigé p. S0
Résoudre dans R :
a) In(x?- 4) = In(3x) e) In(x?-x) < In(x +3)
b) In(x +3)+In(x-1)=2In(x+1) f) Inx+In(x-2)<In(x +4)
c) In|2x-1] =In|x + 4] g) |Inx| <In3
d) In(x-1)-In(3-x)=1 h) In(2 - x) > -1
Exercice 33 Changement d’inconnue et systémes * % corrigé p. Sl

1. Résoudre dans ]0, +oo[ :

a)(inx)®-2(lnx)?-lnx+2=0 b) Inx+ 23 o (lnx)?>-]lnx|-2=0

2
n x
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2. Résoudre dans R? les systémes suivants (log, x = ::—2 .
Inx-lny=-6 In(x+y)-In(x-y)=1n2 log, x +log, y = 4
($,) (S,) (S 1, 72 ‘
In(xy) =1 Inx+lny=1n27 log, x +log,y =5
Exercice 34 Logarithmes de base a * x corrigé p. S|

!

. —-— nXo -
Poura>0,a¢1etx>0.logax-m, log = log,,.

1. Soient a, b deux réels strictement positifs telsquea#1,b#1,ab # 1, et x>0, x # 1. Montrer

que
1 1 1

log,,, x - log,, x " log, x~

2. On pose t = log, 3. Exprimer log,, 9 et log, 24 en fonction de t.
3. Résoudre: a)log (x+6)=2; b)log; (x*-1)2-3; 0 log, x + logy x + log,, x = 11; d)
2
log, x-6log 3 =1.

4. On donne log2 = 0,30103 et log3 = 0,47712 (a 10~ prés). Combien de chiffres faut-il pour
écrire 62°2% en base 10 ? Quel est son premier chiffre (a gauche) ?

Exercice 35 Quand la monotonie résout l'équation * x * corrigé p.S2

1. Résoudre dans ]0, +oo[ l'équation In x + arctan x = %, puis l'inéquation ln x + arctan x > %

2. Résoudre dans ]0, +oo[ I'équation x In x = 2n 2, puis l'inéquation xlnx < 2 In 2.

Ihx-lny=y-x

5 (on pourra étudiert = t +Int).

3. Résoudre dans R? le systéme
X

+ y2 = 8
4. Discuter, suivant le réel m, le nombre de solutions dans ]0, +oo[ de 'équation ln x = m(x-1) (on
étudiera g(x) = % sur ]0, 1[u]1, +oo[). Interpréter a l'aide des droites passant par le point

A(1,0).

Exercice 36 Encadrer In2 et In 3 sans calculatrice * * * corrigé p. 52
2(x -1 -
1. Montrer que, pour tout x 2 1: ( ) <lnxcs u.
X+ 1 Jx

2. En déduire un encadrementde a = ln % etde b =1In %

3. Verifier que In2 = 2a + b et In3 = 3a + 2b. En déduire que 0,6890 < In2 < 0,6953 et 1,0924 <
In3<1,1018.

4. Applications : montrer que 2'% < e’ et que 3'" > e'?, puis que 1,57 < log, 3 < 1,60.

Maths Olympiad @



Chapitre S+ Fonctions logarithmigues 2° Bac Sciences Mathématiques

O Limites et croissances comparées

Une forme indéterminée se léve en factorisant le terme dominant (croissances comparées), en
reconnaissant un nombre dérivé, ou en encadrant (inégalités prouvées par une étude de fonction,
accroissements finis).

Exercice 37 Croissances comparées * corrigé p.S3

1. Soient n € N* et a un rationnel strictement positif. Montrer que

n
lim (nx)
X—+00  X@

=0 et lim x| lnx|" = 0.
x—0*

2. Calculer les limites suivantes.

. ln x)* . . .
a) lim (n\;(_) b) lim Jx(nx)? ¢ Aim (\3/}— ln x) d) lim (lnx+ %)
—+00 X/ X xX—-0* — +00 X—0* X
~ 2x+ (In x)? o In(x3+1 In x)2 .
) iy 2T L) g tim Y ) (i XInx
X—+00 X - ln X X—+00 ln (X2 + 1) X—+00 = \/} X—+00 X+/X + 1
Exercice 38 Nombres dérivés cachés » corrigé p. 53
. .. ... In(1+u)
En reconnaissant un nombre dérive, ou en se ramenant a lmg) ——— =1, calculer:
u—
In(1+x + x> (n(1 tan 2 [n(si
a) lim ( ) b) lim XX () |j N +arctan2x) L Insinx)
x—0 X x—=1 x2 - X=0 X x-»1 Cos? x
. n(1 -In(1- log, x . . . In(l
e) lim 01 £79) 2 Gl =23, f) lim = g) lim xln(1 +sin 1) h) lim n(ln x)
x—0 X x—=1 X -1 X—>+00 X x—e X-e
Exercice 39 Branches infinies et positions * x corrigé p. S4

Pour chaque fonction : ensemble de définition, limites aux bornes, branches infinies de la courbe.
X2
1+lnx’

1. f(x) =

2. g(x)=(x+1)In (1 + %) Préciser ensuite la position de C, par rapport a la droite y = 1, sachant

que In(1+t) >

pour tout réel t>-1,t # 0.
1+t

3. h(x)=x+ lnTx (préciser la position de C, par rapport a son asymptote oblique).

4. R(x) =vVx2+x-lnx.
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Exercice 40 Prolongements et demi-tangentes * % corrigé p.SS

1. Soit f(x) = ln)l(xl

dérivabilité en 0. Calculer f”(x) pour 0 < |x| < 1 et montrer que O est un point d’'inflexion de
Cf ; préciser la tangente en O.

six € R\ {-1,0,1}, et f(0) = 0. Etudier la parité de f, sa continuité et sa

2. Soit g(x) = - )In " si x €]0, e[, et g(0) = 0. Etudier la continuité et la dérivabilité de g a droite
en 0, puis la limite de g en e". Interpréter graphiquement.

3. Soit h(x) = % sur]0,1[u]1, +oo[. Montrer que h se prolonge par continuité en 0 et en 1, puis

étudier la dérivabilité a droite en 0 du prolongement.

4. Soit a un rationnel strictement positif et ¢(x) = x* In x si x > 0, ¢(0) = 0. Pour quelles valeurs
de a la fonction ¢ est-elle dérivable a droiteen 0 ?

In(1+x)

Exercice 41 Au-dela de = kKX corrigé p.SS
. 2x X(2 + X) , ,
1. Soient a(x) = In(1 + x) - =—— et b(x) = - In(1 + x) sur ]-1, +oo[. Calculer a’(x) et b'(x),
2+X 2(1+x)
puis en déduire que
. 2x X(2 + x) . X(2+x) 2X
pour x=0: e x <ln(1+x)< 20+ %) et,pour -1<x<0: 20+ %) <In(1+x) < e x
... n(1 -
2. En déduire lim M
x—=0 X2
(n(1 + x)

3. Soit p(x) = six € ]-1,0[u 0, +oo[, et (0) = 1. Montrer que @ est continue et dérivable

en 0 ; donner la tangente T a C,au point d’abscisse 0, puis montrer a l'aide de la question 1
que C, est au-dessus de T.

. 1 1 1
4. Soit g(x) = x%In (‘I —) sur ]0, . Montrer que ———— < g(x) - (x - —) < our tout
9(x) + ) sur 10, +oof ue Joxe <9 2) 5 25 P
x > 0. Interpréter graphiquement.
Exercice 42 Limites par les accroissements finis * * x corrigé p. 56

1. Soit x > 0. En appliquant le TAFat » tlnt sur [x,x + 1], montrer qu'il existe ¢ €]x, x + 1] tel
que(x+1)In(x+1)-xInx=1+Inc. En déduire lim ((x+ TNIn(x+1)-xlnx- lnx).
X—+00

1
(x+1)In(x + 1)

b) En déduire lim xlnx(ln(ln(x+1))—ln(lnx)).
X—>+00

1

2. a) Montrer que, pour tout x > 1:
xlnx

<In(In(x + 1)) - In(ln x) <

1-u

3. a) Montrer que, pour toutu €]0,1[: 1-u<-lnu< ;

X—>+00

b) En déduire lim xIn (% arctan x) (on rappelle que arctan x + arctan % = 2 pour x > 0).
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€) Dérivées et primitives

I 1

€. pour primitiver, reconnaitre u’u" Liia
’ ’ ’ ’ ’
ulna e

u . < , . , ... .. . ..
—— quittea transformer 'expression d’abord. Une primitive se vérifie toujours en la dérivant.
u

.. u’ u
Dériver avec (In|u]) = — et (log_u)' = Y
(Inful)” = = et (log, u) .

Exercice 43 Dériver avec In, log, et Arctan * corrigé p.S7

1. Justifier que f est dérivable sur Uintervalle (ou 'ensemble) I indiqué, puis calculer f'(x) sous
forme simplifiée.

2
a)f(x)=¥, I =10, +oo[ b)f(x):ln|%|, =R\ {-2,1)

c) f(x) = log (x* +1), =R d) f(x) = arctan(ln x), I =]0, +oo[
e) f(x) = In(arctan x), I =10, +oo[ f) f(x) = Ylnx, 1 =]1, +oo]

’I+\/—

g) f(x) = In(1 + cosx), | =]-m,m[ h) f(x) = In ——
T

, 1=10,1[

2. Soit F(x) = In ﬂ sur [ = ]—1, ﬂ[. Montrer que F'(x) = 2 et en déduire une primitive de
-sinx 272 Cos X
sur .
Cos X
Exercice 44 Reconnaitre la bonne forme * corrigé p.S7

1. Déterminer une primitive de f sur lintervalle I indique.

x+1 X __lnx

a—<1 _ R b R , 10, +oo]
(x2+2x+3) VX2 + 4 x,/1 +(ln x)2
1 cosx-sinx | m 3m x?
d) ————, 10, +o0 e—.,]———[ f)—m——, R
)x(4+(lnx)2) 10, +cof cosx+sinx | 4" 4 )1 x6
. In(ln x
g) ;1 ]Or +°°[ h) ;y R I) (—)1 ]11+°°[
J}(1+J}) X2 -6x+13 xInx
. X3 +2x+1 bx +
2. Ecrire X 2.1 sous laforme ax+X , pws déterminer la primitive F sur R de cette fonction
+ +1
telle que F(0) = 0.
Exercice 45 Décomposer avant de primitiver * x corrigé p. S8
) . ) 2x2 a bx+c
1. a) Déterminer les réels a, b, c tels que = + pour tout x # -1.
(x+1)(x2+1) x+1 x2+1
A o 2x2
b) En déduire une primitive de x » ——————— sur ]-1, +oo|[.
2. Déterminer une primitive sur R de x — 22X—+3 (faire apparaitre L et —).
X2 +2x+2 no
1

3. Déterminer une primitive sur ]3, +o[ de X » ———.
X2 -4x+3
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1 __a b

(1T+t)2+t) 1+t 2+t
1

x(1+nx)(2 + nx)

pour tout réel t ¢ {-2,-1}.

4. a) Déterminer les réels a et b tels que

b) En déduire la primitive F sur ]1;,+oo[ de x qui tend vers 0 en +oo,

Exercice 46 Deviner une primitive, puis vérifier * x corrigé p. S8

1. Montrer que F(x) = x(In x)? - 2x In x + 2x est une primitive de x + (ln x)? sur ]0, +col.

2. Déterminer les réels a et b tels que G(x) = xIn (1 + x2) +ax + barctan x soit une primitive de
x = In(1+x?)surR.

3. Déterminer les réels a et b tels que H(x) = \/x(aln x + b) soit une primitive de x + 3 sur

X
10, +oof.
4. En cherchant K sous la forme K(x) = BlEED ¢, déterminer la primitive K de x — l:‘(—zx sur
10, +oo[ qui tend vers 0 en +co.
Exercice 47 Une primitive qu’on ne calcule pas * * corrigé p. $9
Soit f(x) = 1“‘—;(2 sur ]0, +oo[, et F la primitive de f sur ]0, +oo[ telle que F(1) = 0.
+

1. Etudier les variations de F et en déduire que F(x) = 0 pour tout x > 0.

2. En dérivant x F( )— F(x), montrer que F( ) = F(x) pour tout x > 0.

1 1
X X

1+1lnx

3. Soit K(x) =1 - sur ]0, +oo[. Vérifier que K'(x) = l::—zx et que K(1) = 0.

4. Montrer que, pour tout x > 1: %K(x) < F(x) < K(x). En déduire que 0 < F(x) < 1 pour tout x > 0.

5. Montrer que la suite (F(n)) , converge vers un réel P tel que = <P < 1.

nz

N|[—=

Exercice 48 Primitives de — etde —X5 *xx corrigé p. 59

1. Déterminer les réels a, b, c tels que ] ! a bx +c

b pour tout x # -1.

3

2. Veérifier que x? - x + 1 =Z(1+(2X_1

2
) , puis déterminer une primitive de 1 sur R.
X2 -x+1

3. En déduire la primitive F de x - L sur ]-1, +oo[ telle que F(0) = 0, puis calculer Xlim F(x).
+

— +00

x3

4, Verifier que sur ]-1, +oo[

- = . En déduire la primitive G de x » : X
telle que G(0)

X3 x2-x+1. 1+x3 +x3
0, et calculer lim G(x).

X—>+00

X 1 1
+
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@ Etudes de fonctions

Domaine, symeétries, limites, branches infinies, points sensibles, variations, concavité, tracé.

Exercice 49 Le logarithme d’'un polynéme * corrigé p. 60

Soit f la fonction définie par f(x) = In (x3 -3x+ 2), etC; sa courbe dans un repéere orthonorme.

1. Vérifier que x3 - 3x + 2 = (x - 1)%(x + 2). En déduire 'ensemble de définition D de f, puis que
f(x)=21Iln|x-1] +In(x + 2) pour tout x € Dy.

2. Calculer les limites de f aux bornes de D, ainsi que Xlim %X) Interpréter graphiquement.
3(x+1)

(x-1(x+2)
C]c est concave sur chacun des deux intervalles qui forment Df.

3. Montrer que f'(x) sur D et dresser le tableau de variations de f. Montrer que

4. Résoudre dans D; les équations f(x) =ln2 et f(x) = In 4.

5. Discuter, suivant le réel m, le nombre de solutions de l'équation f(x) = m, puis tracer C;.

Exercice 50 Lafonctionx = Inx+ - * corrigé p. 6l

ln x

Soit f la fonction définie sur D =10, 1[u]1, +oo[ par f(x) = In x + L, etC, sa courbe.

n x
1. Calculer les limitesde f en 0", en 17, en 1" et en +oo, ainsi quexllm y Interpréter graphique-

ment. -
2. Montrer que f(%) = -f(x) pour tout x € D ; que peut-on en déduire pour les points M(x, f(x))
(Inx=1)(lnx + 1)
x(ln x)2

etM’ (%,—f(x)) ? Montrer que f'(x) = sur D et dresser le tableau de variations
de f.

3. En déduire que lnx + lr:_x > 2 pour tout x > 1, puis résoudre l'équation f(x) = % Discuter,

suivant le réel m, le nombre de solutions de I'équation f(x) = m, puis tracer C;.

Exercice 51 Lafonction x — x—i(nx * % corrigé p.62

Soit f la fonction définie sur [0, +oo[ par f(x) = si x>0, et f(0)=0.

x-lnx

1. Etudier les variations de g(x) = x - In x et en déduire que g > 1 (donc f est bien définie).

2. Etudier la continuité et la dérivabilité de f a droite en 0. Calculer lim f(x), interpréter, et
X—+00

étudier la position de C; par rapport aD:y=1.

3. Montrer que f'(x) = ﬁ (x > 0) et dresser le tableau de variations de f. Montrer que f
réalise une bijection de [e, +oo[ sur un intervalle J a préciser.
4. DonnerlatangenteT a Cf au point d’abscisse 1; montrer, avec ln x < x-1, que Cf estau-dessous

de T, et préciser leurs points communs. Tracer D, T et Cf.
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Exercice 52 Fonction auxiliaire et courbe asymptote * corrigé p.62

xlnx

Soit g(x) = x + 1+ lnx pour x > 0, et f la fonction définie sur [0, +oo[ par f(x) = - six>0,et

£(0) = 0.

1. Etudier les variations de g. Montrer que 'équation g(x) = 0 admet une unique solution a, avec
0,27 < a < 0,28, puis en déduire le signe de g(x).

2. Etudier la continuite et la dérivabilité de f a droite en 0. Calculer Xllm f(x) et Xllm y In-
terpréter graphiquement.
X —
3. Montrer que f'(x) = (xg( 1))2 pour x > 0, dresser le tableau de variations de f et montrer que
+

f(a) = -a.
4. Soit T la courbe de la fonction In. Etudier la position relative de C; et de T, puis calculer
Xlim (f(x) -In x). Interpréter, puis tracer I et C;.

Exercice 53 Lafonction x — log, (x +1) *** corrigé p.63

. . e L 1
Soit f la fonction définie sur D =]0, 1[U]1, +oo[ par f(x) = log (x + 1) = %
1. Calculer les limites de f en 0%, 17, 1* et +oo ; interpréter. On prolonge f par f(0) = 0 : montrer

que ce prolongement est dérivable a droite en 0 et préciser f;(0).

. = 1
2. Soit (t) = tint (t > 0). Montrer que f'(x) = % sur D et que @(x) < @(x + 1) pour
tout x > 0 (distinguer x < % et x 2 %). Dresser le tableau de variations de f et tracer Cs.

, et Cf sa courbe.

3. a) Montrer que la suite (logn(n + 1)) , est strictement décroissante et converge vers 1 ; en

nz
déduire que Inn x In(n + 2) < (ln(n + 1))2 pour tout entier n > 2. b) Résoudre dans ]1, +oo[
l'inéquation In(x + 1) < log, 3 x In x.

Exercice 54 Lafonction entropie * * % corrigé p. 64
Soit h la fonction définie sur [0,1] par h(x) = -xInx-(1-x)In(1-x)si0<x <1, et h(0)=h(1)=0.

1. Montrer que h est continue sur [0, 1] et que la droite x = % est un axe de symétriede C, . Etudier
la dérivabilité de h a droite en 0 et a gauche en 1; interpreéter.

2. Calculer h'(x) et h”(x) pour 0 < x < 1. Dresser le tableau de variations de h, étudier la concavité
de C, et la tracer.

3. En déduire que, pourtousréelsa>0etb>0: alna+blnb=(a+b)ln a;b.

4. Inégalité de Gibbs. Soient n > 2 et des réels p.,...,p,, q,,...,q, strictement positifs tels que

n .
Yp, = ¥q = 1. a)A laide de Int < t -1, montrer que Zp,. ln% < 0, avec egalité si et

i=1 i
n
seulement si p, = g, pour tout i. b) En déduire que —Zp,. Inp; < Inn (cas d’égalité ?) et

i1
retrouver le maximum de h.
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@ Suites et logarithme

On étudie Inu,, puis on revient a u, ; les inégalités et les accroissements finis donnent les en-
cadrements.

Exercice 55 Une convergence lente vers 1 * corrigé p.64
Soit (u,) la suite définie paru, =3 etu, , =1+Inu, pourtoutn e N.

1. Montrer par récurrence que, pour toutn € N, u, est bien définietu, > 1.

2. Etudier les variations de ¢(x) = x - 1 - Inx sur ]0, +oo[ ; en déduire que (u,) est strictement
décroissante.
-1

un+1

3. Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite. Calculer lim ; que dire de la vitesse
n—+0o
de convergence ?
b, §i Ug = %, Falculer u, et u, ; que se passe-t-il ? Montrer que si 0 < u, < 1, la suite ne peut pas
étre définie pour tout n (par l'absurde, avec @(u,) 2 @(u,)).
Exercice 56 Revenir du logarithme * corrigé p.6S

1. a) Montrer que 1 —% <Ints<t-1pourtoutréelt>0. b)Soit(t, ) une suite de réels strictement

positifs telle que limInt = 0; montrer que limt = 1. En déduire que si a, > 0 pour tout n et
limlna, =InL, aveclL >0,alorslima, = L.

2. Soit (u,) définie paru, = 1etu,,, = efu,. Montrer que u, >0 et que v, = Inu, -2 définit une
suite géométrique. Exprimer u, en fonction de n et calculer limu,.

n
3. Calculer les limites des suites de termes généraux a, = /n, b, = /27 +3n, ¢ = (1 + l) et
n
1 n
d,=(1--) (n=22)

Exercice 57 Produits et logarithme * % corrigé p.6S

n
Soit(a,),s; une suite de réels positifs. On pose P, = ﬂ(1 +a,)=(1+a,)~(1+a,) et S, =a,+-+a
k=1

n°

1. Montrer que (P,) est croissante et que 1+S_<P,_pourtoutn 1.

2. Montrer que [n(1 + x) < x pour tout x 2 0, puis que InP, < S_. En deduire que (P,) converge si
et seulement si (S,) est majoree.

1 - 1 ) 2
<2-—, puis que ﬂ (1 + E) converge vers un réel L € [2,e?]. b) Montrer

k21 1)et sa limite.

1
n+1

(utiliser In(1 - x) < -x). Limite

n n
4. Montrer que H, = Z% 2 In(n + 1), puis que H(‘I - 21_k) <
k=1

B

Maths Olympiad @



Chapitre S+ Fonctions logarithmigues 2° Bac Sciences Mathématiques

Exercice 58 Une récurrence qui suit [nn a latrace ** corrigé p. 66

Soit (u,),,, la suite définie paru, =1etu,,, = In(n+u,) pourtoutn = 1.

n1
1. Montrer par récurrence que, pour tout n 2 1, u, est bien défini et 0 < u, < n. Calculer u, et u,.

u,-1

2. Montrer que u,,,-In(n+1) = (n(1+-2=), puis, avec =& < In(1+t) < t (t > -1), que |u,,, -In(n+1)| <

Iu,,n_—1| pour tout n 2 1. En déduire que u, < 1+lnn pourtoutn = 1, puis que |u,,-In(n+1)| < “‘T”
pour n 2 3.
u n
3. Montrer que lim (u_-lnn)=0et lim —= =1, puis que lim — (u_-lnn)=1.
q n—>+oo( n ) n—+co ln n p q n—+co ln n ( n )
Exercice 59 Une suite implicite : x, est proche de “‘T” * %k Kk corrigé p.66

Pour tout entier n 2 1, on pose h_(x) = nx + In x pour x > 0.

1. Montrer que l'équation h,_(x) = 0 admet une unique solution x_ dans ]0, +oo[, que x, < 1, et que
X, > T pournz3.

2. Calculer h, ,(x,) et en deduire que (x,) est strictement décroissante. Montrer que x, < lnTn

pour n 2 3 et en déduire limx, .

3. On pose y, = nx,. Montrer quey, +Ilny,_=Innetque 1<y, <Innpournz23.

4. En dédui l i im 0 g fim e ( l
. En déduire que limy_ = +oo, puis que lim — =1, lim —— =-1 et lim (nx_ -lnn+
q yn © p q s I.nn N—+00 lnn N— +0o n
In(ln n)) = 0.
Exercice 60 Une somme de logarithmes et les accroissements finis * x * corrigé p.67

n
Pourn>1,onposeS, = lZln(1 + B), et pour x20: F(x) =(1+x)In(1+x)-x.
n & n
1. Calculer F'(x). Soit k € {1, ...,n}; en appliquant le théoréme des accroissements finis a F sur

[’%1, %], montrer que

%ln(1+k_1)<F(%)—F(u)<lln(1+B).

ln2

2. En déduireque 2In2-1<S, <2In2-1+ pat puis la limite de (S,).

3. On pose w, = %{'/(n +1)(n +2)-+(2n). Montrer que Inw, = S_ et en déduire limw, (on pourra
utiliser U'exercice 56, question 1).

4. Soit p € N*. Calculer de méme la limite de # (/(n +1)(n +2)-((p + 1)n).

@ Défis de concours

Six problémes de concours : initiative et rigueur exigées.
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Exercice 61 La constante d’Euler * % x % corrigé p.67

n
>1,0nnoteH => © u =H -lnn et v, =H_ -In(n+1

Pour n on note H _Zk p,-lnnetv =H -In(n+1).
k=1

1. Montrer que k1 - <ln(k+1)-1lnk < % pour tout entier k 2 1. En déduire que (u,) et (v,) sont

+
adjacentes ; leur limite commune y est la constante d’Euler. Montrer que 1-Iln2 <y <1.
2 2 3

2. On admet que x - X? <ln(1+x)sx- X? + X? pour tout x > 0. a) Montrer que, pour tout entier
kR22:

1 1 1 1
= < - e—
2k+1) 20R+2) kTR =3y T 2k
b) En déduire que 2(n1+ N Su,-ys 2(n1— N pour tout n > 2, puis ,,l_i,'ﬂ,o”(Hn -lnn-y).

3. Unesomme réordonnée. Soit s, lasomme des n premierstermesde 1+3-2+1+

]

7
(deux inverses d'impairs, puis 'opposé d’un inverse de pair). Montrer que s, = H
puis que (s,) converge vers % n2.

S P P O P
47911 6
1
2

1n, -1n,

4n” 2n2n

Exercice 62 Vers la formule de Stirling * x x % corrigé p.63
Pourn 21, on pose u, = In(n!) - (n + %)ln n+n.
1. Montrer que u, - u, , = (n * %) ln (1 * %) - 1.

2. Pourt €[0,1[, on pose y(t) = In u. Montrer que 2t + 20 sy(t)s2t+ L
1-t 3 3(1-1t2)

1 1 1
3. En appliquant la question2 at = , montrer que - <u -U_ ., <& —-
2R . W€ 1) T2m2) =Y U =0
1
12(n + 1)

4. En déduire que les suites (u )et(u - L) sont adjacentes ; on note C leur limite. Montrer que
1
2(n+1)

5. Montrer que lim ln(‘/—(zn)) = %an—C.

—C-Lpourtoutn>1 puis que 0,91 < C < 0,94.

n—+co 4n

Exercice 63 Caractériser le logarithme * % x % corrigé p. 69

Soit f une fonction définie sur ]0, +oo[ telle que f(xy) = f(x) + f(y) pour tous x,y > 0. On pose
a = f(e).

1. Montrer que f(1) =0 et f(%) = -f(x), puis que f (x") = r f(x) pour tout x > 0 et tout rationnel r.
En déduire f (e") = ar pour tout r € Q.

2. On suppose dans cette question que f est croissante. Soit x > 0 ; pour n 2 1, on pose p, =
E(nlnx). Montrer que ePn < x" < ePn*', puis que ap, < nf(x) < a(p, + 1). En déduire que
f(x)=alnx.

3. On suppose seulement que f est continue en 1. a) Montrer que f est continue sur ]0, +oo[. b)
4 1 n

Soit x > 0 ; pour n = 2, on reprend p, eton poset = xe . Montrer que 1 st <ens P

puis que f(x) = alnx.
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4. Déterminer toutes les fonctions g continues sur ]0, +oo[ telles que g(xy) = x g(y) + y g(x) pour
tous x,y > 0.

Exercice 64 Une somme alternée remarquable * % x corrigé p. 69

n n
lnk rlnk _In2 I[In3 In& -
Pourn=1,onpose T, = ;T et A =;(—1) w3 "3t On admet (exercice

M=
=l

61) que H, -lnn —» y, o0 H, =

=

=1

1. Soit (x) = lnTx et F(x) = %(ln x)? pour x > 0. Montrer que F' = @ et que ¢ est décroissante sur
[e, +oo[. En déduire que (kR + 1) < F(kR + 1) - F(R) < ©(R) pour tout entier k > 3.

2
2. Onposew, =T, - %(ln n)2. Montrer que (w,),»3 est décroissante et minorée par “‘72 - @ ;en
déduire qu’elle converge.
, (In2)?
3. Montrer que A, =In2xH, +T -T, ,puisque (A ) convergeversyln2 - >
Exercice 65 Moyennes de Cesaro et racines n-iémes * % x * corrigé p. 70
a. +--+a

1. Lemme de Cesaro. Soit (a,),,, une suite réelle de limite £. Montrer que m, = % tend
vers ¢ (pour € > 0, couper la somme en deux).

un+1

2. Soit (u,),,, une suite de reels strictement positifs telle que — L, avec L > 0. Montrer que

nz1

n
ofu, - L. (On admet, voir l'exercice 56, que sib, >0 etInb, - InL,alorsb, — L.)

Vn!

. ) {’/1X3><5x---x(2n—‘|) . .(3n
3. Calculer lim ——, lim et lim J/|” ") Montrer, avecu, =2+(-1)",

—+00 N n—+oo n n— +oo

que la réciproque de 2 est fausse.

Exercice 66 Linégalité de Carleman * xx % corrigé p.70
Soientn 2 1eta,,...,a, des réels strictement positifs. On veut démontrer que

n

R 000
S yaaa; < e a,

n
k=1 k=1

j .. A [P e o A rE .
1. Montrer que (1 + jl) < e pour tout entier j > 1. Inégalité arithmético-géométrique : soient

X1y-y X, > 0 €t G = BX X, X,. En appliquant l'inégalité Int < t - 1 aux réels %, montrer que

X1 4 eee +Xk

<
6= k

. G+ 1y . yaa < 5 G
2. Pourj 21, 0n pose ¢ = WER Calculer c,c, - c,, puis montrer que ¥/a,--a, < T R(R+1)

3. Conclure, en sommant pour k de 1 a n et en intervertissant les deux sommes.
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

u _u’

0 3 0
N ryn U o 2 — Do i® — 2 . u = 5 o
On reconnait u’u AL ca)x(x?+1) = Ju'u’avecu = x*+1;b) L avecu=x>+1>0;
o’ 2 .. /3 1 1 1/2
—_— = > - < . —_ = . = == . M
c)\/aavecu x?+3x+5 >0 (discriminant-11 <0); d) -u'u® avec u = cosx ; e) o =2 TR
f) #7 avec u = sin x. D’ou les primitives
4 1 )
a) 1(x2+1) b) - €)2Vx2+3x+5 d) -lcos*x e)larctan% f) arctan(sin x).
8 3+ 4 2 2

3
g)Avecu =1+, u" = - : la fonction vaut -u'u?, donc G(x) = —%(1 + %) +C;G(1) = —% +C=0:

u =
_§_l( 1)3
G(x)—3 31+X L

® Corrigé de l'exercice 2

2,22 2
1.0,0036= 25 =23 = J:[A=2In3-2In2-4In5

In8+1n27 =3In2+3In3 =3In6etn36=2In6:[C=1] (1+\/§)2 = 4+2/3=2(2+/3):
[D=1n2]
1

2. Pour x >0, on applique linégalité a + : In
si % =1. Pour x = 2 # 1, les deux inégalités sont strictes : % <ln2 < 1. Comme ln est strictement
croissante, ln2<1=Ilnedonne2<e,etln4=2ln2>1=Ilnedonneex<éa.

. 150 = 2.3.52; B=—%ln2—%ln3—ln5.

< %- 1, soit 1 —% < In x, avec égalité si et seulement

® Corrigé de l'exercice 3

a) D: x(x-4)>0etx >4,50itD=]4,+oo[. SurD: x>-4x =3x-12 < x?>-7x+12=0 < x € (3,4}
; aucune n'est dans D: [S = @],

b) D =]-1,+c0[; In((x+1)?) = In(x+7) < X*+x-6=0 < xe{2,-3}:(S={2}]|

c)D=]3,+oo[;%ln(x+3)=ln(x—3) — x+3=(x-3)P% < x*-7x+6=0 < xe{1,6}:
s = {6}]

I

d) D=]%,+oo[;%22 — x+124x-2(car2x-1>0) & x<1: S=B,1].
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e) D=1-42[; (2-X)(x+4) s x+10 < x2+3x+220 < (x+1)(x+2)20:|S =1-4,-2]u[-1,2[|

f) D =10,+co[, ol In(x?) = 2Inx. Avec X = Inx: X?-2X-3=(X+1)(X-3)s0 < -1<X<3:
s-[1¢]]
e

g) AvecX =InxetY=Iny:2X+Y =7etX-3Y=-7donnentX=2,Y=3:|S={(e?e%)}|

® Corrigé de U'exercice 4

2 +1 2x+1 , - -
a) Clest In 2%, et &= — 2 par continuité de In, la limite vaut In2]

b)xln(‘l+—) xIn(1+x?)- 2xlnx - 0-0=[0] (xInx - 0).
X -xlnx = x( l;l‘) t“‘T;‘—>0(croissancescomparées):.

In(1+x) _ In(1+x) x(ﬁﬂ) _
d) \/1T—1 = X ° P - 1 x 2 = .

e) (l (l—/) - @ (croissances comparées avec a = —)

X
f) ln( x?) = Inx + In(1 + x), donc le quotient vaut W —[1] carln(1+x) » 0etlnx - -co.

lnx
® Corrigé de l'exercice 5

1 ) i/Rinxe _\/—3lnx+2) -2 vy, g .
a)z\/;(“\/_) SVxlnx+/x i ) == ((ln]uly = %); d) pour x >0,

In(1+x%)>0etf(x)=

2X
(1+x2)In(1+x2)

e) Vx2+1 > Yx2 = |x| 2 x,doncu = Vyx2+1-x >0surR; u = 2=-1= -2, doi
+

Vx2+1 Vx2+1
u’ -1
fx) == .
U yx2+1
f) f'(x) = /%" - ] - < 0. Cette fonction ¢ est strictement
T+1/x  (x+1)2  x(x+1) (x+1)2 | x(x+1)2

décroissante et tend vers 0-0 =0 en +oo; pourt > x+1: @(x)> @(x+1) > @(t), ett - +oo donne
@(x +1) 2 0. Donc ¢(x)>0: ln(1 +%)>L

x+1°

® Corrigé de U'exercice 6

a)—lln(3—2x)' b)u=x3+3x+1>0surl,u’ =3(x*+1): %ln(x3+3x+1); c)u=x—%>05ur

I, u’ -‘I+— ln(x——); dJu=xlnx>0,u" =Ilnx+1:In(xInx); e)u =arctanx >0, u’ = 1+1X2.
ln(arctanx), f) x> -x-2=(x-2)(x+1); en multipliant par x - 2 puis en faisantx=2:a=§=—1
(x+1)?

;demémeb=2=2:-In(x-2)+2In(x+1)=1n —

g) Sur Je,+oo[ : Inx > 1 et In(lnx) > 0; avec u = In(lnx), u’ = Xﬂm, la fonction est ”7 1 G(x) =
In(In(ln x)) + C, et G(e?) = In(In2) + C = 0: | G(x) = In( In(ln x)) - In(In 2) |
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® Corrigé de l'exercice 7

1. A= =[0] et B= =[6]
2
a)x>0etlog9(x+6)=%:2[nx=ln(x+6) = x*-x-6=0 < xe{3,-2}:5={3}.

b) x > 1;In((x-1)(x+1))=3In2 & x*=9:S={3} c)x>7;commelns=-In2<0:

l =
22D > 1 = In@2x-1)sln2 < xs%:5=]%,%]. d)382 -2 s Inx=2In2:S= {4}

2. In est strictement croissante : 2°' s N<2f < k-1<log,N<k < k-1 =E(log,N). Ici
log, (10"2) = 121818 = 39,86 : 10'2 s'écrit avec |40 chiffres en base 2.

® Corrigé de U'exercice 8

1. En0*:2+lnx —» ooet——>+oo donc f — -oo: asymptote x = 0. En +oo : f(x) = % + X 50
asymptote y = 0.

l.x-(@+Inx) x |0 e’ +00
oy X _ 1+lnx o 1 7 Z
f'(x) = " = positif sur ]O, ;[, f'(x) + (e)
néga'tifsur ]g’ +°o[’ et f(%) =e(2-1) =e. Donc f(x) < £(x) / \
e,50|t2+lnxsex:. —o0 0

2. f(x) =0 < Ilnx=-2: pomt( 0) f(1) =2, (1) = tangente f'(x) =

]
;.xz_(1+lnx) 2X 1+21nx ’ l A e ’ .
- o = 3 ne s'annule, en changeant de signe, qu’en x = % unique

point d’inflexion (ﬁ,% e).

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

1, px)-p(r/4) 192

. 1
a) (p(x):[n(tanx):(p( ) 0, cp(x)—w,cp( ) 2; lequotlentvaut rifh ” 5t

tan x

X(x+2) _ 1 .2 -2 In(1+u) _
b) % 1) =1+uavecus= gy - 0: x°In(1+u) = G2 —’-

) Ix2 - (Inx)* = x2/3 (1 - (X‘W)“) - 7]
(Inx-ln1)/(x-1) R In'(1) 1 :

(arctan x - arctan1)/(x-1)  arctan’(1)  1/2
e) 0<lIn(n)=3p  Ink<nlnn,doncO s l”rfn) —” - 0: la limite est[0].

® Corrigé de l'exercice 10

1. Jxlnx = 2y/xIln{/x - 0 (tlnt - 0), donc f(x) = 2{/x - /xIlnx = 0 = f(0) : f est continue a

droite en 0. f(x) 2‘% — +o0 : f n'est pas dérivable a droite en 0, demi-tangente verticale en

0. En +oo0: f(x) - -0 et fE(X) ‘/2_ “‘TX — 0 : branche parabolique de direction (0x).
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2. f'(x) = 224&" - g = “\‘/ﬁ : f croit sur [0, 1], décroit sur [1, +oo[, de maximum f(1) = 2. Ainsi

JX(@2-lnx)<2, soitlnx22- =%,

Jx
3. f'(x) = -3x"?In x, donc f(x) = —%( Ix321nx+ x 3/2) T)i/-z C; est concave sur [0, e?], con-
vexe sur [e?, +oo[ ; point d'inflexion I (€%, 0) (f(e?) = e(2-2) = 0), et f'(e?) = 'Z | T:y= —% re|
X 0 1 +00

f'(x) * 0 -

f(x) / 2 \
0 -00

4. g est continue et strictement décroissante sur [1, +oo[ g(1) =2etlim, g = -0 : bijection sur
J = ]-o0, 2]} 9(2)'0€tg'(e2)=—%¢0 (g )(0)- =[-e] Mais g’'(1)=0: quand y — 27,

— -1 g'W-1 _ _ x-1 g(x)- 9(1) ool Zvi 5
x=g '(y) > 1" et 2 = 3009 oo (car = O ): g”' n'est pas dérivable a gauche

en 2 (demi-tangente verticale).

B Corrigé de l'exercice 11

1. @(x) = f(x)- x = 4 - In x - x est continue et strictement décroissante sur ]0, +oo[, de +co (en 0*)
a -oo : elle s'annule en un unique a. ¢(2,9) = 0,035 >0 et p(3) ~-0,099<0:29<a<3. f
est décroissante, f(e) =3 et f(3)=4-1In3 22901 >e: f([e,3]) =[4-1In3,3] c [e,3]. Comme
u, € [e, 3], une récurrence donnee<u, < 3.

2.u;,=4-In3~=2901etu, =4-Inu, =2935: u, > u, <u,, (u,) nest pas monotone. f - f
est strictement croissante sur [e, 3] (composée de deux fonctions strictement décroissantes,
et f([e, 3]) c [e, 3]). Comme u, < u,, une récurrence donne u,, ., = f - f(u,,) < f - f(u,,,) = U, :
(u,,) décroit. De méme u, = f(u,) > f(u,) = u, et (u,,,,) croit.

3. aefe3let|f'(x)] = % < 1; sur [e, 3] ; l'inégalité des accroissements finis entre u_ et a donne

1 . 1 - 1\" 1 (1)"
|f(u,)-f(a)] < Elun—al,smt lu,,,-al < ;lU,,-Oll- Par récurrence, |u,-a| < (E) luy-al < ﬁ(;)

n
(0<3-a<0,1);comme0<g<’|,limun:a. Enﬁn%(%) <10°® < n>5l10~11,5:
n,=121

B Corrigé de l'exercice 12

To@(x) = x=In(1+x): @' (X) = 25 p(x) = In(1+x) - 22 @(x) = - 1jx)2 = oy Les deux
fonctions décroissent sur ]-1, 0], croissent sur [0, +oo[ et s'annulent en 0 : elles sont positives.
Avec X = % k+1 <In k,*: < %

2. En sommant In(k + 1) - Ink < + (1 < k<n): n(n+1)<H, ;ensommant L < In(k+1)-nk
In(n+1) _ q , In(1+1/n) 1 lxnn _oq.

(1sksn-1):H -1<Inn. DonclimH, = +oo; et o — o

H
lnr;1 — 1| SiH, 2 10, alors 1+ Inn 2 10, donc n = e = 8103,08, soit n > 8104. (En fait H,

dépasse 10 pour la premiére fois en n = 12367.)
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® Corrigé de l'exercice 13

1. Pourx>1:0< 1—% <Inx < x-1;endivisant par x-1>0: % < g(x)< 1. Pour0 < x < 1,on divise
parx-1<0:1<g(x)< % Comme% - 1,9(x) - 1 quand x - 1 (gendarmes) : on prolonge

parg(1)=1.En0*:lnx » -coetx-1 - -1,doncg —>+oo;en+oo:g(x)=“‘7"-1_]—/x -0
7 %(X_'I)_lnx h 1
2. g'(x) = A = (x-(;(;z' eth'(x) = % - 1 = 5X: hapour maximum h(1) = 0, donc h(x) < 0

si x # 1. Ainsi g décroit strictement sur ]0, 1[ et sur ]1,+co[ ; avec 1., g(x) > 1 = g(1) > g(y) s
X <1<y: g eststrictement décroissante (et continue) sur ]0, +oo[.

3. D,, : y =m(x-1). Les abscisses des points communs sont les solutions de Inx = m(x-1): x = 1,
et, pour x # 1, les solutions de g(x) = m. g est une bijection de ]0, +oo[ sur ]0, +oo[ ; g(x) = m
a une solution x # 1 (unique) si et seulement sim > 0 et m # g(1) = 1. Bilan : deux points si
m €10,1[u]1,+co[ ; un seul (A)sim<0oum=1.Pourm=1,D, : y = x -1 est la tangente en
A, et la courbe est au-dessous (In x < x - 1 pour x # 1).

® Corrigé de l'exercice 14

X+‘I

1. D = R\ {-1,1}, symétrique, et f(-x) = -x + |n
donc f(x) - ln| | - 0: f > *o0 etAest asymptote En 1*: | | - 0, f > -0

en (-1)*: f - +o0: asymptotes verticales x = 1 et x = -1. Comme (x - 1)2 (x + 1) = -4x,

|%| <1 & x>0:Cest au-dessous de A pour x > 0, au-dessus pour x < 0, et la coupe en

= -f(x) : f est impaire. En tc0: ‘= — 1,

i _ _11- ol Filx) = 1+ - 1 2142 = X241 - 2_
2. SurD: f(x)=x+In|x-1| ln|x+’||,douf(x)-1+x_1 i +X2_1-X2_1,du5|gnedex 1.

Puis f"(x) = -——*— : convexe sur ]-oo, -1[ et sur ]-1,0], concave sur [0, 1 et sur ]1, +oo[ ; point

(x2-1)
d’inflexion O, de tangente (f'(0) = -1).

X |-o0 =7 1 +00
Fo - :
fo | N |

3. Sur ]-1,1[, f est strictement décroissante et f(0) = 0 : seul zéro 0. Sur ]1, +oo[, f est continue,
strictement croissante de -o0 & +o0 : un unique zéro a; f(1,5) = 1,5+1(n0,2 = -0,109 < 0 et
f(1,6) =1,6 + ln = 20,134>0:15<a<1,6(a=1,543). Par imparité, -a est l'unique zéro sur
]-c0, -1[.

® Corrigé de l'exercice 15

1T, :y="t+Int Soitd(x) = & +Int-Inx: d'(x) = 1 - + est négatif sur ]0, t[, positif sur Jt, +co],

doncd>d(t)-0.restsousT.EtMeT = b=9—1+lnt = @ (t)=b+1.

2.Sia<0:@it)= ? - t— >0, (p, = -o0 en 0" (deux termes tendant vers -) et — +co en +oo: @,
est une buectlon de ]0, +oo[ sur R, une seule tangente ; sia = 0, ¢, = In: de méme. Sia>0:
@, (t) = t2 , p, décroit sur 10, a], croit sur [a, +oo, de minimum lna + 1; @ (t) = %‘”t
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0%, et p, — +oo en +oo. Par le TVI sur chaque intervalle de monotonie, @, (t)=b+1a0, 1 ou 2
solutions selon que b < Ina (M au-dessous deT),b=Ina (M eT)oub > lna(Mau-dessus).

O:a=0,uneseule tangente;Int=1,t=e: Te:y=§. B(1,1):a=1>0et1>I[n1: deux

tangentes (points de contact d’abscissest ~ 0,318 et t =~ 6,305, solutions de Int + % =2).

B Corrigé de U'exercice 16

1. xInx = 0en 0" (cours), donc f(x) —» 0 = f(0): f est continue a droite en 0. @ =lnx-7 - -0

: f n’est pas dérivable a droite en 0, demi-tangente verticale en 0. En +oo : f(x) = x2 (“‘7" - %) -

-0 et f(x) = x(“}(" - %) — -oo : branche parabolique de direction (Oy).

2. f'(x) = lnx+x-; -x=T1+lnx-x<0,carlnx < x-1, avec égalité seulement en x = 1. Donc f,
continue sur [0, +oo, avec f' < 0sur]0, 1] et sur ]1, +oo, est strictement décroissante, de f(0) =
a -oo : bijection de [0, +oo[ sur (et f(x) < 0 pour x > 0). Comme -1 € J, f(x) =-1a
une unique solution a; f(2,7) ~ 2,7 x 0,993 - 3,645 =~ -0,964 > -1 et f(2,8) ~ 2,8 x 1,030 - 3,92 =
-1,036<-1:2,7<a<2,8(a=2,751).

-1 = 1;" : C; est convexe sur [0, 1], concave sur [1,+o[ : unique point d'inflexion

I(1,-l) ol f'(1) = 0: tangente horlzontaley--— Et f(x) - ( 2) xlnx: C; estau- dessous

y
1 a
x |0 1 +00 Ss | X
| - o0 - P
0 '\
f(x) T il Cr
2\ \\
-00 \
P\

€ Corrigés du niveau 3

B Corrigé de l'exercice 17

1. @(x) = xInN-xInx, @'(x) = InN-Inx-1=ln 2 : ¢ croTtsur]O, %], décroitsur[%,wo[, maximum

) =
(p(’;’) .Etlnp, =RInY = (k). Soit R, = E(ﬂ) 21(carNze): k< % < Ry + 1, donc (p(k)), et
(P )avec (In cr0|ssante) croit pour k < k et décroit pour k 2 R +1 le maximum est atteint en
k,ouenR,+1.

2 Py > Py = My > EU or i o948, 5 2 12,2, 1 = 17,65, £ ~ 2037, P
© R+ k W g r_~ '4_4~ '66~ '77~ our
N=10:P,>P,etP <P, dol (monotonle par morceaux) [k =4],P, =2,5* = 39,1. Pour N = 20

:P,>PgetPy<P,:[k=7] P, ~1555. (On retrouve k voisin de ¥ = 3,7 et 7,4.)
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® Corrigé de l'exercice 18

1. F(x)- etF”(x)-m<Osur[e +oo[ : F' y décroit. Pour kR = 3, [R, kR + 1] C [e, +oo[ et le TAF
donnece]k k+1[telqueF(k+’I) F(R) = F'(c), avec F'(R + 1) < F'(c) < F'(R).

2.T ., -T = In(n+1) _ (F(n+1) - F(n)) < 0 pour n 2 3. Et, F croissant sur [1, +oo[ :

n" ps

n

=203 )2 024 S (F(k 1)~ F(RD) - F() = 2 + F(n 1)~ F3) - F(n) 12 - 32

k=3 k=3
Décroissante et minorée, (T,) converge (vers = -0,0728). Enfin S R
! (lnn 2 (lnn)2 20

® Corrige de l'exercice 19

1. Inx — -coen 0" et +0 en +o0 : f —» -7 et T (asymptotes y = £7). f'(x) = m >0:
f, continue et strictement croissante, est une bijection de ]0, +oo[ sur J = ]—5 5[ f(e) = % et
S -
Fley=2: (F) (%) =[2¢}
2. f' = —L . donc f(x) = -L2lx (e’ . 5 courbe est concave ; f* s'annule
x+x(In x)2 (x+x(ln x)2) x2(1+(In x)2)

en % sans changer de signe : pas de point d’inflexion. Tangente en (1,0): y = x - 1 (f'(1) = 1).
d(x) = x - 1- f(x) a pour dérivée 1 - f'(x), avec f' décroissante et f'(1) =1:d’ < 0 sur]0,1],
d’ > 0sur[1,+oo[, d'ou d = d(1) = 0: arctan(Inx) < x - 1. Enfin f(%) = arctan(- ln x) = -f(x),

donc -f(x) = f(%) s<i-1:arctan(lnx) 2 1- 1.

® Corrigé de U'exercice 20

1. f(1-x) = (1 -x)lnx = f(x): C; est symetrique par rapport a la droite x = % Sur ]0, 1],

lInx<Oetln(1-x)<0: f>0. f(x) n(1- X)
@ =lnx- l"(l—") - (-00) x (-1) = +00 : f n'est pas dérivable a droite en 0 ; demi-tangentes
verticales en O et en (1,0).

2. fi(x) =000 _lnx o 00 )= —|n(1-x)-1-lnx-1= - In(x(1-x))-2 et @"(x) = -

X 1-x  x(1-x)°
2x-1

x(1-x)

-(-xIlnx) = 1x0=0en 0" (et en 1° par symétrie).

X |=

ar L =
‘I_

;

<0 sur ]0, 5[.

@’ décroit strictement de +oo (en 0*)a ¢’ (%) =2ln2-2<0 Y (In2)?

: elle s'annule en un unique c ; @ croit sur ]0, c], décroit 1

sur [c,%], etlim, ¢ =0= (p(%) : > 0sur ]O,%[. Comme |

©(1-x) = -(x), @ < 0 sur ]%,1[. Donc f croit sur [0, %], |

décroit sur [%,1] ; maximum f(%) = (In2)? = 0,48. Si |

a,b>0eta+b=1:lna-Ilnb=f(a)s(In2)% % !

® Corrigé de l'exercice 21

1. La tangente en M a pour équation y = f’(x)(X - x)+ f(x); pour X =0:|y, = f(x) - xf'(x)}, donc
Yy -Yp = Xf'(X). Pour f =In:y, -y, =x-~=1(P esttoujours une unité au-dessous de H).
Réciproquement Yy-Vp=k &= f'(x)=3 < (f-klIn) =0 sur lintervalle ]0, +o[ =

(C € R); pour k = —, ce sont les fonctions log, +C.
Maths Olympiad @
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Chapitre S+ Fonctions logarithmigues 2° Bac Sciences Mathématiques

2., = -x & xf(x)-f(x)=x (¥)=w=% = @=IHX+C =

’f(x) =xlnx+Cx ‘ Alors f'(x) = Inx + 1+ C; un minimum en 1 impose f'(1) = 0, soit C = -1.
Réciproquement, f(x) = x In x - x a pour dérivée In x, négative sur ]0, 1], positive sur [1, +oo[ :
minimum .

3.y,= xf(x)-f(x) = [W_ 1 (lnf(x)—llnx)’:O = ln%x):lnfm)

2 f(x) 2X
(valeuren 1) < |f(x) = f(1)J/x | Réciproquement, A\/x (A > 0) convient : A\/x - x - 3_ A‘z/_.

® Corrigé de U'exercice 22

1. log,3>2 < 2In3>3In2 < 9>8; log,5<3 < 2In5<3In3 < 25<27. Donc

log, 3 > log, 5

Inx In(x+c)
2. W(x) = xc  x__ xInx-(x+c)ln(x+c)
» ey = (Inx)2 x(x + c)(ln x)2
(0'(t)=1+Int>0),donc B(x) < B(x+c)et w. < 0. En1": In(x+c) = In(1+c)>0etlnx - 07,
In(1+c/x) -1
In x :

. O(t) = tInt est strictement croissante sur [1, +oo[

doncy, — +oo;en+oo: w (x)=1+

29,(9) > 2y, (16) = 22 =

3. log,(R+1) = w,(R): log, 3 > log, 4 > log, 5 > log. 6. log, 10 = 76

19'

log, 17. Enfin log, (x +2) = ,(x), y,(2) = l”—" = 2 et y, décroit strictement: y,(x)>2 < x<2
 [S=11,2[}
® Corrigé de l'exercice 23
1 (K )x" 1 nx 1 n 1 _ 1/cos®x _ tan’x .
1 )x(x”+1) Tox(x"+1) T x on xM+1 C Inx n In(x" +1). b) sinxcosx ~ tanx  tan avectanx >0:

Y v e TR 111/ i R B Sx2-1 ln_x (- _
In(tanx). c)u=vx2-1: il oy o arctanvx2-1. d) (arctan ) = T

x21+_(::;(<)2 . arctan “‘T"

2 () = sy~ i @t s = 3 - o donC 2 = (Inx - In(1 + ) - 1) Ainsi F(x) = X -
In(1+x)+C;en0* xlnx > 0etF - C,douC =0: |F(x)= )‘(Il+x -ln(1+x)|. En +oo :
F(x) = ln1+x %_)@

De méme (2znx)’ - 1 atan o 1 1o Ko G(x) = nx - o In(1+ x?) - ALK
convient, et G(x) = -= ln (1 + —) - "”Ct% - @ en +oo,

€ Corrigés du niveau 4

B Corrigé de l'exercice 24

1. G,.,(X)-g,(x) = xIn == +ln(n+1) In(x+n+1) = xln(1+—) ln(1+n%).0rn%sxln(1+ﬁ)sﬁ
L <

X X X _ X _ _X(x+1) X(x+1) e N
B o 8 ln( —1) < n+1 : la difference estz 0 et < & - —— = nneTeg S g2 - Puls 2t 72
1+3%7, (— - —) 2- 1. Ainsi (g,(x)) croit et g, (x) < g,(x) + x(x + 1) 771 5 < g4(x) + 2x(x + 1) :

elle converge.
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2. g,(1) = Inn+In(n!) - [n ((n + ‘I)!) = |n # — 0: L(1) = 0. Par télescopage, g,(x + 1) - g,(x) =

Inn-3p_, (In(x+k+1)-In(x+k)) =
et une récurrence donnent L(n) = In((n - 1)!).

: L(x+1) = L(x)+In x. PuisL(n+1) = L(n)+lnn

3. TAF:In(n-1) = f(n)-f(n-1) = f'(c,) avecc, €ln-1,n], etw=f’(c2)aveccze]n,n+x[;f’

est croissante (f” 2 0), donc f(c;) < f'(c,). Soit (t) = f('“t) 0 o)=L (””) o) _ fnt)-f(0) 5

0(c €]n, n+t[), donc p(x) < @(1) = f(n+1)-f(n) = Inn. Par recurrence, f(n+x) = f(x) +3hs ltn(x+k)
et f(n) = In((n - 1)!) ; en multipliant par x > 0 :

xIn(n-1) < f(x) + 3 In(x + k) - In((n - 1)!) < x lnn,
0

S

=
1

soit g, ,(x) < f(x) < g,_ 1(x)+xln , et n —» +oo donne f(x) = L(x) sur]0,1]. Six =y +m
(v €10,1], m € N), f et L vérifient la méme relation : f(x) = f(y) + Xp., Tln(y + k) = L(x). Donc
(L est le logarithme de la fonction I d’Euler, qui prolonge la factorielle : [(n) = (n - 1)!).

® Corrigé de l'exercice 25

1.

®(x) = In(tx+(1-t)y)-tinx-(1-t)Iny: @'(x) = m“ - -Ls (:Xf()1xt;/y) dusignedex-y:pa

pour minimum @(y) = 0, atteint seulement en y. D'ou l'inégalité et le cas d’égalite.

Avecx=aP,y=b9,t==-(1-t= ):tlnx+(1—t)lny=lna+lnb=ln(ab)sln(%+2—q),etlnest

1 1
p q
croissante : ab < £ + &2
P q’
pAP " qBI| p g
linégalité de Cauchy-Schwarz ¥ a,b, <+/¥ az\/Y b Avecp =3,q = %, (a,) = (x,y,2)etb, =1:

1 2
x+y+z<(x3+y3+23)3 .35 ;enélevantau cube: (x +y+2)> < 9 (x> +y3 + 2).

a, by, aﬁ bz 1 1 p q ’
ZT'FSZ £ £ =—+—=‘I(carZak=Apethk=Bq):ZakbksAB. Pourp=q=2:cest

® Corrigé de l'exercice 26

1

Tangenteena:y=%*2 " +lna; y=1 < x=a+a(1-lna)=a(2-lna)=h(a). h'(x)=1-Ilnx:
h croit sur 10, e], décroit sur [e, +co[, maximum h(e)=e: h <e.

. D(x)=e-h(x)=e-2x+xlnx: D(e)=0,D'(x)=nx-1,D"(e) = 0,D"(x) = * € [%,%] sur [2,e].

Soit A(x) = M D(x): A" = % -=20,donc A’ croitet A’ <A’(e)=0: Adeécroitet A >A(e) = 0.
Soit B(x) = (x) (e X) : B” = % >0, donc B’ < B'(e) = 0, B décroit et B 2 B(e) = 0.
Sur [2,e], h est crorssante et h(x)-x = x(1-1lnx) 20; h(2) = 22-1n2) > 2 et h(e) =

h([2,e]) c [2,e]. Par récurrence, x, € [2,e] et x, , = h(x,) 2 x,. Croissante et majorée, (Xx,)
converge vers £ € [2,e] ; h étant continue, h(f) = £, soit (1 -Ilnf)=0:2=e.

)

1
X
1
e

+1
162"

Par2ex -D(x)< o1 § T =
4q2" Commee<28 q<— e-x, <h- 52 Pourn=4:0se-x,<4-5'<3.107"": quatre

étapes suffisent pour avoirea 3- 107" prés (x, = 2,6137, x, ~ 2,716 24, x; ~ 2,7182811). La

Avecq-—'e x0=4q,etsie—xnsl+q ,alors e-x

q o (e-x,)° )
minoration e - X, 2 —~ de 2. montre que l'erreur est vraiment « mise au carré » a chaque

étape : le nombre de decimales exactes double (convergence quadratique).
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® Corrigé de l'exercice 27

1.

Sia-= s (p,q € N*), alors log(29) = ga = p = log(10P) et 29 = 10P : impossible (5 divise 107, pas
29). Le premier chiffre de N est c si et seulement s'il existe k € N tel que c-10% < N < (c + 1)10F,
soit (log strictement croissante) R +logc < log N < k+log(c+1); comme 0 < logc < log(c+1) < 1,
cela équivaut a k = E(log N) et logc < {log N} < log(c + 1). Ici 46a ~ 13,847 4 et {46a} ~ 0,847 4 €
[0,8451; 0,903 1] : 246 = 70368 744 177 664 commence par 7.

Deux des Q + 1 réels, {ia} et {ja} (0 < i < j < Q), sont dans un méme intervalle (principe des
tiroirs) : |{ja}-{ia}| < %. Avecg=j-i€{1,..,Q}etp=E(ja)-E(ia): ga-p = {ja}-{ia}, donc
lga - p| < %,etqa—p#Ocarae‘@.

0<|6|<b-a. Si6>0:m=E(%)+1 >1verifiea<més<sa+6<bs<1;mga=mp+mb, donc
{mga} =mé €la,b[. Si6<0,d=-6: m=E(%)+1vériﬁe1 -b<md<1-b+d<1-a<1;
mqga = (mp -1)+(1-md)avec 1-md €]0,1[, donc {mga} =1-md €]a, b[.

Avec a = l0g2,026 et b = log2,027, n = mq vérifie 2,026 x 10f < 2" < 2,027 x 10, ot E = E(na)
; aucun entier n’est dans cet intervalle si E < 2, donc E > 3 et 2" commence par 2026 (le plus
petit tel n est 589).

® Corrigé de l'exercice 28

1.

Par recurrence u, 2 1, etu,, , - u, = ul >0: (u,) croit. Si elle convergeait vers £ 2 1, on aurait
n

P=0+ % : impossible ; croissante et non convergente, elle tend vers +oo. u§+1 = uk +2+—;en
Uk

sommantpour0skRsn-1: uﬁ =1+2n+ Zg;; lz, donc uﬁ >2n+1; puis, pour n > 2 (exercice
Ug
12) :

n—1,| n-1
— <1+ <T1+IH  <1+3(1+In(n-1))<3+1nn,
2 2" 'n-1 2 2
k=0 Up k=12k+1
~ 2 5 1 . . 2 . .u2 un
d'oliuf <2n+ 2+~ lnn(vrai aussi pour n = 1: us = 4). Ainsi - - 1et| — - 1
2 2 1 2n 5
V2n

lnk:2[n\/E<2(\/_— )<2\/_ w, = uzkak avec 1suj - 2k<%+llnks§+ﬁet2ku,§z4k2:

.
e 8k2

+ k\/_ LeTAFpourXHTsur[k ‘Ik]donnef—f 2C\/E>2k‘/_(c<k) Donc

1 5.3 _
Sho e 1+2(1-F) <3 et S5, (- 1) <2: W, = £+ 2 =2, Croissante (w, 2 0)
et majorée, (W,) converge vers un réel W.

n-1 1 _ n-1(1 _ _ Hp_q
zkzoui_nzkﬂ(zfe W)= 1+1H, =W, dodiu2-2n=2+1H  -W, . Comme L - 1et

2
us-2n
w . - W:-=2

n-1 * Inn

- . EnfinH,_,-Inn = (H,-lnn)-1 - y(cours, section 10): u?-2n-Zlnn -

2+%—W (= 1,723).
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B Corrigé de l'exercice 29

1.

n-11

Par l'exercice 12: In(j+1)-Inj <— douZ >lnn-Inr;et, pourj22,}—.slnj—ln(j—1),d'0l],

sirz2, Z”1l<ln(n—1) In(r - 1) Doncp(r)>ﬁ ﬂ—(,o( )et,sir22,

r

0540 =0(8)+ £ (1) nf1+ 2)<(2) 5 < (2):

SN

Enfin p (1) = %Hn-1 ¢ 1n(n=1) _ delnn

n n
cp’(x):—1—lnx:(pcroTtsur]O,%],décroTtsur[%A], maximumtp(%) . Majoration: p, (r) s 1+ %
sirz2,etp (1) <1y 2carin2<2-1<2;doncM, <2+ 3 Minoration : pour n = 6,
o n e n e ep 19 e n : .

p, = E(%)verlﬁez <p,sn-1 et%—% < =g Z;doncMn 2p.(p,) 2 (p(T) — (p(;) = Z((p
continue). Par encadrement, | lim M, = % A

Rang optimal: p (1) < M% - 0<1 doncr, >2 pourngrand, et !> (p( )> M, -2 - 1 Soit
€€ ]0, %[ etd = % - max(cp(; - e),cp(; + e)) > 0 ; par monotonie de  de part et d’ autre de %,

r A r 1

|x—%| 2e= @(x)s1-6. Pourngrand,(p(?) —%| <g: F” 5~ 0368}

(Pourn=100:r, =37 etM, =0,371.)

® Corrigé de l'exercice 30

1.

. Par croissance de In: InH, < InTT?, _11 ¥ ,-In (1 - l) < Zl. + zl_z (par 1., car pl <

X(x) = x+x%+In(1-x): x(O) =0,x'(x)=1+2x- 1 = X029 5 g sur [0 ] x 2 0. En développant,

1-x

M est la somme des 01 o, 0 < a; < m. Tout entler kR € [1,n] s'écrit k = p1 --ps (ses facteurs
Py ps

premierssont< k < n), avec 2% < p,-i <k<n<2" donca; < m;parunicité de ladécomposition,
les % (1 < k < n) sont des termes distincts de ce développement, dont tous les termes sont
.\ _p-(m+1)
positifs: M2 H_. Et 1 PR PRSPPI S AL AP
p

m fod fi=
p p

'ul—-

N =

).
pi
o
or 33, ;—2 < ZZ:z;:_z < Z’,Lz(k%-—) < 1etH, z In(n + 1) (exercice 12) : Zpl >IlnH -1 2

o n
i

i

n ( In(n + 1)) - 1| Ce minorant tend vers +oo : les sommes des inverses des nombres premiers

< n ne sont pas bornées. S'il n'y avait qu’'un nombre fini de nombres premiers, elles seralent
toutes majorées par la somme (finie) de leurs inverses : contradiction. (Pour n = 10° : Z -

2,887, et le minorant vaut = 1,626.)

€ Corrigés : calculs, équations
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B Corrigé de l'exercice 31

1. 3+242=(1+12)°, doncy/3+ 22 =142 et A= In((1+/2)/2- 1)) = In1 =[0].

7443 = (2+4/3)° et (2+1/3)(2-1/3) = 1, donc n (2-1/3) = - In (2+/3) # O et B = M

1 3
—ln2-2lnh2=-=ln2|
2ln [n 2ln

w

=.

)

—ln(2+

m s _ m_. T _ 1. T _
cos§>0etsm§>0,doncC-ln(cosgsmg)-ln( sin )-ln

3 3 |9
ln(e\/E)=1+%=% et lns/e_zzg: D=5x§= Z

2. f,rilfaut x>0, lnx >0 etIn(lnx) >0, cest-a-dire Inx >1: |D, =]e,+oo[ |

fyrilfaut2-x>0etln(2-x)20, cest-a-dire2-x21: |D, = ]-00,1] |

fy:ilfautx #0etln|x| # 1, Cest-a-dire |[x| ze: |D; =R\ {-¢,0,¢}|

f, : il faut L;‘”) >0; un tableau de signes (valeurs -3, -1, 1) donne | D, = 1-3,-1[u]1, +oo[ |
3. (a+b)> =a’?+b?+2ab =9ab,eta+b >0, donc 222 - Jab et ln— = %ln(ab)= %(lna+lnb).
v

® Corrigé de U'exercice 32

a) Domaine: x2 > 4 et x > 0, soit x > 2. Alors x> - 4 =3x < (x-4)(x+1)=0;seul 4 convient:
S = {4}|.
b) Domaine : x > 1. L'équation équivaut a (x + 3)(x - 1) = (x + 1)?, soit x> + 2x -3 = x> + 2x + 1,

Cest-a-dire-3=1:[S=9]|.

c) Domaine:x#%etx#—lh [2x-1| = |x+4| & 2x-1=x+4ou2x-1=-(x+4): |S={-1,5}|

d) Domaine: 1< x < 3. 'équation équivaut a 3 x-1 -e, soit x(1+e)=3e+1;etx= 3ee++1 e, 3]
carx-1=-2% >0et3-x=—2-50: s::{3 *1}.
e+1 e+ e+1

e) Domaine: x>-x>0et x>-3,s0it D =]-3,0[U]1,+oo[. SurD: x2-x < x+3 < (x-3)(x+1)<
0 < -1sx<3.S=[-1,0[u]1,3]|

f) Domaine : x > 2. Sur ce domaine: x(x-2) < x+4 < x*-3x-4<0 < -1<x<Ab.

=]

g) Domaine: x>0.-ln3<lnxsln3 ln%slnxslnB: S=[%,3].

h) Domaine: x < 2. ln(2—x)>ln% = 2—x>%: S=]—oo,2—%[.
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® Corrigé de l'exercice 33

1. On pose X = ln x (X décrit R quand x décrit ]0, +oo[).

a) X>-2X2-X+2=X}(X-2)- (X-2) = (X - 2)(X - 1)(X + 1), donc X € {-1,1,2}: |S={1, ¢, €7},

X-1)(X-2)

X > 0; letableau de signes donne X €10, 1]u[2, +o],

b) Ilfautx = 1(X = 0). X+§—3 =

d'ou |S=]1,e]u[e?, +oof |

c) AvecY =|Ilnx|20:Y>-Y-2=(Y-2)(Y+1)=0,doncY =2,Inx=2%2: |S={e? e?}|

2. Dans les trois systémes, il faut x >0 et y > 0.
(S;):avecX =1Inx,Y=Ilny: XY =-6etX+Y =1;XetVY sontlesracines de t?-t-6 = (t-3)(t+2).
5, ={(@.e7). (% )]
(S,) : il faut de plus x > y. La premiére équation donne x +y = 2(x - y), soit x = 3y ; la seconde
xy =27,d0ou3y?=27,y=3,x=9(et9>3>0): |S, ={(9,3)}|

. n x X Y R .
(S5) : avec X = log, x, Y = log, y, on a log, x = "2 - 2 etlog,y = 3 Le systéme devient

2X+Y =8,X+2Y=10,d00X=2,Y =4: |S; ={(416)}|

® Corrigé de l'exercice 34

In(ab
1. abz1etx#1,doncln(ab)#0etlnx#0: L ( )=ln_a+lnb= L. .V
log,, X In x Inx Inx log x log, x
2. On divise numérateur et dénominateur par ln2: log,, 9 = 2In3 = | 2t et log, 24 =
12 2ln2+ln3 |2+t 6

3ln2+In3 _ 3+t
In2+n3 T+t

3. a) Domaine: x > 0, x # 1. 'équation équivaut a In(x + 6) = 2lnx = lnx?, soit x> - x -6

(x-3)(x+2)=0: |S={3}]

b) Domaine : x?> > 1. Comme ln% < 0, log: est strictement décroissante, et -3 = log, 8 :
2 2

l'inéquation équivaut a x> - 1 < 8, soit | x| < 3. ]S =[-3,-1[u]1, 3] ‘

c) log, x = ZlTnX3 = 2 log, x et log,, x = 1 log, x: T log, x=11,log; x=6: |S = {729},

o ) _ 3 _1.,_6._
d) Domaine: x >0, x # 1. Avecu = log;x #0,log, 3 === :u-2=1 < u

Z_u-6=

(u-3)(u+2)=0.u=3donne x=27,u=-2donne x=3: S={%,27}.

4. Un entier N 2 1 s'écrit avec k chiffres si et seulement si 10%" < N < 10%, soit k-1 < logN < k. Ici
log 6292 = 2026 (log2 + log 3) ; or 2026 x 0,77815 = 1576,531 ..., @ 2026 x 2 x 107 < 0,041 prés:

1576,49 < 2026 log 6 < 1576,58. Donc 62°2° a | 1577 chiffres|.

De plus log3 < 0,47713 < 0,49 et log 4 = 2 log 2 > 0,60204 > 0,58, donc 1576+log 3 < 2026 log 6 <
1576 + log 4, soit 3 x 10776 < 62926 < 4 x 10"%7% : |e premier chiffre est [3]
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® Corrigé de l'exercice 35

1. ©(x) = In x + arctan x est continue et strictement croissante sur ]0, +oo[ (somme de deux fonc-

tions strictement croissantes), et (1) = 0+ % Donc @(x) = % < x=1,etp(x)> % = x>1

2. Soit h(x) = xlnx. Sur]0,1], h(x) < 0 < 2ln2: pas de solution, et 'inéquation y est vraie. Sur
[1,+[, h'(X) =lnx +1 > 0: h est strictement croissante et h(2) =21ln2,donc h(x) =2In2 <
x=2eth(x)<2In2 e x<2. |S={2}] et [s"=]0,2[]

3. Ilfaut x > 0, y > 0. La premiére équation s'écrit x + Inx = y + Ilny, soit w(x) = w(y) avec
w(t) = t + Int strictement croissante, donc injective : x = y. Alors 2x2 =8 et x =2: |5 ={(2,2)}|

. , 6(x)

4. x =1 est solution pour tout m. Pour x #1:lnx=m(x-1) < g(x)=m. Onag'(x) = x-1)2

avec 6(x) = % -lnx=1- % -lnx;0'(x) = 1)(;2)(, donc 6 admet en 1 son maximum 6(1) =0:

B(x) < 0 pour x # 1, et g est strictement décroissante sur ]0, 1[ et sur ]1, +co].
Limites: g —» +o en 0*; g(x) = U023 = Q) 1en1

X_1 X 0 1 +00
oo s _lnx x
(nombre‘de.rlve), g(.)'<) = T 0 en +oo. 7 - -
Donc g réalise une bijection de ]0, 1[ sur ]1, +oo[ et une too 1
bijection de ]1,+oo[ sur ]0,1[. D’ou, pour 'équation
mlx - 1) - g(x)
Inx=m(x-1):
1 0

*m<0oum=1:uneseule solution (x=1); 0<m<1: deux (1 etunedans]1,+o[); m>1:
deux (1 et une dans 10, 1[).

+ Graphiquement: la droite de pente m passant par A(1, 0) recoupe la courbe de ln en un second
point, sauf si m < 0 ou si m = 1 (c'est alors la tangente en A).

® Corrigé de l'exercice 36

. ) 2(x-1) 4 01 4 (x=1y
1. Soit ¢(x) = n x - -lnx—2+X+1. (p(x)-X—(X”)2 _x(x+1)220'
2
= x-1
Soitw(x)=u—lnx=\/}—l—lnx:Lp’(x): U -1=(\/_ )20,
Jx Jx 2x 2xJx X 2x/x

et p sont strictement croissantes sur [1, +co[ (dérivées nulles seulementen 1) et (1) = w(1) =
0 : elles sont positives sur [1, +oo[ (et strictement positives sur ]1, +ool). v

2.1 1
2. Pourx=§:T3=Zet = =l-£,donc Z<a<£.
. 7 4/3 3 2 7 6
1 1 e
9.2 2 4 8 1.2 2,2
Pour x = 2 %-17et 9/8_8 3,donc 17<b< >t

2 3 2
4 9 _16 _9 _ 4 9\ _ 64 _ 81 _ ‘s _ _ o
3. (5) x 2= x8-2 et (3) x(8) -—x—64-3,douln2-Za+betln3-3a+2b.A|n5|

4 _ 130 V3 2

—<Iln3 < —+—

4 _ 82 v3 v2 6
7%17 " 119 <23 ¢ et 777 19 2 "6
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Or0,6890x119 = 81,991 < 82 et 1,0924x119 = 129,9956 < 130 ; avecy/3 < 1,7321 et 2 < 1,4143
(car 1,73212 > 3 et 1,41432 > 2) : @ . % < 057737 +0,11786 < 0,6953 et @ . % < 0,86605 +
0,23572 < 1,1018. v

(Valeurs exactes: ln2 = 0,69315 et In3 = 1,09861.)
4 10102 < 6,953 < 7, donc [n (21°) < In (e”) et|27° < &7 | (1024 < 1096,6...). 111n3 > 12,016 > 12,

donc[3"" > ¢}

N3  1,0924 11018
Enfin log, 3 = 103 . 1571 et
N0, 2 =2 0,6053 - "' € 06890
1,585).

< 1,600, donc|1,57 < log,3<1,60| (log,3 =

€ Corrigés : limites

B Corrigé de l'exercice 37

l n
0 - ()" et xtnxl” =
X
ln x

|xP In x| Comme lim == =0 et lirg xP In x = 0 (croissances comparées du cours), les deux
Xx—>0*

X—>+00 X
limites valent [0 .

1. B = % est un rationnel strictement positif et, pour x > 0 :

2. a) Question 1avecn = 4, a =2 (x/x = x3): [o] b) Question Taveca =1,n=2: [0]
c) Yx-lnx-= J_(1 - lr11_/);) et la parenthése tend vers 1: [+o]
d) lnx+ \/1_ ‘/_l\r}f” le numérateur tend vers 1 et le dénominateur vers 0" : [+oo].
, 2l 228 o,
x-lnx — q_lx =0 =

X

f) Pourx>0: In(x3+1) = 3lnx+ln(1+—)etln(x +1) = 2lnx+ln(1+é),donc

In(x3+1) 3+In(1+x3)/Inx 3

= 4 b
In(x2+1) 2+In(1+x2)/lnx 2

2 2
(Inx)*  (lnx) 11 s 0x1-=[0] h) xlnx _lnx _ 1 0]

g)
X - \/_ X 1_ﬁ X+ 1 \/} 1+x1_ﬁ

® Corrigé de l'exercice 38

u(x) - u(a)

200 e oS
Toxad’ la limite vaut u’(0) = .

Rappel : si u est dérivable en q, alors - u’(a).

a) u(x)=n(1+x+x2),u(0)=0,u'(x) =

x ln x X Inx-In1 1
b) = . — —x1=|=|
x2-1 x+1 x-1 2 2
c) w(x) = In(1 +arctan 2x) est dérivable prés de 0, w(0) = 0, w’'(x) = 2 : limite

(1+4x2)(1 +arctan 2x)
w’'(0) = .
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d) Posonst=sinx:t — 1,t# 1 pour x # 5 proche de 7, et cos®x = 1 - t*. Alors

In(sin x) Int Int 1 1 [ 1
= =B = . — -1 x==|-=|
cos2x  (1-t)(1+t) t-1 1+t 2 2
) In(1+x)-n(1-x) _In(1+x) In(1-x) L 1.1-7]
X X -X
log,x 1 I|nx 1
= — |
x-1 n2 x-1 ln2
| . n(1 i
g)AV@Ct:%—’0+etU=Slnt(U—>0,u¢0pour0<t<n):xln(1+S|n%)=—n(u+u)._s'?t_,
1x1=[1]
h) v(x) = In(ln x) est dérivable sur]1, +oo[, v(e) = In1=0et v'(x) = TInx le : la limite vaut v'(e) = .

® Corrigé de l'exercice 39

1. Dp:x>0et1 +lnx¢0,soitx¢1zz Df=]0,%[u]%,+00[. En0*: x2 > 0et1+lnx > -o0, donc
f - (0] En 1:x* > Set1+Inx - 0% donc f —» -0 & gauche et +co a droite : asymptote

fx)  x 1

X T+lnx 1, lnx

verticale x = % En +oo :

— +oo (dénominateur - 0*), donc f — +oo et

C; admet une branche parabolique de di;'(ecti)c;n (Oy).

2. g(x) = (x+1)ln%: il faut 1 > 0, donc D, = y
]_001_1[U]01 +°°['

In(1+t
En tco:avect =+ - 0,g(x)=(1+1) (t+ J - [1]:
asymptote y = 1.

En0*: x+1 > Tetln (1 + %) — +00: [+00], asymptote _j

x=0. -1 —I X

En-1":g(x)=(x+1)In|x+1|-(x+1)In|x| > 0-0=
@(caruln lu| = 0en0).

Position. Pour x € D, t = % >-1,t#0,etx+1= %

Six>0:x+1 >0etg(x)>(x+1)1Lt=1.Six<—1
+

: x+1 <0 et l'inégalité change de sens: g(x) < 1.

Cg est au-dessus de y = 1 sur ]0, +oo[ et au-dessous

sur ]-oo, -1I.

2. D, =]0,+o[. En 0" : lnTx — -o0, donc h - -oo: asymptote x = 0. En +o0 : h(x) - x = lnTx - 0:

h - +oo et la droite est asymptote. h(x) - x a le signe de ln x : C, est au-dessous de
A sur ]0, 1[, au-dessus sur ]1, +oo[, et la coupe en (1, 1).

3. Dk=]0,+oo[(x2+x>0etx>0). En0":Vx2+x - 0et-Ilnx » +o0: R — +o0, asymptote x = 0.

X X

En +oo 1+%- — 1(donc k - +) et

k(x)—x:*—lnx:——lnx—>%—oo:—oo:

VX2 + X+ X /1+l+1
Maths Olympiad @
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branche parabolique de direction y = x.

® Corrigé de l'exercice 40

o

Ds = R\ {-1,1} est symétrique et f(-x) = ln—l);l = -f(x) (et f(0) = 0) : f est impaire. Quand
x = 0, ln|x| » -0, donc f(x) » 0 = f(0): f est continue en 0. Et ) - 1(0) = ln1|x| - 0:f
est dérivable en 0, : tangente horizontale y = 0 en O.

Pour x # 0, posons L = In | x| (de dérivée % sur ]0, +oo[ comme sur J-oo0, 0[) : f'(x) = LL—_21 = %—%,

. 1 2 2 -1In|x]|
puis f'(x) = -~—+ — =| ——— |
xL2  xL3 x(ln |X|)3

Pour0 < |x| <1:ln|x| <0,donc(ln|x|)® <0et2-1ln|x| >0: f"(x)a le signe de -x. Cf est
convexe sur ]-1,0], concave sur [0, 1] et admet une tangente en O : O est un point d’inflexion
a tangente horizontale (C]r traverse 'axe des abscisses, car f(x) a le signe de -x prés de 0).

Sur ]0,e[, 1-Ilnx > 0. En 0*: 1-1Ilnx - +oo, donc g(x) - 0 = g(0) : continue a droite.
g9(x) 1

X  1-lnx i
1-lnx - 0* et x - e: g - +o0, asymptote verticale x = e.

- 0: dérivable a droite, |g;(0) = 0|: demi-tangente horizontale en 0. En e :

En0*: x-1-> -1Tetlnx » -0, donc h(x) » 0. En 1: ln—)fl — 1, donc h(x) - 1. On prolonge

en posant’h(o) =0, h(1) =1 ‘ )

h(x)-h(0) _ x-1
X - . X ln X ~ . . . . . -
prolongement n’est pas dérivable a droite en 0 : demi-tangente verticale en O (dirigée vers le

haut, car h > 0 sur 10, 1[).

PourO0<x<1: ;orx-1- -1Tetxlnx —» 0 : le quotient tend vers +o. Le

@ est continue en 0 (croissances comparées). Pour x >0 : = x%"lnx.

p(x)
X
Sia>1:a-1estunrationnel>0,doncx"lnx — 0: ¢ est dérivable a droite en 0, ¢,(0) = 0.

Sia=1:lnx > -0;si0<a<1:x*" - +oetlnx » -oo: dans les deux cas, limite -co.

Conclusion : @ est dérivable a droite en 0 si et seulement si (sinon, demi-tangente
verticale).

® Corrigé de l'exercice 41

1.

On a ( ) En réduisant au méme

+ X

2x )'_ b X0 (ex?-1
2+x) T 2+x)2  21+x)  2(1+x) 2
dénominateur :

1 1 X2

4 X2 1, ) )
2 2(1+x2 1+x |2(1+x)?

S i e
)= X T @ | A2 X2 b'(x) =

a >0etb’ >0: aetbsont croissantes sur ]-1, +o][, et a(0) = b(0) = 0. Donc a(x) = 0, b(x) = 0
pour x 2 0, et a(x) < 0, b(x) < 0 pour -1 < x < 0: ce sont exactement les deux encadrements. v

2 x(2 + x 2 . ..
2X Sx=-2— e (2~ )—x=— X Enretranchant x puis en divisant par x? >0
2+X 2+X 2(1+x) 2(1+x)
. In(1+x)-x . In(1 + x) - x
S|x>0:—1 < il < - L ; Si-1<x<0: - L < R 5—1 .
2+X x2 2(1 + x) 2(1 + x) x2 2+X
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. In(1+x)-x
Les bornes tendent vers -1 : par encadrement, lim # -1 .
2 x—=0 X2 2

p(x) > 1 =(0): @ est continue en 0. Et

-1 In(1 - ..
¢(x) = A +;) R : (p est déerivable en 0,
X X 2

©'(0) = -% , tangente |T : y=1- X1

2
N(x 2 R . .
Pour x # 0 : @(x) - (1 - %) = (T) avec N(x) = In(1 + x) - x + X? Au meme dénominateur,
2 3
2X r.-._X Avec la question 1: si x > 0, N(x) 2 2(’2‘1() >0;si-1<x<0,

- X+ .
2+X 2 2(2 + x)
<

N(x) < X _ . 0. Dans les deux cas ™ > 0: C_est au-dessus de T. v
2(2+x) X ©®
Avect =1 >0:g(x)-x = x*(In(1+t)-t) et, d'aprés la question 2, - S In(1+t)-t<- t
150:g , d'aprés la q S 50D

1.

En multipliant par x> = = 8

X 1 1 X
- = - <g(x)-xs- = - .
a1 7er s 9% 20+0)  2(x+1)
. 1 X 1 1 X 1 N
On ajoute 1 : = - = et — - = ,d’ou 'encadrement. v
O 2 2 Tk T T2k 1) T2 2x 1) 2(x+ 1)
Les deux bornes tendent vers 0 en +oo : la droite|y = x - % est asymptote a C, en +oo, et C est

au-dessus d’elle (la borne de gauche est > 0).

® Corrigé de l'exercice 42

1.

¢(t) = tInt est continue sur [x, x + 1], dérivable sur 1x,x + 1[, et ¢'(t) = Int + 1. Le TAF fournit
celx,x+1[tel que ¢p(x+1)-d(x) =1 x(Inc +1). Alors
(x+1)In(x+1)-xlnx-lnx=1 +ln£, avec 0<ln<< ln(1 +l) — 0.
X X X
Par encadrement, la limite vaut [1].
a) w(t) = In(Int) est dérivable sur ]1, +oo[ et w'(t) = 1:11? TAF sur [x,x+1]: il existe c € ]x, x + 1]
. Comme t — tInt est strictement croissante et positive sur

tel que w(x + 1) - Y(x) = “Inc
11,+00[ : xInx <clnc<(x+1)In(x+1),dou 'encadrement.
In(x + 1)

< xInx(p(x + 1) - p(x)) < 1. Or T TR

X ln x

e : .
2 130 meient gy iz = 08 2 e s S

ln(1 + %)
n x

1+ - 1: la borne de gauche tend vers 1, et la limite vaut [ 1],

a) TAF pour Insur [u,1]: -lnu = ln1-1lnu = 1%uavecu <c<1,donc1 < % < %, et on

multiplie par1-u>0. v

b) Pour x >0, u = 2arctanx €]0,1[ et 1-u = 2(g—arctanx) = 2arctan 1. Avect=1 - 0":

m
2 arctant 2
0 — _)

x(1-u)== =. D'aprés a):
(1-u)=— - —- D'ap )
xX(1-u
X )<xlnu<—x(1—u),
et les deux bornes tendent vers —% (caru = 1). Donc lim xln (% arctan x) = —% .
X—+00
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€@ Corrigés : dérivées et primitives

® Corrigé de l'exercice 43

1. Chaque fonction est obtenue par opérations et composées de fonctions dérivables, les quan-
tités sous ln étant strictement positives (et celle sous 3/ aussi) sur I.

2lnx-%-x—(lnx)2 lnx (2 - lnx)

X2 X2

, 1 1 3
b) Surl: f(x) = In|x - 1] - In|x+2], donc f'(x) = —— - ——= = x-N(x+2)[

In(x*+1) 2x , 1/x 1
)= —3 F s s O W g T XA s |
1
1+x2 1

e) arctanx >0sur/: f'(x)=

arctanx | (1+x2)arctanx |

1 1
X 13xy/(In x)2 .

H X X
) 25|n2cos2

f) Inx>0surlet f(x)=(Inx)3: f'(x)= %(ln X)3.

-sinx X
=|-tan = |

" 1+coSX 2cos? 2 - 2

g) 1+cosx>0surl: f'(x)

1

’I( 1 ., )= .
2/x 1 +x 1-yx" [ x(1-x)

h) Surl,0<x<1etf(x)=In(1+/x)-In(1-yx): f'(x)=

2. Surl,-1<sinx <1, donc F(x) = In(1 +sin x) - In(1 - sin x) et

, oS X Cos X (1-sinx)+(1+sinx) 2cosx 2
Fi(X)= ——=—+——— =cosx- - - .
1+sinx 1-sinx 1-sin®x CosZx COSX
s 1 1, 1+sinx
Une primitive de surlestdonc [x —» —In — |
cos X 2 1-sinx

® Corrigé de l'exercice 44

1. On note F une primitive (a une constante pres).

1

2 2 ’ 1 u
a) U=X 2x+3=(x+1 2>0,U=2X 1:f0rme—'_, F(x)s ~——— |
) + + ( + ) + ( AP ) 2 w2 () 2(X2+2X+3)

1

b) Forme > - _avec u = X2+ 4 |F(X)=Vx2+4| c) Méme forme, u = 1 + (Inx)? :

u’
Ju
F(x) =1+ (Inx)2|

1 17 Vv 1 ln x

2 _ 2 _lnx o_ 1. g - _
d) 4+(Inx)* = 4(1+v?)avecv = L, v' = - f-m-i-m et F(x)-zarctanT.

e) U=Ccosx+sinx = 2$in(x+%)>0$url, u' =cosx-sinx: ’F(x):ln(cosx+sinx)‘.
1.3
T+#x6 3 14032

Maths Olympiad @
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g) Avecu=1+\/§>0,u’=L:f=2u—let F(x)=2ln(‘|+\/}).

2\/x u

h) x?-6x+13 = (x-3)?+4 = 4(1+v?)avecv =53, v' = 2: f =

17 v X-3
—- et | F(x) = —arctan —
2 T+v2 (=3 2

i) Forme u’u avec u = In(ln x), u’ = sur ]1,+co[ : | F(x) = %( (n(ln x))2 i

1
xlnx

e AN + 22 g b=c=1. Avec =1, _2x
X2 +1 x2+1° ' x2+1 2 x2+1

2. x3+2x+1=x(x?+1)+x+1,donc

2
In(x?+1)+arctanx+C, F(0)=C=0: F(X) = X?+ In(x?+1)+arctan x |

N|[—=

2
FO = 5 +

N|[—=

B Corrigé de U'exercice 45

= 1. Alors 2x% = (x? + 1) + (bx + c)(x + 1),
c=-1|

a) En multipliant par x + 1 puis en faisant x =-1: a =
dot (bx+c)(x+1)=x>-1=(x-1)(x+1): ]a 1,

) 1 +1‘ 2x 1
Xx+1 2 x2+1 x2+1

2
2
b=

a pour primitive sur ]-1,+oo[ : |In(x + 1)+ % ln(x?+1)-arctanx |

2. x242x+2 = (x+1)?+1 >0 et ZEE N~ F ! : [In(x?+2x +2) +arctan(x + 1) |
X2+2x+2 X2+2x+2 1+(x+1)2
1 1/ 1 1
3. x> -4x+3=(x-1)(x-3)et == - . Sur]3,+oo[, x-3>0etx-1>0:
X X (x=1)x-3) (x=1)(x-3) 2(x—3 x—1) 0 13 el 2= X=12
1[ X-3
2 x-1]

4. a) En réduisant au méme dénominateur: 1=a(2 +t) + b(1 +t) pour toutt;t=-1donnea=1,

t=-2donneb=-1: .

b) Sur]— +oo[ u=1+lnx>0etv=2+Inx>0,avecu’ =V =%. D’aprés a) avect = Inx:

f(x )-—-— donc
T+Ilnx
F(x) = ln(1 - In(2 =
(x)=ln(1+lnx)-ln2+Ilnx)+C ln2+lnx+
Quand x - +eo: M MX _q__ 1 4 donc F(x) - C: il faut € = 0, |F(x) = In 120X |
2+Ilnx 2+Inx ! ' 2+Inx
® Corrigé de l'exercice 46
1. F’(x)=(lnx)2+x-ZInX—(2lnx+2x-%)+2=(lnx)2./
2 G’(x)—ln(1+x2)+ 2x? +0a+ 2 —ln(‘l+x2)+(2+a)+ (Car 2- ).
: - 1+ x2 1+x2 1x2_ 1+x2
G'(x) = In(1+x?) pourtout xsia=-2etb=2: G(x)=xln(1+x)-2x+2arctanx.
3. H'(x) = M+\/;'g = M,éidentiﬁeravec Zlnx: a=2etb+2a-=0.
2,/x X 2,/ 24/

H(x) = 2(x(Inx - 2) |
Maths Olympiad @
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g.x-(alnx+b) _ _
4, K'(x) = £ > = alnx2+a b, a identifier avec ln_zx :a=-1Tetb=a=-1. Ainsi
X X X
K(x)=—1+lnx+c;or1+lnx=l+ln—x—>0en+oo,doncc=0: K(x)=—1+lnx.
X X X X X

M Corrigé de U'exercice 47

1. F' = f alesigne de lnx: F est strictement décroissante sur ]0, 1] et strictement croissante sur
[1, +co[. Son minimum est F(1) = 0, donc | F(x) = 0 [sur ]0, +oo[.

2. p(x)=F (%) - F(x) est déerivable sur ]0, +oo[ et

1 o1 1 -lnx Inx _ Inx ln x

0'(x) = -3 f() - F0 ==

X2 \x X2 1+i2 1+x2 x2+1 1+x2
X

Sur lintervalle ]0, +oo[, ¢ est constante, égalea ¢(1)=0: |F (%) = F(x)|.

]
;-x—(‘l+lnx)_ i
x2 T ox2

4. Pour x 21, posonsD, =K-FetD,=F - %K, nullesen 1:

3. K'(x) = - et K(1)=1-1=0. v

Inx (x2-1)
T 2x2(1+x2)

D 1 1T y_ |Inx Crn 1 1
D1(X)_lnx(ﬁ_1+x2)_x2(‘|+x2)20’ D2(X)_lnx(1+x2_ﬁ)

2 0.

D, et D, sont croissantes sur [1, +oo[ et nulles en 1, donc positives : %K(x) < F(x) < K(x) |

Pourx21:1+lnx>0,doncK(x)<1et0<F(x)<1.Pour0<x<1: 2 >1etF(x)=F( )e[o,1[.

1 1
X X
Ainsi |0 < F(x) < 1| pour tout x > 0.

5. F est croissante sur [1, +oo[, donc (F(n)) est croissante ; elle est majorée par 1, donc elle con-

verge vers un réel £ < 1. De plus F(n) > 2K(n) = %(‘I e '”T”), qui tend vers 1 : par passage a la
1

2

limite,| = <2<1| (Enfait?=0,916.)

® Corrigé de l'exercice 48

1. 1+ x3 = (x+1)(x? - x + 1). En multipliant par x + 1 et en faisant x = -1: a = . Alors

2 _ 2 _2 1 .
(bx+c)(x+1)=1-2 x+1 _-x2+x+2  (x-2)(x+ ), d’ou a-=
3 3 3

2x- 1) 2_ i
3(1+( ))=3+4X 4X+1=X2—x+‘l.-/Avecv=2X Tv-2.

3 z VR

v de primitive 2 arctan 21|,

2
1+v2 E.1+v2' \/§ \/5
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3 L:-l.&.*l.; doncsur]_‘| +00['
"3(x2-x+1) 6 x2-x+1 2 x2-x+1' ' '
F(x)=lln(x+1)—lln(x2—x+1)+larctan2X_1+C.
3 6 \/§ \/§
-1 _ 1 )ic=- -
F(O)—ﬁarctan( \/5)+C 6\/_+C 0:|C o1
En+co: 2In(x+1)-Zln(x*-x+1)= 6ln)5’2‘f1)1 1ln’I—Oetarctanz"}g1 - 2, donc
lim Fo= s T | 2L 2031 o
X—>+00 2\/§ 6\/5 3\/5 9
1 1 (X+1)'1 X 2x-1 ,

4, = = . v Donc G arctan == - F C’, et G(0) =
X2-x+1 1+x3 1+x3 1+x3 (0 = \/_ a2 (0 + ©
2
5 ('E)+C =0donneC’' = 7

1 1 1 2x -1 m
G(x)= =In(x?-x+1)- = In(x+ 1) + — arctan —
5" )3 V3 V3 63
lim G(x):i-E+ mo_2m _|2m : la méme limite que F.
X—>+00 \/§ 2 3_\/5 3\/§ 3\/§

© Corrigés : études de fonctions

® Corrigé de l'exercice 49

1. (x=1)2(x+2) = (x* - 2x + 1) (x+2) = x>-3x+2. Donc f(x) existe si et seulement si (x-1)*(x+2) > 0,
C'est-a-direx # Tetx>-2: D= ]-2,1[U]1, +oo[ |. Pour x € D;: (x-1)2=|x-1]>>0etx+2>0,

donc f(x) = In(|x - 1]%) + In(x + 2) = 2In |x - 1| + In(x + 2).

2. En-2":In(x+2) » -0 et2ln|x-1| - 2In3,donc f - -c0. En 1 eten1":ln|x-1| » -0 et

In(x -1 -1 2
[n(x+2) - In3,donc f » -c0. En +o0: f - +o0 etf(X) n(x ) X 1+ n(x + ) X+2 50
x-1 X X+2

X
Les droites x = -2 et x = 1 sont asymptotes verticales ; en +o, C; aune branche parabollque
de direction (Ox).

v L2 1 2x+2)e(x=1) | 3(x+1)
3. (Inul)= 57 domne £x) = Z =+ S5 " T x=2) - (- X+ 2)’
x+2>0): f croit sur ]-2,-1], décroit sur [-1, 1[, croit sur ]1,+oo[ ; f(-1)=21In2 = In4.

du signe de %2 (car

X [-2 -1 1 +00
Fl  + 0 - -

ln 4 +00
] 7\ yd
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w2 1 ) _
f"(x) = -T2 (xs 27 < 0 sur Df.Cf est concave sur ]-2, 1[ et sur ]1, +oo|.

4. Sur D, In étant injective: f(x) = In2 & x>-3x+2=2 & x(x*-3)=0:|S= {—\/5, 0, \/5}

(tousdanst). f(xX)=lnt &= x3-3x-2=0 & (x+1)*(x-2)=0: .

5. f est continue et strictement monotone sur ]-2,-1], [-1,1[ et ]1, +oo[, d’'images respectives
]-o0, In 4], 1-o0, In 4] et R. L'équation f(x) = m a donc : trois solutions si m < In4 (une par
intervalle ; pour m = In2: -3, 0,/3) ; deux si m = In4 (-1 et 2) ; une seule si m > In4 (dans
]2, +oo[). Courbe ci-dessus.

® Corrigé de l'exercice 50

1. EnO*:lnx—>—ooet$—>0,doncf—>—oo. En1 :lnx - 0,f - -0;en1*: lnx - 0,

f) _tnx, 1
) X x xlnx ..
verticales ; en +oo, C;aune branche parabolique de direction (Ox).

— 0. Les droites x = 0 et x = 1 sont asymptotes

f > +0. En+o0: f — +o0 et

2. f(%) =-lnx+ LB f(x): Me ¢ = M e G Larc de Cs au-dessus de ]0, 1[ se déduit de

“Inx
l'arc au-dessus de ]1, +oo[ par (x,y) ~ (%,—y).
oy 1 (Inx)>-1 _ (Inx-1)(lnx+1) . o e
f'(x) = X XIR? T xnxE X(In X2 , du signe de (Inx)* - 1 : positif si et

seulement si | ln x| > 1, c’est-a-dire x < % oux>e.

y |
4
X 0 :} 1 e +00 2 1 : (ev‘z)
FOIT+0-T-0 - -
= +00 +00 : :1 —t ! : :
] | 2 4 6 8 X
f(X) / \ \ / 21 l:'_z)
-0 -0 2 e\
W

1x >2| pour x > 1, avec éegalité si et

3. Sur ]1,+oo[, le minimum de f est f(e) = 2: |lnx+

seulement si x = e.

AvecX=Inx#0:X+1=2 & 2X?-5X+2=0 < X=20uX=1: S={\/E, ez}.

f est continue et strictement monotone sur chacun des intervalles ]O, %], [%,1[, 11, €], [e, +o0],
d’'images respectives ]-o0,-2], ]-00,-2], [2, +oo[, [2,+co[. Donc l'équation f(x) = m a : deux
solutions si [m| > 2 (dans ]1, +oo[ si m > 2, dans ]0, 1[ si m < -2) ; une seule sim =2 (x = e) ou
m=—2(x=%);aucunesi 2<m<2.
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® Corrigé de l'exercice 51

1.

g'(x) = 1-1 = %1 g décroit sur ]0,1] et croit sur [1,+co[, donc g(x) 2 g(1) = 1> 0: le

dénominateur x - ln x ne s'annule pas, et f est bien définie sur [0, +ool.

£ - £(0) _
X

En 0*: x-lnx — +oo, donc f(x) = 0 = f(0): f est continue a droite en 0. De plus

1
Xx-Ilnx

- 0: |f;(0)=0| (demi-tangente horizontale en 0). En +oo : f(x) = - 1:la

1 - lnx
X
ln x

-lnx
au-dessous de D sur ]0, 1[, au-dessus sur ]1, +oo[, et la coupe en A(1, 1).

(x—lnx)—x(1—%) _ 1-lnx
(x - ln x)2 ~ (x-1lnx)

droite D : y = 1 est asymptote horizontale. Et f(x)-1 = " a le signe de Inx : Cf est

F(x) =

=, du signe de 1 - lnx : f croit sur [0, e] et décroit sur

[e, +oo[ ; maximum f(e) = ee1 =~ 1,582.
y T
X |0 e +00 i
ool + 0 - N A D
- A
e-1 w
O 7 N 3
0 1 |
e e s

Sur [e, +oo, f est continue et strictement décroissante, avec f(e) = ﬁ et lim f=1: elleréalise
- X—+0c0

une bijection de [e, +oo[ sur |/ = ]1, _e:] i

f)=1etf(1)=1: [T:y=x] Pourx>0: f(x)-x= xox(x-lnx) x(-x+X) 4 car

x-lnx_ ~  x-lnx )
Inxsx-1etx-lnx>0: Cs est au-dessous de T. Pour x > 0, l'egalite a lieu si et seulement si

Inx =x-1,s0itx =1;deplus f(0) = 0: les points communs a C;etTsontO et A(1,1). Courbes
ci-dessus.

® Corrigé de l'exercice 52

1.

. xlnx - 0en 0%, donc f(x) = 0= f(0): f est continue a droite en 0. Mais

g'(x)=1+ % > 0: g est continue et strictement croissante de -oo (en 0*) a +o ; elle s'annule
une seule fois, en a. g(0,27) ~ -0,039 < 0 < g(0,28) ~ 0,007, d'ou 0,27 < a < 0,28. g < O sur
10,a[, g > 0 sur ]a, +col.

f(x)-f(0) _ lnx
S X+ 1 -
-o0: f n'est pas dérivable a droite en 0 et C; admeten O une demi-tangente verticale (dirigée

vers le bas). En +oo : f(x) = X _lnx - +o0 et ) I — 0: branche parabolique
x+1 X X x+1
de direction (Ox).
oy (Inx+T)(x+1)-xlnx  x+1+lnx _ g(x) . -
f'(x) = X+ 1) ST ke du signe de g(x). Comme g(a) = 0,
x (- 1
lna =-(a+1),dod f(a)= W =[-a].
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y
X 0 a +00
FO -0 +
0 +00
] N\,
-a '
-1+

_xlnx—(x+1)lnx _-lnx

4. f(x)- = : C, est au-dessus de I"'sur ]0, 1[, au-dessous sur ]1, +oo],
x+1 x+1 °f l
et les deux courbes se coupent en A(1,0). De plus lim (f(x) -ln x) - lim X X
X—+00 X—+00 X x+1

en +oo, Cf et [ sont asymptotes (l'écart vertical tend vers 0). Courbes ci-dessus.

B Corrigé de l'exercice 53

1. En0*: In(x+1) > Oetlnx - -oco,donc f - 0. En1": In(x+1) > ln2>0etlnx - 07, donc

lnx+ln(‘|+—) ( )

ln x - ln

f o -o;en1": f - +o0. En +o0: f(x) = — 1. Asymptotes: x = 1

(verticale) et y = 1 (horizontale en +).

fO)-£(O) _In(lex) 1

X X ln x

PourO<x<1: - 1x0=0: | f;(0) = 0|, demi-tangente horizontale

en O.

nx _ In(x+1)

iy o BT KO DY) 00090 ) oy
(In x)2 x(x + 1)(In x)2 x(x + 1)(In x)2 e

sur ]%,+oo[, donc ¢ est strictement croissante sur [%,+oo[ et g(x) < p(x+1). Si0<x<I:

@e(x)=xlnx<0<(x+1)In(x+1)=@(x+1). Donc f' <0surD: f eststrictement décroissante
sur ]0, 1[ et sur ]1, +oo[ (et f > 1 sur ]1, +oo[). Tableau et courbe ci-dessous.

=lnt+1>0

3. a) Pourn = 2, log,(n + 1) = f(n) : f étant strictement décroissante sur ]1,+oo[ et de limite 1

en +oo, la suite est strictement décroissante et converge vers 1. Ensuite f(n) > f(n + 1) s'écrit
(n(n+1) In(n+2)
>

lnn In(n +1)

, et en multipliant par nnln(n +1) > 0: |Innin(n+2) < (In(n +1))° |

b) Pour x > 1, Inx > 0 et 'inéquation équivaut a f(x) < log, 3 = f(2), soit x > 2 (f strictement

décroissante sur ]1,+o[) : |S =[2, +oo[ |

y l
X |0 1 o o1 T\ @log,3)
fx - - L — Y2l
0 +00 ‘
i1
ol N\ |\ 2 ‘ 5
-00 1 -2 |
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® Corrigé de l'exercice 54

1. xInx - 0en0*et(1-x)In(1-x) = 1xIn1=0:h(x) > 0=h(0). Echanger x et 1 - x é&change

les deux termes : h(1 - x) = h(x) sur [0, 1], donc la droite x = % est un axe de symeétrie, et h est

h(x) - h(0) - lnx-(1- X)ln(1X— x)’ oi ln(‘IX— X) S

donc le quotient tend vers +co : pas de dérivabilité, demi-tangente verticale en O, et de méme
(symétrie) au point (1, 0).

aussi continue en 1. Pour0 < x < 1:

h'(x)=-lnx-1+In(1-x)+1=1In 1%, positif si et seulement si X > 1, soit x < 2 : h croit
sur [O, %], décroit sur [%,1], de maximum h(%) =ln2. h"(x) = —% - Ix = x(1_1— 3 <0:C, est
concave. Tableau et courbe ci-dessous.

Soienta,b>0etp = ﬁ €10,1,1-p = aTbb' D’apreés 2, h(p) < In2 ; en multipliant para+b >0

: —alnﬁ—bln;”b <(a+b)In2,soit-alna-blnb+(a+b)ln(a+b) < (a+b)ln2, cest-a-dire

a+b

alna+blnbz2(a+b)ln

(égalité si et seulement si a = b).

n .
ca)lnd < q—': -1, et en multipliant par p; > 0: p,In- < g, - p,. En sommant : Zp,- ln& <

q;
P; P; P; G i

Z q; - Z p; = 0. Ily a égalité si et seulement si chacune des n inégalités (de méme sens) est

une égalité, c'est-a-dire % =1 pour tout i.
1 n
'I . _ . - .o - .
b) Avec q; = ¢ Zp,.lnn—pi =-lnn - Zp,.lnpi < 0, soit —;pilnpi < lnn}| avec égalite si
et seulementsip, = =p_ = % Pourn =2,p, = x,p, =1-x: h(x) <In2, avec égalité si et
seulement si x = > : le maximum de h est h (%) =ln2.
y
N2 |---------2
x |o > 1 |
hx)| + o - |
(n2 ;
hey| N 3
0 0 | |
% i

© Corrigés : suites et logarithme

® Corrigé de l'exercice 55

o

u,=3>1.Siu, estdéfinietu >1,alorsnu, existeetlnu, >0,doncu, , =1+lnu, estdéfini

etu,,,>1.

®'(x) = 1-~ = X1 @ décroit sur ]0, 1], croit sur [1, +co[, et ¢(x) > (1) = 0 pour x # 1. Comme

u,>1: u, -u,=1+Ilnu, -u, =-@(u,)<0:(u,)est strictement décroissante.
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(u,) est décroissante et minorée par 1 : elle converge vers £ > 1. La fonction x ~ 1+ ln x étant
continue en £ > 0, on obtient £ = 1+ [n¥¢, soit ()= 0: [£=1]
u .. -1 Inu
Commeu, — lavecu #1: —=1 _ - L, lim DX . (1] Lécart a la limite n’est
" n u,-1 u,-1 x-1X -1

pas divisé par un facteur fixe a chaque étape : la convergence est trés lente (u,, = 1,195,
Uygo = 1,020).

u,=1-1n2=0,307etu, =1+In(1-1n2)~-0,181<0: u; = 1+ Inu, n'existe pas.

Supposons 0 < u, < 1 et la suite définie pour tout n (donc u, > 0). Par récurrence, u, <1 (car
Inu, <0). Alorsu,, -u, = -(u,) < 0: la suite décroit, donc u, < u, et, ¢ étant décroissante
sur 10,11, @(u,) 2 @(u,) > 0. Ainsi u, ., < u, - @(u,), d'ot u, < u, -ne(uy) = -oo: contradiction
avecu, > 0.

® Corrigé de l'exercice 56

1

. a)lnt < t-1estlinégalité fondamentale; appliquée a %, elledonne-1Int < %—1, soitInt > 1 —%.

b) D’'aprésa): t, > 1+Int,, et% 2 1-Int,. Apartird’'un certain rang, Int, < 1,donc 1+Int, <t <

7 —:nt ; les deux bornes tendent vers 1: [t, — 1|(gendarmes). Silna, — InL, on applique
n

ceciétr,:aT":lntn=lnan—lnL—>0,donctn—>1etan=Ltn—>L.

Par récurrence, u, > 0. v, =In(e/G)-2=1+lnu, -2 = 1(Inu,-2) = Jv, : (v,) est

o on 0 g 1 _ _ 2 _ 1 _ 2_;—1 .
geometrique de raison >ravecy, = -2. Doncv,, = o lnu, = 2—2n—_1 etju,=e 2" (puissance

rationnelle de e). Comme Inu, - 2 =lne?: |limu, = e? |(question 1).

3. On calcule la limite du logarithme, puis on applique la question 1.

-lnan=T—>0: a, -1}
-lnbn=%ln(3”(1+(§)n))=ln3+%ln(1+(§)n)—>ln3: b, - 3|
~lncn=nln(1+%)=%xln(11%”1_2)—>0x‘l=0: c, > 1}

n
« Avech=-1 > 0:Ind =nln(1+h)= ln(1h+h) 1=Inl dn—>%.

® Corrigé de l'exercice 57

1

2.

.P.,=P(1+a,,)2P (carP >0eta,, >0). Récurrence: P, =1+S ;siP 21+S, alors
P..2(1+S)1+a,,,)=1+S, +a,,+S,a,,21+S_ ..
w(x) = x - In(1 + x) verifie w'(x) = % 2 0 et w(0) = 0, donc @ 2 0 sur [0,+co[. Alors InP, =

n n
Z In(1+a,)< Zak =S,.
k=1 k=1

Si (S,) est majorée par un entier N, alors InP, < N, P, < el : (P,) est croissante et majorée,
donc converge. Si (Pn) converge vers L, alors Pn < L (croissance) et Sn < Pn -1<L-1.

Maths Olympiad @



Chapitre S+ Fonctions logarithmigues 2° Bac Sciences Mathématiques

3.

n
1.1

1 _ 1 - 1 1 5.1 .
a)Pourk22: —zsk(k” o E,partelescopage,;ﬁs’lﬂ-F-Z—n.DoncSnsz.le
produit converge vers L,avec L 2 P, =2 et InP,_ <2, soitL < e? (L= 3,676).

n
b)Sn:Zi \/n_ﬁ Jn > +0etP 21+S : P — +oo.

ki VR
2

1 T k1T kR 2 2n
VT R d°"cm 1)_Bk—1xﬂk+1_nxn+‘l_ nel

n

ln(1 + %) < + donne H, kZ(ln(k +1) - Ink) = In(n + 1). Ensuite In(1 - x) < -x (inégalité
=

fondamentale pourt =1 - x), donc

lnﬁ(1—l):iln(1—l)s—lH s—lln(n+1):ln L
2k 2k 2" 2 \/_

k=1 k=1 n+1

Ainsi 0 < H (1 - l) s—1 e produit tend vers 0]

k=1 vn+1

® Corrigé de l'exercice 58

1.

u,=1€10,11. Si0O<u, <n,alorsn+u,>1:u,, =In(n+u,)est défini, strictement positif, et
(aveclnnsn-1u, ,<In2n)<ln2+n-1<n+1. u,=1n2=0,693, u;y =In(2+In2)=0,991.

n+u

-ln(n+1) = ln = [n(1 +t), avec t = - =—> n”1 (donct>-1).Sit=0:0c%
In(1+) < t < 1l S|t<0:0<—ln(’|+t)sﬁ<|t|xT1:u. D'oil ||uy,,, - n(n + 1)| < Xt

or |u, —‘I|<n(car -1<u,-1sn-1):u,,<1+In(n+1);avecu, =1+In1,u, <‘I+lnnpour
toutn = 1. Pour n > 3, lnn>1 donne |u, —‘I| < Inn, d’'ou la majoration par =2 l””

5 . n u,-lnn . _
Comme 2 - 0: lim(u, -lnn)=0]} pU|s—=1+ — —>. Aurangn-1:u, -lnn =In(1+t,)
avect, = -=1— € ]o, tn(n- 1)] pournassezgrand (u,_, - +),donct, — 0, ln(:—t”) - 1, et,comme
nt =u_. -1 t‘”‘””—>1:
In(1+t) u _.-1 In(1+t) u In(n-1) 1
u,-lnn LA S Ny (—2t - 71.
lnn( )= t, TY t, (ln(n—1)x lnn lnn)_>

® Corrigé de l'exercice 59

1.

hi(x) =n+1>0;h, estcontinue, strictement croissante, de limites -co en 0" et +co en +co :
unlquesolutlonx h (1) =n>0donnex, <1;pournz3,h ( )— 1-lnn<0(carln3>1)

donne x, > ;.
h .(x)=h(x)+x, =x>0=h_.(x, ) eth . eststriccementcroissante: x_, < x, . Pour
nz3:nx,=-lnx, = InL <lnncart<n. Donc0<x <ln_n - 0: |limx, =0}

Xn Xn n

Iny, =lnn+lnx, =lnn-nx =lnn-y ,douy +lny =lnn. Pournz3:y >1 (carxn>%)et
y, < Inn (question 2).
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(n(ln n)
Inn

4. Alors 0 < Iny, < In(lnn), ety = Inn-Iny, > Inn-In(lnn) = lnn(1 - ) — +o00 (car

“‘TX—>0avecX=lnn). Puis
n ln nx
Yn 59 = y", 0c< yn<ln(lnn)—>0 — T 51|
lnn lnn lnn lnn lnn
n x
Inx, = 1 Vi —>. Enfinnx, -Inn+In(lnn)=-lny, +In(lnn) =

lnn lnn
-ln1= @(continuité de ln en 1).

® Corrigé de l'exercice 60

1. F'(x) = In(1+x)+1-1=In(1 + x), strictement croissante. Le TAF donne c € ]’* L k[ tel que
F(%) F(kn1) = 1n(1+¢), et ln(1 + '%) <In(1+¢)< ln(1 + H)'
2. On somme pour k = 1,. ; le terme du milieu télescope en F(1) - F(0) = 2Iln2 - 1, celui de

droite vaut S , et celui de gauche 1503 n (1 + ) S, - "‘Tz Donc S, - “‘Tz <2ln2-1<S,,soit

l'encadrement voulu, et |limS, = 2 In2-1|~0,386.

n n n
3. lnw, = %zm(nm)—lnn = %Z ln n+R)- lnn): %Zln(ﬂ%):Sn. Ainsilnw, —» 2In2-1 =
- k=1 k=1

In %, et d’aprés l'exercice 56 : [limw_ = e 1,47.
e n e

4. Le TAF sur les pn intervalles [kni, %] (1 < k < pn) donne de méme, pour 3, = %ZZL ln (1 + %) :
> - @ <F(p)-F(0) <X ,doncx, — F(p)=(p+1)In(p+1)-p. Or le logarithme de la suite

n

N P

etudiée vaut % ziiﬂ In(n +R)-plnn=3% ;comme(p+1)In(p+1)-p=In %, la limite est
: 1)P!

(exercice 56) % (pourp=1: %).

© Corrigés : défis de concours

® Corrigé de l'exercice 61

1. Le TAF appliquéa lnsur[k,k+1] donneln(k+1)-lnk = = avec kR <c<Rk+1,d ol l'encadrement.

Alors u_ . - u, = nL—(ln(n+‘I)—lnn) <0, v, —vn =L -(In(n+2)-In(n+1)) 2 0 et
u,-v, = ln(‘l + —) — 0: les suites sont adjacentes, etv, <y<u..Pourn=1:1-Iln2<sy<1.
1 1 1.
2. @) u,-U,,, = ( E) = Avecx =
S B B B o N 1
ROTRIT R O2R2 R+ 2R2(R+1)  2(R+1)(kR+2)
ar(R-1)(kR+2) = R2+R-2 2 k? pourk 2;et o 1)(k+2) 2(;”) z(k 5+ De méme u,-uy,, _%+
1 1 1 1 1 1 1 1 _ R+2
7 ST S e W_ﬁ’ la derniére inégalité venant de )" IS - B 0

Maths Olympiad @



Chapitre S+ Fonctions logarithmigues 2° Bac Sciences Mathématiques

= - 1 =
b) Pour 2 < n < N, on somme pour R = 1 (télescopage) : 2(n+1) s S Un ~ Uy
1

2n-1) 2(N 7

<

En faisant tendre N vers +oo :

1 1 n n
Su_-ys—, d <sn(H, -lnn-y)s<
2n+1) - TV Eom T onc oy SN, -tnn-v)s e
et, par encadrement, |limn(H, -lnn-y)= % 5

3. Les 3n premiers termes sont les inverses des 2n premiers impairs et les opposés des inverses
des n premiers pairs :

AvecH_=lnm+y+g_,oug — 0:s; = In(4n)- %ln(zn)—llnn+(y %—5) reE, - %—
2 5 2In2-1n2=2In2. Enfinsy , =5, +—ets, ,=s;  + = ontla méme limite
3

) 1
s, = 5 In2 | Dans l'ordre naturel, 1 - >+

% ---tend versln2: changer lordre des termes

change la somme !

® Corrigé de l'exercice 62

LU, -u,= ln(n+1)—(n+%)ln(n+1)+(n+%)lnn+1 = —( )ln 1141, dol u,-u,,, =
1 1
(n+§)ln(1+ﬁ)—1.
2. p(t)= &+ _Hz Soit A(t) = w(t) - 2t - 22 : A'(t) = 2 -2-2t> = 2 > 0 et A(0) = 0, donc
A 2 0. Soit B(t) = 3(§t_t2)—tp( ), nulle en 0 :

2 244 2 244 2 2
P = i 2 20 -3t8-28(1-it) 4

B'(t) =2 - = = >0, donc B =>0.
(=2 (1-t2)2 1-t2 (7] = 1) 3(1-12)?
_ Cdst _2n%2 _q 1 1_1 _ _ v
3. Pourt = 2n Tl = o =1 nzetn +5 =5, doncu, -u, 4 = S= -1, etla question 2 divisee

2
t
< —_ <
par 2t donne & 3 SUp~Upg S5y Or

t 1 __ 1 11
3(1-t2) 3(2n+1)2-1) 12n(n+1) 12n 12(n+1)’

2 __1 1 _ 2 _ ) 1 o1
et 3 7 3(2n+1)2 = 12(n+1)(n+2) car &(n+1)(n+2)~(2n+1)" = 8n+7 > 0; enfin 12(n+1)(n+2) ~ 12(n+1) 12(n+2)°

1. - = (-1 -
120 © Wna =Wy (12n 12(n+1)) (U, - u,,4) 2 0

n
(w,) croit, etu, -w, = 1; — 0. Les suites sont adjacentes, de limite C, et w, < C < u,, soit

u, - C < =-. En sommant la minoration de 3 pour R =n,...,N-1: u, - uy 2 12(’1“1) 12(I1\I+1),puis
1

12(n+1)"

4. u, -u ., >0: (u,) décroit. Avecw, = u, -

N—>+00.un—C_

=9 = _3 =o_3 = _ 1 -1
Pourn=2:u,=1In2 2ln2+2-2 2ln2~0,9603,etu2 24sCsu2 36donne0,9’I86sCs
0,9325,d’ou {0,91<C < 0,94 |
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5. D'apres la définition, In(m!) = u (m+ )lnm m. Donc

[n (Znn) " ((2n)!)—2 In(n!) = u,,-2u +(2n+2)(ln 2+lnn)-(2n+1)Inn = u, -2u +(2n+ )l z_lnTn

Jn2my) _ 1 1 _| ]
etln(h—n(n”))—u2n—2un+iln2—>C—2C+5ln2- Sn2-c|

Remarque. On peut montrer (avec des outils qui dépassent ce chapitre) que C = % In(2m) =
P - ! Jmn
0,9189 ; on en déduit la formule de Stirling, n—n -1, et — (Zn) - 1.
2mn (g) 47 \n

B Corrigé de l'exercice 63

1x=y=1:f(1) = 2f(1), donc f(1) = 0;y = 1: f(x)+ f() = £(1) = 0. Par récurrence,
f(x™) = f(x ) + f(x) donne f(x") = nf(x) pour n € N, puis pour n € Z avec f (x™") = -f(x"). S
r= Z (pez geN):qf(x")=f(x")=f(xP)=pf(x), donc f(x") = rf(x). Avec x = e: f(e") = ar.

2. Par définition de la partie entiére, p, < nlnx < p, + 1, C'est-a-dire InePn < Inx" < In ePn*
ln étant strictement croissante, ePn < x" < ePn*!. Comme f est croissante : f(ePn) < f(x") <

f (ePr*?), soit ap,, < nf(x) < a(p, + 1). Ainsi a%” < f(x) < a%” +4 etlnx-1< %” < Inx donne

%" — Inx : par encadrement, |f(x)=alnx|

3. a) Soit x, > 0: f(x, +h) - f(x,) = f( ) f(1) = 0 quand h - 0 (continuité en 1).

b) Int, = Inx - pn" € [0 1[ donc1 st < en. Linégalité Inu > 1 - - appliquée au=-
o512
n-1 n
a%" +f(t,) = alnx+ f(1) = aln x. Le membre de gauche ne dépend pasden: |f(x)=alnx|

donne [n = ln en d'oll en < nL Donc t, — 1 (gendarmes). Comme X = e " t : f(x) =

4. Si g convient, f(x) = g(x est continue et f(xy) = %j’g‘x) = f(y)+ f(x): d’aprés 3, f = aln, donc

g(x) =axlnx. Reuproquement ces fonctions conviennent : axy In(xy) = x (ay Iny) + y (ax n x).

Les solutions sont les fonctions | g(x) = axIlnx| a € R.

® Corrigé de l'exercice 64

1. F'(x) = lnXx— = (x) et @'(x) = % < 0 sur [e, +oo[. Pour k = 3 > e, le TAF sur [k, k + 1] donne
p(c

F(R+1)-F(R ) Yyaveck<c<k+1,et@(k+1)<p(c)< @(R) (@ décroissante).

2. w,,,-w, = @n=+1)-(F(n+1)-F(n)) <0pourn 3. Etpourn=3,T =T,+5 ,0(k) 2
T,+5p 5 (F(R+1)-F(R) =T, +F(n+1)-F(3) 2T, +F(n)- F(3), d’oti w, > T, - F(3) = “‘22 @
Décroissante et minorée, (w,) converge vers un réel c.

In2+lnj

3. Les termes d'indice pair sont comptés positivement: A, =2 Z] L 0(2))-T,,, et2p(2)) = 5

d'ou |A, =In2xH +T -T, | AvecH =Ilnn+y+¢, (en > 0)etT, =2(Inmy+w,

(In2)?
2

=In2lnn+yln2+¢g, In 2+%(ln n)z—%(ln 2+lnn)?+w -w, =yln2- +g In2+(w -w,,
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(1”2) puisque w, et w, tendentversc. EnfinA, . =A, -@(2n+1)ala

T . (In2)?
méme limite (p = 0 en +0): |limA_=yIn2- > = 0,160.

qui tend versy(n2 -

® Corrigé de l'exercice 65
1. Soite >0 et N tel que |a, - | < % pour R > N. Pour n > N, avec K = Zgﬂ la, - 2| (fixé):

n
|mn—{’|=|%;(ak—{’)|s%+”;N,§s

K
— +
n

N | M

Comme%—>O,ilexisteN’2Ntelque§ %pourn>N alors |m_ -?| <& Doncm — L.

2. Posonsa, = In UL’;: : a, = InL(continuité de lnen L > 0). Par télescopage, Inu, = Inu, +ZZ;1 a,,
L _ .
donc ln 2fu = % + %mm — InL (question 1), et 7/u_ - L.

1

oy = Db YUna _ (e)n" 1 1\ _ ln(1+%) _ 1) Uy 1
3. eu, = nnt Tus T (et (1+1)n- Orln(1 + n) = —% - 1= lne,donc(1 + n) — eet m -
Jnl 1
e
n e
oy, = 20D e 20l 1 2 g limite est'
e T Ry :
oy = (31 = B . UYnq _ Bn+3)3n+2)3n+1) 27
Up = (n) T h@nC u,  (neh@ne2)@ne) 4 : lalimite est| — Al

«Pouru, =2+(-1)"€{1,3}: 1< ou, < 3, etln {'/5:"‘T3—>0,donc q/u_n—>1;maisu";—”vaut

n

alternativement 3 et % : il n’a pas de limite.

® Corrigé de U'exercice 66

. . j j
1. In(1 +x)<xpourx>0donne]ln(1 +l)< 1,50|tln(1 +11) <lne, et(1 +}—) <e.
Ensuite T In 2 = (n 2% = [n1 = Oetln 4 '—1 :en sommant, 0 < %—k,d’oﬂ G < Lk

d
J-1
a, - Q,, = % et, par 'inégalité arithmético-geométrique,

) . d; s
2. Avec d; = (j + 1Y (etd, = 1), ¢ = —L : le produit télescope et |c,c,c, = (R +1)%|. Donc

V(@) (a,c,) o DGyt A
R+1 - R(R + 1)

Rla. .-

170, =

3. En sommant et en intervertissant (j < k < n), avec W =g -

n . n R n n 1 n 1 1 n Cj
; 01'"0’*S;;k Z C%(E == j=1aici(]_'_n+’|)<jzz10j7‘
(]+'])l ] n n

Orl ji (1+1) & ;ka1'"ak<e;ak'

La constante e est optimale : prendre a, = % et utiliser l'exercice 65.

Maths Olympiad @



Chapitre S+ Fonctions logarithmigues 2° Bac Sciences Mathématiques
. 3
Mow bilan sur le chapitre

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire
1a8 /8
9216 /8
/7
24430 /7
Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Calculs, équations, inéquations 31a36 /6
Théme B - Limites et croissances comparées 37 a 42 /6
Théme C - Dérivées et primitives 43 a 48 /6
Théme D - Etudes de fonctions 49 & 54 /6
Théme E - Suites et logarithme 55a 60 /6
Théme F - Défis de concours 61a 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : ' Nombres complexes (partie 2)
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