Nombres complexes

Nombres complexes

1- Objectifs :

Ce théme vise a :

Définir I’ensemble des nombres complexes et en dégager les regles de calcul ;

- Utiliser les caractérisations complexes pour interpréter des configurations

élémentaires du plan ;

- Utiliser les nombres complexes pour Résous des problémes.

Commentaires

La notion de nombres complexes est nouvelle pour les éléves. La construction de I’ensemble C
n’est pas au programme ; on pourra en faire une présentation historique. Ce nouvel ensemble
qui prolonge R offre un domaine riche d’activités numériques.

On fera ressortir I’intérét des relations entre propriétés des complexes et celles des
configurations géométriques ainsi que celui de I’utilisation de I’outil " nombres complexes”

dans la résolution de problémes géométriques.

Il ne s’agit pas de faire une théorie sur les transformations et leurs écritures complexes, mais
d’utiliser ces écritures pour la résolution de problémes.

2- Savoir et savoir-faire

SAVOIRS

SAVOIR-FAIRE

« Forme algébrique d’un nombre complexe.

« Partie réelle (Re), partie imaginaire (Im).

« Conjugué d’un nombre complexe, propriétés.
*Somme, produit, quotient de deux nombres
complexes.

 Formule du bindbme

« Egalité de deux nombres complexes.

* Module et argument d’un nombre complexe.
* Module et argument du produit, de I’inverse, du
quotient et de la puissance entiére d’un nombre
complexe

* Forme trigonométrique.

Affiche d’un point, d’un vecteur

« Point image et vecteur image d’un hombre
complexe.

» Forme exponentielle (z = re'?).

« Détermine la partie réelle, la partie
imaginaire d’un nombre complexe.

« Calcule la somme, le produit et le quotient
de deux nombres complexes donnés sous
forme algébrique.

* Développer (a + b)"

« Détermine le conjugué d’un nombre
complexe

*Détermine le module et un argument d’un
nombre complexe non nul donnés sous
forme algébrique.

« Représenter graphiquement un nombre
complexe donné sous forme algébrique.

« Calcule le produit et le quotient de deux
nombres complexes écrits sous formes
trigonométrique.

« Passer a la forme trigonométrique a la
forme algébrique et inversement.
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Nombres complexes

Remarques et suggestions

Un imaginaire pur est un nombre complexe dont la partie réelle est nulle. (0 est a la fois réel et
imaginaire pur).

On s’interdira d’utiliser le symbole v avec un nombre complexe non réel positif.

L’acquisition des propriétés des nombres complexes pourra étre vérifiée par des exercices de ”
méthodes” dépourvus de lourdeur de calculs.

L écriture exponentielle sera le plus tot possible afin d’alléger les expressions dans les calculs.

NOMBRES COMPLEXES ET TRIGONOMETRIE

SAVOIR SAVOIR-FAIRE
Utiliser les formules de Moivre et d’Euler pour
» Formule de Moivre, formule d’Euler « reTrouve des formules trigonométriques ;

« linariser des puissances de cosx et sinx a
I’aide des nombres complexes

Remarques et suggestions

La linéarisation des fonctions trigonométriques sera réinvestie dans le calcul intégral.

Pour la linéarisation des puissances de cosinus et sinus, on se limitera a des exposants peu
élevés. Les formules trigonométriques obtenues ne sont pas a apprendre par cceur.

EQUATIONS DANS C

SAVOIR SAVOIR-FAIRE
* Racines carrées d’un nombre complexe non |  Détermine les racines carrées d’un nombre
nul. complexe écrit sous forme algébrique.
« Equation du second degré dans C » Résous une équation du second degré dans
« Racine n'®™¢ d’un nombre complexe non C ou une équation s’y ramenant.
nul. « Détermine sous forme trigonométrique les
*Racine n'®™¢ de I’unité ; interprétation racines n'*™ d’un nombre complexe et les
graphique représenter graphiquement

Remarques et suggestions

La propriété suivante :

" Pour deux complexes zetz', [z = z] & |z| = |z, Re(z) = Re(z’) et Im(z) = Im(z")= 0 est
un outil intéressant pour le calcul des racines carrés d’un nombre complexes.
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Nombres complexes

On pourra intéresser les éléves & Trouve les n racines n'*™ d’un nombre complexe connaissant
une racine et les n racines ni*™ de I’unité.

NOMBRES COMPLEXES ET GEOMETRIE

SAVOIR SAVOIR-FAIRE
» Détermine que des points sont
arg (—ZA _ZB) est une mesure de (ﬁ )- cocycliques.
ZC—ZD . » Démontre que des points sont alignés.
Caractérisations completes : Utiliser les caractérisations complexes
- D’uncercle; pour :
- D’une droite. - Justifier une priorité géométrique ;

- Détermine des lieux géométriques

Remarques et suggestions

A titre d’exercice, on pourra faire Démontre aux éléves que :

A, B, C, D étant quatre points distincts d’affixes respectives a, b, c d,

A, B, C et D sont cocycliques ou alignés si et seulement si arg (E%Z) = arg (g) + km avec
k entier relatif.
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Nombres complexes

I- Rappels sur I’ensemble R et ces sous -ensembles
1) Ensemble des entiers naturels
L’ensemble des entiers naturels est noté : N tel que : N={0; 1;2,;3; ...}

L’ensemble des entiers naturels privé de zéro est noté N* tel que : N* = {1; 2; 3;...}

2) L’ensemble des entiers relatifs
L’ensemble des entiers relatifsest noté : Ztel que : Z={ ....—2; 0;1;2;..}.

L’ensemble des entiers relatifs positifs est noté : Z* tel que : Z*={0; +1; ...}
L’ensemble des entiers relatifs négatifs est noté:Z~ telque:Z ={..—2; -1..0}
L’ensemble des entiers relatifs privés de zéro est noté : Z* tel que :
z={..—-2;-1;1;2;..}

L’ensemble des entiers relatifs positifs et privés de zéro est noté : Z 7 tel que :

Zy ={1;2; ..}

L’ensemble des entiers relatifs négatifs et privés de zéro est noté : Z * tel que :

Z: ={..-2; -1}

3) L’ensemble des nombres rationnels
L’ensemble des nombres rationnels est I’ensemble des nombres qui peuvent s’écrire comme
quotient de deux entiers relatifs.

L’ensemble des nombres rationnels est noté Q tel que : Q = {g avecP €Z;q € Z*}

4) L’ensemble des nombres réels

. 3 L .
Certains nombre comme : V2 ; \/2—— et © ne peuvent pas s’écrire comme quotient de deux

entiers relatifs. Ce sont des nombres irrationnels et I’ensemble des nombres irrationnels et
rationnels forment I’ensemble des nombres réels.

L’ensemble des nombres réels est noté : R tel que : R = ]—o0; +oof

RETENONS: NcZcQcR
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Activites :

Activité 1:

Consigne : Résous dans N puis dans Z 1’équation : x + 7 = 6. Conclus.
Activité 2:

Consigne : Résous dans Z puis dans Q I’équation : 3x = 1. Conclus.
Activité 3:

Consigne : Résous dans Q puis dans R I’équation : xX* - 2 = 0. Conclus.
Activité 4:

Consigne : Résous dans R I’équation : x*+ 1 = 0. Conclus.

Remargue : quant une équation n’a pas de solutions dans un ensemble, une démarche
naturelle (et historique) consiste a en chercher dans un ensemble plus grand que le précédent.
Au stade de nos connaissances actuelles, I’ensemble numérique le plus grand que I’on a
rencontré est R.

Ainsi un nouvel ensemble pris naissance au XV1°™ siécle par JEROME CARDAN
(Mathématicien Italien) afin de Trouve des solutions pour I’équation : x? + a =0

(avec a € R)ou des équations du second degré a discriminant négatif. Cet ensemble
s'appellera : Ensemble des nombres complexes ou ensemble des corps complexes et sera
noté C.

Le principal élément de C sera noté i (i comme imaginaire).
Le nombre i est tel que i* = - 1. L’équation x? + 1 = 0 posséde alors deux solutions telles que
x?- i?=0soit (x - i)(x + i)=0doncx=ioux=- i

- Définition ; vocabulaire et interprétation graphigue

1) Définition :
On appelle nombre complexe, tout couple ordonné de deux nombres réels a et b tel que :
Z =a+ib ou iest unimaginaire tel que i = — 1.

2) Notation et vocabulaire :

Soit Z un nombre complexetelque Z = a + ib .

e ['écriture Z = a + ib est appelée forme algébrique de Z.
e le nombre réel a est appelé partie réelle de Z et est noté Re(Z)
e le nombre réel b est appelé partie imaginaire de Z et est noté Im(Z)
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Nombres complexes

NB :

-Si b =0;alors Z = a (Z est un nombre a la fois réel et complexe) car R C
-Sia=0;alors Z =ib (Z est un imaginaire pur).

-Sia=0etb =0;alors Z =0 (Z est appelé complexe nul).

3) Interprétation graphigue :

A tout point M(Z) du plan P, on peut associer un nombre complexe Z = a + ib.

- M estle point image et Z I’affixe du point M.
- OM est le vecteur image du nombre complexe Z = a + ib I’affixe du vecteur OM.

Ainsi on a la représentation graphique du point M comme suit :

y
» Axe des imaginaires
u(y)
Tttt \ b
: Axe des réels
|
1
>A 1
] 1
1
1
1
—»> .
0 i X

I11-  Operations dans C:
Soient Z et Z'deux nombres complexes telsque: Z=a + ibet Z' = a'+ib’".

1) Egalité :
Deux nombres complexe Z et Z' sont égaux si et seulementsi Z = Z' &

a+tib=a'+ib'&a =a' e b =>»"

2) Somme:
La somme des deux complexes Z et Z'esttelque: Z + Z'=(a + a’) +i(b + D).

3) Produit :
Le Produit des deux complexes Z et Z'est tel que :

Z X Z'=(aa'-bb) + i(ab' + a'b) avec i’ =-1

e
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4) Quotient :

Le quotient de deux complexes Z et Z'est tel que :

VA aa'+ bb' e ab— ab’
- = l
zZ' (@)% + (b)? (@)% + (b)?

1

Nombres complexes

a — ib

1 -
.B : Le nombre 7 est appelé inverse du complexe Z tel que :

IV-  Conjugué d'un nombre complexe :

1) Définition :

Soit Z=a + ib I’expression algébrique d’un nombre complexe.

On appelle conjugué de Z, le nombre complexe noté Z tel que Z = a - ib.

1 —
Z a+ib

aZ + b2

NB : les images des deux nombres complexes Z et Z sont symétriques par rapport a I’axe des

réels.

2) Propriétés :
Soient Z et Z' deux complexes :

_ Z ,
P,:Z= Z & Zestunréel Ps: (—):er avecZ # 0)

P,:Z=—Z<Zestunimaginaire pur  Pg: (—) = % (avecZ #0 eta €R)

Z
P3:Z+Z’=Z_+Z_’ P7:_n:(Z_)n
_ — Z+Z Z
P,:ZxZ' =17 x 7 Ps:R.(2) = et I,(Z)=——

-Z
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Nombres complexes

V- Module et argument d'un nombre complexe :

1) Module :
Dans le plan rapporté a un repere (o ; 7 ; j); placons le point M de Z dont l'affixe est

Z =a+ ib=> M(})

y
» Axe des imaginaires
a
qr---------- M ()
: Axe des réels
b |
T 1
>A 1
] 1
1
1
(S} R :
0 ir a f( X

D’aprés la figure ci-dessus,ona:0k=a; Oq=b et OM=r

En appliquant le théoréme de Pythagore dans le triangle rectangle OkM, on a:

OM? = OM? + OM? & r? = a? + b2 =>r =+aZ + b? ou |OM| = |Z| = VaZ + b?
a- Définition :

SoitZ=a + ib un nombre complexe. On appelle module de Z, le nombre réel positif ou nul
noté : |[Z| ourtel que |Z| =va% + b2

Si M est le point image de Z alors |Z| =d(0; M) =va? + b?

b- Propriétés :

P1 : |Z| est toujours positif i Ps:i|Z +Z') < |Z] + |Z'| (Inégalité triangulaire)
A7l =17 o |2 = 2L ' .
P, |Z| =|Z] ; Pg: Z,|—|Z,|(avecZ #0) ;
a a
P;:1Z|=0&Z2=0 ; P7:E:a(avecZ¢OetaE]R);
Pio:|ZxZ'|=1Z|x|Z'| i Pgi |Z™ = |Z|* (avecn € N*)
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Nombres complexes

2) Argument :

a- Définition :

En observant la figure ci-dessus représentant un triangle rectangle d’angle 6, on a:

(Cos) = —2—
\Ia2+ b?
Sing = —2

Ja? + b2

Soit Z est un nombre complexe de module |Z| ( avec |Z| # 0). On appelle argument de Z, le

a

- & (Cos) = ——
Cos6 Zi [—a2+ 2

nombre réel noté @ ou arg(Z) tel que : et & ' b
b Sinf =

Sinf = m k az N bz
Propriétés :

Soient Z et Z’ deux nombres complexes d’arguments respectifs arg(2) et arg(Z')

Pi:arg(Z x Z")=arg(Z) + arg(Z") i Pyiarg (%)= —arg(Z) (avec Z # 0)

P,:arg (Zi)= arg(Z) —arg(Z") i Ps.arg(Z) =—arg(Z)
Ps.arg(Z™) =narg(Z) (avecn € N¥)

VI-  Forme trigonométrigue d'un nombre complexe :

1) Définition :
Soit Z = a + ib un nombre complexe de module r et d’argument & . On appelle forme
trigonométrique de Z toute écriture de la forme Z = r (cos @ +i sin@) avec r =va? + b? et

a

Cosf = ———
Ja? + b2
0€ [-m; m[ tel que: b
LSinH =

\Iaz + b?

2) Propriétés :
Soient Z et Z' deux complexe tels que Z =1 (cos @ +isin@) et Z' = 7' (cos @' + isin§")

Pi:ZxZ =7 xr'[cos(B+0") + isin(6 + 0]
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Nombres complexes

Paiyr = TL [Cos(® — ") + isin(® — 6")]

P;:Z™ =r"[Cos(nB) + isin(nd)]

NB:si r =1, ona:Z" =[Cos(nf) + isin(nd)] (formule de Moivre)

VII- Forme polaire d’un nombre complexe
1) Définition :

Soit Z un nombre complexe de module r et d’argument 8. On appelle forme polaire de Z toute
écriture de Z de laforme Z = [r; 6 |

2) Propriétés :
Soient Z et Z' deux complexetelsqueZ = [r ; 8]l et Z' = [r' ; 6]

T

, A
Pi:ZxZ =[rxr;0+807; P2:7= [,;0—6’]; Ps: Z™ = [r";nb]

r

VIlI- Forme exponentielle d'un nombre complexe :

1) Définition :
Soit Z un nombre complexe de module r et d’argument 8. On appelle forme exponentielle
d'un nombre complexe Z, toute écriture de Z se ramenant sous la forme Z = re®© ol son

conjugué est Z=re~0

2) Propriétés :
Soient Z et Z’ deux nombres complexes de formes exponentielles respectives :

Z =re'® et 72 = r'e'® . Ona les propriétés suivantes :
. ' Z r (o_a .
P1:Z-Z' zr.rvez(9+8) : P2:7:T_’el(e 8) : P3:Zn = phein®

Py:ZeZ =12ei(0-0)=420i(0) = p2¢ 1 = 12 (Avec e = 1)
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9 el04 o—i0
cosf = ———— in6 —-in6 _
, e™ + e = 2cos(nf
Ps : Formule d'Euler 0 2 _io €t { ino —inB . (n6)
sing = £0=¢ e — ¢ = 2isin(nf)
2i

1 X- Formules de Moivre et formules d’Euler:

1) Formules de Moivre
a- Définition :

Nombres complexes

Soit Z un nombre complexe de module 1 et d’argument 8 . On appelle formule de Moivre
toute écriture de Z se ramenant sous la forme Z"= [cos(0) + isin(0)] avec (n € N*)

b- Application de la formule de Moivre :

Soit Z un nombre complexe de module 1 et d’argument 6 tel que :
Z = cosO + isinf et Z = cosf — isinf

- Recherchede: Z+Z et cos@

et

{Z = cos6 + isin@
Z = cos0 — isinf

Z+7z
2

7 4+ 7 = 2cosf =>cosO =

- Recherchede:Z —Z et sin@

et
Z = cosf — isinf

{Z = cos6O + isin@

7 — 7 = 2isinf =>sind = Z;—f

- Recherchede:ZxZ

et

{Z = cos6 + isin@
Z = cos0 — isinf

Z x Z = (cosf + isinf)(cosO — isinb) = cos*O + sin’6 = 1
De fagons généraleson a :

7"+ 7" =2cos(n@) ; Z"—7" =2isin(nf) et ZI"x7"=1
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2) Formules d’Euler
a- Définition :
Soit Z un nombre complexe de module 1 et d’argument. On appelle formule de d’Euler toute
écriture de Z se ramenant sous la forme Z"= e avec (n € N*)

b- Application de la formule d’Euler

Enposant Z = e etZ = e % ona:

) » eif | o—i0
e? 4 e = 2c0s0 =>cosH = —

; —i .. , eld_ g—i0
el? — e70 = 2isind =>sind = —

eiG X e—iG =1

De facons générales on a :
e e ™0 = 2c05(nh)
eint _ e=i6 — 2isin(nh)
eine X e—inB =1

3) Linéarisation : de cos™@ et sin™0

Pour Linéariser cos™@ et sin™0 (n € N*) ; on peut utiliser le procédé suivant, mettant en jeu
les formules (d'Euler ou de Moivre) et du (binbme de Newton ou du triangle de Pascal).

Méthode :
; 3 A + 1 —7Z\n B
- Développer et réduire : cos™0 = Et2) ou sin"0= N _Z) (Moivre)
2n @nr
0 4 =it ) i _ ,—i0 \*
Ouencore cos™0 = u ou sin"6 = u (Euler)
2n @pr

- Regrouper deux a deux les termes d'exposants opposés et Exprime chacun deux en
fonction des termes de la forme Coskx et Sinkx.
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X- Equations dans C
1) Equation du premier degré :
a) Définition :

On appelle équation du premier degré dans C; toute équation de la forme aZ + b =0.
Avec (a e C*)

b) Résolution :
. : oo b
L'ensemble solution de I'équationaZ + b=0est S= {_E}

2) Racines carrées d'un nombre complexe :

a) Définition :
On appelle racines carrées de Z, tout nombre complexe z tel que Z =z %

b) Résolution du cas général :

SiZ=a+ib etz=x+iy.Ondit que z est une racine carrée de Z si et seulement si

{Z2=Z { (x+iy)* =a+ib {x2+2ixy—y2=a+ib
o4 2
122 =121 "~ |/xZ+y?| =Va? + b? x2 +y? = Va? + b?

x2—y?’=a
& {2xy=b

{xz—y2+2ixy=a+ib
x? +y? =+a% +b?

x?+y? =+vaZ +b?

NB : D’une maniere plus concréte, les racines carrée du complexe Z = a + ib sont données
par :

a+a®+bp* b a+a®+bp* b
51 = - 2 —1 et 62 = 2 +1i
j2<a+Ja2+b2> j2<a+Ja2+b2>

3) Equation du second degreé :

a) Définition:
On appelle équation du second degré dans C, toute équation de la forme :

aZ? + bZ + ¢ = 0 (oua;b et c sont tous des compexes aveca + 0)
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b) Résolution :

Nombres complexes

La résolution de telles équations nécessite d'abords le calcul du discriminant associé A tel que

A =b*-4ac.
- SiA>0;ona:le_bz_a*/Z et zzz_b;aﬂ_
- SiA:O;ona:lezzz%_
- SiA<0;ona:21=# et ZZ:—b;;'m_
- SiA=x+iy;ona;le_b2‘;51 ot Zzz_bztfz'

Ou &, et &, sont les racines carrées de A.

4) Racines n™ d'un nombre complexe :
a) Deéfinition :
On appelle racine n"*™ de Z tout nombre complexe z tel que : z" =Z .

b) Résolution :
Soit Z un complexe de forme polaire : Z = [r; 6].

et z uncomplexe de forme polaire: z = [r'; 8'].
Zt=Z ;0" =[r; 0]<[0)"; no'] = [r; 0].
Par identification, on a:

r = \r

\no—
{(r) e Aveck € [0;n-1]
ne = 0 0r_g[2k_n]_6+2kn
_71 n - n

Ainsi les racines n®™ de Z sont données par la formule : z = [r' ; '] <

Z, = [W . 0+ an] ouZ, = w [COS (9 +n2k7'[) + isin (9 +n2k7'[)]

n

Avec k € [0;n- 1]

5) Racines n*™ de I'unité :

Soit Z un nombre complexe tel que Z = 1.

Les racines de n™ Z c’est-a-dire 1, sont obtenues en utilisant la formule qui suit :

Zk - [1 ; 2kn]
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Nombres complexes

Complexe et configurations géométriques du plan :

Dans le tableau ci-dessous sont caractérisées certaines configurations géométriques a I'aide des

complexes :
Configurations Figures Caractérisations Caractérisations
géométriques géomeétriques complexes
A
Triangle ABC isocele ara (Pe=2a\= o Zc—Z4 _ ia
C B Avec a € [0; 7] Aveca € [0; 7]
Triangle ABC A arg (Zc— ZA) =Tou -l |2z _ 5y
équilatéral. Zp=Z4/ 3 3 | Zp—124
e 3
C B
Triangle ABC B ara(bc=2a\ = o, T | ZczZa _
rectangle g (ZB_ZA) 2 2 | Zp—174 ibou
en A. —ib
A C Avec b € R* — {1}
B
Triangle ABC ara(bc=2a) = o, _7 | ZczZa _, .
- < - - |- 7 - —_— ou —
rectangle et isocele B g (ZB— ZA)t 2 2 | Zp—1Z4 l l
en A. e
A C | 1Zp = Z4l =12 — Z,]
C
Points 4, B, C alignés B Ze—Z4 = Zc—Za _
g /A/// arg (ZB_ZA )—0+k1‘[ Tz, "
(a €RY)
A
mes(C) # 0 + kn Z¢—ZB
Points 4,B,C,D B Ou Zc—Z4 cR*
cocycliques mes(C) = mes(D) + kn —?D_?B
D—%4
C D
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XII- Complexe et lieux géométriques :
1) Distance entre deux points A et B :

Soient A et B, deux points d'affixes respectives Z, et Zy
d(A B) = ||AB||= 125 — Z,|

2) Cercle de centre A et de rayonr :

Soit M (*) daffixe Z et Ad'affixe Z,.
AAM) = 1S |Zy—Zl =7

3) Médiatrice d'un segment :

Soit M (y) d'affixe Z,, ; A d'affixe Z, et B d'affixe Zj.
M appartient a la médiatrice du segment [A, B] si d(4, M) = d(B,M) <
|ZM _ZAl = |ZM _ZBl

4) Droite passant par un point A et faisant un angle a avec I’horizontale

Soit M(;) d'affixe Z,, ; A un point d'affixe Z, et (D) une droite du plan.

(D) passe par A et fait un angle a avec I’horizontale si arg(Zy —Z,)=a+kn
NB:
- Equation cartésienne d’un cercle : x> + y> + ax + by +c =0

o radite o ) a\? % _ a’+b%-4c
- Equation réduite d’un cercle : (x + E) + (y + E) S E—

XI11- Complexe et transformations géométriques du plan

1) Translation :
La traduction complexe d'une translationest: f(Z) =Z + q (avecq € Q)

Ainsi la translation qui transforme un point A d'affixe Z, = a + ib en un point B d'affixe
Zg=a' + ibest: f(Z)=Zg = (a + ib)+q=( + ib)=>q =(a’ + ib')—(a + ib)

Ainsi on remplace g par sa valeur dans f(Z) = Z + q pour Trouve la traduction complexe.
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2) Homothétie :
La traduction complexe d'une homothétie de rapport k et de centre o est :

f2) = kZ+q(avque(C)ouW =KOM © 7' - 0w = k(Z - w) avec:
- Z:imagede Z
-k :lerapport

- w: le centre d’affixe Q

Ainsi I'nomothétie de rapport k qui transforme un point A d'affixe Z, = a + ib en un point B
daffixe Zg =a' + ib'est: f(Zy)=Zg ® k(a + ib)+q=(a’ + ib') &

q =( + ib')-k (a + ib).

Ainsi on remplace q par sa valeur dans f(Z) = kZ + q pour Trouve la traduction complexe.
3) Rotation :

La traduction complexe d'une rotation d'angle @ et de centre  est :

f(Z)= z¢i 4 q(avecq€C)ou aM’ =e®OMZ - w = e® (Z- w) avec:
- Z':imagede Z
- ©:langle

- o le centre d’affixe Z,,

Ainsi la rotation d'angle @ qui transforme un point A d'affixe Z, = a + ib en un point B
daffixe Z, = a’ + ib est: f(Zy)=Zp< (a + ib)e'’+q=(a + ib)®

q=(a’ +ib)—~(a + ib)e'’® q = —(a + ib) (cosf +isin6).
Ainsi on remplace g par sa valeur dans f(2) = Ze' + q pour Trouve la traduction complexe.

4) Similitude du plan :

Expression complexe :

Soit S une similitude directe du plan qui a tout point M d'affixe Z associe le point M’ d'affixe Z’
tel que :

e Cas d'une similitude directe :
Z' = aZ + b (ou a et b sont des complexes). Ces éléments caractéristiques sont :

- Sonrapportk = |a|

- Sonangle 8 =arg(a)
|
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- Son centre Z, d'affixe w = aveca # 1

1—a

e Cas d'une similitude indirecte ou inverse :
Z'=aZ+ b (ou a et b sont des complexes). Ces éléments caractéristiques sont :

- Sonrapportk = |a|

- Sonaxe(D):y = px + q.avecp = _Im@ (Coéfficient directeur)
-~ lal+Re(a)
- Soncentre Z, daffixe w = 1b+ab_
— aa

5) Caractérisation des transformations

Soit_f la transformation:z’'= az + b

- si a = 1,alors f est une translation de vecteur 1 et d’affixe b.
. Y- . 1
- si a = —1,alors f est la symétrie centrale de centre Z,, d’affixe w = Eb'

- sia €eR*—{—1;11}, alors f est une homothétie de rapport k = |a| et de centre
b

_a'

Z, d’affixe w =

- sia €C"—{1}et|al =1alors f est une rotation d’angle a, d’argument 6 = arg(a)

et de centre Z,, d’affixe w = p—

- sia €C" —{1}et]al # 1alors f est une similitude directe de rapport

k =a|, d’angle o ,d’argument 6 = arg( a ) et de centre Z, d’affixe w = rp—

Soit_f la transformation:z’'= az + b

- Sila| = 1,alors f est une symétrie orthogonale d’axe I’ensemble des solutions de

z =az + b
- Silal # 1 alors f est une similitude indirecte de rapport k = |a|, d’angle, 8=arg(a ),
d axe (A): y = px + qetdecentre Z, daffixe w = 1b—-l—‘21:—1

e
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Exercices

] Nombres complexes

Forme algébrique

Ecris sous forme algébrique les nombres complexes donnés puis en déduis la partie réelle et
imaginaire de chacun d’eux :

i

—(—1—i)3 - =5 - =TT o o~
z=(=1-1) D) Z=0 " 9Z=H7550)

: - 2\ a2 _ i
,d)Z—(1+i)(3 20)
. On donne les nombres complexes suivants: Z; =1 —2i et Z, =3+ i.

Ecris sous forme algébrique : Z, + Z, ; Z, — Z, ; Zy X Z, ; Z} 7 7
2

Forme trigonométrique - Forme exponentielle

. Détermine les formes trigonométriques et exponentielles des nombres complexes suivants :

—1—i
a) Z=—i ; b)Z=+3+i;c) Z=TL ‘d)Z=-1+ i3 :e) Z=—1— i
—4/3 - =51
f)Z:(—\/§—i)3 L Q) Z= 1/;_ ch)y Z=(A+D(=2-2i) ;i) Z=(-1+De' s
J)Z = —cosa +isina ; K) Z== —cosa —isina l) Z== cosa — isina
. Compleéte le tableau suivant :
Forme algébrique -5(1-iv3)
Forme trigonométrique 3m 3m
9 q 2[cos(4)+151n(4)]
Forme exponentielle _%
e

- Onpose: A= 5\/7(1+i);B=—5(1+i\/§)

} . _ B A
1) Détermine le module et unargumentde: A; B; A; e AxB etB—2

2) Soit Z un nombre complexe tel que : AZ = B
a) Ecris Z sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

. 13
b) En déduis les valeurs exactes de cos(l—zn) etsi n(11327'r )
c) Calcule (2)*?

- onpose: Z=+v2—-v3 —iv/2+3

1) Calcule Z? puis Détermine son module et son argument.
2) En déduis de ce qui précede le module et un argument Z.
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. Les parties | et Il sont indépendant :
7
I- Onpose: |Z|=2V2 et arg[(1+iv3)Z] = %

Détermine la forme trigonométrique et exponentielle de Z.

6—iV2 )
1- Onpose:Z=\/—2h/— et Z =1-1i

1) Ecris 77 sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

. . A . T
2) En déduis les valeurs exactes de CosE et SIHE

Détermination de I’ensemble des points

- Détermine les ensembles suivants :
1) L’ensemble () des points M d’affixes Ztelsque: | Z —i| = 2
2) L’ensemble ( T') des points M d’affixes Z telsque : | Z — i | = 2

3) L’ensemble ( 1) des points M d’affixes Ztelsque: | Z+1—2i|=|Z—1—i]|
4) L’ensemble ( ¢ ) des points M d’affixes Z tels que :arg(Z - 1+ 2i) = % + km

5) L’ensemble (@ ) des points M d’affixes Z tels que : arg(2Z- 2+ i) = —% + km

- Le plan est muni d’un repére orthonormal (o; 7; J)

. .. . +1
Soitz = x + iy unnombre complexe distinct de 1 et soit Z = j_—l

Détermine puis construire I'ensemble des points M dont I'affixe z vérifie les conditions
indiquées :

1 |Z|=1 ; 2) Z est un réel. ;  3) Zestun imaginaire

Linéarisation.

-, . . . X .
- Linéarise les expressions : A = sin’x ; B = cos® 2: C= sindx ¢ cos®x

e
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Résolution d’équations et systemes.
- Résous dans C les équations suivantes :
a)Z2—2Z+2=0; b)Z2>-2Z+1=0; ¢)Z*+2sinaZ+1=0
e)Z2 —2cosaZ +1=0 f)az*- 41 + i)Z — (45 +26i) =0
- 1) Développe le produit de facteurs suivant : (x — 1)(x3 + x? + x + 1)

2) Résous I’équation Z* = 1
3) En déduis des questions 1) et 2) la résolution des équations suivantes :

\3 ) )

. (3Z+i 3Z+0\% [3Z+i
3 2 — —
34+ 72°+Z+1=0 Pu's(z—1) + (2—1)+(z—1)+1'0

- On donne le nombre complexe Ztelque:Z = 2 + 3i

1) Vérifie Z*= —119 - 120i
2)  Détermine les racines quatriémes de l'unité.
3) En déduis les solutions dans C de I'équation : Z* = —119 — 120i

- Résous dans C? les systémes :

1){Zl><ZZ=6 _ ){(2+3i)z—52’=—1
Zy+Z,=5 (1-0DZ+2Z =2(1+1)

Résous dans € le systéme suivant :

x—y+iz=0
{x+y— z=0
1+Dx—-2y=2z-2i

- Dans le plan muni d'un repére orthonormé(o ; 7; ), on considére le polynéme p(Z) telque :
p(2)=Z3 - (B +5)Z° + (-4 +9)Z + 6 —4i

1) Démontre que I'équation p(Z) = 0 admet une solution réelle que I'on notera Z;, dont on
Déterminera la valeur.

2) Factorise P(Z) puis Résous dans C I'équation P(Z2) =0
- Dans le plan muni d'un repére orthonormé ( O, T, ]) , on considére le polynéme p(2)

telque : p(2)=2% — 4iZ?> — (6 +)Z +3i— 1

1) Montre que I'équation p(Z)= 0 admet une solution imaginaire pure.
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2) Factorise p(Z)puis Résous dans C I'équation p(Z)=0.

- Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, T, I) , on considére le polyndme p(Z) telque :
p(Z2)=73+ 2(1 — 2c0s20)Z?* + 4(1 — 2c0s26)Z + 8

1) Calcule p(—2).

2) Factorise p(Z) puis Résous dans C I’équation p(Z) = 0.

3) Ondésigne par Z; ; Z, et Zs les solutions de I’équation p(Z) = 0.
Calcule le module et un argument de Z; ; Z, et Z;.

4) Ondésigne par A ; B et C les points d’affixes respectives Z; ; Z, et Z;.

Pour quelles valeurs de 6, le triangle ABC, est —il équilatérale ?

- Soit f la fonction a variable complexe Z telle que : f(Z) = Z* — 373 + gzz -3Z+1

. . L — 1
1) Prouver que si Z, est une solution de I’équation f(Z) = 0 alors les complexes : Z, et 7 €n
0

sont aussi.

2) Détermine f (14 i) eten exploitant ce qui précede, Trouve toutes les solutions
de I’équation f(Z) =0.

- Soit le polynéme P(Z) définie par : P(Z) = Z* - (1 +v2)Z3 + (2 +V2)22 — (1 +V2)Z + 1
1) Vérifie que : P(Z) = 22 [(z + %)2 ~(z+3)(1+v2) + ﬁ] avec Z # 0

2) En utilisant la question précédente, Résous I'équation P(Z) = 0.
- On considére dans C le complexe u tel que : u=—1 - 2iv/2

1- Calcule les racines carrées de u.

2- Résous dans C l'équation : 22+ 2i Z + i\/i =0.
(On notera Z; et Z, les solutions de cette équation).

3- Montre que : |Zi + Zi| =42
1 2

e
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Figures géométriques dans le plan.

Soient 4, B, C trois points d'affixes respectives: —1-1i ; 2 + 3i ; —10- 13i.
Démontre que ces trois points sont alignés. (on fera une figure).

- Soient 4, B, C trois points d'affixes respectives : 3 + i ; 2i ; 2- 2i.
a- Démontre que ABC est un triangle rectangle et isocele en A.

b- Détermine l'affixe de D telque : ABCD soit un parallélogramme. (on fera une figure).

- Soient 4, B, C, D quatre points d'affixes respectives : =1 + i; —1-1i; 2i; 2 - 2i.
a- Etudie la nature des triangles ABC et BCD.

b- Démontre que les points A4, B, C et D appartiennent & un méme cercle dont on Déterminera le
centre et le rayon. (on fera une figure).

On considére un repére orthonormé directe (O ; U ; V )du plan complexe. Soit les points
A ; B ; C d’affixes respectives :

2|cos(15) + isin (22)]

Cos(3) - isin(5)

a- Ecrislescomplexe Z,; Zp et Z. sous forme exponentielle.

b- Détermine I’affixe Z,, du point D tel que le triangle OBD soit équilatéral direct, c'est-a-

dire la mesure de I’angle ( OB ; 0D ) = %

Zy=—1+i ;| Zy=

et Z.=2-2i

—

Le plan est rapporté au repére orthonormé directe (O ; U ; V).
On considere :
e Lepoint Ad’affixe Z, =5—ivV3.
e Lepoint B d’affixe Zj est tel que OAB soit un triangle équilatéral direct c'est-a-dire
la mesure de I’angle (571) 0B )= %
e Lepoint Q d’affixe Z, est tel que le point Q soit milieu du segment [OB].
e Le point K d’affixe Z est tel que ABQK soit un parallélogramme.
1) Détermine les affixes Zp , Z, et Zy respectivement des points B ; Qet K.

Zg —Zy

2) Démontre que est un imaginaire pur. En déduis la nature du triangle OKA.

3) Soit C la point d’affixe Z, tel que Z, = %
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Ix—Z - .
a- Calcule ZK ZB. Que peut-on en deéduis pour les points B; C et K ?
—4c

On considére I'ensemble des complexes Z,, telsque: Vn € C ona:

ZO =1
1+
{ZTH-I = 2

Zn
1) On note M,, le point d'affixe Z, dans le plan rapporté au repére (0, U, V).

a- Calcule Z; ; Z,; Zzet Z,,.
b- Placer les points M; , M, , M5 , M, et Ms.

—Zy . o )
Z—” puis en déduis la nature du triangle OM,, ., M,,
n+1

. Z
2) Calcule le quotient : 22

Transformations géométriques du plan.
Soit (S) l'application de P dans P qui a tout point M d'affixe Z associe Z' d'affixe M’ tel que

Z'=(1 + i)Z + 1 - i. Détermine la nature et les éléments caractéristiques de (S).

Soit la similitude directe plane S de centre A (1 ; 1) ; de rapport +/2 et d'angle % par

la similitude S ; le point M d'affixe Z a pour transformer le point M’ d'affixe Z'.

Exprime Z' en fonction de Z.

Soient A4, B, C et D les points d’affixes Zy=—1-1i;2Zg=i;Zc=1 + 3i;Zp=5 + i.
Soit S la similitude directe transformant A en C et B en D.

1) Détermine le rapport k et ’angle 6 de S

2) Détermine I’écriture complexe f associée a S.
3) Détermine ’affixe de Q le centre de S

Détermine la traduction complexe de la transformation (I") dans chacun des cas suivants :
1) (I") est la translation qui transforme A d'affixe —1 + i en B d'affixe —2 + 3i

1
2) (I') est I'nhomothétie de rapport 2 qui transforme A d'affixe —1 + i en B d’affixe —2 + 3i.

. 3 . . .
3) (I') est la rotation d'angle Tﬂ qui transforme A d'affixe —1 + ien B d'affixe —2 + i.
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Soit f la transformation définie par Z’ = aZ + 3i
1) Détermine la nature et les éléments caractéristiques de f si:a =2 puissi a=—1i.

2) Soient A(1) ; B(2 + i) ; A’(2i) ; B’'(1 + i).Vérifie que AB = A’B’
3) Démontre qu’il existe une unique rotation r telle que r(A) = A’etr(B) = B’
On considére dans C I’équation (E) : Z® — (4 + iv/3)Z? + (3 + 4iV3)Z —3iv3 =10

1) Montre que (E) admet deux solutions réelles que I’on notera @ et f puis une solution
imaginaire pure que I’on notera w.

2) Soit f, I’application de C dans C telle que pour tout nombre complexe Z, on a:
f(Z) =aZ +b.

a-Détermine les réels a et b pour que f(w) = w et f(a) =p.

b-Calcule le module et un argument de a.

c-Donne la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f.

Le plan P est rapporté au repére orthonormé (0 ; i ; ¥). A est le point d’affixe 2i et P* le plan
privé de A.
Soit T la transformation qui au point M d’affixe Z # 2i associe le point M' d’affixe Z' tel que :
2iZ-5
Toz-2i
1) Montre que pour tout point M de P*, le point M’ est distinct de A.
2) Démontre que Test une bijection de P* sur lui-méme. Détermine sa réciproque T .

3) a- Montre qu’un point M de P* est invariant par T si et seulement si son affixe vérifie
larelation: Z2 — 4iZ +5 = 0.
b- Trouve le réel a tel que : Z2 — 4iZ + 5 = (Z — 2i)* + a.
c- Montre alors que T admet deux points invariants B et C.

4) On appelle (D) la droite passant par O et dirigée par ¥ et (D*) la droite (D) privé de
A.
Montre que (D*) est globalement invariante par T.

5) a- Montre que pour tout Z # 2i, |Z' — 2i| X |Z — 2i| = 9.
b- Soit (I")le cercle de centre A et de rayon 3. Montre que (I") est globalement
invariante par T.
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Le plan P est rapporté au repere orthonormé (O ; i ; ¥). On donne quatre points A ; B ; C et D
d’affixes respectives: Z, = —24+6i ; Zg=1—-3i ; Z=5+5ietZ, =2+ 4i

1) Soit S la similitude plane directe qui tout point M d’affixe Z, fait correspondre le M’
d’affixe Z'tel que: Z' = 3iZ + 13 — 9i.
a- Donne les éléments caractéristiques de S.
b- Quelle est I'image des points C et D par la similitude S ?

c- Montre que les vecteurs CD et S(C)S(D) sont orthogonaux.

2) Soit R la similitude plane directe qui transforme B et C et D en A.
a- Trouve la relation liant I’affixe Z d’un point M et I’affixe Z’ de son image R(M).
b- Donne les éléments caractéristiques de cette similitude (on appellera J le point

invariant). Montre que les vecteurs BD et CA sont orthogonaux.
c- Que représente le point D pour le triangle ABC ?
3) Montre que J est un point de la droite (AB). Donne une mesure en radian de I’angle

des vecteurs (BC ; BA).

- Soit @ un nombre complexe.

1) Résous dans C I’équation : (1 +i)Z% — 2i(a + 1)Z + (i — 1)(a? + 1) = 0.
2) Soient Z; et Z, les solutions de cette équation.
Trouve entre Z; et Z,, une relation indépendante de a.
3) Caractérise la transformation f du plan complexe qui, a tout point M, d’affixe Z;
associe le point M, d’affixe Z,.
4) OnposeZ; =x+iyetZ,=x +iy.
a- Exprime x et y en fonction de x et y.
b- Quelle est I'image par f de la droite (D) d’équationx +2y —1=07?
Problémes.
- Soit f I’applicationde C—{—i} dans C définie par:f(Z) = ZL_+z Dans le plan complexe
rapporté au repére ortho normal direct (o, w’, ¥), on note M le point d’affixe Z.
1) Détermine les coordonnées du point B dont I’affixe Z et telle que f(Zg) =1 + 2i
2) Soit Z un élément de E. on note r le module de Z + i et & une mesure de son argument.
Exprime la forme trigonométrique de f(Z) —i en fonction de r et a.
3) Soit A le point d’affixe — i
a) Détermine I’ensemble (I') des points M vérifiant |f(z) — i| = V2

b) Montre que B appartient a (I').
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- Partie A : Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct( 0 ; u ; v°).

1) Résous dans C, I’équation 2> — (2 + 6i)Z - 16 + 12i = 0

2) SoitP(Z)=Z°— (4 +6i)Z°— (12 — 24i)Z + 32 — 24i

a- Montre que I’équation P( Z ) = 0 admet une solution réelle notée z, que I’on Déterminera.
b- Factorise P(Z) puis Résous dans C I'équation P(Z) =0

Partie B:

Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (o, i, j)

On donne les points A ; B et C d’affixes respectives: Z, =2 ; Zp =4+ 2i; Z, = =2+ 4i
Zc—Zy

Zg—Zy
b-Montre que le point F d’affixe 2i est le milieu du segment [AC]

1) a- Calcule le rapport : et en déduis la nature du triangle ABC

c-Détermine (A) I’ensemble des points du plan d’affixe Z vérifiant I’équation suivante :
|Z —4—2i] = |Z + 2 — 4i]
2) Soit S la similitude du plan telle que S(4) = AetS(B) = C.
a- Déterminons le rapport k et I’angle & de la similitude S.
b- Détermine I’expression de la bijection complexe associée a la similitude S.

c- Endéduis le centre de la similitude S.

Solutions
Forme algébrique

- Ecrivons sous forme algébrique les nombres complexes donnés puis en déduisons la partie
réelle et imaginaire de chacun d’eux :

a)Z=(-1-i)* =>Z=(-1*(1+i)* = (D[ +3(D*Q) +3(DD* + @) ] =>
Z=-1(-2420)=2-2i=>Re(Z) =2 et Im(Z) = -2

b)yz=i®> =>Z=i’xi?xi=(-1)(-1)xi=i=>Re(Z)=0 et Im(Z)=1

i 57 i i _  i(-D _ 1450 _ 1 +,5
—_— = = — puy - — 11—
(14+i)(3-2i) 3—-2i+3i+2 5+i (5)2+ (1)2 26 26 26

c)Z=

1
=>Re(7) = o= et Im(2) = >
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d)z=(1+§)(3—2i)=>z=3—2i+f——4=—1—2i—6 avec f—=%
=>Z=-7-2i=>Re(Z)=-7 et Im(Z)=-2

. On donne les nombres complexes suivants: Z; =1 —2i et Z, =3+ i.
Ecrivons sous forme algébrique : Z, + Z, ; Zy — Z, ; Zy X Zy; Z}¥ %; ;—j

i+ Z, =(1 =20+ (3+ ) =1-2i+3+i=4—i=>Z + Z, =4—i
Zi—Z, =(1-2)—(3+ ) =1-2i—-3—-i=-2-3i=>7Z,— Z, =—2—3i
ZyX Zy =(1=20)%X(34+ ) =3+i—6i+2=5-5i=>Z; X Z, =5—5i

Z? =(1-2i)=1—-4i—4=-3—-4i=>7} =-3—4i

1 _ 1 _ 3-i _3-i_3 1 1_3 1

= i = ——
Zy  3+i (3)2+(1)? 10 10 10 Z; 10 10

Zy _ 3410 _ B4+A42i) _3+6i+i—2 _ 147i
Zi 1-2i (1)2+ (-2)2 5 5

1 1 7
= — [—=>—=— | —
5+ 5+ 5

Forme trigonométrique - Forme exponentielle

. Détermine les formes trigonométriques et exponentielles des nombres complexes suivants :

a)Z=—i=> |Z|=1 et arg(Z2) = —% alors Z=cos(—§) +isin(—§)

b)Z=+3+ i=> |Z| =2 et arg(Z) = % alors Z = 2[005 (%) + isin (%)]

e _\/7 _ m _5n _\/E[ (571:) o (511:)]
c) Z= > —>|Z|—2 eta1rg(Z)—7r+4—4 alors Z = 5 [cos\ 3 + isin 2

d)Z=-1+iv3 => |Z| =2 et arg(Z)=ﬂ—%:2?ﬂ alors Z:Z[C"S(Z?n) + iSi"(z?ﬂ)]

5 2 5 5
) Z=—1—i=>|Z| =2 et al’g(Z)=Tn alors Zzg[c"s(?ﬂ) + iSin(Tn)]
3 ) T 7
fZ=(-V3-1i) .Posons A=—+V3-i=>|A|=2 et argA)=m+g ="

7

= |Z| =14 =12)3 =8 et arg(Z) =arg(4)? = 3arg(4) = 3(7—5) =%
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Nombres complexes

Alors Z = 8[005( )+ lsm(76ﬂ)]

-3

g)Z= 1+_il. Posons :
s s
A=—~3—i=> |A| =2 et arg(A)=n+g ==
B=1+i=> [B|=+2 et arg(B)=%
1Al _ 2 _2v2 _
Alors |Z| = |B| | \/E > =2 et
Vi Y
arg(Z)—arg() arg(A) — arg(B) = P
- _lr—3n _1lm - U o ein (U
=>arg(Z) = 5 =0 anrsZ—ﬁ[cos(lz)+lSln(12)]
h) Z=(1 +i)(—2—2i).Posons :
A=1+i=> |Al=+2 et arg(A)=%
. s 5w
B=—=2-2i=> |B|=2V2 et arg(B)=7T+Z=T

Alors |Z| = |A| x |B| = V2x2V2 =4 etarg(Z) =arg(A x B) =arg(A) + arg(B)

=>arg(Z) % %T :%T :37 alors Z = 4[005(2) + lSlTl(32T[)]

.—51
i) Z=(-1+1i)e' 6 .Posons:

A=—1+4+i=> |A| =2 et arg(A)=—% alors A = 2e' T

.—5m

Bze e => Z=AxB=v2e' T xe ¢ =Ie 1 _\/—[COS( )+m (- 137r>]

12

Alors Z = \/_[cos( 132) + zs'n( 13”)]

12

J)Z = —cosa + isina

|Z| = /(—cosa)? + (sina)? =+cos?a + sina =1
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cosf = —cosa
arg(Z) est tel que : et =f0=n1—«a
sinf = sina

Alors Z = cos(m — a) + isin(m — a)
k) Z== —cosa — isina

Nombres complexes

De méme, ici : le cosinus est négatif et le sinus est négatifdonc 6 =7 + «

Alors Z = cos(m+ a) + isin(m + «a)

l) Z== cosa — isina

De méme, ici : le cosinus est positif et le sinus est négatif alors 6 = —a

Alors Z = cos(—a) + isin(—a)

. Le tableau Complété est le suivant :

F. Algébrique _5(1 — i\/§) _72_'_ i72 —VZ-i\2
F. Trigonomeétrique 10[cos (4?”) + isin (4?”)] [cos (_TSH) + isin (i)] 2 [cos (%) + isin (%)]
F. Exponentielle 106% . % Ze_%

-Onpose:A:S\/f(1+i);B:—5(1 + W3)

} . _ B A
1) Déterminons le module et un argumentde: A; B; A ; rE A X B et 72

A=5VZ(1+i)=> |Al =10 et arg(A)=%

B=-5(1 +iV3)=> |B|=10 et arg(B)=m+ = —

i

[A | =|A| =10 etarg(Ad ) =—arg(4) = -3

|B| _|Bl _10
A

|Ax B| = |A| x |B] =10 x 10 = 100 et arg(A x B) = arg(A) + arg(B) = (%) + (

T 1 et arg (% ): arg(B) — arg(4) = (4?”) B (%)

_13nm

12

471) _ 19
37 12
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A _JAL _ 1Al _ 1 A
|— —ﬁ 5P 102 m (—2)= arg(A) — arg(B?) = arg(A) — 2arg(B)

ara ()= ()-2(8) -5 %=~

2) Soit Z un nombre complexe tel que : AZ = B
a- Ecrivons Z sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

Forme algébrique de Z :

B_-5(1+iv3) _-(1+ivV3) _ -1-iv3 ( 1—1\/")(\/"—1\/—)

AZ =B == =S harw | Via+)  Vaiiz V2)'+(v2)°

V2 VG +i(VZ ) _ f—f (ﬁ—m
4

=7 =

2= . (Z-V8)
4

D’ou la forme algébrique de Z est: Z =

Forme trigonométrique de Z :

137

- . B = B-
D’apres la question 1) on a: |A| =1 et arg(A )‘ 12

D’ou la forme trigonométrique de Z est : Z = cos (1132 ) + isin (113—2”)

L. 13m . 13m
b- En déduisons les valeurs exactes de Cos? et Sln?

Pour cela on égalise la forme algébrique et la forme trigonométrique.
Z = cos (13 ) + isin (Bﬂ)
! 12 12

=> cos (—n) + isin
_ -6 , (21§ E
kZ = 7 + i 7

13wy _—V2-V6 . (V2-V6)
(12) 4 L7

137‘[) -vV2 -6 of sin(13”) (V2-+6)

Par identification, on a : cos( = 2 = 2

c- Calculons (2)'?

Pour cela on utilise la forme trigonométrique de Z

Z = cos (113;) + isin (113;) = (2)'2= [cos (1132 ) + isin (113—;) ]12
(2)'? = cos (12 X —) + isin (12 X 113—;) = cos(13m) + isin(13m)
D’ol (2)' = cos(13m) + isin(13m)
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-Onpose: Z=v2-V3 —i2+3

1) Calculons Z? puis Détermine son module et son argument

Z=+v2-V3 —i2+3 :>ZZ=(\/2—\/§ - i\/2+\/§)2 I

72=(V2=\3) —2i(2—v3) (V23 ) + (W2 +V3 )
= (2-3) -2 [(2—V3)(2+V3) - (2 +3)
=(2-V3)-2i |2 - (V3)' = (2 +3)

=(2-V3)-2iV4=3-(2+3)
=(2-V3)-2iV1-(2++V3) =2-V3-2iVI-2-V3=-2V3-2i

=>72%2 = —2/3-2i

|22 =\/(—2\/§)2 +(-2)2=V4x3+4=+16=4

et =>9=arg(Zz)=n+%=E

4 2
=>
6

arg(Z*)est tel que : { et

k c036=_72 kc036=_71

2) En déduisons le module et un argument de Z
1Z2| =4 & |Z|* =4 =>|Z| =2

arg(zz) :%T & 2argZ :%T =>argZ :%

. I-Onpose: | Z|=2V2 et arg[(1+i\/§)z]:i—;

Déterminons la forme trigonométrique et exponentielle de Z.

arg[(1+iV3)Z] = Z—Z & arg(1+iV3) +arg(2) = 1—72[ =>arg(Z) = Z—Z —arg(1+iV3)

7 7w —4 3
=> arg(Z)=£ —g avecarg(1l+iv3) = % =>arg(Z) = ﬂ12 ud =£ =%

D’oul la forme trigonométrique de Z est : Z = 22 [Cos (%) + isin (%)]
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Nombres complexes

Et la forme exponentielle de Z est : Z = 2\/?8@

6—iV2 .
II-Onpose:Z:\/—zl\/— et Z =1-1

. Z , . . . e
1) Ecrivons - Sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.

6—iV2 ,
PoseZ:% et Z =1-1i

- Forme algébrique :

B Bevz, ez
=> — = = + i
z' 1—i 4 4
- Forme Trigonométrique
6— iV2
Z=% =>|Z|= V2 etarg(Z) = —=

Z'=1-i=>|Z"|= V2 etarg(2) = —~

= |_| ||zZ|| - g_ =1 etarg(Z)=arg(2) —arg(z) = (- ) - (=) = =

\ . - zZ
D’ou la forme Trigonométrique de 7 est
1z]

? 2] [cos(H 0) + lsm(H 6 )] §= g— [cos (%) + isin (f—z)]

7
=2z cos (12) + isin (12)

2) En déduisons les valeurs exactes de cos (12) et sin (1772)
Pour cela on égalise la forme algébrique et la forme trigonométrique.

A
{7 = cos (12) + isin (12) - my_NE+VZ . NG-12
k_ _\/_ i, (ﬁ—ﬁ) => COS(lZ) + lSln(lz) " i—

4

7'[) V6+V2 Sin(lnz):\/g—«/f

Par identification, on a : cos (12 2 et 7
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Détermination de I’ensemble des points
- Déterminons les ensembles suivants :

1) L’ensemble (Q) des points M d’affixes Ztelsque : | Z —i| = 2

Posons: Z, —i=0=>2, =i =>A(})

Alors L’ensemble (Q2) des points M cherché est le cercle de centre A((l)) et de rayon r = 2.
2) L’ensemble (T') des points M d’affixes Ztelsque: | Z —i| = 2

Posons: Z, —i=0=>Z, =i=>Z,=—i=> =>A(")

Alors L’ensemble ( I' ) des points M cherché est le cercle de centre A(_Ol) et de rayon r = 2.

3) L’ensemble ( 1) des points M d’affixes Ztelsque: | Z+1—2i|=|Z—1—1i]|

Z, +1-2i=0 Zy=—1+2i Zy=—1+2i A
Posons : et =>{ et :>{ et => et
Zg—1—-i=0 Zy=1+1i Zg=1-—1i B(—ll)

Alors L’ensemble (T') des points M cherché est la médiatrice du segment [AB]
4) L’ensemble ( ¢ ) des points M d’affixes Z tels que : arg( Z - 1+ 2i) = %+ kr
Posons: Z, - 1+2i=0=>2, = 1-2i =>A()

Alors L’ensemble (¢) des points M cherché est la est la droite (D) passant par le point

A(_lz) et faisant un angle o = % + kmr  avec I’horizontale.

5) L’ensemble (@ ) des points M d’affixes Z tels que : arg(2Z- 2+ i) = —% + km
arg(2Z- 2+ i) = —% + km

=>—arg(2Z+2-1i) = —%+kn

=>arg(2Z+2-1i) :%— km

:>arg[2(Z+1—%i)]=%— kr & arg(2) + arg(Z+1—%i)= % —km

=>arg(Z+1-2i)=2— kn =>arg(z 1+ 1)) =2 —«
=>arg(Z+1-3i)=3— kn =>ag|Z— (= 1+ 3i)| = 7 —kn
|
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<=>arg(Zy — ZA)— — —kmAvecZ,=—-1+ —l => A(l)
2

Alors I’ensemble (®) des points M cherchés est la droite ( D ) passant par le point A( 1 )
2

. T .
faisant un angle a = 7 avec I’horizontale.

- Le plan est muni d’un repére orthonormal (o; 7; J)

1

. - . +
Soitz = x + iy unnombre complexe distinct de 1 et soit Z = j_—l

Déterminons puis construisons I'ensemble des points M dont I'affixe z vérifie les conditions

indiquées :
+1
R R e R PESUEIPEEY
Zy+1=0 Zy=-1 A(Y)
Posons:{ et = et =

Alors L’ensemble des points M cherché est la médiatrice du segment [AB]

2) Z est un réel.

z+1

z—1

Onsaitque: Z = x + iy

_ (x+iy)+1_ (x+D+icy) _ [+ +iy[(x=1)-i(y)]

i S (x+iy) -1 (x=D)+i(y) (x=17+(y)?
D G e [ o3 ) R S L2y
DTy (D eyt (D ey

Zestunréelsi -2y =0 =>y =0
Alors I’ensemble cherché est I’axe des abscisses.
3) Z est un imaginaire

Z est un imaginaire si x° +y°-1=0
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Alors I’ensemble cherché est le cercle de centre (Oj etderayonr=1

Linéarisation.
En utilisant les formules de Moivre et d'Euler, linéarisons les expressions suivantes :

X .
5 7 D)= cos’xesin’x

A(x)=cos’x ; B(x)=sin’x ; C(x)=cos
LinéarisonsA; B; C; D

e Utilisation des formules de Moivre

A(x) = cos’x

Posons 0 = x => A( x ) = c0s’0 = (Cos@)? =

(Z +Z)3 _(Z+7)3 _ 7343227 +327%+ 73
2 (2)3 8

> A(x) (z3+ Z3) + (322Z+322%) _ (z3+7Z3)+ (322Z +322%) _ (Z23+Z3)+32Z(Z+2)
= X = —_— —_—
8 8 8

Or Z"+ Z"=2Cos(nf) =>Z%+ Z3=2Cos(30) et Z+Z =2C0sO
De méme Z"Z"=1=> 77 =1

2Cos(38)+ 3(2Cos(0)) _ 2Cos36+6Cosb6 _

2
=>A(x) = 5 5 =3 (Cos36 + 3 Cos6)

=>A(x) = %(00539 +3Cos0) orf=x

=>A(x)= %(Cos3x + 3 Cosx)

3

B(x) = sin°x

7- 2)3_ (Z-2)3 _ z3-3727 +3222- 73

=x = =sin30 = ) 3= -
Posons 0 = x =>B(x) = sin“6 = (5ind) (zi (2i)3 —8i

73-73)+ (3227 43272 73-73)-3z7(z-7
gy = BT ) o (-2 - s2zcz-2)
—8i —8i
Or Z" — Z"=2iSin(n@) =>Z3 — 73 =2iSin(30) et Z—Z =2iSin®
De méme Z"Z"=1=> 7ZZ =1
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2iSin (36)+3(2iSin(0)) _ 2iSin36+6iSin B

=>B(x) = —8i —8i

2i oo .
== (sin36 + 3Sing)
=>B(x) = — 3 (Sin36 + 3Sing) or0=—=x
=>B(x)= —% (Sin3x + 3Sinx)

Clx)= cossg

ZLZ_)S_ Z+2)°

:fz = 50 = 5 = (
Posons 60 > > C(x) =co0s’0 = (Cosh) > D

7545247 4102372+ 102273+ 527*+ 75

C(x)= >
75+75)+ (524Z +527*) +(1023Z2 +1022Z3
Ss o) = T ) +( )
32
75+75)+52Z(Z3+ Z3) +102%27Z2(Z + Z
ooy BTN 2 (2+2)

32

Or Z"+ 7" =2cos(n@) =>Z° + Z° = 2cos(50); Z> + Z3 = 2cos(30) et
Z+Z =2cos6

De méme Z"Z"=1=> ZZ=1etZ?7?> =1

2Cos (508)+5(2Cos (36)) +10(2 CosB)

:>C( x ) = P

2

= (Cos56 + 5 Cos36 + 10CosH)
1 X

=>C(x) =1 (Cos56 + 5 Cos36 + 10CosH) or 6 =

= =L (cos 3x x
—>C(x)—16 (Cos 5 +5Cos >+ 10C032)
D(x) = cos®x x sinx

. . , , 1 .
3x = (cosx x sinx)® . Or 2sinx X cosx = sin2x => sinx X cosx = = sin2x

cos3x X sin 5

. . 1. 3 1
=> cos3x x sin®x = (cosx x sinx)3 = (5 sm2x) = gsm3 2x
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1
Posons 0 = 2x =>D(x) = %sin36 = % (SinB)3 = §(

z- 2)3_ 1(@Z-12)3
2i 8 (2i)3
73-3727 4377273 (23—73)+ (-32%z +3Z72)

—8i B —64i

1
=>D(x) = g X

(z3-Z3)+(-32%2Z +322%) _ (z3-273)-3zZ(z-2)

=>D(x) = —641 —64i

Or Z"— 7" =2iSin(nh) =>Z3 — 73 =2iSin(30) et Z—Z =2iSind
De méme:
Z"7n=1=> 7Z=1

2iSin (30)—3(2iSin (0)) _ 2iSin36—6iSin 6

=> D)= —64i —64i

=>D(x) = — 35 (Sin30 — 35inf) or0=2x
=>D(x) = —% (Sin6x — 3Sin2x)

e Utilisation des formules d’Euler
A(x) = cos’x

(e + e—i9)3

i —i0
Posons 6 = x => A(x ) = ¢0s0 = (Cos0)* = (e 0 ) =

2 (2)3

e3i9+362i96_i6+3ei6€_2ie+e_3i9

:>A(x): 3

e3i6 +e—3i6 +3ei9+3€—i9 _ (e3i9 +e—3i9)+3(ei6+e—i9)
8 - 8

=>A(x)=
Or em? + e=9 =2Cos(nh) =>e39 + e739=2Co0s(30)
Et e + e = 2Cos0

De méme e0 o g7M9=1=> g0 ¢ ¢70= 1

2Cos(30)+ 3(2Cos(0)) _ 2Cos36+6CosH _

2
=> A(x) = =3 (Cos36 + 3 Cos0)

8 8

=> A(x)=%(C0539 + 3 Cos6) or B=x =>A(x)=%(C053x+3Cosx)

Nombres complexes

_ 20 . .
Sy (5in36 — 3Sin6)
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Résolution d’équations et systéemes.

- Résolvons dans C les équations suivantes :
a)Z?—27+2=0 =>A=—4=4i? alors:

_—(=2)—V4i? _2-2i

—(—2)+ V4i%? _ 2+ 2i _

Zi = 20 = =1—-i e Z,= o) > 1+
=>S={1—-i;1+1i}

2 —(=2) _2
b)Z+-2Z+1=0=>A=0alors:Z,=2,=Z, = 2D _3:1 =>S={1}

€) Z? + 2sinaZ +1 = 0=>A=4sin’a — 4 = —4(1 — sin*a) = 4i*(cos’a) = (2icosa)?

_ —(2sina ) — y/(2icosa )2 _ —2sina — 2icosa

Zy =

= —sina — icosa et

2(1) - 2
—(2sina ) + +/(2icosa )2 _ —2sina + 2icosa . .
Z, = = = —sina + icosa
2(1) 2
=> S ={-sina — icosa ;—sina + icosa}

d) Z? — 2cosaZ + 1 = 0=>A=4cos’a — 4 = —4(1 — cos’a) = 4i%(sin*a) = (2isina)?

_ —(=2cosa ) — /Q2isina )2 _ 2cosa — 2isina

Z = = =cosa — isina et
1 2(1) 2

_ —(=2cosa )+ +/Qisina )2 _ 2cosa + 2isina
- 2(1) - 2

Z, = cosa + isina

=>S = {cosa — isina ; cosa + isina}
e)4Z* - 4(1 + i) Z — (45 +26i) =0
A= [-4(1+ D)% - 4(4)[- (45+26i)]=16(1+2i—1) — 16(— 45 — 26i)

= A=720+448i

x% — y2 =720 x% — y2 =720 (1)
2xy = 448 <=>{ xy= 224 (2)
x% + y? = /(720)% + (448)2 x?+ y? =848 (3)

Effectuons: (1) +(3)

Ona:2x? = 1568=>x2= 784 =>x = —28 ou x =28
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(2):xy= 224 >y—ﬁ
e Six= —28 =>y=%:—8 et 6.= x+iy =>8 =—28—8i
e Six'= 28 =>y’=%:8 et 8,= x'+iy' =>8,=28+ 8i

Alors les racines carrées de Z, sont 6, = —28 — 8i et 6,=28+ 8i

—[-4(1+i )]+(—28—8i) —24—4i

&= 2(4) =33
= [=4 (1+i)]+ (28+80) _ —24—4i _ 3. o 1. 3.,
Z,= 204) = 3 —4+El—>s—{—3—5l,4+§ll}

1) Développons le produit de facteurs suivant : (x — 1)(x3 + x% + x + 1)
-3+ x2+ x+1)=x*-1

2) Résolvons dans € I’équation Z* = 1

I'=1©2'-1=0 *-DZ*+1) =0 (Z2-1)=0 ou (Z2+1)=0
AlorsZ2—1=0=>7?=1=>Z=-1o0ou Z=1
DemémeZ?+1=0=>22=-1®272*=i2=>7=—i ouZ=i
=>S={-1;1;-i;i}

3) En déduis des questions 1) et 2) , la résolution des équations

Z-D(Z3+72*°+Z+1)=0 et

[ 3Z+z 1” 32+z 32+i)2+ (32+i) +1]:0

Z—l Z-1

e (Z-1D(Z3+Z>+Z+1)=0<x2Z*—1=0.Daprés les questions 1) et 2),ona:

Z1= -1 ;2Z,=1;2Z3 =—i ; Zy=1
Gy

En effectuant un changement de variable, on pose : Z = ( P ) ainsi I’équation dévient :

+0\3 37 + i)z
7-1

(3Z+i
Z-1

)+1]=o

CZ-D(Z3+2*+Z+1)=0=>2Z,=-1 ;2Z,=1;2Z; =—i ; Z,= i
. 3Z+1i
—Sizy= —1® = 1l=—1®32 +i=-1Z-1)©4Z=1— i
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epoizi 1L
4 4 4
. 3Z+1i
~SiZ,=1®—=1932 +i=1(Z-1)©®2Z=-1— i
—1—i 1 1
=/7= e
2 2
. i 3Z+1i i i X i
= SiZ3=-i®——=-193Z+i=-i(Z-1)®ZB+)=0=>Z=0
. 3Z+1i 1 3
—S|Z4:i<:>Z_ll:i<i>3Z+i:i(Z—l)<:>Z(3—i)=—2i:>Z:E—Ei
-~>g-f(t _ 1, 1 1. 4 1 _ 3.
'>S'{4 2Tz~ 70505 51}

- On donne le nombre complexe Ztelque:Z =2+ 3i
1)  Vérifions que Z*=—119 - 120i
7%= (2 +3i)* = (2)* +4(2)° (3i) + 6(2)* (3i)® +4(2) (3i)® +(3i)*
=16 + 96i - 216 - 2160 + 81 = —119 - 120i =>Z*=—-119 - 120i

2) Déterminons les racines 4°™ de 1

. : . 3 S s s . 2km
Les racines 4°™ de 1 sont les racines 4°™ de I’unité qui sont données par la formule : [ 1;=—
orm=4=>zy,=1,; z1=10 ; z,=—1; zz3=—1i

3) En déduisons les solutions de Z* = — 119 - 120i
Onaz*=—119- 120i & Z*=(2 + 3i)*

Donc pour Trouve les solutions de Z*= — 119 - 120i, on multiplie les racines 4°™ de I’unité
par (2 + 3i) Ainsi:

Zi=29 X(2 + 30)=>Z,=1x(2 + 3i)=2 + 3i
Zo=2,X(2 + 30)=>2Z,=ix (2 + 3i) = —3 + 2i
Zs=2,Xx (2 + 3)=>Z3=—1%X (2 + 3i) = —2- 3i

Zi=2z3x (2 + 30)=>Z4=—ix (2 + 3i) = 3—2i

e
Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 1. Nombres complexes. Page 41



Nombres complexes

- Résolvons dans C? les systémes :

ZIXZZ=6 P=6 , el 174 H . y2 —
1) {Zl+Zz=5 & {S=5 Résolvons ainsi I’équation : X* —SX+P =0
=>X2-5X+6=0=>A=1 alors X; =2 et X;=3=> =>S={(2;3); (3;2)}

, {(2 +3i)Z —5Z =-1 (1
) 1-0Z+2Z =21+ ()

En multipliant I’équation (1) par 2 et I’équation (2) par5,ona:

{(4 +60)Z —10Z = -2 (1)
(5-50)Z+10Z =101 +i) (2)

=> 7[(4 + 60) + (5 — 50)] = =2 + 10(1 + i)

8 + 10i
=>Z(4+6i+5—-5)=—2+10+10i © Z(9+i)=8+10i =>Z= 9+il
_ _(84+100)(9— i) 82+82i _ o .
= 7= OO =14i=>Z=1+i
En Remplagant Z par sa valeur dans I’équation (1),ona: —5Z2'= —5i=>27"=1i

=S={1+i;i);{;14+i)}

Résolvons dans € le systéme suivant :

x—y+iz=0
{x+y— z=0
A+idx—2y=2z-2i

En utilisant la méthode triangulaire (méthode du pivot de Gauss), le systeme dévient :

(x—y+iz=0
x—y+iz=0 2y —z(1+i) =0
x+y—z=0 => Z@2+1i) =2i
A+idx—2y=2z-2i 2
N Z=35
2i 2i(2—1i) 24+ 40 2 4 2 4
= = = = St = => =4+ |—
2= T o e 5 stig =2 =35tz
3 .3 1 1 1 1 3 .3 2 .4
- 24z - + = =>s={(= - =2 2.2 =
y ot i etx=7 i3 >S {(2 +15, 10+15,5+15)}
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- Dans le plan muni d'un repére orthonormé ( O, T, ]) , on considére le polyndme P(Z) telque :

P2)=Z°-(B+5)Z2+(—4 + 9i) Z+6- 4i

1) Démontrons que I'équation P(Z) = 0 admet une solution réelle que I'on notera Z;, dont on
Déterminera la valeur.

Soit Z; = a cette solution réelle telle que :
Z3-(3+5i)Z2+(—4 + 9i)Zy+6-4i=0,
@3- (3+5i)(@)?+ (=4 +9)(a)+ 6—4i=0
a3 —-3a%— 5ia’— 4a+9ai+6—4i=0

3—-3a’—4a+6)=0(1)
(a3 —3a2- 4a+ 6 i(—5a%>+ 9a—4 =o<:>{(a
(a a a+ 6)+ i(—5a°+ 9a ) (—5a%+ 9a—4) =0 (2)
NB : On résous toujours I’équation qui semble la plus facile.

Ainsi résolvons I’équation (2): —5a’+ 9a—4 =0 =>A= (9) - 4(-5)(-4) =1

=>a; =1 eta, = %
Et par vérification dans (1), on remarque que :

a; = 1 estlaseule solution qui vérifie I’équation (1)
D’ou Z; = a = 1 estlasolution réelle

2) Factorisons P(Z) puis résolvons dans C I'équation P(Z) =0

P(Z)=Z%- (3 4+ 5i)Z* + (— 4 + 9i) Z + 6 — 4i ( En utilisant la méthode d’Horner )

1| -3-5| —4+9i 6 —4i

| 1 1 —2-5i | —6+4i
l 1[-2-5i | —-6+4i 0
Z, a b c

=>7°-(3+5))Z%+(—4 + 9i)Z+6-4i= (Z-2,)(aZ*+bZ+c)

SZ-(B+5)Z°+(—4 + 9)Z+6-4i= (Z-1)[Z2+ (—2—50)- 6 +4i]
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DoUP(Z)=0©Z°-(3+5)Z%+(—4 + 9i)Z+6-4i= 0

(Z-1)[2+ (—-2-50)Z- 6+4i|=0®Z-1=00u Z>+ (-2-5)Z- 6+4i=0
=>Z7=1=>27 =1 ou Z*+ (—2-5i)Z- 6+4i=0

SiZ2+ (—2-50)Z- 6+4i=0=>A=[-Q2+5)*— 4(1)(- 6 +4i) =3 +4i

x?—y*=3 x>*—y2=3 (1)
2xy = 4 <=>{xy=2 (2)

X+ yr =372+ (47 x*+y?=5 (3)
Effectuons: (1) +(3)

Ona:2x2 =8=>x2=4 =>x= -2 ou x=2

2
(2):xy= 2 =>y=7

2
2
o Six'=2 =>y’=32=1 et Sr=x'+iy' =>6,=2+1i

o Six=-2 =>y=—=-1 e 6&=x+iy =>6=-2-1i

Alors les racines carréesde Z sont : 6;=—2—1i et §,=2+ i

—(=3i)+(—2-0) _ 4
2(1) T2

Zz: =2i

7 _=(=3i)+(2+i) _4 +6i
3T 2(1) R

=2+4+3i=>S={1; 2i ; 2+3i}

- Dans le plan muni d'un repére orthonormé ( O, T, ]) , on considére le polynéme P(Z) telque :
P(2)=Z°-4iZ>-(6+1i)Z+3i- 1.
1) Montrons que I'équation P(Z) = 0 admet une solution imaginaire pure.
Soit Z, = ib cette solution imaginaire telle que :
Z3 —4iZ3 —(6 + i) Zy+3i-1=0,
& (ib)3 — 4i(ib)? — (6+i)(ib)+ 3i—1=0
& —ib®+ 4ib> — 6ib+b+3i—1=0
&(b—1)+ i(—=b3>+ 4b*>— 6b+3)=0

e
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{ (b-1)=0 (1)

(—b>+4b2—6b+3)=0(2)
NB : On résous toujours I’équation qui semble la plus facile.
Ainsi résolvons I’équation (1) qui est laplus facileaRésous: b —1=0=>b =1
Et par vérification dans (2 ) , on obtient :
- (13 +41)%*-6(1)+3=0
&=14+4-6+3=0
& —-3+3=0
~0=0 Vraie
D’ou Z, =ib = iestlasolution réelle

2) Factorisons P(Z) puis résolvons dans C I'équation P(Z) = 0.

Factorisons : Z®-4iZ°-(6 + i)Z+3i-1

1 —4i —6—i 3i-1
i i 3 -3i+1
l 1 —3i —3— 0

Z, a b c

=>7%-4i7°-(6 + i)Z+3i-1= (Z-2,) (aZ®+bZ+c)

> Z%-4i7°-6+i)Z+3i-1=(Z2-i) (2% 3iZ-3—1i)
DouZ®-4iZ?—(6+i)Z+3i-1 =0 (Z-i) (2% 3iZ-3—i)=0 =>
Z-i=0 ou Z?-3iZ-3-i=0 ©Z=i =>Z,=iouz?’-3iZ-3—-i=0
=>A= (—3i)>— 4(1)(-3-i)=3+4i

x> —y?=3 x> —y?=3 (1)
2xy = 4 <! xy =2 (2)

x2+ y2 =(3)% + (4)? x>+ y?=5 (3)
Effectuons: (1) +(3)

Ona:2x%2 =8=>x2=4=>x= -2 ou x=2
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2
(2):xy= 2 =>y=-

o Six=-2 =>y= =-=1 e & =x+iy =>6,=-2—1

I|N
N

=1 et 6&=x"+iy" =>6=2+1i

SIS

o Six'=2 =>y'=
Alors les racines carréesde Z sont : §1=—2—1i et 8§, =24+ i

—(=3i)+(=2—-1i) —2+42i

2(1) =Ty Tl

Z=

7 = (=3i)+ (2+1) _2+4i
2- 2(1) T2

=1 +2i
=>S={i; —-1+i; 1+4+2i}
- Dans le plan muni d'un repére orthonormé ( O, T, ]) , on considére le polyndme P(Z) telque :
P(Z) =Z%+2(1—2c0s20)Z? + 4(1 — 2c0s26)Z + 8
1) Calcule P(-2).
P(=2)=(-2)3+2(1 — 2c0s26)(—2)% + 4(1 — 2c0s20)(-2) + 8
=—8+48(1 —2c0s26) — 8(1 — 2c0s26) +8 =10
=>P(-2)=0

2) Factorisons P(Z) puis résolvons dans C I’équation

2 —4cos260 | 4 — 8cos260 8
-2 8cos20 -8
—4co0s20 4 0

:

P(Z) = (Z - 2))(aZ? + bZ +¢)

=>P(Z) = (Z +2)(Z% — 4Zcos20 + 4)
3) Ondésigne par Z; ; Z, et Z; les solutions de I’équation P(Z) = 0.

Résolvons dans C I’équation P(Z) = 0.

e
Idrissa DEMBELE. PESG. ECICA. Chapitre 1. Nombres complexes. Page 46



Nombres complexes

(Z+2)(Z? —4Zcos20 +4) =0 =>Z+2=00u Z> —4Zcos20 +4 =0
742=0=>27 =-2

Z? —47c0s20 +4 =0 =>A= (—4c0s26)? — 4(1)(4) = 16c0s?26 — 16
=> A= —16(1 — c0s?26). Or cos?26 + sin?26 = 1 =>sin?260 = 1—cos?26
Donc A= —16sin?26 = 16i%sin*20 = (4isin26)?

4c0520—/(4isin260)2  4cos20— 4isin20 .
=/, = > = > = 2c0s20 — 2isin26

__ 40520+ (4isin20)? _ 4cos20+ 4isin 20
= . =

Z3 >

= 2c0s20 + 2isin20

S={-2; 2c0s20 — 2isin20 ; 2cos20 + 2isin26}

Calculons le module et un argument de Z; ; Z, et Zs.

Pourz, = -2

1z = /(2> = V& =2
cosa = _7 cosa = —1

arg(Z,) esttel que : et <=> et =a=7n
sina =g sina =0

Dou|Z;|=2 etarg(Z) =m

Pour Z, = 2c0s20 — 2isin20

1Z;| = /(2c0s20)2 + (—2sin20)2 = \/4(c0s?26 + sin?20) = V4 =2

__ 2cos26
cosa =— cosa = cos20
arg(Z,) est tel que : et <=> et =>aq=-20
sina = _252"29 sina = —sin26

D’ou |Z,| =2 et arg(Z,) = —20

Pour Z; = 2c0s20 + 2isin260

1Z3] = /(2c0s20)2 + (25in20)? = \/4(cos220 + sin?20) = V4 = 2
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__ 2cos26
cosa =— cosa = cos29
arg(Z;) est tel que : et <=> et =>aq =20
sina = 25‘;‘29 sina = sin20

D’ou |Z3] =2 et arg(Z3) =20
4) Ondésigne par A ; B et C les points d’affixes respectives Z; ; Z, etZ;.

Déterminons les valeurs de 6 pour que le triangle ABC soit équilatérale

Z3=71

u
] el3
Z2—71

Le triangle ABC est équilatérale si et seulement si

Z3—Z1 = (2cos 26+ 2isin26)—(-2) T .. 2¢0s20+ 2isin20+2
=e3 — = cos = +isin
VARAL (2c0s260—-2isin260)—(-2) 3

S|

1
=-+4i
3 2c0s20— 2isin26+2 2

cos20+isin26+1
cos260—isin260+1

1 /3 2c0s20+ 2isin260+2 .
=18 o — =1+iV3
2 2 cos20—isin26+1

& 2c0s20 + 2isin26 + 2 = (1 + iv3 )(cos26 — isin20 + 1)
& 2 + 2c0s26 + 2isin20 = (1 + cos26 +3sin20 ) + i(V3 + V3cos26 — sin26)

2+ 2c0s20 = 1+ cos26 + V/3sin28 c0s20 —/3sin260 +1 =0
=> &

2sin26 = /3 +/3c0s20 — sin26 c0s260 —+/3sin20 +1 =0
c0s20 —/3sin20 +1 =0 & cos20 —+/3sin20 = —1 ¢>cosgc0529 - sin%sinZ@ = —%

cos (g + 26) = —cosZ & cos (g + 26) = cos (n - E) & cos (g + 26) = cos (Z—R)

3 3 3
T 120 =240k 20 =27 _T 4 ok m
3T20 =3+ 2km =3 —gtékm 20 =3+ 2kn
L= ou L= ou L= ou
Ti20=-2"4okr (20=-22_T4oknr 260 = —n+2kn
3 3 3 3
9=%+k7r
& ou => 96{%+k1‘[;kEZ}U{—g+kﬂ;kEZ}
9=—§+k7r
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. o 9
- Soit f la fonction a variable complexe Z telle que : f(Z) = Z* — 32> + EZZ— 3Z+1

1) Prouvons que si Z, est une solution de I’équation f(Z) = 0 alors les complexes :

Z, et — en sont aussi.
A
. N 9
Z, est solution de I’équation f(Z) =0 ¢ Z§ — 3 Z3 + 2 Z:-37Z,+1=0

En appliquant la propriété du conjugué (Z + Z2' = Z + Z_’) ona:

— — — 9 = _
=74~ 323 + 523-32, +1=10 ®Z§ - 323 +523 - 37, +1=0

A 1 ] ] ] 4 3 2
De méme — est aussi solution si <i> — 3<i) +2 (i> - 3% L +1=0
Zy Zy Zy 2\Zy Zy

Conclusion : si Z, est une solution de I’équation f(Z) = 0 alors les complexes :

_ 1 .
Zy, et — ensont aussi.
A

2) Déterminons f(1 + i) eten exploitant ce qui précéde, trouvons toutes les solutions
de I’équation f(Z2)=0.

f(l+i):(1+i)4—3(1+i)3+§(1+i)2—3(1+i)+1:O:>

Zo=t+i ;i Gm1-i; bele Lo oliol L (1)Ll
0= ETL s LT ATl T T T 2 e?2 2 2 2! o) 2 T2t
, s . e ) . .01 1, 1 1,
D’ou les solutions de I’équation f(Z)=0 sont : S:{ 1+i;1—-1; Tyl ol }

-Soit le polyndme P(Z) définie par: P(Z) =Z* - (1 +v2)Z3 + (2+V2)Z2?2 = (1 +V2)Z + 1
2
1) Vérifions que : P(Z) = Z?2 [(Z + %) - (Z + %) (1+v2)+ \/7] avecZ # 0
P@)=z*-(1+vV2)Z23+(2+V2)22 - (1+V2)Zz + 1
En mettant  Z?2 en facteur, ona:

P@)=22[22 - (1 +V2D)Z + (2 +V2) — (1 +2) + Ziz] &

1
A

P(Z):ZZ[ZZ—Z—\/EZ+2+\/7— V2 i] ©
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P@)=22[(22+ 2+ 5 )+ (-2-5) + (—V2z-2) +vZ] ©

P@)=22[(22+ 2+ & )= (2+3)-VZ(z+3)++2Z] @

VA
_ 72 1)? 1
P2)=2 [(z+ ;) —(z+5)(+v2)+ \/7] ®
2) En utilisant la question précédente, résolvons I'équation P(Z) = 0.

P(Z)zO@Zz[(Z+%)2—(Z+%)(1+\/7)+ ﬁ]<:>22¢o ou

1\2 1 _
(z+3) - (z+5) (A +V2)+ V2 =0
Effectuons un changement de variable en posant X = + % , alors I’équation dévient :

X2—X(14V2) + VZ =0=>A=[-(1+V2)] —4()(V2) =1 - 2VZ + 2=>
A= (1-+2)" Ainsiona:

D0 ey 0o vt v e 2vE

1= 2(1) 2 2 2

V2

. DI VD (14D +(1-vE) 14T 1- VT _ 2 »
1= 2(1) - 2 - 2 T2

- SiX=\/§®Z+%=\/7®Zz—\/72+1=0:>A:(—\/7)2—4(1)(1)=2—4

=—2=>A=2i?
2 —ivV2 2 2 +ivV2 2
AIorle=r l\/—=g—ig et Zz=\/_2h/—=g+ig

- SiX=1®Z+ %=1<:>ZZ—Z+1=0:>A:(—1)2—4(1)(1)=1—4=—3

=> A =3j?

_1-iV3_1 /3 1+iV3 _ /3
Alors Z5 = > T, iy et Z,= > - +i
c e I NZ V2, 21 31, .43
D’ou S_{T lT'T-}_lT'E lT ,E‘l‘lT}
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-On considére dans C le complexe u tel que : u = —1 - 2iv2

1) Calculons les racines carrées de u

x2— y?=-1 x?— y?=-1 (1)
2xy = =242 @{xy= -2 (2)
x>+ y2=3 x>+ y?=3 (3)

Effectuons: (1) +(3)

Ona:2x? =2=>x2=1=>x= -1 ou x=1
(2):xy=—\/§=>y=_7\/7
. Six= =2 _ o _ .
ix=— —>y—T—\/i et &= x+iy =>6=—-1+iV2
e Six'=1 =>y’=_1—\/§: —V2 et §=x"+iy' =>68=1-iV2

Alors les racines carréesde Z sont : §;=—1+4+iv2 et §,=1—iV2
2) Résolution dans C I’équation 2Z° + 2iZ + iV2 =10

Ona= & = ()*- @)(VZ) = -1-2ivZ = (1 - iV2)’

D’ou :

—b+61 _ 1-i(1+2v2) _ 1 14+2V2
= = - —

Z
2a 2 2 2
_—b+452 __1_i1—2\/E_>S_ Az 1 1202
27 2a 2 2 T2 22 2
1
3) Montronsque:| + |—\/7
Z, ' Z
b
RN P RS Y i PN
71 Iy 71 XZy 2 V2

e
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Figures géométriques dans le plan.
- Soient 4, B, C trois points d'affixes respectives: —1-i ; 2 + 3i ; —10- 13i.
Za=—1-i=> A(-1;-1)
Zg= 2+ 3i=> B(2;3)
Zc=—10-13i=>C(-10; — 13)
Démontronsque : A; B; C sontalignés:
A B; C sontalignéssi det( AB; AC)=0
A8 (5 20)=>aB(3) e AC () =>ac (S,

-9

|5 (3)(-12) - (4)(—9)=-36+36=0

det( AB ; R):P;

Puis que det( AB; AC)= 0;alors les points A; B; C sontalignés.
- Soient A, B, C trois points d'affixes respectives : 3 + i ; 2i ; 2 - 2i.

Soient A, B, C trois points d'affixes respectives :3 + i; 2i; 2 - 2i.

Zpa=3+i=>A(3;1)

Zg=2i=> B(0;2)

Zc=2-2i=>C(2; —2)

1) Démontrons que ABC est un triangle rectangle et isocele en A. (on fera une figure).

ar (ZC_ZA)— 2ol
. . N I\z,=z,) T T2 %2
A; B; C estuntriangle rectangle et isocele en A si: ot
AB = AC
or Ze=Zp _ (2-2)) - B+ _ —1-3i _ (=1-3i)(=3=i) _ 10i _
Zh—7Zs @) —G+1)  —3+i 2+ 2 10 '

Zr—27 . s
etarg (Zg— Zj) = arg(i) = 2

AB = /(i — x)* + (p — ya)? =/(0— 37+ (2~ D*=V10
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AC= (e — x)%+ (e — ya)? =/2 - 3)*+ (-2 - 1)? =10

Zc—ZA) _ E
arg (ZB—ZA -2
et

AB = AC = V10

Conclusion : Puisque :

N
e ] i
x

2) Déterminons l'affixe de D tel que ABCD soit un parallélogramme. (on placera le point D).

ABCD soit un parallélogramme si AB = DC & Zy — Z, = Z, — Z; ; ol Z, est I"affixe du
point D.

Zy—Zy=Zc—Zp =>Zp=7Zc—Zp+Zy=> Zp=(2-2i)—(2i)+(3 + i)
=>7Z,=2-2i—2i+3 +i=5-3i.

D’ou l'affixe du point D est tel que Z, = 5 — 3i.

Autre méthode :

ABCD soit un parallélogramme si AB = DC

or A8 = (1) =D =) pe=(n) =(57)
a8 = oe=>(57)= (<= (1505 11 >0,

D’ou D(_53) et par conséquent I'affixe du point D est tel que Z, = 5 — 3i.
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- Soient A, B, C, D quatre points d'affixes respectives : =1 + i ; —1-1i ; 2i ; 2- 2i.
Za= -1+ i=>A(-1;1)
Zs=—1—-i=> B(-1;-1)
Zc=2i => C(0:;2
Zp= —2 —2i=> D2 ;-2)
1) Etudions la nature des triangles ABC et BCD.

Pour le triangle ABC

Ze—Zy _ (20))— (—1+1i) _ 1+ (A+0D(2D)
Zo—Z;  (—1-1) — (—1+1) —2i 02+ (—2)?
Ze—27Z — 242 -1 1
= ¢ A = = — 4 =
Zp—7Zy4 4 2 2

Z—7 -1 1. 3n
Etarg (ZZC;—Zj): arg(7+ El) =7

AB=/(xg — x)%+ (yp — ya)? =/(=1+ 3)2+(-1— 1) =22

AC=/(xc— )%+ e — y)? =J(0+1)2+(2—- 1)? =+2

BC=y/(xc — x5)? + (yc — ¥8)? =/(0O+ 1>+ (2+ 1)? =V10
Alors le triangle ABC est quelconque.

Pour le triangle BCD

Zp—Zp _ (2=20)— (=1—i) _ 3—i _ (3—D1-3i) _ —10i
Zc—Zp  (2i) — (=1—1) 1+3i D2+ (3)2 10

= —i

Zp—Z .
Et arg(ﬁ)z arg(—i) =— g

BC=(xc — x5)2+ (yc — ¥p)? =/(0+ D2+ 2+ 1)2=+10

CD:\/(XD— xc)?+ (vp — yc)? =\/(2—0)2+(—2— 2)2 =420 =5v2

BD:\/(XD— x5)? + (yp — ¥p)? :\/(2+1)2+(—2+ 1)2 =+/10

Alors le triangle BCD est rectangle et isocele en B.
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2) Démontrons que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on
Déterminera le centre et le rayon.

Soit Q( x; vy ) les coordonnées du centre de ce cercle.
les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle si :

d(A:Q)=d(B;Q)=d(C:Q)=d(D:Q)=r

d(A;Q)=d(B; Q)&/(xg — x2)? + o — ya)?= /(xg — x3)? + (g — ¥p)?

SJx+1)2+@ —1)2= Jx +1)2+(y +1)2

@(H)/ﬁ“y_ 12 = (x +/1/)2+(y +1)?

@y —-1)Y= (y+1)

<):I>—2y = Zy => y:O

d(C;Q)=d(D;Q) @y — x)? + (g — ¥c)?= (g — xp)? + (yg — ¥p)?

& Jx—02+@ —2)2=/(x-2)2+(y +2)?
Sx—0)Y+@H —2)Y = (x=2)+(y+2)*

En remplagant y = 0 par sa valeur dans I’équation ci-dessus, on a :
—4x+4=0=>x=1

Dot ()

Orlerayonresttelque r=d(A;Q)=d(B;Q)=d(C;Q)=d(D; Q)

=>r=J(x+1)2+@ - 1)2 =J1+1)24+(0 - 1)2 =5

D’ou les points A, B, C,D appartiennent a un méme cercle de centre !2( ;) et de
rayon r =+/5

- On considere un repére orthonormé directe (O ; Uu;v )du plan complexe. Soit les points
A ; B ; C d’affixes respectives :

2|cos(15) + isin (22)]

Cos(3) - isin(3)

Zy=—1+i ; Zy=

et Z,=2-2i
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1) Ecrivons les complexe Z,; Zp et Z. sous forme exponentielle.

3 3m,
Z=—1+i=>|Z,] = V2 etarg(ZA):Tn =>7,=\Z et
2 cos (22) + isin (22)] 2T :

Zp= e A =>Zp= —=2e3 =>Zp=2e3

Cos (E) - iSin (E) e—gl
Z,=2-2i =>|Z;| = 2V2 etarg(ZC)=—% =>7Z,=2vZe ¥
2) Déterminons I’affixe Z, du point D tel que le triangle OBD soit équilatéral direct, c'est-a-
dire la mesure de I’angle ( OB ; 0D ) = %

Zp—Zop
B—Zo

PR . . LINY4 L e
OBD est équilatéral direct si et seulement si : =e3 & Z—D = e3' (car Iaffixe de
B

. 2m, T, )
I’origine Z, =0). Alors Zp=Zze3 =2e3' xe3' =2e™ =2(-1)=-2=>7,=-2

- Le plan est rapporté au repére orthonormé directe (O ; U ; V).
On considere :

e Lepoint Adaffixe Z,=5-—iV3.

e Lepoint B d’affixe Zj est tel que OAB soit un triangle équilatéral direct c'est-a-dire
la mesure de I’angle (04 ; OB ) = g

e Lepoint Q d’affixe Z, est tel que le point Q soit milieu du segment [OB].

e Le point K d’affixe Zy est tel que ABQK soit un parallélogramme.

1) Déterminons les affixes Zp ; Z, et Zy respectivement des points B ; Q et K.

T

s . . . Zp—1Z I Z =i

- OAB est équilatéral direct si et seulement si : B—ZO =e3'e Z—B =
A= 40 A

(car I’affixe de I’origine Z, = 0). Alors Zp= ZAe%i =(5-iV3) x (cosg + isinE> =>

3
ZB=(5—ix/§)x(%+i§):>zgz4+2ix/§ et B(,45)

- Q est milieu du segment [OB] si et seulement si :

+ 0+ 4 + 0+2v3
=0T - T 75 g y =Yo7 B - \/—=\/§ =>ZQ:2+i\/§etQ(\/2§)

X,
Q 2 2 Q 2 2

- ABQK est un parallélogramme si et seulement si AB =KQ < (’;1;:’;1) = (’;% :’;’;) &
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) _ ) . 2 — xg=-1 =3
(2j§+5\/§) = (j?—xyKK)CZ:)(E‘*\/%) - (\2/§—XYKK) {\/_ ;i = 3\/_ {J;Z( =-2/3
=>7,=3-2iV3 et k()

Zg —Zy
K

2) Démontrons que est un imaginaire pur et en déduisons la nature du triangle OKA.

Zg—Z4 _ (3-2iv3)—(5-iv3) _ 3-2iv3-5+iv3 _ —2—iv3 _ (- 2—1«/‘)(3+21\/_)

7k (3-2iV3) T 3-23 T 3-2iV3 0 (324 (2v3)
Zg —Zs _ =73 .
7 zk 21 ¢
Zg —

4 estun imaginaire pur. D’ou le triangle OKA est rectangle en O.

3) Soit C la point d’affixe Z. tel que Z,; = %

-7 _ . - . :
. Puis en déduisons une relation entre les points B ; C et K

Zg
a- Calculons

k—Zc
2Zy4 _ 2 , 10 2v3
ZC:TA:—ZA——(S—l\/g):—_lT
_Zxk=Zp _ (3-20¥3)-(4+2i¥3) _ 3-2i3-4-20V3 _-1-4iV3 _ —(1+4iV3)
Zx—Z¢ (3 21\/_) (E_ %) 32 \/?——+ 2\/— _%_41-3_\@ —(1+34i\/§)
Zg—Zp _ 1 z
=>=K =L = 2 =3 alors Z—L est un réel. D"ol les points B ; C et K sont alignés.
Zg—Zc 3 Zxk—Zc

- On considere I'ensemble des complexes Z,, telsque:vn € C ona:

ZO =1
1+
{Zn+1 = Tzn

1) On note M, le point d'affixe Z, dans le plan rapporté au repere (O ; U ; v)

Calculons Z; ; Zy; Z5 et Z,.

1+ i 1 1. 1+i, _ 1,
Z; = 2 Zy :>le7+7l v Ly = > A —>Zzz7l
1+ i 1 1. 1+ i _ 1
Z3= L L= m Tl il = s 4=y

e
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1

. Znt1—Z . . .
2) Calcule le quotient : % puis en déduis la nature du triangle OM,, .1 M,,

n+1
1+

. 1+ i Zns1— 2 Zn )= Zn 1+ i

On sait que Z, 4 = £z, => 2t =( L i) (carZy,, = Zy)
2 Zn+1 2 Zn
1+ 1+

s Znt1=Zn _Zn( 2 —1) _ ( p —1) -1+ 0 (=1+0)0-0) _ -1+i+i+1

Zn 41 Zn(1; l) (12+ ‘) 1+ (1)2+(1)2 2

2i Zn+1—Z . .
=5 = i= % est un imaginaire pur. Alors OM,, ., M,, est un triangle rectangle en O.
n+1

Transformations géométriques du plan.
- Soit (S) l'application de P dans P qui a tout point M d'affixe Z associe Z' d'affixe M’ tel que

Z'=(1 + i) Z+ 1- i. Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de (S).
- Rapport:k =1 + i|= /(D2 + ()2 =2
- Angle:6 =arg(1 + i) :%

b 1—i
- ) = —— = 1 =1—-[=>p=—-—=>
Centre : ® - . avec a=1+ietb=1—1i o) A+

1—i 1-i _ (1-1)@ ) .
o1 .- 1 - 1 + i alors le centre a pour coordonnées QG)

®

- Soit la similitude directe plane S de centre A(1; 1) ; de rapport V2 et d'angle % par
la similitude S ; le point M d'affixe Z a pour transformer le point M’ d'affixe Z'.

Exprimons Z' en fonction de Z.
Ona:lecentre A(1; 1) ; rapport k =v2 et1’angle 0 :%

L’expression de Z' en fonction de Zest donné par la formule suivante : Z' = aZ + b
Cherchons ainsi les complexes a et b.

a=|a|(cos@ +isin@) < a =k(cos@ +isin@)=>a =\/§(cos% +isin%) =>a=1+1i

. . . b . b ,
On sait que le centre A(1 ; 1) a pour affixe E<ﬁ> 1+ i= T—a a=14+i®

b b
[ = —m— — & | = s = — =>b=1—1
1+ ) 1+ 1o 1+ y b=1—-1i
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DouZzZ =@Q+0DZ+1-1i

- Soient A, B, C et D les points d’affixes Zy=—1-i;Zg=i;Zc=1 + 3i;Zp=5 + i.
Soit S la similitude directe transformant Aen C et B en D.
1) Détermine le rapport k et I’angle 6 de S

La traduction schématique d’une similitude directe S qui transforme AenC et BenD est:

A C
B D
[AB] | [CD]
[cp] _

N

=2

o k=——m=

ZD_ZC| _ |(5+i)—(1+3i) _ |4-2i| _ V16+4 _ V20 _
[4B] -

Zp—Z4 i-(-1-i) |~ [1+2i]  Vvi+d V&

Zp—Z 4-2i . n
e 0O=mes(AB;CD)=arg (ZZ_ZZ) =arg (i+2il) =arg (=2i)=— >

2) Déterminons I’écriture complexe f associée a S.
L’écriture complexe f associéeaSest: f(Z) = aZ + b.

La traduction algébrique d’une similitude directe S qui transforme AenC et BenD est:

aZA +b= ZC (1)

S(A)=C et S(B) = D<:>{a23+b:ZD 2

) o o _ZcZp _ A2
W)-@)=>alza-2e)=Zc-2p=>a=7 = 1= 7 = ~2

Dans(2)ona:aZg+b=2Zp=>b=2Zp—-aZg=>b =(5+1i) - (— 2i)(i)
=>ph=5+i+2{°=5+i-2=3+i=>h=3+i

D’ou I’écriture complexe fest f(Z) = —2iZ + 3 + i

3) Déterminons I’affixe du centre Q de S.

340 (3+)(1-20)
1-(=2i)  (1)2+(2)2

b
Soit @ I’affixe du centre de Q tel que : ® = = =1-i.
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- Détermine la traduction complexe de la transformation (I") dans chacun des cas suivants :

1) La traduction complexe d'une translationest: f(Z) = Z + q.
fA=B&Lf(-1+i)=-2+3i®o-14+i+q=—2 4+ 3i=>qg=-1+ 2i

D'ou f(2)=Z —1 +2i

2) La traduction complexe d'une homothétie est f(Z) = kZ + q.

fLA) = BOF(-1+10) = =2 + 3i =2 (-1 + ) +q=-2 + 3i=>q=— >+ 3
o _1, 3 5.

D'ou f(Z)—ZZ 2+21

3) La traduction complexe d'une rotation est f(Z) = ez + q.

FA) = B f(—1+ D)= —2+i® e d(=1 + i) + q=—2 + i
=>q=-2+i(1+2)

Dot f(2) = Zes — 2+ i(1++2)

- Soit f la transformation définie par Z’ = aZ + 3i
1) Soit f la transformation définie par 2’ = aZ + 3i

Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de f si: a =2 puissia = — i
Sia = 2

Z'=aZ +3i © f(Z)=2Z + 3i

e Montrons que f admet un point invariant :
f admet un point invariantsi : f(®0) = o ¢ 20t3i=0 @ o=-3i=> Q(0; —3)

e Ainsi déterminons la nature de f
Pour cela, on exprime Z’— o en fonction de Z— o <&

Z'=2Z+3i (1)
o=20+3 (2)
En effectuant (1) — (2);0ona:Z’—0=2(Z— ) ; sous laforme :
Z’ — o =k(Z - ®) qui est I’écriture complexe d’une Homothétie
e Ces éléments caractéristiques sont :

- Centre: Q(0; —3)
- Rapport:k=2
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Sia=—1i
27 =aZ +3iof(2) = —iZ +3i

e Montrons que f admet un point invariant :

N|W
~

f admet un point invariant si : f(®)=o < —io +3i:c0<3=>(o=%+
Gi3)

= Q|- ;=
272

e Ainsi déterminons la nature de f
Pour cela, on exprime Z’ — o en fonction de Z— o <

Z’=—iZ+3i(1)
o =—io+3i(2)
En effectuant (1) —(2);ona:Z'— o= —i(Z— o) ; sous la forme
Z’ - o = e*(Z - ») qui est I"écriture complexe d’une Rotation
e  Ces éléments caractéristiques sont :
- Centre: Q(% ,%)
- Ang|e=arg(—i)=—§
2) Soient A(1) ; B(2+ i) ; A’(2i); B’(1 + i)
Vérifions que AB = A’B’
Puis démontrons qu’il existe une unique rotation r telle que r(A) = A’ et r(B) =B’
AB=AB" =+/2
r(A)=A =>A—0=e"(A-0)=>2i —o=e"(l-o) (1)
r(B)=B'=>B'—w=e"B-0)=>1+i —0=e"Q2+i —n) (2)

(1)_(2)d0nne: eia:—i:>a:_§+2kn

. 3+i
Onendéduitque 2i —o=—i(l-0)=>0= TL et d’angle —%

. 3+i
Onendéduitque 2i —o=—i(l-0)=>0= TL et d’angle —%

e
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- On considére dans C I’équation (E) : Z3 — (4 + iv3)Z% + (3 + 4iV3)Z - 3iV3 =0

1) Montrons que (E) admet deux solutions réelles que I’on notera @ et 8 puis une solution
imaginaire pure que I’on notera w.

Recherche des solutions réelles :

Soient a = a,, et B = a, les solutions réelles de I’équation (E) telle que :
a®—(4+iV3)a*+ (3+4iV3)a—3iV3=0 &
a®>—4a’>+3a=0
et
—a*\V/3+4aV3-3V3=0

En utilisant I’équation (2), ona: —a?v3 +4aV3-3V3=0®—-a?+4a—-3=0

(a® —4a’ +3a) +i(—a’V3+4aV3-3V3) =0 &

=aq; =1 oua,=3
D’ou les solutions réelles de I’équation (E) sont tellesque:a =1 et =3

Recherche de la solution imaginaire pure:

Soient w = ib, la solution imaginaire pure de I’équation (E) telle que :
(ib)® — (4 +iV3)(ib)* + (3 + 4iV3)(ib) — 3iV3 =0
4b? — 4b\V3 =0
(4b? — 4bV3) + i(-b*+b*V3+3b—3V3) =0 & et
—b3+b*/3+3b—-3V3=0
En utilisant Iéquation (1), ona: 4b%> —4by3 =0 =0 <>b> — b3 =0
=>b, = 0 (arejeté) ou b, =+/3 (aretenir)
D’ou la solution imaginaire pure de I’équation (E) est telle que : w = ib = i3
2) Soit f, I’application de C dans C telle que pour tout nombre complexe Z, on a:
f(Z)=aZ +b.

a-Déterminons les réels a et b pour que f(w) = w et f(a) =pB.

e
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et

fw) =w avw+b=w avw+b=w
Lees “laroes 1
fle)=p

ac+b=_ —aax—b=-

==aw—aa= w-—f

- iv3)—@3 34 -3 +iv3)(-1-iv3
®a(w—a)=w—ﬁ=>a=—w_ﬂ =>a=(h./—)_( : =_3+L.ﬁ=( t3)( ;\/_)
@ (W3)-»  -1+i/3 (-12+(V3)
_ 6 + 2iy3 3, .V3 _ 3 .3
==a= 7 —?‘l‘lT =>a —?+lT
Ainsi en remplagant a = % + ig par sa valeur dans I’équation (1), ona: b = % - i@

b-Calculons le module et un argument de a.

a=3+iZ =10 =v3 et arg(@ ="

c-Donnons la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f.

f(Z) = aZ + b avec a =%+i§e<c-{—1;1} et b=%—i§e C

Alors la transformation f est une similitude directe dont les éléments caractéristiques sont :

- Rapport:k = |a| =3
n

- Angle: 0 =arg(a) ==

6
, 33 3 B 3. 3
. o _ _ 2 2 2 2 — 2 2 3 0
R Centre.!)dafflxe—l_a—1 (i 'ﬁ)_1 3 B 1 'ﬁ—l\/3—>ﬂ(\/§)
“\7 Ty 272 2t

- Montrons que pour tout point M de P*, le point M' est distinct de A.

PosonsM =A=>7=2i &

donc M'+ A
1) Démontrons que Test une bijection de P* sur lui-méme.

2iZ-5 . . . . .
72 = 20 & 2iZ —5=2iZ +4 © —5 = 4 impossible,

. , 2iZ-5
Résolvons I’équation Z = b <& ﬁ =bP2Z-5=b(Z-2i) >

Z(b—2i) = =5+ 2ib

2ib—5
b—2i

=7 = sib # 2i.
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Puis que I’équation Z' = b admet une unique solution Z donc Test une bijection de P* sur lui-
méme.

Déterminons sa réciproque 7 1.

2ib—5 1. pe .
Z=——=>T"":P">P
b—2i

MZ)-M(Z)) 7' =

2iZ-5
Z-2i

2) a- Montrons qu’un point M de P* est invariant par T si et seulement si son affixe vérifie la
relation: Z2 — 4iZ +5 = 0.

2iZ-5

—2i

M est invariant par T si et seulementsi Z' = Z < =7

2iZ —5=27(Z—2i)®Z%—4iZ +5 = 0. D’ou la relation vérifiée.

b- Trouvons le réel o tel que : Z? — 4iZ + 5 = (Z — 2i)? + a.

72 —4iZ +5=Z =20 +a. D22 —4iZ+5=2*—4iZ-4+a 5= —4+a
=>qa=09.

Dol Z% — 4iZ + 5= (Z — 2i)®> + 9.

c- Montrons alors que T admet deux points invariants B et C.

T admet deux points invariants si Z2 —4iZ +5=0<% (Z - 2i)?+9=0 <%
(Z-2i-30)Z-2i+3)=0 (Z-5)(Z+i)=0=>Z=5iou Z=—i
Dou B(2) et B( )

On appelle (D) la droite passant par O et dirigée par ¥ et (D*) la droite (D) privé de A.
Montrons que (D*) est globalement invariante par T.

(D*) Passant par O et dirigée par ¥ donc (D*) = (0y) — {4}. Or B et C € (0y) =>
(0y) = (BO)

Si B et C sont les points invariants alors T(BC) = (BC) = (0y) = (D) =>T(D*) = (D*).

Donc (D*) est globalement invariante par T.
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3) a- Montrons que pour tout Z # 2i, |Z' — 2i| X |Z — 2i| = 9.

. 2iZ-5 . . e, . . 2iZ-5 )
Z = Py (en ajoutant —2i a tous les membres de I’égalité), ona: 7z —2i = paTYE 2i
: . 2iZ-5-2iZ—4 ' . -9 ' , -9 : , 9
=> — = — = — — = |—— — = —

7z —2i S @ =20 = |7 = 20| = | @z - 20 yaen

|z = 2i| x |Z = 2i| = 9. Ce qu’il fallait Montre.

b- Soit (I")le cercle de centre A et de rayon 3. Montrons que (I") est globalement invariante par
T.

Onsaitque |Z' —2i| X |Z —2i| =9 & AM x AM' = 9> AM x AM' =3 x3

=>AM'=3 et AM = 3.

Si AM' =3 alors M appartient au cercle de centre A et de rayon r = 3.

De méme Si AM = 3 alors M appartient au cercle de centre A et de rayon r = 3.

Conclusion : AM = AM' <> M et M appartiennent & un méme cercle (7).

D’ou (I') est globalement invariante par T c’est-a-dire T(I") = (I").
-Ondonne:ZA =—=2+4+6i; Zg=1-3i ; Zo=5+5ietZy=2+4+4i
1) Soit S la similitude plane directe qui tout point M d’affixe Z, fait correspondre le M’

d’affixe Z'tel que: Z' = 3iZ + 13 — 9i.
a- Donnons les éléments caractéristiques de S.

- Rapport:k =|3i|=v3%2=3

- Angle: 6 = arg(3i) =§

b 13-9i _ (13-9i )(1+3i
- Centre:o=—— avec a=3ietb=13-9i => 0= f:( DA+30)
1-a 1-3i 10

=4+ 3i

Alors le centre a pour coordonnées Q(g)

b- Déterminons I’image des points C et D par la similitude S

L’image C’de C esttelle que Zo = 3iZ, + 13 —9i =3i(5+5i) + 13 —9i = -2 + 6i = Z,.
Alors S(C) = A

L’image D’ de D esttelleque : Zy = 3iZp +13—-9i =3i(2+4i)+13-9i=1-3i =
Zg.Alors S(D) = B
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c-Montrons que les vecteurs CD et S(C)S(D) sont orthogonaux.
1'°" méthode :
S est une similitude directe d’angle 6 =% . Alors les vecteurs CD et S(C)S(D) sont

orthogonaux.

2°™ méthode :
Zy=-2+6i =>A(7) ; Zz=1-3i=>B("); Z;=5+5i =>C(}) etZ, =2+4i

=>D(3)

CD et S(C)S(D) sont orthogonaux si et seulement si CD s AB = 0

D ((re) = (77%) =>CD(5) et S(OSO) = 4B =>2B (2 74) = (1)7%) =>4B(3,)

CDeAB=()e(}) =3+ (D=9 =-9+9=0

Alors les vecteurs CD et S5(C)S(D) sont orthogonaux.

2) Soit R la similitude plane directe qui transforme B et C et D en A.
a-Trouvons la relation liant I’affixe Z d’un point M et I’affixe Z' de son image R(M).
Larelationliant ZetZ' est: Z' = aZ + b.

aZB +b :ZC (1)

S(B)=C et S(D)=A<:>{azD+b=ZA )

. ~ _ _ZC—ZA_ 7—i .
M- @)=>alZa-20)=Zc-Za=>a=y =0 =T =i

Dans(2)ona:aZy +b=Z,=>b=Z,—-aZp=>b=(—2+4+6i)-(()2+4i)=>b=2+4i
D’ou I’écriture complexe fest Z' = iZ + 2 + 4i
b-Donnons les éléments caractéristiques de la similitude R (on appellera J le point invariant).

- Rapport:k =]i|=1
- Angle: 6 = arg(i):%

2440 _ (24+4i0)(1+D)
1-i 2

b
- Centre:Z;=—— avec a=ietb=2+4i =>7 =
1—a
=—-1+3i

Alors Z; = —1 + 3i

Montrons que les vecteurs BD et CA sont orthogonaux.
R est une similitude directe d’angle 6 = % . Alors les vecteurs BD et CA sont orthogonaux.
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c- D apreés les quadrilatéres DBCA et CDAB, le point D représente I’orthocentre du
triangle ABC
3) Montrons que J est un point de la droite (AB).
Zzy = (1 —30)— (-2 +6i) =3 —9i
Zg = (143D + (=2+60) =1-3i
Alors Zz5 = 3Zz;. Donc ] estun point de la droite (AB).
Donnons une mesure en radian de 1’angle des vecteurs (BC ; BA).

mes(BC 5 BA) = arg (7272) = ara (5) =§

Soit @ un nombre complexe.
1) Résolvons dans C I’équation : (1 + i)Z%? = 2i(a + 1)Z + (i — D(a?* + 1) = 0.

A=[-2i(a+ D?*—41+ D) —1)(a®+1) =4a? —8a + 4 = (2a — 2)?
2i(a+1)—Qa-2) —(a-D+(a+1)i [-(a—D)+(a+1)i](1—i) 2+2ai .
1= - = - = = =1+ ai
2(1+i0) 1+i 2 2

7 = 2i(a+1)+R2a=-2) (a—D+(a+1)i [(a—1D)+(a+1)i](1-0) _ 2a+2i .
2= 2(1+i) - 1+i - 2 =T, Tatt

S={1+ai; a+i}
2) Soient Z; et Z, les solutions de cette équation.

Trouvons entre Z; et Z,, une relation indépendante de a.

Zy=1+ai :>azzli_1=—l'(z1—1)

Zy=a+i=>Zy=—i(Zi— D) +i=—iZ; +i+i=—iZy +2i © Z,+iZ; —2i =0
3) Caractérisons la transformation f du plan complexe qui, & tout point M; d’affixe Z;
associe le point M, d’affixe Z,.
Onsaitque: Z,+iZ; —2i =0=>Z, = —iZ; + 2i.Icia = —i etb = 2i

- Angle: 6 =arg(—i) = %

b _ 20 _2id=i)

- Centre Qesttelque: Zp = =7 ;=" =i(l—-D=1+iD0ouq()

Alors f est une rotation de centre 2(}) et dangle 6 = z
4) On pose Z; =x+iyet Z, =x +iy.
a- Exprimons x'et y’ en fonctlon de x et y.
Onsaitque:Z, = —iZy +2i @ x +iy =—i(x+iy) +2i & x +iy = —ix+y+2i®

x +iy =y+i(—x+ 2). Par identification, on a : {x, -

y =—x+2
b- Déyterminons I’image par f de la droite (D) d’équation x +2y —1 =10
. X =y y=x -
17 <:> )
On sait que : {y 42 { Y +2 Ainsi remplagons x et y par leur valeurs dans

I’équation de la droite (D): x + 2y — 1 = 0. D’ou I’image (D")de la droite (D) est : (D'):
-y +24+2x —1=0®
(D): -y +2x +1=0 D)y —2x =1=0
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Problemes.
- Soit f I’application de C— {— i} dans C définie par :f(Z) = Zl—ﬂ . Dans le plan complexe
rapporté au repere ortho normal direct(o, u’, %), on note M le point d’affixe Z.

1) Déterminons les coordonnées du point B dont I’affixe Z et telle que f(Zz) = 1 + 2i

i Z
.
iZg— Zy—2iZy=—2+i <i>ZB(1+i)=2—i:>ZB=1—+;
1-3i 1 3
:>ZB:—:———l
2 2 2

2) Soit Z un élément de E. On note r le module de Z + i et o une mesure de son argument.

Exprimons la forme trigonométrique de f(z) — i en fonction de r et a.

iZ—iZ +1 1 1
|-| 0r|Z+i|:r:>|f(z)—i|:;

|f(Z)_i|:|Zi_ii - i|:| Z+i |- Z+i|:|Z+i|
arg(f(z) - i) =arg (Zl_f—z - ) =arg (%) =arg (Z—-T—z) =—arg(Z+i)=—a
D’ou la forme trigonométrique de f(z) —i en fonctionde r et o est :

f(z)-i :% [cos(—a) + isin(—a)]

3) Soit A le point d’affixe — i

a- Déterminons I’ensemble (I') des points M vérifiant |f(z) —i| = V2

o _ a1 V2
|f(Z)_l|—\/§¢>|Z+i|—\/§¢>|Z+L|—ﬁ¢>|Z+l|— -

PosonsZ, +i=0=>27, = —i

Alors I’ensemble (') des points M cherchés est le cercle de centre Q(_Ol) etderayonr =

V2
2
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b- Montrons que B appartient a (I').

B appartient a (I'") si et seulement si la distance du centre A a B vaut le rayon, c’est-a-dire
1Zp — Zal =V2

o= 2|5 3) - ol == er =l -3 )+ (= F=r
D’ou B appartient a (I').
- Partie A : Le plan est rapporté a un repére orthonormal direct( 0 ; u ; v°).
1) Résolvons dans C, I’équation Z> — (2 + 6i)Z- 16 + 12i = 0
A=[-(2 + 60)]*—4()(- 16 + 12i)= 32 —24i

x? — y? =32 x2—y2=32 (1)
2xy = =24 <=>{ xy= —-12 (2)

x*+ y? =/(32)2 + (—24)2 x2+ y2=40 (3)
Effectuons: (1) +(3)
Ona:2x? =72=>x2=36 =>x= —6 ou x=6

-12
(2):xy= —12 =>y=T

o Six= -6 =>y=__—162:2 et 6= x+iy =>6=-6—-2i
e Six'=6 =>y’=_—22= -2 et S=x'+iy’ =>8,=6-2i

Alors les racines carrées de A sont : §;=—6—2i et §,=6—2i

(2+6i)+(—6—2i) _

, _(2+60)+(6-20) _
Teh) =242 etZ,=

2D =4+ 2i

Z=

=>S={-24+2i; 4+ 2}

2) Soit P(Z) = Z° — (4 + 60 )Z? — (12 — 24i )Z + 32 — 24i
a- Montrons que I’équation P(Z) = 0 admet une solution réelle notée Z, que I’on Déterminera.

Soit Z, = a cette solution réelle telle que :
Z3 - (4+60)Z5 — (12— 24i)Zy + 32 — 24i=0
&(a)? — (44 60)(a)? — (12 — 24i )(a) + 32 —24i=0

e
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< a’ —4a% — 6ia®* —12a + 24ai + 32 —24i =0
& (@®—4a>—12a+32) + i(—6a’+24a—24)=0

{a3—4a2—12a+32=0(1)
—6a’+24a—-24=0 (2)

NB : On résous toujours I’équation qui semble la plus facile.

Ainsi résolvons I’équation (2) : — 6a® +24a—24 =0 —a’ +4a—4=0
=>A=16-16=0 =>q =2

D’ou Z, = a = 2 est la solution réelle

b- Factorisons P(Z) puis résolvons dans C I'équation P(Z) =0

P(Z)=Z%— (4 +6i)Z°— (12 — 24i )Z + 32 — 24i

Factorisons : Z®-4iZ°-(6 + i)Z+3i-1

1 | —4—60i | —12+24i 32 —24i
—4-12i —32 + 24i
—16+12i 0

VT

c
=>7%—(4+6i)2*— (12— 24i)2+32—24i=(Z-2,) (aZ’*+bZ +c)
S Z—(4+6i)Z°—(12—24i)Z+32—24i= (Z-2)[Z* — (2 + 6i) - 16 + 12i]
D’ouP(Z)=0 & (Z-2)[Z? — (2 + 6i) - 16 + 12i]
& Z-2=00u Z*—(2+4+6i)-16+12i=0
=>Z7-2=0=>7,=2 ou Z*—(2+6i)-16+12i=0
D’aprés la question 1), la résolution de I’équation Z2 — (2 + 6i) - 16 + 12i = 0 donne pour

(2+6i)+(—-6-2i) _ , _(2+6i)+(6—2i) _ ,
Ty =—2+2i et Z,= 2D =4+2i

Solution Z; =

Alors I’ensemble solution de I’équation P(Z) =0 est S={-2; -2+ 2i ; 4+ 2i}
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Partie B:
Le plan est rapporté a un repere orthonormé direct (o, i, j)

On donne les points A(2), B(4 + 2i ) et C(—2 + 4i).

1) a- Calculons le rapport % puis en déduisons la nature du triangle ABC.
B —4A

Ze—Za _ (2+440)—(2) _ —2+4i—-2 _ —4+44i _ -2+2i _ (-2+4+20Q-i) _ 4 by
= = = = = -—=21
Zp —2Zy @+2i)-() 4422 2 +2i 141 2 2
Zc—2Zy . L. .
=> 7o 7. est un imaginaire pur. Alors le triangle ABC est rectangle en A.
B T 4A

b-Montrons que le point F d’affixe 2i est le milieu du segment [AC]
F est milieu du segment [AC] si xp =0 et yp =2

Xq + x¢ 2— 2 0+ 4
== ——=0 et = =2
2 2 YETTy

X
D’ou le point F d’affixe 2i est le milieu du segment [AC]

c-Déterminons ( A) I’ensemble des points du plan d’affixe Z vérifiant :

|Z —4—2i|=|Z + 2 — 4i

Zy —4-2i=0 Zy=4+2i D(3)
Posons : et => et = et
Zp+2-4i=0 Zg=—2+4i E(Y)

Alors L’ensemble ( A) des points M cherché est la médiatrice du segment [DE]
2) Soit S la similitude du plan telle que S(4) = A et S(B) = C.
a- Déterminons le rapport k et I’angle & de la similitude S

La traduction schématique d’une similitude directe S qui transforme Aen A et BenCest:

A A
B C
[AB] [AC]
_lac] _ ZC—ZA| _ (=2 +4D-)| _ -4 +4i| _VI6+16 _
Rapportk—[AB]— Zp—2Za |l l@+200-@) |~ 124201~ VEAFE V2
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Ze—Z — 4+ 4 , T
e Angle®=arg (ﬁ)zarg( T2 l):arg @)=

b- Détermine I’expression de la bijection complexe associée a la similitude S.
L’écriture complexe f associéeaSest: f(Z) = aZ + b.
La traduction algébrique d’une similitude directe S qui transforme AenC et BenDest:

aZA +b =ZA (1)

S(A)=A et S(B)=C<:>{aZB+b=ZC (2)

ona: (1) - (2) => a(ZA— ZB) =Zp—Zc

Za—Z¢ —4+44i .
=>g=-——=— = . : +b= =>b= -
a 75 2 120 2i . Dans (2) ona:aZg+b=27¢ b=2Zc:-aZg

=>b=(-2+4i)-(20)(4+2i)=>b=2—4i. Dol f(2) = 2iZ + 2 —4i
c- En déduisons I’affixe du centre Q de S.

2-4i 10 10
1-20) ~ (1)2+()?2 5

=2

b
Soit o I’affixe du centre de Q tel que : ® = T
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