NOMBRES COMPLEXES :

Rappels et compléments des propriétés dans R

1) Ensemble des entiers naturels

L’ensemble des entiers naturels est noté : N tel que : N ={0, 1, 2, 3, 4...... +oo

NB:

L’ensemble des entiers naturels privé de zéro est noté N* tel que : N* = {1, 2, 3, 4, +oo}

2) L’ensemble des entiers relatifs

L’ensemble des entiers relatifs est noté : Z tel que : Z = {
C20....-2; 0,1, 2,3, 4,..+0].

NB:

L’ensemble des entiers relatifs positifs est noté: Z* tel que Z'=|0; +1; ...+oo |
L’ensemble des entiers relatifs négatifs est noté: Z tel que Z'=|-c0...-2; -1...0 |
L’ensemble des entiers relatifs privés de zéro est noté : Z tel que :

Z'=| -0...-2; -1...+1; +2 ;... 400 |

L’ensemble des entiers relatifs positifs et privés de zéro est noté :Z | tel que :

Z, = +1; 42 ; ..+ |

L’ensemble des entiers relatifs négatifs et privés de zéro est noté : Z " tel que :

Z =|-0..-2; -1

3) L’ensemble des nombres rationnels

L’ensemble des nombres rationnels est I’ensemble des nombres qui peuvent s’écrire comme
quotient de deux entiers relatifs.

p *
L’ensemble des nombres rationnels est noté Q tel que : Q = aavec Pe”Z ;qe Z

4) L’ensemble des nombres réels

: 3 . .
Certains nombre comme : V2 ; - et T ne peuvent pas s’écrire comme quotient de deux

entiers relatifs. Ce sont des nombres irrationnels et I’ensemble des nombres irrationnels et
rationnels forment I’ensemble des nombres réels.

L’ensemble des entiers relatifs est noté : R tel que :

R ={-0;-V2; 73 ;52,0152 ;92 %,---+°°}-

NB:NcZcQcR







Evaluation diagnostique

Activités :

Activité 1:

Résous dans N puis dans Z ’équation : x + 7 = 6. Conclure.
Activité 2:

Résous dans Z puis dans Q I’équation : 3x = 1. Conclure.
Activité 3:

Résous dans @ puis dans R I’équation : x¥* — 2 = 0. Conclure.
Activité 4:

Résoudre dans R ’équation : x**+ 1 =0. Conclure.

Remarque : quand une équation n’a pas de solutions, une démarche naturelle
(et historique) consiste a en chercher dans un ensemble plus grand. Au stade de nos

connaissances actuelles, I’ensemble numérique le plus grand que 1’on a rencontré est R.
Ainsi un nouvel ensemble pris naissance au XVI*™ siécle par JEROME CARDAN
(Mathématicien Italien) afin de trouver des solutions pour I’équation : x* + 1 = 0 ou des
équations du second degré a discriminant négatif. Cet ensemble s'appellera :

Ensemble des nombres complexes ou ensemble des corps complexes et sera noté C.

Le principal élément de C sera noté i (i comme imaginaire).

Le nombre i est tel que i* = —1. L’équation ci-dessus posséde alors deux solutions : x* + 1 =

0 équivautax’ — i >=0soit(x — i)(x + i)=0doncx=i oux=— i.




I) Définition ; vocabulaire et interprétation graphique

1) Définition :

On appelle nombre complexe, tout couple ordonné de deux nombres réelsa et b tel que
Z=a+ib ou iest unimaginaire tel que i*=- 1.

2) Notation et vocabulaire : Soit Z un nombre complexe tel que Z=a+ib .

I'écriture Z=a+ib est appelée forme algébrique de Z.
le nombre réel a est appelé partie réelle de Z et est noté Re(Z|
le nombre réel b est appelé partie imaginaire de Z et est noté Im|Z|

NB :

-Sib=0;alors Z = a (Z est un nombre a la fois réel et complexe) car R56 C
- Sia=0; alors Z =ib (Z est un imaginaire pur).

3) Interprétation graphique :

a
b

- M est le point image et Z 1’affixe du point M.
- OM est le vecteur image du nombre complexe Z=a+ ib I’affixe du vecteur OM.

A tout point M|, | du plan P, on peut associer un nombre complexe Z = a + ib.

Ainsi on a la représentation graphique du M comme suit :

A

/ » Axe des imaginaires purs
>

b-———--7\:M(1a\ /—beedesréels
a

(Figure 1)




Exemple

Dans chacun des nombres complexes suivants donner la partie réelle et la partie imaginaire.

-1+i\/§ 2+L

2_31.;b)Z= 2 ;c)Z=_58;d)Z=i;e)ZZO;f)ZZ V2

a) Z=

Solution

a)Z=-2 -3i=>Re(Z)=-2etIm(Z)=-3

-1+ 02 1 .42 1
—————=>Z=-—+i— =>Re(Z) =-— etlm(Z)=

b) z=—— 2 Y1 2

[

9z="05=>Re(z)=- V3 etim(z)=0
d)zZ=i =>Re(Z)=0etIm(Z)=1

e) Z=0=>Re(Z)=0etIm(Z)=0

66 1

f) z= =>Re(Z)=2etIm(Z)=/p




II) Operations dans C:

Soient Z et Z' deux nombres complexes telsque: Z =a +ibet Z' = a' +ib".

1) Egalité :

Deux nombres complexe Z et Z' sont égaux si et seulementsi Z = Z' <=>
a+ib=a"+ib'<=>a=a"etb =0>".

2) Somme:

La somme des deux complexes Z et Z'esttelque:Z + Z' =(a + a")+i(b + b").
3) Produit :

Le Produit des deux complexes Z et Z' est tel que :

ZxZ'=(aa' —bb'y+i(ab' + a'b) (avec i’ =-1).
4) Quotient :

Le quotient de deux complexes Z et Z' est tel que :

Z aa+ bb' L ab- ab'

T ; 0 1 , ,

z faf+ T lal+ b

NB:L b 1 t 16 i d lexe Z tel SN
.B : Le nombre - est appelé inverse du complexe Z tel que : - =———— =
a - ib

aZ + b2

Exemple

Ecrivez les nombres complexes suivants sous forme algébrique :

(2 - 5i) (3 + 1) 7 5 0z-76

a)Z = Q7=

7= (4 + i) (1 +2i) 77 78

d)zZ= f) Z=
b)

Solution

aQ)Z=Q2-5)(B+i)=>Z=11 — 13i




b)Z=@+i)(1+2i))=>Z=2 + 9i

8 e [ 3+2i J(1+i P (3+2i J( 1+2i-1) [ 3+2i]( 2i)

QZ= P+ (-1 = 2 = p)
., _ A+ 6i _ -4+ 60 _ :
=>7= > = > =- 2+3i
g2 | 4 -3i | 4-3i] 4 3i
d)z: :>Z: (4)2+(3]2: 25 :25 25
8 5 4+31 [ 4+3i | 16+24i-9 16+24i-9_ 7+24i 7 ;24
e)Z= =>7= (4P+[-3) = 25 = 25 25 =25+ 25

86 11& zfﬂf | 1- V6)— i[v2+ V3
fHz= =>7 = + (V2] = 3

[1- V6| [V2+ V3

=>7 = -1
3 3




IIT) Conjugué d'un nombre complexe :

1) Définition :

Soit Z = a + ibl’expression algébrique d’un nombre complexe. On appelle conjugué de Z, le
nombre complexe noté Z tel que Z =a — ib.

NB : les images des deux nombres complexes Z et Z sont symétriques par rapport a ’axe
des réels.

» Axe des imaginaires purs

Axe des réels

v

o
- R

Exemple

Donner le conjugué des nombres complexes suivants :

a)Z=1-1i; bz=i+; Z=1. dz=3
Solution
a)z=1-i=>Z =1+i . pz=i+95-.96_ -i+98
C)Z:i.:>Z_:_i; d)Z:3 :>19@:3




2) Propriétés :
Soient Z et Z' deux complexes :
P,:Z= Z < Z estun réel

P,: Z = -Z<Z est un imaginaire pur

P,: Z+Z' =7 + '

N

P,:ZxZ' =7 X

P | % —Z( Z #0
5| | = 7 lavec
P'ZZ—( Z#0 et a €R
61|~ | =7 lavec et a
P7I_n :(Z]n

Z+ Z Z- 7
Ps: Re(Z) = 5 etIm (Z) = T
Py : Z x Z estun réel positif

Exemple

2+ Z -
Soit A un nombre complexe tel que = 1. 7 | avec Z#1|

1) Ecrire A sou forme algébrique

2) Déterminer 'ensemble des points M du plan complexe tel que :
a) A soit un réel

b) A soit un imaginaire pur.

Solution
1) Forme algébrique de A
Posons Z = X+iy =>lFl= x-iy
2+ [ x-iy | |2+ x |+ i( -y )

Ona:Z = 1_( X-iy )

l2+ x +i(-y) Jl1- x]-i(y) |




(-xz- yz- x+2)+ i( -3y)

X yxr2| o (-3y)
P (y)?

2) Déterminons 1'ensemble des points M du plan tel que :

a) A soit un réel
Z.est un réel si sa partie imaginaire est nulle c'est-a-dire ImlZ}=0

(-3y)
[1- x P+ (y)

2:0 <:>_3y:0:>y:0

Alors I’ensemble des points M cherchés est la droite d’équation y = 0 ou encore 1’axe des
abscisses.

b) A soit un imaginaire pur.
A est un imaginaire pur si sa partie réelle est nulle c'est-a-dire RelA|=0

2 2
<=> ((1- X;Qy_'_- )(<+2))2:0 <=>_ x’- yz- x+2=0
L= X y

2 2:2

<=>x+ y’+ x-2=0<=> +(y- 0 1

x+ =
2

Alors I’ensemble des points M cherchés est le cercle de centre -

;0 )etde rayonr =

2
+

2

b
+ =
Y a

_ a’+ b’- 4c
4

NB: x’+ y°+ ax+by+c =0 <=>| x+ g

2




IV) Module et argument d'un nombre complexe :

1) Module :

Dans le plan rapporté a un repere ( o ;i ; } ); placons le point M de Z dont 1'affixe est
A

a + ib
Z = =M » Axe des imaginaires purs
_________ al
b .M{, Axe des réels
:
1
%A
A e :
| - ! .
(0) : a g

Ici: |OM|| =d| oM |= Vd® + b?
a- Définition :

Soit Z =a + ib un nombre complexe. On appelle module de Z, le nombre réel positif ou nul
noté : |Z| tel que |Z| =Va* + b?

Si M est le point image de Z alors z] =d(O; M) =/g* + p?

Exemple

Déterminer le module des nombres complexes suivants :

- -1 1+
a) 2= abyz=Ud. o z=V gy 7= T b, ¢ 2
Solution
a)z=-i =>[z[= 0P+ - 1 [=V0+1=41 =1
-q -zl - IV3 ~3+0-+3
1P (-1 (1,1 [2 V2 42
e 12 - - —+= W= =
C)Z:ﬂmqm:J |: 1 RN 7 N
§z==1—iG =s\7l = 17+ 3 = T¥3 =i
@Z=1+i=>z]=1f+ (1 f=+V1+1=12
b- Propriétés :
P;:: \Z\ est toujours positif ;0 Pa: |Z\ =|Z| ;0 Ps: |Z|=O¢>Z:O




P.:|ZxZ'|= |z |x|z'| i Ps:|Z +2'|< |Z]+ |Z'| [Inégalité triangulaire)

Y4 Z »
Ps: E‘ :%(cvec Z'#0) ; P;: % Zé(avec Z#0 et a € R|;
Py: (2= |z (avec n e IN*)
Exemple

Détermine le module des nombres complexes suivants

2 + 2i ey
Z,=1- ey 5 Z,= 5 Z3=-1- € X 5 Z4= I 5 Zs= (Z2)2 X 73 5 Zs=

E

Solution

g1 = & l2] 1P (37 T3
Z,=2 + 2i=>|Z,| = |2+ [2 P=Va+4=18 =22
\/ 1)2+ —\/1T \/Z =D

Zy=-1- 70 =

2= 1= T

4 1z, 2v2 2

Zs= (Z2)* x Zy =>|Z ‘ ! ZS‘:“ ‘ 2:] = |z x ||

=>|Z|= [ 242/ x 2]

=>|Z| =4x2x2= 16




2) Argument :
a- Définition :

En observant la figure 1 ci-dessus représentant un triangle rectangle d’angle 8, on a :

COSG = L
va* + b’
Sinf= b

T‘
N
oy
N

+

Soit Z est un nombre complexe de module |Z| ( avec |Z| ¢0). On appelle argument de Z, le
nombre réel noté @ ou arg (Z) tel que :

Cos0 = _a CosO = a
va + b’ o 5 |Z|
Sing = % Sing= 2
va - + b ‘Z‘
N.B:

Le cercle de référence trigonométrique et le tableau des angles trigonométriques sont
nécessaires a connaitre pour le calcul des arguments :




Cercle trigonométrique et le Tableau des angles remarquables trigonométriques

Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants

N ] \ :
ot gl e

Solution

7,=-1-i& 5|2 - _V1+3-44 _»

4Sina
Degrés | Radians Sinus Cosinus
. -\‘ o " . . .
o | % n | 1| 3
osa 6 5 >
q
o = 2 i
4 2 |
A _/I * )
w | x| B
2 2 i H U]
90° s 1 0
2
180° 0 -1
™
360° 2T 0 1
Exemple




Cos® = —1
2

4
arg(Z, ) est tel que : —>@=n+o=> Q=1
. -3 3 3
Sin®= ——
2
-1V, [V3) [1,.3 |4
Zz:-<’ :>‘ZZ|: (7 + 7) = Z+Z:\/::1
-1
CosGZ% Cos@=%
2
arg(Z, ) est tel que : <=> 82n—%2>6:?n
Sin6=T

1 V2
CosO= — Cos@= =
72 0s 5 )
arg(Zs ) est tel que: <=> =>0-= 2
: 1 V2
Sin®= — Sin@= 1=
2 e

S G A B o = R

CosO= 1
. i
arg(Zs ) est tel que : =>Q-= 3
-3
Sin® = 5

b- Propriétés :
Soient Z et Z’ deux nombres complexes d’arguments respectifs arg(Z) et arg (Z")

Py:arg|ZxZ'|=arg Z|+arg Z'| ; Pp:arg

§)= g 2) - arg 2’

P3;arg(z”) =narg(Z) (avec n e IN*) ; P4:arg(%):-arg(2)[avec Z#0)|




Ps.arg|Z| = - arg|Z|

Exemple
Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

yA
Zv=1- V3 5 Z2=2 4 25 Zy=-1- i3 5 Za= 5 L= (2% 2y 5 Zg=
2

Solution

z,=1 - i S|Z] Z 1P (VB 2143244 oy

CosO = 1
2 s -7
arg(Z, ) est tel que : =>0=--=>0=—7
. -3 3 3
Sin6= ——
2
Z, =2 + 2i=>|Z,| = \J[2+ 2 P=Va+4=18 =22
Cos® = 2 Cos® = Q
242 2 s
arg(Z, ) est tel que : 5 =2 2 =>6=Z
Sin@= —= Sin@= 1=
212 T
Zy=1-C =512 2 1P+ (VB oV1T3 V4 o)
Cos@= —
2 4n
arg(Zs; ) est tel que : =>0=n+5=>0=—
. _ -3 3 3
Sin@= ——
2
Z 2 2
2] == H )
2

arg(Z,) = arg

Z, nn -7m
20 o(Zy ) - are(Z, ) = - BT =
Zz) arg( 1 ) arg( 2) 3 4 12

Zs= 2y x Z=>|2| = |Z.] « 2,| =|2f| % |2,| = |zf x|z:| = | 22 x[2]

=>|Z| =4x2x2= 16
Et

arg( Zs) = alrg[(ZZ)2 . 23} = alrg(ZZ)2 +arg(Z;) =2arg(Z,) +arg(Z;) =2 4n

3

+

n
4







V) Forme trigonométrique d'un nombre complexe :

1) Définition :

Soit Z = a+ib un nombre complexe de module T et d’argument(-’ . On appelle forme
trigonomeétrique de Z toute écriture de la forme Z = (cos¢ +i sin¢) avecr = a’+ b’ et

CosezL
va* + b’

0e [-n ; n b
R

2) Propriétés :
Soient Z et Z' deux complexe tels que Z =T (cos¢ +isiné)et Z' =r' (cosé' + isin ")

P,:Z%x7Z' = r><r’[cos(9+9') + isin(6+6’”
Z

P = & [cos(0-0") + isin([0-0"]]
Z r

P;:Z2"'=r"

cos(n@| + isin(n@)}

NB:sir=1ona:Zz"= {cos(in@) + isin(n@)} (formule de Moivre)

Exemple

Ecrivez sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :

i -1 H4 H4X3

Z - [
Zl =1- BIHOL, ; 22 =2+2 : 23 — HF[XH'K : Z4 — X : Z5 — (ZQ)2XZ3 : ZG —
Solution

z.=1 — "7 Z5|Z) 2 1P (V3P =VIF3 243 o

CosG:%
n -
arg(Z, ) est tel que : =>0=- =>0=—7-
. _-43 3 3
Sin@= ——
2
- o |- T
Alors Z, =2|cos|——| +iSin =3 )]




Z,=2 + 2i=>|Z = {[2P+ [2 [ =Va+4 =18 =212

CosO = 2 CosO = Q
242 2 T
arg(Z, ) est tel que : , = 3 :>9:Z
Sin6= —— Sin6= 4=
242 2
Alors Zz=2\/§ cos| = | +iSin %
3
Zy=-1-PX =5|Zs = 1P+ (VB o V13 -V4 o)
CosO = % 4
arg(Zs ) est tel que : —>0=n+2=>0=""
. -3 3 3
Sin@= ——
2
Alors Z; = 2| cos| ——| +iSin 4?”
Z 2 2
2] =1l = H 2272
2
Et
78— Zy| 7 g y_2n m_5n
arg( 4)—argz—2 =arg(41)-arg(%2)=—>5 "3 = p
Alors Z4=§ Cos on +iSin(Ei—72T)

Zo= (L) xZ=> |Zs| = | 2] « Z,] = |Z.F| x |25] = |zJ |2, = | 242 x 2]

=>|Z| =4x2x2= 16 et

T an
arg(z,) = arg|Z.f * Z|= arglZ,[ + arg(Z;) = 2arg(Z, ) + arg(Z; ) = 2| ;| +| 5
_sare(z.)= L4 4T _ 1ln
Srag(Zs)= 5 T T g
Alors Zs = 16/ cos| X | +isin| LT







VI) Forme polaire d’un nombre complexe

1) Définition :

Soit Z un nombre complexe de module T et d’argument™. On appelle forme polaire de Z
toute écriture de Z de la forme Z= [r ;" ]

2) Propriétés :

Soient Z et Z' deux complexe tels que Z =[ T ; etz =[r ; £l) ]

Pl : Z“V“E"“Z' :[r.rl ;%H\' %ﬂ\l]
AN T
>z T

Exemple

Donner la forme polaire des nombres complexes suivants :

1 a

-1 — i — 1-1i 4 -
n ot Xn ot

Z1 = ; Z2 =_X ; Z3 = e Z1 X 22 ; 5 (el

Solution

Zi=- 1 i=>|2] = (AP (-1 P=iTFT =42

COS@:i Cosez—\/E
V2 2 _ T _bnm
arg( Z, ) est tel que : <=> O=n+-—-=>0=—
-1 . -2 4 4
Sin6= — Sin6= —=
V2 2
5n
Alorlezx/E N T
1 1P (10
7 B/ P L E U R R
Z,=->x =>""=1{2 2/ =Va 4=Va =2




-1
Cos®O= 2
g Cos®= g
arg( Z, ) est tel que : [ <=> N O=m-
S Sin® = >
Sin@= —
2
2
V2 3n
AlorsZz—{ > ' g
ZBZ 1 - lln‘x‘+K:>‘Z3‘ = \/(1)2+ (_\/5)2: V1+3:\/Z :2
CosO = % T T
arg(Z; ) est tel que : =>0=--=>0=-—-
-3 3 3
Sin®@= ——
2
Alors Z; ={2 ;- z
3
2 5 3
leZ2={\/§ g ; T” Tﬂ =[1; 27
R, |%,;.z. 3z 13
+ _[V27 73 4 :[M;-—"
— 12
2
1
U= :[2“ ; An
3

E




VII) Forme exponentielle d'un nombre complexe :

1) Définition :

Soit Z un nombre complexe de module ¥ et d’argument ©. On appelle forme exponentielle

s . 0~
d'un nombre complexe Z, toute écriture de Z se ramenant sous la forme Z = re" ou

sonconjuguéestZ= re

2) Propriétés :

Soient Z et Z’ deux nombres complexes de formes exponentielles respectives :
Z=re et 22 =1e°
P: : Z'Z’ — r.r’ei(e-#g)

P2 Z _ rei\‘e-e”)
PRl
Z

e

2 2
3.2 :l"ei\je-eFl"

. = 2 = 2 —_ 2 —_
b 7 i(0) =T o rel r(Aveceo 1)

e

P4 . Zn — rneine

P; : Formule d'Euler

R, /x

S



Compléter le tableau suivant

Exemple 1

Formes
algébriques de Z -5(1 +i4/3)
Formes
2| cos|-Z|+i sin [-Z
trigonométriques de Z 4
Formes i(
exponentielles de Z de
Exemple 2
Soient les nombres complexes :
2 m
=xVx+K 1- i J +b
21:3 ;22: ’Z3:\aX
1) Ecrire Z:, Z, et Z; sous forme trigonométrique.
2) Ecrire Z;sous forme algébrique.
o no_.n
3) Déduire les valeurs exactes de cos ——et sin —.
12 12
4) Calculez (Z5)*.
Solution1
Formes
algébriques de Z -5(1+iv/3) 2(-1+iv3) V2(1- i)
Formes
10 4 o -
trigonométriques de Z cos| 2 | +isin 4_71)] cos| 21 +iSin(2—n)] 2 (cos -—|+i sin _Z))
3 3
Formes i( I(Tn)
exponentielles de Z 10; = 4e 2e







Solution 2

! — ol

= oesh atbK 1- i i

Soient les nombres complexes : Z; = % VAR ;o Zy =MWl
1) Ecrire Z., Z et Z;sous forme trigonométrique.

2

[ J [ J
GG J@+_Q 6,2 [8 8 22
le => = 2 2 = 4 4: 4 = 2 = 2 =
V6
CosBO= 2 CosO = ﬁ Cos® V2 +\3
arg(Z, ) est tel que : V2 <=> 2v2 <=> 2+2
1 . - =
% Sin®= Z—E Sin®= %
Sin6= -—
V2
CosO = ﬁ
<=> 21
S' e: - -
in 5
-7
= > = —
© 6
Alors Z, =2|cos| — +iSin(%”
Z,=1- i =>|Z)| = J1P+ [-1P =2
CosBO= g T
arg(Z, ) est tel que : NG =>0 = E
Sin6= —=
2
Alors Z, = 2| cos| ——| +iSin T")]
[ _ )
i v2 cos| Z+2 | +isin| =+ L cos| =| +iSin 1)
7,=01 =2 6 4 6 4/ _ B
T e | TT
= — | +iS -
Alors Z;=|cos 1 iSin 12)]

nrC




2) Ecrire Zj; sous forme algébrique.

KNEI a V6- iv2 (\/6- i\/z)(Z + 21
/3= | ‘:>Z3: 1= = 2(1_i, = (2]2"' ('2)2 =
2(vV6+ V2)+ 2i[V6- 2

8

7(\/@ V2 +i7(@_ ) Alors Z;= e+ V2 +i(‘\/€_ V2

:>Z3:

4 4 4 4

i LT
3) En déduisons les valeurs exactes de COS 1pet sino.

Par identification des formes trigonométrique et algébrique, on a :

W6+ 2]

4
V6- 2

4

S_
T 12

12

cos| =
12

_[Ve+ 2 CE V2|

+iSin <=>
4 4

T

sin 0

4) Calculons (Z3)*.

!\: il

)+ isin(n™)); ona:

1l

En utilisant la formule de Moivre (Z" = cos (n

e | 24T
+iSin| ===
i ln( B

24

12

(Z3)* = cos = cos|2m|+iSin(2n)

Alors (Z3)* =cos|2n|+iSin(2n)

3



VIII) Formules de Moivre et formules d’Euler:

1) Définition :

Soit Z un nombre complexe de module 1 et d’argumentz’ . On appelle formule de Moivre
toute écriture de Z se ramenant sous la forme Z" = cos (1€ ) + I sin (¢ ) avec (n € IN° )

2) Triangle de Pascal :

Le triangle de Pascal est une méthode tres pratique utilisée pour le développement des
identités :

la+ b/|" et [a- b |".Ellese présente comme suit :

e
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3) Application de la formule de Moivre :
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4) Linéarisation : de Cos"O et Sin"O

Pour Linéariser Cos"Oet Sin"O (n€ IN) ; on peut utiliser le procédé suivant, mettant en jeu
les formules (d'Euler ou de Moivre) et du (bindme de Newton ou du triangle de Pascal).
Méthode :

. 1
“ o —msfupk
- Développer et réduire : Cos"® = V UL oy sin™itl = U (Moivre)
U
Ou encore cos"® = U ou sin™ " =l (Euler)

- Regrouper deux a deux les termes d'exposants opposés et exprimer chacun deux en
fonction des termes de la forme Coskx et Sinkx.

Exemple
En utilisant les formules de Moivre et d'Euler, lipléariser les expressions suivantes :
X X X X X X X
A()=cos® ; B()=sin® ; C()=Cos> ; D(x)=cos® ssin’
Solution

e Utilisation des formules de Moivre

A(x) = cos’x

Posons © = x => A( x ) = cos’O = (Cose)3 =

7+ 37°Z +327°+ 7°
8

0



=>A(x)= 2+ 7] + P 327 +327) _ |2+ 2]+ (38222 +327°) _

\Z2+Z%)+ 32Z| z+7Z]
8

Or 7'+ Z"=2Cos(n®)=>7’+ Z'=2Cos(30) et Z+Z =2Co0sO
Deméme Z2"Z"=1=>7ZZ=1

S A(x) = 2cos| 39)+83(2cos( 0 ) _ 2c0538g6CosG :%(c0536+3 Cos6)

= >A(x):%['C0536+3 Cos®| or9 = x

= >A(x):%(c053x+3 Cosx|

B(x) = Sin’x

Posons 6 = x => B(x ) = Sin0 = (Sin6 |’

(Z— 2)3: 2- 7" _7’-37°Z +327*- 7°
2i 12if° -8i
> B X):(z3-_z3)+ -37°Z +327°] _|7°- 7°| - 327| 2- Z

-8i -8i

Or Zz"- Z"=2iSin(nB)=>7°- 7>=2iSin(30) et Z-Z =2iSin0
Deméme Z"Z'=1=> 7ZZ =1

=>B(x):218m( 30/+ 3(2isin( 0 ) _ 2isin30+6iSin® _ 21(

in30+3Sin®
T & & sin in®|

=>B(x) :-%[sin38+35in8) or 0 = x

=>B(«x ):-%lsin3x+35inx)

e

(X vl
C ) = COSSu";:uT
z+Z\ _|z+ Zf
POSOHSB=£:>C(X):COSSB = (COSQ)S o _ | : )
° 2 2
Z°+ 57°7 +102°Z°+ 102°Z°+ 527*+ 7°

cx) = 32
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|Z°+7Z%+ [52°Z +527%) +(102°Z* +102°Z°)

=>C(x )= 32

\Z°+7Z2°)+52Z(2°+ Z°) +102°Z% z + Z)

-2 Cx)= 32

Or 7"+ Z"=2Cos(nB)=>Z°+ Z°=2Cos(50) ;Z>+ Z°=2Cos(30) et
Z =2CosH

Deméme Z"Z'=1=>7ZZ=1etZ2°Z° =1

_ 2cos| 56|+ 5(2cos( 36 ) | + 10( 2 cosO| _
:>C( x) = 3 =

%(c0558+5 cos36 + 10CosO)|

=>C(x):%((20558+5 cos360 + 10CosO)| orﬂzg

=>C(x )= % c0557x+5 c0537x + 10cos§

D(x) = cos*xesin’x

= \3 = \3
Posons 8 = x = >D(x) = cos’8+sin°0 = (CosO | SinO|* = Z;Z Zéiz)
z+Z |2- 7 _(z+ZP(z- ZF
s Do = ( 3JX( ‘31 :(z+;) z- Z
12 (2] - 64i

\Z%+ 32°Z +327°+ 7°||7°- 32°Z +327*- 7°
- 64i

= >D(X)=

Apres development, on a :

2°- 7°) + |- 3 27 + 372°7%) _|2°- 7| -32°7%(7*- 7|
- 641 -64i

D(x) =

Or Z"- Z"=2iSin(n0)=>7° Z°=2iSin(60) et Z>- Z* = 2iSin( 26)
Deméme Z"Z'=1=>77°=1

2iSin| 66]- 3(2iSin( 20 )| _ _2i
- 64i - 64i

=>D(x) = sin66 -3sin26| =

i(sin(se -3sin20)|
32

E



Or 0=x =>D(x)= 3—12(sin6x -3sin2x|

e Utilisation des formules d’Euler

A(x) = cos’x

19+ -ie \3 i9+ io)|3
Posons 8 = x => A( x ) = cos’0 = (CosO|’ = ¢ 2e ) :(e (2; )
3i9+ 2i6 —i9+ i0 —2i9+ -3i6
=>A(x)= e 3e" e 3e e e
8
3i6 -3i0 i0 -i6 3i0 -3i0 i0 -i0
=>A(x)=% t e ;3€+3e :(e + e );—3(e+e

Or e" + ¢ =2Cos(nb) =>e’" + = 2Cos(30)

Et ¢© + ¢=2CosH
De méme eme' e-me: 1 :>ele. e-:e: 1

=>A(x)= 2cos| 36+ 3(2(?05( 0 )) _ 2c0s30+6Cos0

8 8

:>A(x):%(c0538+3 CosO| or 6= x

=>A(x ):%(c053x+3 Cosx|

Faites-en de méme avec les autres cas.

2

=3 lcos30+3 CosO|

3






IX) Equations dans C

1) Equation du premier degré :

a) Définition :
On appelle équation du premier degré dans C; toute équation de la forme aZ +b = 0.
Avec(az0eta € C)

b) Résolution :
Lo
- Aoy -+K
L'ensemble solution de I'équation aZ +b=0estS=10
Exemple
Résoudre dans C l'équation: ( 1 + 2i )Z — (i — 1) = iZ - 3.
Solution
(1+2i)Z-(i-1)=iz -3
=>(1+2i)Z -iZ= (i-1)-3

=>Z(1+i)=-4+i

-4+
=l
- 4+ i|l1 - i
=>7= 2 2
117+ (1
-3 +5i
=>7 = 5
-3
= = + —
>Z 2 1
-3 5.
= = + —
>S[2 21]




2) Racines carrées d'un nombre complexe :

a) Définition :

On appelle racines carrées de Z, tout nombre complexe Z. tel que Z = Z. 2.

Exemple : Si Z = 9i* => 7, =3I ou 7, = 3I.

b) Résolution du cas général :

Siz=a * ib et Z =X *iy_On dit que Z est une racine carrée de Z si et seulement si

1 X . .
—argth—+ K si |x|<add, 4
a a

&

Exemple

Trouver les racines carréesde : Z;=5-12i; Z,=45+28i ; Z;=3—4i

Solution
Z,=5 — 12i
x*- y*=5 x’- y’=5 (1)
2xy= -12 <=> {xy= - 2]

X'+ y'=y(5[+ [- 12 X+ y'=13 [ 3]
Effectuons: (1) +(3)
Ona:2x° = 18=> x*=9 => x= -3 ou x=3

-6
(2):xy= -6 =>y= —=

2 etéd, = x+iy =>6,=-3+2i

-6

1 :_3 =>y= —

e Six y 3
e Six '=3 =>y'= =-2 et 6,=x "+iy ' =>6,=3-2i

Alors les racines carrées de Z, sont 6, =-3+2i et &,=3- 2i




Z,=45 + 28i
x’- y*=45 x*- y*=45
2xy= 28 <=>xy= 14

X2+ y2=\/(45)2+ (‘28)2 X2+ y2=53

Effectuons: (1) +(3)

(1)

Ona:2x>=98=> x*=49 =>x=-7 ou x=7

(2): 0= 14 =>y= 2
o Sjx= -7 =>y:_1—4=_2 et &,
. ,_ 14
e Six '=7 =>y=7=2 et

Alors les racines carrées de Z, sont §; = -7-2i

23:3 — 4i
X2 y2:3 X2- yz:3
2xy= -4 <=>{xy= -2

x2+ y2: /(3)2+ (_ 4)2 X2+ y2:5

Effectuons: (1) +(3)

= x+iy =>6§,=-7-2i
6= x "+iy ' =>6,=7+ 2i

et 6,=7+ 2i

Ona:2x* = 8=>x*= 4 =>x= -2 ou x=2

-2
(2):xy= -2 =>y= —=
° Sixz -2 :>y: i:
. _ -2
e Six '=2 =>y —2—=-1 et

Alors les racines carrées de Z, sont §; = -2 +i

1 et 6,= x+iy =>6,=-2+i

§,= x "+iy ' =>6,=2-1i

et 62=2- i

nrC



Autre méthode pratique

Soit Z = a + ib, I’écriture algébrique d’un nombre complexe.

Si g est un entier relatif tel que g = bx b, avec (b:- b;=a)

Alors les racines carrées de Z sont : §,= b,+ ib, et &6,=- b,- ib,

Exemple

Déterminer les racines carrées de Z =5—12i

Ici:a=5 et b=-12

b - 12
—=——= _ 6= -3 X
2 2 I
-3 [ (2 7F
Il |
- 9 4= 5=a

Alors : b,=-3 et b,=2
Doué;=-3+2i et &,=- (-3+2i|=3- 2i

En observant la solution obtenue a la page 26, on remarque que les résultats sont
identiques.

E



Contre exemple :

Déterminer les racines carrées de Z = 20 — 16i

Ici:a=20 et b=-16

b
—_ — = 8: —4 X
> 2

-4 F (2 f
[ I

— 16 4= 12 7a
Alors cette méthode est a rejeté.

Faites-en de méme avec les complexes Z, et Z..

3) Equation du second degré :

a) Définition:
On appelle équation du second degré dans C, toute équation de la forme :
az’+bZ+c=0(@=0)

b) Résolution :

La résolution de telles équations nécessite d'abords le calcul du discriminant associé A tel que

A = b? - 4ac.

X X
=K ou-AnCls-+K -b+ /A
e SiA>0,ona: Z,=I I et Z,= ~ 2a
. -b
e SiA=0,ona:72,=7Z, = —
2a
—— /3
- b-iVvA
e SiA<O,ona :7Z,= Vxt—a’® et Z =" o,
T]K 1
~ Hr-h oo
e SiA=a’+ 'b’(sous forme algébrique), ona: Z; = il et 7Z,= x*+1

.



Ou : 6; et &,sontles racines carrées de A.




Exemple

Résoudre dans C les équations suivantes :

a)Z’-272+2=0; b)-22*+Z+1=0; <) Z*-42+4=0;
d) 4Z°-4(1 + i)Z-(45+26i)=0

Solution
a)Z*-27Z+2=0

A=[-2-4(1)(2)=- 4=4i=(2if

_- -2 -V _ 220
Z, = : =— =1-2i
2(1) 2 |
=>8§=| 1-2i ; 1+2i
Z_-[-2)+\/('2i)2_2+2i_ .
)= \ === =1+2i
2(1) 2
b) -2Z*+Z +1=0
A=[11-4(-2)(1)=9=[3]
- BE 13
e AT/ I L A
2(- 2 2
=>§=| -2 ; 1|
g - L]+ WBF - 143 _
’ 2[- 2] 2
€)Z%-4Z+4=0
A=[-4-41)(4)=0
-[-4] 4 ,
le ZZZ 2(1) 2522 :>S=‘t 2]
d)4Z>—4(1 + i) Z - (45 +26i) = 0
A= [- a[1+il]'- 4 4 - | 45+26i ||=16( 1+2i-1)- 16[- 45-26i |
= 720 + 448i
2 2_ 2 2_
X - y =720 x"- y =720
2xy= 448 <=>xy= 224
X+ y*=v[720/+ (448 xX’+ y’=848

E



Effectuons: (1) +(3)

Ona:2x’ = 1568 =>x>= 784 =>x= -28 ou x=28

224
. =224 =>y= —/—/
(2):xy Y=
o Gix=-28 =>y= %:- et 6,= x+tiy =>6,=-28-8i
e Six '=28 =>y'= %= 8 et 6,=x"+iy' =>6,=28+ 8i

Alors les racines carrées de Z, sont ; =-28-8i et &,=28+ 8i

- |- +i ||+ | -28 - 8i - -4
Z,- 4 1+i|]+[-28 -8i] _-24-4i _ , 1.
2( 4| 8 2
1
=>§= -3- =i ; 4+ =
>S 21 1
- |- +i ||+ + ] - -
Z,- -4 [1+i )|+ [ 28+ 8i] _- 24 4i _,, 3.
2( 4| 8

4) Equations se ramenant au second degré :

a) Définition :
Ceux sont des équations dont le degré est supérieur a 2

Exemple : a7’ + bz’ +cZ+d=0;az*+bZ*+cz*+dZ +e=0; etc..
b) Résolution :

La résolution de telles équations nécessites obligatoirement la reconnaissance d'une racine
évidente : réelle( Zo= a ) ou imaginaire( Z, = ib) ou encoreZ, = a+ib

(aveca et b #0 )afin de factorisée puis de résoudre 1’équation en utilisant I’une des
techniques de factorisation qui suivent : (Division
Euclidienne ; tableau d’Hérner ou par identification des coefficients ).

NB:
Pour les équations bicarrées : (aZ* + bZ*+ ¢ = 0), il suffit de ramener I'équation bicarrée au
second degré en posant :Z*=z. =>aZ>+bZ+c=0 Aveca?#0

Exemples

Exemple 1

E



Résoudre dans C I'équation Z*~ 4i Z*— (6 + i)Z +3i — 1 =0, sachant quelle admet une
racine imaginaire pure.

j



Exemple 2

Résoudre dans C I'équation Z* — (3+5i)Z* + (- 4 + 9i) Z + 6— 4i =0, sachant qu'elle admet
une solution réelle.
Solution 1

Résolvons dans C I'équation Z> — 4i Z*> — (6 + i) Z + 3i — 1 = 0, sachant quelle admet une
racine imaginaire pure.

Soit Z, = ibcette solution réelle telle que :
Zo—4iZ—(6 + i) Zy+3i—1=0,
<=>(ibP- 4ilib]*- (6+i ||ib]+ 3i-1 =0
<=>.jb’+ 4ib’*- 6ib+b+3i-1=0
<=>[ b-1 |+ i[- b*+ 4b*- 6b+3 |=0

| b-1]=0 (1)
- b*+4b*- 6b+3 |=0 ( 2 )

<=>

j



NB :On résous toujours I’équation qui semble la plus facile.

Ainsi résolvons 1’équation (1) qui est la plus facile a résoudre : b-1=0= >b=1
Et par vérification dans (2 ), on obtient :

- (1P +4[1P- 6[1]+3=0

<=>-1+4-6+3=0

<=>-3+3=0

<=> 0=0 Vraie

D’ou Z, =ib = i estla solution réelle

Factorisons : Z*—4i 7Z>—(6 + i)Z + 3i—1 ( En utilisant la méthode d’Hérner )

1 - 4i - 6-i 3i-1
i i 3 - 3i+1
1 - 3i - 3-i 0
Z, a b C

=>72-4i7°—(6+1)Z+3i—-1 = (Z-Zoy)(aZ*+bZ + )

<=>73-4i7* -6+ i)Z+3i -1 = (Z-i)(Z- 3iZ~- 3-i)

DouZ~4i Z2—(6+i)Z+3i —1 = 0<=>(Z—i)(Z- 3iZ—- 3-i)=0

<=>7-i=0 ou Z?- 3iZ- 3-i=0
<=>7=i
Ou 7>~ 3iZ- 3-i=0=>A = (- 3i - 4[1)(- 3-i|=3+4i
x’- y*=3 x*- y*=3 (1)
2xy= 4 <=>ixy= 2 [ 2]

x>+ yZZ\/(3’)2+ [4}2 X2+ y2=5 ( 3

-



Effectuons : (1) +(3)

Ona:2x> = 8=>x*=4 =>x=-2 ou x=2

2

(2):%= 2 =>y= =
e Six=-2 =>y=%=—1 et 6,= x+iy =>6,=-2-i
e Six '=2 =>y ':%=1 et ;= x "ty ' =>6,=2+i

Alors les racines carréesde Z sont : §;=-2-i et 6,=2+ 1|

Z - (=30 )+ [ -2 -1 _n 2420
2( 1| 2
S ai Ve [ .
Z,- (-3i )+ [ 2+ i _2t4i
211 2
=>S=| i ; -1+ ; 1+2i|
Solution 2

Résolvons dans C I'équation Z> — (3+5i)Z* + (- 4 + 9i)Z + 6 — 4i = 0, sachant quelle

admet une solution réelle.

Soit Z, = a cette solution réelle telle que :

Zo—(3 + 5i)Z¢+(- 4 + 9i)Zy+ 6 — 4i=0,
<=>[gP- | 3+5i |[a’+ [- 4 +9i|la)+ 6-4i =0
<=>a’-3ad’- 5ia’- 4a+9ai+6-4i=0

<=>(a’-3d*- 4a+ 6 |+ il- 5a*°+ 9a-4 =0

la*-3a*- 4a+ 6]=0 (1)

“77l 5a?+ 9a-4 | =0 (2)

j



NB : On résous toujours I’équation qui semble la plus facile.
Ainsi résolvons ’équation (2 ) : - 5a°+ 9a-4 =0 =>A = (9)2- 4(- 5 |- 4)=1

=>a,=1 et a,= —

Et par vérification dans (1), on remarque que :
a;=1 est la seule solution qui vérifie I’équation ( 1)

D’ou Zy = a = lest la solution réelle

Factorisons : Z*—(3+5i)Z*+ (- 4 + 9i) Z + 6 —4i ( En utilisant la méthode d’Horner )

1 - 3-5i - 4+9i 6-4i

1 1 - 2-5i -6+4i
1 - 2-5i - 6+4i 0

Z, a b C

=>72-(3+50)Z*+ (- 4 + 9)Z2+6 — 4i= (Z-2Z,)(aZ>+bZ + )
<=>73—(3+5)Z*+ (- 4 + 9i)Z+6— 4i= (z—1)[zz+ - 2-5i|— 6+4i]
D’oll Z3— (3+5i)Z2+ (- 4 + 91)Z+6 — 4i= 0<=>

(Z-1)Z*+ (- 2-5i)Z— 6+4i]=0

<=>7Z-1=0 ou (Z-1)Z* |- 2-5i]Z— 6+4i=0

=>7=1
Ou [Z'+ (- 2-5i]Z— 6+4i=0=>A =[- [2+5i|['- 4( 1 |- 6+4i
=>A =3+ 4i

x’- y*=3 x*- y*=3 (1)
2xy= 4 <=>{xy= 2 2]

X+ y* =3[+ (4] X'+ y’=5 13

A



Effectuons: (1) +(3)
Ona:2x’ = 8=>x"=4 =>x=-2 ou x=2

2

(2):xy=2=>y

2
>y= 5 T -1 et 6,=x+iy =>§,=-2-i

e Six= -2
M r — — r — 2 . .
° Six'=2 =>y’'=—=1 et 6=x 'ty =>6,=2+

Alors les racines carréesde Z sont : 8§, =-2-i et 6,=2+ 1

- (=30 )+ (-2 - 4i
Z: = :2
! 2( 1) 2 :
-(-3i )+ [2+i _4 +6i
Z,= - _ :
2 2(1) 2 2+31
=>8=[ 1 ; 2i ; 2+3i]

E



5) Racines ni*™* d'un nombre complexe :

a) Définition :

On appelle racine n*™ de Z tout nombre complexe Z. tel que : Zr=7.

b) Résolution :
Soit Z =a + ib un complexe de forme polaire : [r ; "]

r 21 ! 1
Z =a" + ib" 4y complexe de forme polaire o} A |

Zr=Zo ;=] (2 )] = [r; ]

Par identification, on a :

1
; (A=0)
Donc ax +bX+C avec k«* [0;n—1]

Ainsi les racines n“™ de Z sont données par la formule :

1
(a=0)
ZK: \/aXZbX+C OUZK:\/E

AvecK = [0;n — 1]

iln

b
X+—+
2a

ax’+bx+c
a

+K

.



6) Racines n*™ de I'unité :

Soit Z un nombre complexe tel que z = 1.

)

1
Les racines de Z sont obtenues en utilisant la formule qui suit : Zy = {

Exemple

Déterminer :

a) Lesracines carrées de — i

1 [2ax+b)|
arc cos| ——
VA |

b) Les racines cubiques de 4~
c) Lesracines quatriemes de 1

d) Les racines cinquiemes de i
—

.

|

e) Les racines sixiémes de L gl
Solution

a) Déterminons les racines carrées de — i

Posons z = - i

=>1z] = VloP+ -1 P=v1=1

Cos®O= 0 _ _n
Et arg(Z ) est tel que : Sind= -1 =>0-= 5

Ainsi les racines carrées de Z sont données par :

Aveck€[ 0 ;1|

- T

+ 1Sin

e Sik=0;ona:Zy,= cos

w
4 N

e Sik=1;ona:Z;= cos + iSin = Cos n—%

T ccs
=>7,=- cos|— |+ iSin|—

2K

n

+ iSin

T
7'[_ —_—
:

j



D’ou les racines carrées de Z sont :

+ iSin

; - CoS

T\t isin| X
4 4

b) Déterminons les racines cubiques de : 4v/3- 4i

Posons z = 4\/5- 4i

=>|z| = \[4v3f+ -4 [ =V64=8

|

CosO =
Et arg(Z ) est tel que :
Sin@= -

N[~ N
S|

Ainsi les racines cubiques de Z sont données par :

7 - % + 2kn - % + 2kn
k= ¥8|cos| —— | + iSin|——— ||
3 ! 3
cos| = n+12kn v isinl = n+12kn
18 18
Avecke| 0 ;2]
- -
. Lo LS
e Sik 0; on a:Z,= cos 1a ) iSin T )
11 n 11m
C 4. 7= v s
e Sik=1; on a:Z,= cos T iSin T
3 o | 23T
i = . . = | +
e Sik =2;o0n a:Z,=cos T iSin 18
D’ou les racines cubiques de Z sont :
Cos +iSin| — n ;  CoSs 11 m iSin 1n ; COS
18 18 18 18

c¢) Déterminons les racines quatriémes de 1

Posons z = 1
Cela revient a déterminer les racines quatriéme de I’unité c'est-a-dire 1.

Or elles sont données par la formule :

23n
18

3




2K 1
[1; {1;& [1;M [0 ;3]
Zy = nl=>z= 4 1= 2| Avecke€
e Sik=0;o0na:2=1;0]
e Sik=1;o0na:2= 1;%
e Sik=2;ona:291;2n]
e Sik=3;0na:Z;= 1;3%
D’ou les racines quatriémes de Z sont
10 g1y [1son] 130
2 2
d) Déterminons les racines cinquiemes de i
Posons z = i
:>|Z| = 1/(0)24_ (1 )2:\/7:1
Cos®O= 0 _ _n
Et arg(Z ) est tel que : Sin@= 1 =>0 = 5
Ainsi les racines cinquiémes de Z sont données par :
7 - 4+ 2kn — + 2km|| _ Sn+4k7t+isl.nn+4kn
¥~ V1] cos + iSin - B 10 10
Avec k € [ 0 ;4 |
e Sik=0; o0n a:Z~ cos fo ) iSin fo )
e Sik=1; on a: Z, = cos 51]5 + iSin 517:) = cos|—| + iSin|=
9 oo | 9T
i = . . = + S
e Sik 2; on a: Z, = Cos 10 iSin 10
13 n oo | 13m
i = . : = + iS
e Si k =3; 0n a:Zs= cos 10 iSin 10

3



Si k =4; on a: Z, = cos

17 n
10

+

iSin

17
10

3



X) Complexe et configurations géométriques du plan :

Dans le tableau ci-dessous sont caractérisées certaines configurations géométriques a l'aide des complexes :

Configurations géométriques Caractérisations Caractérisations complexes
géométriques
Triangle ABC isocele en A AB = AC
Z.- Z, i OU
A - 5, _e
XTI arg 274 | =g S
C B Zyg- Z,
Ze-Zy _
(ac [ 0; n]) Zg- Z,
Triangle ABC équilatéral AB=AC=BC Z-- Z, .
=3 0u
Et Z,-Z, ©
arg Zc-Zpy | _T Ze-Zy _ .n
c B Zy- Z, 3 Z,-Z7Z, €
Triangle ABC rectangle et AB = AC Z.-Z, _ .
isocéle en A Et 7z .z tod
B B A
ar Zom 24 -2
& ZB' ZA 2 Zc' ZA .
=-i
Zy- Z
A C ou - B
2
Points A, B, C alignés Z.- 7, Z.- 7, .
ar =0+K =a (a €eR
A B & Zg- 2, Zg- 2, ( )
\\C\ T
Triangle ABC rectangle en A Z.- 7, T Ze-Z, . )
arg - = = ib ou-ib avec
Z,- Z, 2 | Zy- Z,
n b eR’
ou




Points A, B, C, D cocycliques mesC = (mes D) [r] Z.- Zg
R AOl]l Zc' ZA
mes C " 0[] ceR"
ZD_ ZB
ZD' ZA
Exemples
Exemple 1
Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs: -1 — i ; 2+ 3i ; -10 — 13i.

Démontrer que ces trois points sont alignés.

Exemple 2
Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs 3 + i ; 2i ; 2 — 2i.
1) Démontrer que ABC est un triangle rectangle et isocéle en A. (on fera une figure).

2) Déterminer l'affixe de D tel que ABCD soit un parallélogramme. (on placera le point
D).

Exemple 3
Soient A, B, C, D quatre points d'affixes respectifs: -1 + i ; -1 — i ; 2i ; 2 — 2i.
1) Etudier la nature des triangles ABC et BCD.

2) Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on
déterminera le centre et le rayon.

SOLUTIONS :

Exemple 1

Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs -1 — i ; 2 + 3i ; -10 — 13i.
Za=-1—-1i=> A(-1;-1)

Zp=2 +3i=> B(2;3)

Zc=- 10 — 13i=>C(-10;-13)

Démontrons que: A ; B; C sontalignés :

A; B; C sontalignéssidet( AB ; AC)=0

-



AB| X8 = Xa|_.AB 3) ot AC| Xc ~ Xa|_.AC -9 )
Y = Ya 4 Ye = Ya -12
3 -9
det( AB ; AC) = (3)(-12)- (4)-9)=-36+36=0
4 -12

Puis que det( AB ; AC )= 0;alors les points A ; B; C sont alignés.
Exemple 2

Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs 3 + i ; 2i ; 2 — 2i.
Zy=3 +i=>A(3;1)

Zg=2i=> B(O0;2)

Zc=2 - 2i=>C(2; -2)

1) Démontrons que ABC est un triangle rectangle et isocéle en A. (on fera une figure).

Ze-Z,\ - m T
arg\———~|= — ou—
A; B; C estun triangle rectangle et isocéle en A si : B A
et
AB=AC
o ZemZa 220 Bl -1-3i -1 - 3i-3- ) _ 10,
Zy- Zy 20 - Bi) -3+ - 3F+ (1 10
Et arg Zew Za)_ argli| ==
Zy- Z, 2

AB:\/(XB' XA)2+(yB_ YA)2 :\/(0— 3)2+(2_ 1)2:\/E

AC=[xe- X, +[ye- yaf =1[2- 3P+[-2- 17 =710

Conclusion :

ZC' ZA It
TNz Tz | 2
Puisque : Bo7A
et
AB=AC = 10

Alors ABC est un triangle rectangle et isocele en A.

( Figure représentant cette
situation
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R A

o
]
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

)

2) Déterminons l'affixe de D tel que ABCD soit un parallélogramme. (on placera le point D).

ABCD soit un parallélogramme si AB= DC Avec D( );

Or AB=| X8~ Xa :(0-3):(- 3) DC=|%c™ Xp :(Z-X
VB~ Ya 2-1 1 Ye- Vb -2 -y

—_— = 2- x|\ _[-3) _ 2-x= -3 x=5

AB= DC<=> 5 _(1 T2l 2-y=1 77 |y= -3

D’OI‘JD_SB)

Exemple 3

Soient A, B, C, D quatre points d'affixes respectifs :
-1 +i -1 -1 ; 2i ; 2 - 2i.

Za=-1+i=>A(-1;1)

crc



Zy=-1-i=> B(-1;-1)
Zc=2i => C(0; 2)

Zp=-2-2i=> D( 2;-2)
1) Etudions la nature des triangles ABC et BCD.

Pour le triangle ABC

Ze-Z,y 120 - -1 +d) _ 1+i _ 1+ )i
Zy-Zy |-1-0) - [-1+i] -2i 0F+ (- 2f
_>ZC- ZA - 2421 :i+ 1.
Z,- Z, 4 2
ZC' ZA - 1 37-[
Et ar = arg|—* 1| =——
81Z,- z, 872 4

AB =[xy~ xaf*(yp- =\ 1% P41 1F =242

AC:\/(XC' XA)2+(yC_ YA)z :\/(0+1)2+‘2- 1/ =2

BC:\/(xC- x|+ ye- yuf =yJ[0+1+[2+ 17 =10
Alors le triangle ABC est quelconque.

Pour le triangle BCD

Zp- 2y _ [2-2i) - -1-i) _ 3-i _[3-11-3i _ - 10i _

Ze- Zy  [2i) - [-1- i) 1+3i  [1P+ (3F 10
ZD_ ZB . -

Etarg 7 -7 | arg(-l): B3

BC =[xc- x5/ +[ye- ysf’ =Vl0+ 142+ 17 =10

CD = (xp- xcf+[yp- yoff =4[2-0 P+[-2- 2 F =v20 =512

BD = [xp- x5/ +[yp- ys =V[2+17+[-2+ 17 =10
Alors le triangle BCD est rectangle et isocele en B.

2) Démontrons que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on
déterminera le centre et le rayon.




Soit Q( x ; y ) les coordonnées du centre de ce cercle.

les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle si :

d(A;Q)=d(B;Q)=d(C;Q)=d(D;Q)=r

d(A;Q):d(B§Q)<:>\/(X9' XA)2+(yQ_ YA)ZZ \/(XQ‘ XB)2+(.yQ_ YB)2

<=>[x+1 P+ly - 1 = A[x +1 P+ly +1

<:>(X+/1/F+(y -1 f = (x +1 %y +1 ]

<=>y-1 = [y+17]

<:>_2y = 2y => y:O

d(C;Q):d(D;Q)<:>\/(XQ‘ Xc)2+(yg‘ YC)ZZ \/(XQ_ XD)2+(.yQ_ YD)Z

<=>[x-0 P+ly - 2P = V[x-2 P+ y +2
<=>[x-0 P+ly -2 = [x-2[+[y+2]
En remplacant y=0 par sa valeur dans I’équation ci-dessus, on a :

- 4x+4=0 =>x=1
1
0

Orlerayonresttelque r=d(A;Q)=d(B;Q)=d(C;Q)=d(D;Q)

D’ou £

=>r=y(x+1 P+ly - 1 P =v[1+1 P+0 - 1 =5

D’ou les points A, B, C,D appartiennent a un méme cercle de centre Q( (1) ) et de

rayon r = /5
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XI) Complexe et lieux géométriques :

1) Distance entre deux points A et B :

Soient A et B, deux points d'affixes respectives Z et Zg.

d(a, B) = [AB||=" (e

2) Cercle de centre A et de rayon r :

|h{xdx20

Soit M 'l
b n
d(A, M) = ¢ &8 glx)ax

d'affixe Zy. A d'affixe Za.

Exemple

| 7 |

Trouver l'ensemble ( T ) des points (M) du plan d'affixe Z tel que :
Solution
Posons: Z-1+4i=0=>Z=1-4i=>A(1;-4)
Ici I'ensemble chercher est le cercle de centre A (1; -4) et de rayon r = 3.

3) Meédiatrice d'un segment :

Soit M ' " d'affixe Zy ; A d'affixe Z, et B d'affixe Zs.
M appartient a la médiatrice du segment [A, B] si d(A, M) = d(B, M) &

Exemple

b c
faf(x)dx+fbf(x)dx
Déterminer I'ensemble (T ) des points M du plan tel que :
Solution
Posons: Z2-2=0 et Z+2+1=0

=>  Z7=2 et =-2-i

=> A(2;0) et B(-2;-1)




Ici I'ensemble chercher est la médiatrice du segment [AB] avec A (2, 0) et B( -2 ; - 1).




4) Droite passant par un point A et faisant un angle o avec I’horizontale

Soit M d'affixe Zy ; A un point d'affixe Z, et ( D ) une droite du plan.

(D) passe par A et fait un angle o avec I’horizontale si Arg INT - o + kn

Exemple

Déterminer puis construire 1’ensemble des points M du plan tel que :

a) Arg(Z - 2+3i)=%+kn

b) Arg(2 Z - 2+ i) = % + krt

Solution

Déterminons puis construisons 1’ensemble des points M du plan tel que :

a)arg(z - 2+3i)= -5 +kn

arg(Z — 2 + 3i)= -%+k7—[ => Al‘g{ Z-(2-3i ” — '%"‘kﬂ
Tt _ . 2
< = >Arg(ZM- ZA) = -E + kT[ AVQCzA—Z—Bl => A(_ 3)

Alors I’ensemble des points M cherchés est la droite ( D ) passant par le point A

2 et
-3
faisant

n
un angle o0 = "y avec I’horizontale.




Représentation

-7

b) Arg2 Z- 2+ i) = e + knt

Arg(2Z— 2+ i)= -& +kn

4
, n
=>- Argl 2Z+2-i| = -7 kn
, n
=>Argl 2Z+2-i| = 2 kn
1. T
= 2| Z+1- = = —-
> Arg 21) )

kn<=> Arg(2) + Arg

Z+1- li
2

=%-kn




1. T 1 s
= Z+1- =i|=—- = Z- -1+ =i = — -
>Arg 21) 4 kn => Arg 21 ) 4 kn
-1
T 1.
<=>ArgZy- Z,) = — “knAvecZ,=- 1+ i => A 1
2
-1
Alors I’ensemble des points M cherchés est la droite ( D ) passant par le point A| 1 |et
2

faisant

T
un angle o0 = 7 avec I’horizontale.

Représentation

~







XII) Complexe et transformations géométriques du plan

1) Translation :

La traduction complexe d'une translation est :
f(Z)y=Z +q(avecq/" C)

Ainsi la translation qui transforme un point A d'affixe a + ib en un point B d'affixea’ + ib’
est :

f(A)=B & (a + iby+q=(a' + ib")=>q=(a' + ib")—(a + ib)

Ainsi on remplace q par sa valeur dans f(Z) = Z + q pour trouver la traduction complexe.
2) Homothétie :

La traduction complexe d'une homothétie de rapport k et de centre w est :

f(Z) =k Z + q (avec q ") ou QM ' =KQM<=>Z’ - =k(Z - @) avec :
- 7’ :image de Z

- K:lerapport
- ®:le centre d’affixe Q

Ainsi I'homothétie de rapport k qui transforme un point A d'affixe a + ib en un point B
d'affixe

a'" + ib'"est:f(A)=B & k(a + ib)+q=(a’' + ib )& q=(a" + ib")-k(a + ib).
Ainsi on remplace q par sa valeur dans f (Z) = kZ + q pour trouver la traduction complexe.

3) Rotation :

i
La traduction complexe d'une rotation d'angle ' et de centre @ est :
]ﬂmn\mrq‘ —>' L .
fz)="""+q(avecq € C)ou Q' =e°QMZ’ -0 = €(Z -0 ) avec:

- 7’ :imagede Z
- ©:langle
- ®:le centre d’affixe Q

Ainsi la rotation d'angle [li qui transforme un point A d'affixe a + ib en un point B d'affixe
a' + ib'est: f(A)=B & (@ *+ ib)J}]&"@+ q=(' +ibyoq=(@" *iby_@ + ib)HCé¢> q=

-(CI + lb) (COS‘HI“ + l'sjn.‘v;“‘”d[),

g dp
iH:iJ fitd=
[

Ainsi on remplace q par sa valeur dans f(Z) =« + q pour trouver la traduction complexe.




4) Similitude du plan :

Expression complexe :

Soit S une similitude directe du plan qui a tout point M d'affixe Z associe le point M' d'affixe
Z'tel que :

e (Cas d'une similitude directe :

Z'=aZ + b (ou a et b sont des complexes). Ces éléments caractéristiques sont :

Tl

- sonrapportk = |
- sonangle " = arg(a)

;-‘[‘ \.‘ |
- son centre ' d'affixe w = aveca#1
e (Cas d'une similitude indirecte ou inverse :

Z'=a "+ b (oua et b sont des complexes) Ces éléments caractéristiques sont :

- son rapportk = e
- sonaxe (D):y=px+q.

dF{a-
- son centre "' d'affixe w =




Retenons

Soit f la transformation : z '= az + b

- si a = 1,alorsf estune translation de vecteur t et d’affixe b.

1
- si a = - 1, alors f est la symétrie centrale de centre Q d’affixe w = Eb'

- sia €R-[- 1 ;1 |, alors f est une homothétie de rapport k = |a| et de centre

b
Q d’dffi = .
d’dffixe w 1. b
- sia eC-[1]et la|=1 alors f est une rotation d’angle o ,d’argument © = arg( a ) et
de centre Q d’dffixe w = 1 _b =

- sia eC-[1]et la|#1 alors f estune similitude directe de rapport

b

k =la 1. b

, d’angle o ,d’argument © = arg( a ) et de centre Q d’dffixe w =

Soit f la transformation : z ’= az + b

- Silal=1 ,alors f est une symétrie orthogonale d’axe 1’ensemble des solutions de

zZ = .

- Sila|#1alors f est une similitude indirecte de rapport k = |a

b+ab
a d axe (A):y=px+q w=——
©=arg( ), et de centre 2 d'affixe 1- aa
Exemples
Exemple 1

Déterminer la traduction complexe de la transformation f dans chacun des cas suivants :

1) f estla translation qui transforme A d'affixe — 1 + ien B d'affixe — 2 + 3i

i 1+ i
2) f est I'homothétie de rapport . qui transforme A d'affixe en B d'affixe -2 + 3 .

3
3) f estlarotation d'angle%I qui transforme A d'affixe -1 + i en B d'affixe —2 + i.

Exemple 2
. e e1s . X—2:F€x) E
Soit la similitude directe plane S de centre A (1 ; 1) ; de rapport 2 " et d'angle 4 par

la similitude S ; le point M d'affixe Z a pour transformé le point M' d"affixe Z'.
Exprimer Z' en fonction de Z.

, d’angle o, d’argument




Exemple 3

Soient A, B, C et D les points d’affixes :
Za=-1—i;Zg=1;Zc=1 + 3i;Zp=5 + i.SoitS la similitude directe transformant A
en C et BenD.

1)
2)
3)

Déterminer le rapport K et I’angle 6 de S
Déterminer I’écriture complexe f associée a S.
Déterminer I’affixe de Q le centre de S

Exemple 4

1-

2-

1)

2)

La traduction complexe d'une rotation est f(Z) = !

f(A)=B & f(-1+)="2+"®

Sot f la transformation définie par Z’ = aZ+3i

Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de f si : a =2 puissia=- i
Soient A(1) ; B(2+i); A’(2i) ; B’(1+i)

Vérifier que AB = A’B’

Démontrer qu’il existe une unique rotation r telle que r(A)=A’etr(B) =B’

SOLUTION S

Exemple 1

La traduction complexe d'une translation est : f(Z) = Z + q.
fAA)=B&f(-1 +1i)=-2+3i & 1+i+q=-2+ 3i=>q=-1+ 2i
dou f(Z2)=2Z -1 +2i

La traduction complexe d'une homothétie est f(Z) = kZ + q.

i ERY

f(A)=B &f(-1+i)=-2+3i®' (1+i)+q=-2+3i=>q= 2 2

1 3, 5.
d'ou f(Z2)= EZ_E-'_ El

ol
Pt
1=—iC

1l Z + q

J&inaxdx:-%( i H\
F(-1+i)+g=-2+i=>q=-2+ (1+'77)

3n
dou f(Z)=Z¢ 4 _ 24 1442




Exemple 2
Ona:

e

- rapportk ="

- centre A

m)vCosZ)cdx
[

- angle 't ‘

D'autre part :

Z'=aZ+b

L i u=auot + ﬁ

eta="# (cos' + sin )y=>a =
De méme cherchons b.

=>a= 1+

cx A

On sait que le centre a pour affixe
DouZ’'=aZ+b®Z'=(1+1)Z+1-1i

Exemple 3

A C
B D
[AB] [CD]

1) Déterminons le rapport K et I’angle 0 de S

. k=CD_ ZpZo|  |I5+i]-(1+3i)| _ |4-2i| _\/16+ 420
T AB T |Zy-Z,| | i-(-1-i) |7 |1+2i] T Vi+a T Va4
Z - = .
* 0=mes(AB;CD)=arg|, —, | =arg| 5| =arg (-2i) =-

=4=2

T
2

E



2) Déterminons I’écriture complexe f associée a S.

f(Z) = aZ +b.

S|A]= C etS(B]= D

| @Z,+b=Z¢ (1)
aZ,+b=27, (2)

_ _ _ _ Zc'ZD: -4+2i — 9

(1) -(2) —>a(ZA‘ZB)—Zc‘ZD—>a—ZA_ZB 12 21

Dans (2)ona:aZg+b=7Zp=>b=Zp—aZg=>b =(5+1i)— (- 2i)(i)
= b=5+i+2°=5+i-2=3+i=>b=3+i

D’ou I’écriture complexe f est f(Z) = - 2iZ + 3 + i

Soit w I’affixe de Q tel que :

_ b o_ 3+ _[3Hil(1-2i)
©TTa 1-(-2i)  (1)+(2) '

Exemple 4

1) Soit f la transformation définie par Z’ = aZ + 3i
Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de fsi: a=2 puissia=- i

Sia=2
72’ =azZ +3i<=>1(Z)=2Z + 3i

* Montrons que f admet un point invariant :
f admet un point invariant si : f(®) = W< =>2+3i = W< =>@W =-3i => Q(0; -3)

* Ainsi déterminons la nature de f
Pour cela, on exprime Z’- ® en fonction de Z- @ <=>

7> =27 +3i (1)
W= 2w+3i( 2)
En effectuant (1) - (2);ona: Z’-® =2(Z- ® ); sous la forme :

72’ — ® = k(Z — ®) qui est I’écriture complexe d’une Homothétie

E



* (Ces éléments caractéristiques sont :
- Centre : Q(0; -3)
- Rapport: k=2

Sia=-1
72’ =aZ+3i<=>1f(Z2) =-iZ + 3i

¢ Montrons que f admet un point invariant :

|
- [ =t -dij
o . .. _ _ . _ _I‘ZXH )

f admet un point invariant si : f(@) = W<=> ®W+3i=E<=>@ W +
el
i

=>QC ;1)
e Ainsi déterminons la nature de f

Pour cela, on exprime Z’-® en fonction de Z- @< =>
7’ =-iZ +3i (1)
W= -iw+3i( 2)
En effectuant (1) - (2);ona:Z’- ®=- i(Z- ® ); sous la forme

7’ - = ei“(Z — M) qui est I’écriture complexe d’une Rotation
* (Ces éléments caractéristiques sont :

- Centre: Q(' ;)
n

- Angle =arg( - i):—E

2) Soient A(1) ; B(2+ i); A’(2i); B’(1 + i)

Vérifions que AB = A’B’

Puis démontrer qu’il existe une unique rotation r telle que r(A) = A’ et r(B) = B’
4

AB=AB 3 *?
r(A)=A’=>A’-0 = e“(A- @) => 2i -0 =e%1- ») (1)
r(B)=B’ =>B’-0w=eB- 0)=>1+ i -0 =e°Q2+ i -0) (2)

. . T
(1)-(2)donne: e“*=- i =>a=-7+2kn

[ T
o 2i i 1l-rt -
On en déduit que 0= (-0 == et d’angle 2







