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A-FORME ALGEBRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE

I. ( Ensemble des nombres complexes
1. Définitions et notations
v Définitions
e Un nombre complexe est un nombre qui peut s’écrire sous la forme a+bi ou a, b sont
des nombres réels et i = —1. Il est souvent noté z.
e L’écriture z = a + bi avec a et b des nombres réels est dite forme algébrique du nombre
complexe z.

> Leréel a est dit partie réelle de z et est notée Re(z).



> Le réel b est dit partie imaginaire de z et est notée Im(z).
v Exemples
e 7z =1+ 2iestunnombre complexe ; Re(z)= 1 et Im(z)= 2

e 7z = —3 estun nombre complexe car z = —3 + 0i et donc Re(z)= —3 et Im(z)= 0.
Remarque :

- Ainsi un réel est un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle.
On écrit k c C.
- Unnombre complexe dont la partie réelle est nulle est de la forme z = ib avec b un réel

et est appelé imaginaire pur.

Exemple : z = 5i = 0 + 5i est un nombre complexe : Re(z)= 0cetim(z)=5..

L’ensemble des imaginaires purs est Noté ik.
L’ensemble des nombres complexes est notée Cetona:Nhc Zcpc Qc Rc C

2. Opérations sur les nombres complexes

v Exemple
z=4+3ietz' =3+ 2i

e z+7z' =(4+3i)+@B+2i)=7+5i
o 77/ =(4+3)3+2)=6% 17i
e 3ixz=3i(4+3i)="—<9 + 12i
e 72 =(4+43i)? =7+ 24i
3. Propriétés : Soientz,z' € C
o z = z'siet'seulement si Re(z) = Re(z') et Im(z) = Im(z").
o 7'=.0’si et seulement si Re(z) = 0 et Im(z) = 0.
o\ ‘z-€ R si et seulement si Im(z) = 0.
e 7z € iR si et seulement si Re(z) = 0.

4. Remarque

Un nombre complexe qui n’est pas un réel n’a pas de signe et on ne peut pas dire qu’il est plus

grand ou plus petit qu’un autre nombre complexe donné.

Il. Représentation géométrique d’un nombre complexe

1. Image d’un nombre complexe



Soit z € ¢ dont la forme algébrique est z = a + bi et (0; u; V), un repére orthonormé direct du

plan. Dans ce repere :

M(}) est appelé point image de z = a + bi et est noté M(z).

Réciproguement, on dit que z = a + bi est I"affixe du point M(}) et est noté zy.

Le vecteur ﬁ(g) ou(U=atu+b V) est appelé vecteur image du nombre complexe z =

a + bi et est noté U(z).

Réciproguement, on dit que z = a + bi est Iaffixe du vecteur U(?) et est naté

Remargue :Le plan muni du repére orthonormé direct (0; U; V) dans le quel on peutreprésenter

chaque nombre complexe par son point image est appelé plan complexe.

Dans tout le reste du chapitre, le plan complexe est muni du reperg’orthohormé direct (0; U; v)

et I’écriture z = a + bi désigne la forme algébrique de z.

Exemple : Dans (O; U; V),

v

v

v

Le point image de 1 + 2i est le point M(3)

Le vecteur image de 1 + 2i est le vecteur I_J)(;)

L affixe de M(7") est le nompte Coriplexe noté zy = —1 + 3i

0

L’affixe du vecteur W( 1) est zgw = — % i.

2

2. Propriétes ~

Vi.

Vil.

Le point image d’un nombre complexe z appartient a I’axe (0O, U) si et
seulement si z est un nombre réel. Ainsi I’axe (0, ) est dit axe réel.

Le point image d’un nombre complexe z appartient a I’axe (O,V) si et
seulement si z est un nombre imaginaire pur. Ainsi I’axe (0,V) est dit axe

des imaginaires purs.

Si G = bary{(A, ®); (B, B); (C,y)} alors zg = ZarPzatvzc

a+B+y
Zxg = Zp — Za. EN particulier zgy; = zy
Z(l—j_l_v) =g + Zy et Z,iG = OZg
U = V si et seulement si z5 = zy

M(z) et M’(z’) sont symétriques par rapport a O si et seulement si

2

1=—1Z



3. Exercice d’application :

AB,CDetGsonttelsque:zy, =1+i;Zg=1—-i;zc=4+i;zp=4—1 et
G = bary{(A, 1); (B, —2); (C,3)}

1. Calculer zq

2. Calculer z;5 et zs5. En déduire la nature du quadrilatere ABDC.

Solution

1-Calculons zg

C(A+D-201-D+3@+D)  6i+11
%6 = 1-2+3 -T2

2-Calculons z4 €t zs5.

Zag =g —Za =1 -0 -1 +1i)=-2i

Zeg =Zp—2Zc= (4 —i)— (4 +1) =<2

On a deduit que la nature du quadritatére en question est un parallélogramme car zzz = Z¢g.

I11.  Conjugué et module'd’un nombre complexe
1) Conjugué d’un.nombre complexe

a) Définition

Le conjugué.du nombre complexe z = a + bi est le nombre complexe noté z tel que :

Z = al— bi.

b) Exemples

i. Siz=3+2ialors z=3-2i.
ii. Siz=-4-3i alors Zz= -4+ 3i.
iii. Siz=2 alors z = 2.
iv. Siz=ialorsz=—i

c) Propriétés1: Soientz,z' € C

NI

=17



ii. z4+Z=2R.(2)etz—z=2ilm(z)
iii. Siz=a+ibalorszz = a? + b2. Donc pour tout z € C, zZ est un réel positif
V. zZzEReSZ=1z
V. ZEIRSZ=—1z
d) Propriétés 2

i. z+z =7Z+7

il. 72—27 =7—7

iii. zz'=zx7z

iv. Zh=(Z)"avecn€Zetz#0
5 _z

v. )==(0E=#0)

e) Interprétation géométrique

Le conjugué de z =3 + 2i est Z= 3 — 2i. Dans le plan complexe représentons M(z) et

M'(z) onaalors :

On constate que M(z) et M'(Z) sont symétriques par rapport a I’axe réel.
Plus généralement :

e M(z) et M’(z") sont symétriques par rapport a I’axe réel si et seulement si z = z’ (ou

bienz' = 7).



e M(z) et M'(z") sont symétriques par rapport a I’axe des imaginaires purs si et seulement
siz=—2 (oubienz =—7).
f) Exercice d’application

. . 2+i L
i. Ecrirez = T Sous sa forme algébrique.

.. 4—5i . _ . .

.  z= ?11 Ecrire Z comme quotient de deux nombres complexes puis donner sa forme
algébrique.

3+2i ,  3-2i . _ . P - )

i, z=——etz' =—. Exprimer z en fonction de z’ puis en déduire que z —z’est'un

réel et que z + z' est un imaginaire pur.
2) Module d’un nombre complexe

a) Définition :
Le module d’un nombre complexe z = a + bi est le réel positif noté-jz| tel que :
|z| = Va2 + b2.

b) Exemples

i. Siz=-34+4ialors|z| =/(-3)2+42=5
ii. Siz=-3alors |z| =+/(—3)? = {<3])= 3.Donc le module d’un nombre réel
correspond a sa valeur absolue et donc la notation utilisée pour le module est

cohérente avec celle de lavaleur absolue d’un nombre réel.
z,z’ € C, on a les propriétés.suivantes :

c) Propriétés 1

i. |z|?> = zzobien |z| = Vzz

|lz| & |=z| = |z| = |-z

iii. fzp=0=z=0

ANESESES

d) Propriétés 2

i. |z + z'| < |z| + |Z'|. Cette propriété est appelée inégalité triangulaire.
ii. |zZ'| = |z| x |Z'|

iii. |z"| = |z|™ avecn € Z etz # 0.

=12 avec (z' #0)

||

Z

z!

iv.

v Interprétation géométrique du module :



Siz=a+1ib et si M est le point image de z alors d’aprés le théoréme de Pythagore on-a :

OM? = a% + b? donc OM = Va2 + b2 or |z| = Va2 + b2 d’ou |z| = OM

Ainsi, le module de z est égal a la distance entre 1’origine O du repére et lespaint M(z), point

image de z.
Plus généralement on a: |zg — z,| = AB.
e) Exercice d’application
Sans les écrire sous forme algébrique, calculer les modules des nombres complexes.

_ 3
7, = (—V/3+1)(1+i)?et z, = Cys+iy (ﬁ;g

IV.  Equations du second degré dans‘C
1. Racines carrées d’unmombre complexe

a) Définition: §,z€ C

Dans ¢, on dit que & est'uneé racine carrée de z si 8% = z.
b) Exemple

1 + i est une racine carrée de 2i car (1 +i)? = 2i.
C)."Remarque

Tout nombre complexe non nul z admet deux racines carrées et ces deux racines carrées sont

opposées.

d) Propriété



Si z =a+ib alors les racines carrées de z sont les nombres complexes § = x + iy tels que

x% 4+ y? = va? + b2
x2—y?=a
2xy =b

e) Exemple
Déterminons les racines carrées de A= 3 + 4i.
Solution

Les racines carrées de A sont les complexes Z vérifiant Z2 = A.En posant Z = x % iy ,on obtient

x> +y?=v32+4+42=5
le systeme suivant : x? —y? =3
2xy = —4

x> =8 =>x=2o0ux=-2
2y?=2 >y=1ouy=—1commexy < 0donc lesracinesde Asont:2-iet-2+i
v" Remarque

Si z est un réel négatif alors les racines carrées-de z sont les nombres complexes §; = iv/—z et

62 = _l\/__Z

2) Résolution d’une équation du second degré dans C
v' Définitions
e Une équation-dusecond degré dans C de la variable z est une équation qui peut s’écrire
sous la forme‘az? + bz 4+ ¢ = 0 oU a, b et ¢ sont dans C avec a # 0.
e Le nombre complexe A= b? — 4ac est appelé discriminant de 1’équation az? + bz +
¢ =0
v' Propriété

Soit I’équation (E): az? + bz + c = 0.

e Si A= 0 alors (E) a une solution double notée z, = —%

. . .. -b-6 5 o
e Si A+ 0 alors (E) a deux solutions distinctes z, = —. etz = 2—: ou & est I’'une des

deux racines carrées de A.

v' Exemple



Résoudre dans C, les équations suivantes :z> +4 =0 ;z>+ (2 +3)Z—-2(1-2i)=0
v' Remarque
Dans C, toute équation du second degré admet deux solutions distinctes ou confondues.
3) Résolution d’une équation dont le degré > 3 dans C
Exemple :
Partie A On considére dans C 1’équation (E): Z3 — (1 +i) Z? + (8 + 3i)Z + 28 410i =0
1.Montrer que (E) admet une racine réelle Z, que 1’on précisera.

2.Factoriserp (Z) = Z3 — (1 +1i) Z%? + (8 + 3i)Z + 28 + 10i et en.déduire les autres

solutions Z; et Z, tellesque : Im (Z;) > 0
Partie B

Le plan complexe est muni du repeére direct (O,u, ). On considére les points A (1 + 4i) ;
B(—2)etC (2 —3i).

1) Représenter les points A ; B et C dans le plan complexe.

2) a. Montrer que le triangle ABC est.rectangle et isocéle.

b. En déduire I’affixe de soncentte I et le rayon r de son cercle circonscrit.

4) Ensemble des points

Soit A et B deuxpeints distincts et r un reel positif. L’ensemble des points M tels que :
= MA = MB ést la médiatrice du segment [AB].

= MA'=r est le cercle de centre A et de rayon r.
=\(MA; MB) = 0 () est la droite (AB) privée de A et B.

= (MA; MB) =0 (2) est la droite (AB) privée de [AB].
= (M4; MB) = m (2n) est le segment [AB] privée de A et B.

= (MA4; MB) = g () est le cercle de diameétre [AB] privé des points A et B.



= (MA4; MB) = > (2m) est I'un des demi-cercles de diametre [AB] privé des points A et B.

= (MA4; MB) = —g (2mr) est I’un des demi-cercles de diamétre [AB] privé des points A et B.

Exemple
Soit Z le nombre complexe de forme algébrique Z = x + iy. On pose Z = 12;22
1) Déterminer la forme algébrique de Z en fonction de x et y.
2) Soit M le point du plan d’affixe Zy.
a. Déterminer I’ensemble (E;) des points M tels : Z € R.
b. Déterminer 1’ensemble (E,) des points M tels : Z € iR.
c. Déterminer I’ensemble (E3) des points M tels : |Z| = 1.
Exercice d’application
A) Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct l.(). ", v ] d’'unité

graphique 1cm, on considere les points 4(2+i) B(—1—i) C(4—-2i) et D{1+1).
1/ a/ Placer ces points dans le repére. 01

b/ Déterminer I'affixe du point G barycentre du systeme {(4.2).(B1L(C.~1)}. os

2/ Donner le module et un argument de “<_=4 . En déduire la nature exacte du triangle

=

ABC. 0.5+0,5

B) A tout nombre complexe z différent de 2+, on associe le nombre complexe Z’ tel
s+ l+1

que Z'= On désigne par M le point du plan d’affixe = .

-__'\_,'

1/ Interpréter géométriquement le module et un argument de Z’. 0.8

2/ Déterminer géométriquement et construire, 'ensemble des points M d’affixe z tels
que: |Z1=2. (0,5+0,5)

5- Puissance enti¢re d’un nombre complexe
a-Puissance entiére d’un nombre complexe quelconque
Définition

Z étant un nombre complexe non nul , n un nombre entier naturel non nul.



P)Z°=1; P)O"=0; PYZ™=7"x7Z ;Z"=—

b- Puissance entiére de i
Pour tout nombre entier naturel n,

l'4-n =1 : i4n+1 =i - i4n+2 =—1 : iAn+3 _—

1 y l _l
Exemple Déterminer ;2020 ; 2023 gt {2025
B-FORMES TRIGONOMETRIQUES D’UN NOMBRE COMPLEXE

Dans toute la suite, le plan complexe est muni du repére orthonormé-direct (0,u,V) et

I’écriture z = a + ib est la forme algébrique de z.
V-Arguments d’un nombre complexe
1-Définition

Soit z un nombre complexe non nul et M I’image de 'z dans le repére (0,u, V). On appelle

argument de z, toute mesure en radians de ’angle orienté (U, OM). Il est noté arg(z).

v' Remargues

e Tout nombre complexe z non nul a une infinité d’arguments et si a est une mesure en

radians de (&, OM) alors tout argument de z s’écrit arg(z) = a + k2m, k € Z. On dit
qu’un argument de z est défini modulo 2. On note arg(z) = a[2m].

e L’écriture arg(z) = a[2m] signifie que I’ensemble des arguments de z est

a + k2m k € 7 tandis que I’écriture arg(z) = a signifie que o est un argument de z.



e Le nombre complexe 0 n’a pas d’argument.
v' Exemples
i. arg(2) =0[2m]
ii. arg(—1) = n[27]
iii.  arg(2i) = 5[211]
iv. arg(—3i) = —E[Zn]

2) Angles remarquables et le cardan pour utiliser ’angle remarquable 6.

a- Angles remarquables.

0 en radian 0

ol A

w3
/
&

[\S)

cosf 1 V3 ﬁ\\Jyl 0
7 | T

sin@ 0 1 ' V3 |1
2 th Pl

b- Le cardan pour utiliser I’a marquable 6.

3) Propriété 1

Plus généralement, on a:

i.  zestun réel strictement positif &< arg(z) = 0[2m]



ii.  zestun réel strictement négatif < arg(z) = n[2m]
iii.  zestunréel non nul< arg(z) = 0[2m] ou arg(z) = n[2n] & arg(z) = 0[]
iv. z=1ib;b> 0 arg(z)= 3[211]
V. z=ib;b< 0 < arg(z) E—E[ZT[]
Vii z=ib;b# 0 < arg(z) = 3[21'[] ouarg(z) = —;[211] & arg(z) = g[n].
4) Propriétés2:z,z” € C*
i. arg(—z) = arg(z) + n[27]
ii. arg(2) = arg(i) = —arg(z)[2m]
iii. arg(zz') = arg(z) + arg(z")[2m]
iv. arg(z") =narg(z)[2n]oun € %
V. arg (5) = arg(z) — arg(z")[2m]

5) Interprétation géométrique de arg(zg — z,) et arg(zc_z“)

ZB—ZA

Si A, B et C sont trois points 2 a 2 distincts alors on a°
e arg(zs —zy) = (U, AB)[21]
e arg (ﬁ) = (AB,AC)[27]
VI-Formes trigonométriques d>un nombre complexe
1-Théoreme-définition
_ . _ cosO = % o
Si z = a + ib et si _B\est un argument de z alors on a: b Ainsi a = |z|cosO et b =

sin@ =
|z

|z| sin 6 et pariconséquent z = |z|cosB + i|z| sin 6 = |z|(cosO + i sinB)
L’¢écriture z = [z|(cosb + isinB) est dite forme trigonometrique de z.

v" Remarque
e Un nombre complexe non nul admet une infinité de formes trigonométriques car chaque
argument de z permet d’écrire une forme trigonométrique.
o z=7 & |z| =|z'| etarg(z) = arg(z')[2m]

v' Exemples



Donnons une forme trigonométrique pour z; = 1 —ivV3;z, = —2v2 + 2iV2 et z; =
—987546

2- Formule de Moivre

SifeRetsine Zalorsona: (cosd + isin®)™ = cos(nb) + isin(n )

2016
Exemple : On donne z = (% — Tlil) et Z' = (—V/3-1)

Montrer que Z =1 et Z’= 643 — 64i

Application :
a-Déterminer la forme algébrique et la forme trigonométrique de Z = 11_;1/5

b- En déduire cos(i—:) et sin (Z—Z)

VI1I-Formes exponentielles d’un nombre complexe
1. Propriété-définition

Si z un nombre complexe non nul et si<0 est-un argument de z alors z = |z|(cosB + i sin®).

Ainsi si on pose e'® = cosb + i sinB.alors z = |z|e’®.

L’écriture z = |z]e'® est dite forme exponentielle de z.

2. Exemples
i el®=1
i,  e™=-1
i
i, e

i\ V2e's = 1+i
3. Propriétés: 0,6 e R

i. |z| =1etarg(z) = 0[2n] & z = €'®

iii eie eiGl — ei(9+9')

iv. ()" = e"® ol n € Z (Formule de Moivre sous forme exponentielle).

eif

aor — €

i(6-0")



4. Formules d’Euler

ei9+e—i6
) cosO = >
Sieekalorsy 41010
sinB =

2i

Exemple :Linéariser cos3x et sin3x
5. Remarque
Le nombre complexe 0 n’a pas de forme trigonométrique ni de forme exponénticlle.

VIII- Racines n®ms de ’unité
1. Définition:n € N\ {0; 1}
On appelle racine n*®™ de 1’unité, tout nombre complexe zyérifiant z" = 1.
2. Exemple
(=5t 1?)3 =1 donc —%+ 1? est une racingy3"“™ de 1’unité. On dit que c’est une racine
cubique de ’unité.
3. Propriétés

e Les racines n*™* de Iunité sont les nombres complexeszy = e'n o0 <k<n-1

e Les racines n'®™S\de )’unité sont au nombre de n (zg, Zy, ..... ,Zy_1) €t leur somme z, +
Zq + -+ Zhe1.= 0.
4. Exemple

Détermifions les racines cubiques de I'unité.
5<Application

On consideére 1’équation (E) dans C: Z* + 7 + 24i =0
a. Vérifier que Z, = 2 — i est une solution de (E).

b. Déterminer les racines quatriemes de 1’unité dans C et en déduire I’ensemble des solutions
de (E) dans C.



IX-NOMBRES COMPLEXES ET CONFIGURATIONS GEOMETRIQUES

1-RECONNAISSANCE D’UN TRIANGLE
A, B et C sont trois points deux a deux distincts.

A-Reconnaissance d’un triangle isocéle

ZeZ4| — 1 < ABC est isocéle en A. En effet €24l — 1 =~ =1 AC=AB < ABC

|zp—2zal

ZB—ZA
est isocele en A.
B-Reconnaissance d’un triangle rectangle

Zc —Zp .
=bi; b € R \ {0} © ABCestrectangle en A.
Zp — Zy
Zc—ZA __ .. Zc—ZA — E
En effetﬁ =bi;b € R\ {0} = arg (—ZB_ZA) =+ (2m)

& (AB;AC) = +Z(2m)< ABC est un triangle rectangle en A.
C-Reconnaissance d’un triangle rectangle et isocele

24 —+i < ABC est rectangle et isocéle en A.

ZBp—ZA
Zc—ZA
— =1 . \
S TV IV oottt
B~=A arg (z;j) =+ (2m) g

& ABC est isocéle et rectangle en A.

> % =+ | & ABC est rectangle et'isocéle en A.
BTZ4A
Ze—ZA

Eneffet 2 =#j ey 1787740 N
“B=74 (AB; AC )= +-(2m)

et isocele en A.

BAC =" < ABC est rectangle

=1 {ABC isocele en A
= b4
2

D- Reconnaissance d’un triangle équilatéral

Zc—ZA| _ 7
, _zi_ZA b, & ABC équilatéral .
arg (ZB—ZA) va ig (ZT[)
2-RECONNAISSANCE D’UN QUADRILATERE
a-\ e carre
> ABCD |zg — zal = |z — 25| = |2p — zc| = |24 — 2p
est un carré < —
arg (=22) = +5 2o

. (AB=BC=CD=DA
> ABCD estuncarré < (AB;AC) = +Z(2m)
’ —2

b - Le parallélogramme
ABCD est un parallélogramme © zz — z4, = z; — 7



c- Lelosange

ABCD est un losange © zg — z4 = z; — zp et (AC) perpendiculaire (BD)
Remarque : (AC) perpendiculaire (BD) < % € iR\{0}

D~™4B
3-ALIGNEMENT DE POINTS

ZeZ4 e R\ {0} & A, B et C sont alignés. En effet : ﬁ € R\ {0}

ZB—ZA
@arg(?) = 0 (1) & mes(AB;AC) = 0(r) ® AB = AC < A, BetCsont

ZA
alignés.
4-COCYCLICITES (POINTS APPARTENANT A UN CERCLE)
-Les points A ,B, C et D sont cocycliques & Z2E . 22728 ¢ R\ {0}
Zc—ZA ZDp—ZA
Ou encore 228 x ZD7ZA ¢ R\ {0}
ZCc—ZA Zp—Zp
-Des points sont cocycliques (appartiennent a un cercle de centre O et decrayon’R) si
|za — zol = |zg —Zol =+ =R
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