Nombres & Géométrie = L’essentiel

Par M. Almame Traoré profLBF -LPMT
1. ENSEMBLE DE POINTS ET NOMBRES COMPLEXES

1.1. Interprétationde arg (ﬂ) et de |22

Zc—Zp

Zc—Zp
Propriété
Si A, B, C et D sont des points d’affixes respectiveszy,, zg, zcet Zp tels que

A+ BetC# D, alors arg CA_;B) est une mesure de l'angle orienté(D—Cf B?f).
C™4D
Autrement dit : mes (DC; BA) = arg (ﬂ) + 2km, kel
ZC—Zp
1.2. Interprétation de |-A—2E
Zc~Zp
Propriété
Si A, B, C et D sont des points d’affixes respectivesz,, zg, z¢ et zp tels que C# D, alors : % = '2—5.
C™4D

TABLEAU RECAPITULATIF

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;e; , €3 ).
A et B deux points distincts du plan d'affixes respectives z, et zg.
M est un point quelconque du plan d’affixe z et 1 désigne le vecteur-image de z.

CARACTERISATIONS CARACTERISATIONS ENSEMBLE DE POINTS
COMPLEXES GEOMETRIQUES

|z— zp| =71, r €RY AM =r Cercle de centre A et de rayon r.
AM = 1 BM - la médiatrice du segment [AB] lorsque A =
1
Z—zal=A|z—zg], 1ER., Ou bien ;)l!Je cercle de diamétre [G,G-] lorsque A # 1,
AM G, = bar {(A;1), (B; 1)} et
R G, = bar {(A;1), (B;-1)}
arg (Zj:z) — kn . ke mR (m; ﬁ) - La droite (AB) privée des points A et B.
ke
arg(zB—z) — "tk keZ e (m; ﬁ) =Ttk ke Le cercle de diamétre [AB] privé des points
ZA — Z 2 Z 2 A et B

La droite de repére (A, ), privée de A, ol

arg(z —zp) =a+km, a € mes(—gl’,m) = q +km, k € mes(?l"ﬁ) =«

R
Z

arg(z —zx) = a + k2m,a € R mes(‘e_l’ m’) — a +2km. k € | lademi-droite de repére (A, ), privée de A,
7 ol mes(e;, U) =a

2. CONFIGURATIONS DU PLAN ET NOMBRES COMPLEXES
2.1. Droites paralléles

Propriété :

A, B, C et D sont des points d’affixes respectivesz,, zg, zcet zp tels que : A+ B et C# D.

ZpA—Zp *

€ R".

Les droites (AB) et (CD) sont paralleles si et seulement si p—
c~Zp

2.2. Alignements de trois points
Propriété :
A, B et C sont des points tels que A #B et B #C d'affixes respectives z,, zget z. .
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Zp—Z
Les points distincts A, B, et C sont alignés si et seulement si ZA ZB € R". «
c~ZB
2.3. Droites perpendiculaires
Propriété
A, B, C et D sont des points d'affixes respectives z,, zg, z; et zj, tels que : A+ B et C# D.

Za—2Z .
4 78 e iR

Les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si p—
c~Zp

2.4. Points cocycliques
(C’est-a-dire des points situés sur un méme cercle)
Propriété
A, B, C et D sont des points deux a deux distincts et non alignés d'affixes respectives
Zy, Zg, Z¢ €t Zp.
A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si ZeEA, 2T e Rt
Zp—zp Zp—Zp

2.5. Triangles particuliers et nombres complexes
Propriétés
A, B et C sont des points non alignés d'affixes respectives z,, zp et z..

Zp—1Z B
- Le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si ZB ZA € iR*.
=24
- Le triangle ABC est isocele en A si et seulement si

Zc—Zy i Zc—Zy —i
=L =e%ou—L =€ avecO<a<m
Zp—z4p Zp—Z4p
. . N . . ZB—Z4 . Zp—Zyp .
- Le triangle ABC est rectangle et isocele en A si et seulement S1 = 1lou = —L
Zc—2Zyp Zc—zy

TBEA eig ou ZB7ZA — e_ig_
Zc—Zy Zc—Zyp

3. TRANSFORMATIONS DU PLAN ET NOMBRES COMPLEXES$
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O X0 ;T)T ).

e Une transformation du plan est une application bijective du plan dans le plan.

e Soit f une transformation du plan qui, a tout point M, associe le point M’.
L’application F de C dans C qui, a ’affixe z de M, associe I’affixe z’ de M’ s’appelle la transformation
complexe associéea f.
L’application f s’appelle la transformation ponctuelle associee a F.
L’expression de z”en fonction de z s’appelle I’écriture complexe def.

3.1. Ecritures complexes de symétrie centrale de centre O et de symétries

orthogonales d’axes (OI) et (0]) dans le repere (0, 1, ]).

Propriété

- Le triangle ABC est équilatéral si et seulement si

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (0O, [, ]).
» La symétrie orthogonale d'axe (OI) a pour écriture complexe : z' = Z.
* Lasymeétrie centrale de centre O a pour écriture complexe : z’' = —z.
= Lasymétrie orthogonale d'axe (O]) a pour écriture complexe : z' = —Z.
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Le tableau suivant donne des transformations du plan et leurs écritures complexes «

Transformation du

Image M’ (z’ ) d’un point

Définition

Ecriture complexe

Plan M(z) géomeétrique
. M(z) .
Symetrie JjL £ La droite (OI) est la ;=
orthogonale d’axe ; I médiatrice du z =1z
(0D 0 1 T segment [MM']
M'(z")
— M'(z")
Symétrie , M(2) La, d_roit_e (O]) est la 2NE _z
orthogonale d’axe médiatrice du
(0))) J7 : segment [MM’]
O| 1
M'(z")
Symétrie centrale A
de centre Q(w) M(z) oM’ = — OM Z'—w=—(z—-w)
\ QUw)
Translation de U '
vecteur U / M) MM = u z'=z+b
d’affixe b M(z)
Homothétie de M'(z"
Centre Q(w) et de L
rapport k Q)M (@) oM’ = kQM z'—w=k(z—w)
(k€ R\{0}) |,
M'(z") | M£Q
Rotation de centre \ QM' = OM
O(w)etdangled  [(w) 2 mes( OM, OM7) = 0

M(2)

z' —w=e"%z—-w)
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4. Similitude plane directe
Propriétés

Dans le plan complexe P muni d'un repére orthonormé direct, on considére la similitude directe S
d’écriture complexe: z' = az + bouaeC* et b C.

TABLEAU RECAPITULATIF PERMETTANT DE PARTICULARISER UNE SIMILITUDE

S est la translation de vecteur u

n=1 d'affixe b

S est 'homothétie de centre Q d’affixe

aeR* \ {1} % et de rapport a.

Similitude directe S
d’écriture complexe
zZ =az+b la| =1
oua€CetbhbeC

S est la rotation de centre Q2 d’affixe

%a et d’angle Arg (a)

S estla similitude directe de centre
la| # 1 Q d’affixe 1%1 de rapport |a| de
d’angle Arg (a)

EVALUATION1

Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;U , V).

On donne les points A, B, C, D d’affixes respectives 2 +i,2-1,5-2i,5+ 2i .
Justifie que : les points A, B, C et D sont cocycliques.

REPONSE1
. Zp—Zc . ZB—ZC _ i_—3+i _ 2
Ona: Zp—Za  Zp—Za 3+i _2i 0 5

D’ou : Z2~%C . ZBTZC o ¥
' ZDp—ZA ' ZB—ZA l
Par suite les points A, B, C et D sont cocycliques.
EVALUATION2
Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O;T)—f ,T)—f ).

1) Détermine I’écriture complexe de la translation t de vecteur U d’affixe 1 + 4i.
2) Détermine I’écriture complexe de la rotation 7 de centre A d’affixe 1 + i et d’angle %ﬂ .
REPONSE 2

1) L’écriture complexe de la translation t de vecteur u est:z’' = z + zg. Or zg = 1+4i.
L’écriture complexe de la translation ¢ de vecteur uest: z’' = z +1+4i.

2) L’écriture complexe de la rotation r de centre A et d’angle 2?“ est :
2T
Z —(1+i)=e3(z-([1+1)
2= (Z+1 D)@~ (1 +1) +1+i
7 = (_—1+iﬁ)z+3+\/§+i 323
2 2 2 2
L’¢écriture complexe de la rotation r de centre A d’affixe 1 + i et d’angle %ﬂ est:

z’=("71+i£)z+3+*/§+iﬂ§.

2 2 2
EVALUATIONS3
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Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O ;u , V).
Dans chaque cas, détermine et construis 1’ensemble des points M d’affixe z vérifiant la condition donnée :

a) |z —2i| = 3.

by |lz—1+i|=|z+1+ 3i|.

c) arg(z—1-1) E%[ZTE]
REPONSE 3

a) |z — 2i| =3 & AM =3 ou A est le point
d’affixe 2i.

L’ensemble des points M dont I’affixe z
verifie :

|z — 2i| = 3 est le cercle (C) de centre A de
rayon 3.

b)
lz—1+i]l=|z+ 1+ 3i]
sSlz-0A-0)| =

|z~ (=1 - 30)]
< PM = QM ou P et Q sont les points
d’affixes respectives 1 — i et —1 — 3i.

L’ensemble des points M dont I’affixe z
verifie :

|z—1+1i| =|z+ 1+ 3i] est lamédiatrice
(A) du segment [PQ].

c)arg(z—l—i)sE

@Mes(ﬁ’,/_A\T/l’) ==

L’ensemble des points M d’affixe z
vérifiant : arg (z — 1 — i) = =[2n] est
la demi-droite [AP) privée du point A, ou
Mes(zﬁ) =z

EVALUATION4

1) a) Résous dans C I’équation z2 — 2z + 2 = 0.

Précise le module et un argument de chacune des solutions.

b) Déduis les solutions de 1’équation : (—iz + 3i +3)? —2(—iz+3i+3)+2=0
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2) le plan est rapporté & un repére orthonormé direct (0, @, ¥) d’unité graphique 2cm,
On considere les points A, B et C d’affixes respectives zy = 1 + i,z = 7, 2, = 223
a) Détermine les formes algébriques de z4, zgetz,

b) Place les points A, Bet C
¢) Montre que les points A, B et C appartiennent au cercle (C) de centre I d’affixe 3 et de rayon v/5

d) Calcule

Zc"i ; en déduire la nature du triangle 1AC.
-

Z

REPONSE 4

1) a) z2 — 2z + 2 = 0. Utilisons (une fois quand méme la forme canonique !)
z2-2z42=0(z-1)%*-1+2=0

e (z-1)2%=-1=i?

©z—1=iou z—-—1=-i

oz=1+iou z=1-i; Sc={1+1i;1—-1i}

+i%) = VI(cosT+isinD) ;= 1+il=VI et ARG(L+0) =T

1+i=\/§(§

On montre de méme que : |1 —i| = V2 et ARG(1 — i) = _%

b) En posant Z = —iz + 3i + 3, 1’équation dévient :Z? — 2Z + 2 = 0 donc les solutions sont d’aprés la
premiére question, Z=1+iouZ=1-1.

Donc —iz+3i+3=1+iou—iz+3i+3=1—1i;
z=2-2i 0U z=4—2i;Sc ={2—2i;4— 2i}
2°l ) zy =14+i,zg=1—1i,2, =221,
b) Figure

c) Il suffit de montrer que IA = IB = IC =+/5

IA= |z =11+i-3|=|-2+i|=V5;IB=|zz|=11-i-3|=|-2-i|=+5
IC =|zz2| = 12— 2i =3 = |-1-2i| =5
d) jcz = i ; le triangle IAC est rectangle et isocele en 1.
X
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EVALUATIONS
Le plan complexe est muni du repére orthonormé (O, I, J).
A, B et D sont les points d’affixes respectives —1 + 3i ; —2et 2 + 2i.

Soit r la rotation d’angle g et de centre le point J d’affixe i.

1- a) Fais une figure.

b) Démontre que I’écriture complexederest: z' =iz+ 1+
2- a) Justifie que B est I’image du point A par la rotation r.

b) Justifie que D est I’antécédent du point A par r.
3- Soit C I’'image du point A par la symétrie centrale de centre J.
a) Calcule I’affixe du point C.
b) Démontre que le quadrilatére ABCD est un carré.

REPONSE 5
1-a)
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b) écriture complexe de r
L’écriture complexe d’une rotation est de la forme : z' = e'*(z — w) + w 0OU «a est I’angle de la rotation et
, ’affixe du centre de cette rotation. on en déduit que :

242

_ZA+ZC

JQ =

-
-7

2) a- Soit z'y, I’affixe de I’image de A par la rotation r :
Zy=ix(—14+3)+1+i=—-2=2z3.

b- cela revient a résoudre 1’équation :
zeC, —1+3i=iz+ 1+ i.Onobtient:
; 2 + 2l = ZD'
3) a- calcule de I’affixe de C

b- démontrons que ABCD est un carré.
Il suffit pour cela de montrer que ABCD est un losange ayant deux cotés consécutifs perpendiculaires.

|zg — 24l = |25 — zc| = |z¢ — zp| = |zp — 24,

donc AB = BC = CD =DA.

zp—z4 _ —2—(-1430) _ -1-3i _ (-1-3{)(2+4i) _ —2-4i—6i+12 _10-10i
zc—za  1-i—(—1430) 2—-4i o o

Mes (Eﬁ, R) = argﬂ = %et puisque

Mes (Zﬁ/,\A—ﬁ) =2 X Mes (E/,\A_Cz) =2 x%

Zc—zZA

.TT
z' =e2(z—i)+i=iz+1 +iest I’écriture complexe assoCié a cette rotation.

g d'ou le résultat.

i donc
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