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Chapitre I : Nombres Complexes

RESUME DU cours .
I- Introduction Les ensembles. N, Z, D,
pouvdir résoudre certaines éduations.
Exemple 1: x — 1 = 0 admet une solutj

solution dans R.

Exemple2 (E )xP+1=0 n’admet pas de solution dans R.

Cest au X VI siecle que les mgthématiciens ont mis ay point des nombres ima

I’ensemble est noté ¢ pour résoudre |’équation (E ). IIs procédent ainsi ;
Xt1=0= 2=

= —10Onpose i = —1avec e Conaurax? = —1 = 52 = ;2
=x=4Vi?ona x = foux = ~j, (E)x*+1=0=5= {i; —i} dans C..
2- Etude algébrique P
a) Définition et vocabulaire On appel
ouabe RetieC.

ginairesydont

-

le ,nbmbre'comptexe tout nombre z de la forme z = g + b

a est appelé partie réelle de 7 note Re(z) = a et
b est appel¢ partie imaginairg de'z noté Im(z) = p.
L'écriture a + ip est appelée forme aigébrique de z.
Exemple I : 7 = 3 _ 4 est la forme algébrique de 7 et Re(z) = 3; Im(z2) = -4,
b) Propriété ] soit 7z = a + ib un nombre complexe.
- zrest réel ssi Im(z) = 0 (c-a-d b = @)
- Zestimaginaire pur és; Re(z)-"f 0 (c-a-dd=0) ‘ :
- Oestle nombre complexe nul .

Tout réel est complexe car pourz = @ = z = ¢4 +i.0 mais |a réciproque est fausse.

- Exemple 'I'Z !

z=2 on dit que z est réel car Im(z) = O.et Re(z) = 2 ‘,
zZ=- én dit que z et imaginair; pur car Re(z) = 0 et Im(z) = -1.
Et:un'e algébriqz.le- '

Soitzy =a+ib et Z; = a’ + ib' deux nombres complexes.

b) somme de deux nombres complexes

itz =a+ib+a +ip =a+ta +i(b+d)

¢) Produit de déux.nombres complexes 7

2y X 2, %‘(a +ib)(a' + ib) = qq’ — bb' + i(ab’ + a'b) :
Exemple Ecrire sous forme algébrique la somme et le produit de - 21 =-1+3i,2, =2-4i
21+22=—-1+3i+2—4i=,1—i

B X% = (“1430)(2 — 40) = -2+ 41 + 6i + 12 = 10 + 10i
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d) Egalité de dewx nombres complexes
' Re(z) = Re(z ) y
Im(2) = lmlz ) s

‘v

Deux nombres compques zet z som egaux si et seulement si {

e 1Y

E .e) Pinverse d’un nombre complexe

nt pas tous

siz=a+ibalors I'inverse de z est : = = —— = | SRR . blen sr a, b neso
L z  a+ib  (avib)a=ib)  a?+b?

nuls. = o ’

Exemple Ecrire sous forme algébrique ’inverse de z = 2 — 3.

l_ 1 2+.3i o243 —2+3i—2+3i ;

z 2-31 @2-3002+30) (22+(-3)2 13 13 13 S

f) Puissances entiére d’un nombre complexe

Soit i un nombre imaginaire pour tout entier naturel 7. on a ’ .

iZ = -1, i3 = _i2+1 #'}Iz « [wzr—i' . it = (iZ)Z = (—1)2 =1, . i 11 ’

i4'n = 1‘ i4n+1 — i, i

r4n+2 _ -1 et i4n+3 = —i

Exemple Calculons i?*° _

On écrit la division euclidienne de 219 par4alorsona: 219 =54 X 4 + o

Dlon 219 = {S4X4+3 = (54%4 x 3 =i car i5%** = 1 puisque i*" =

g Con]ugue d’un nombre complexe |

- Dej'mtwn Son z = a + b un nombre complexe. On appelle conjugué de z le ngmbre complexe

P

noté et définipar z = a = ib.  -lx : wit

Exemple

,*z-=4+i=>f=4—i, « z=71=22Z=7,

. |
wz==3= Bl==2= —345i, #*z==2>7=2 2 5

-,Propnetes 2 Soit z, et z, deux nombres complexes |

\ o s el it = = o ,..
“.Z2=2 *zl+22=21+22 .21 X2, =21 X 73 -
0= 0= M
z F4 ¥43 E -

Propriétés 3 Soitz = a + ibun nombre complexe et Z son conjugué alorson a :

z estréel si et seulement si z = Z

" zest imaginaire pur si et seulement si z=-1Z
z+Z=2Re(z) et z=—z=2ilm(2) )
zZ.= a%+ b®

3- Etude géométrique
a) Module d’un nombre complexe

Courslet recutils d’exercices- TSE-STI- TSExp-lam, 1-Oumar M Coulibaly/Bq S CISSE- 76234377/65601474-Mopti-Mali

Scanned by CamScanner

c) Arg

[ e —
—
Cours et reci



e

N e e | T S e

. : / | .
d) Egalité de deux nombres complexes ' ’

.‘_

Deux nombres complﬁxes z et z'sont egaux si et seulement si { e(z) = Rels ,) J
| ; Im (z) = lm'(Z 3

t .e) ’inverse d’un nombre comp[e.xe

siz=a+ibalors 'inversede zest 1 - = — = 1 e o bien s sQr a, b ne sont pas Ll

a+ib  (a+ib)(a-ib)  aZ+b?
nuls. '

Exemple Ecrire sous forme algébrique I'inverse de z = 2 — 3i.

11 o243 243§ 2434 2 3 .
2= 7-3 - @-R+3) DI (3r. 1B 13 13 i g

J) Puissances entiére d’un nombre complexe

Soit i un nombre imaginaire pour tout entier naturel . on a

i2=-1, PajndExieny . #=@=CD?=1. T,

_1 4n+1_i

[4n+2 = —1 et ,‘_41’l+3 = =i

Exemple Calculons i?*°

On écrit la division euclidienne de 219 par 4 alorsona: 219 =54 x 4 +3

Do 219 = {54%X4+3 = 154x4 % i3 = '—i car i = 1 puisque i*" = 1.

g) Conjugue d’un nombre complexe

- Defmtton Soxt z = a + ib un nombre complexe. On appelle conjugué de z le nombre complexe

noteetdeﬁmparzr-,a—lb. -~_‘-_: o
Exemple :

*z-=l4+i=>2:4—i, *z=7=>i=7!

"*z—-3 Si=z=-3+% p el = 7 2 2 ¥ 5o 8

Y Propnetes 2 Soit z, et z, deux nombres complexes |

\

o B aesid ety S o N
Yz=z *Z1+Zz=21+ 2 L X2 = X7
*(zjza . 51)___5 | ¥ e g0
z 4 Z2 23 ‘

Propriétés 3 Soitz = a + ib un nombre complexe et Z son conjugué alors ona :

 zestréel si et seulement siz = Z

* z est imaginaire pur si et seulementsi z =—2Z
z+z=2Re(z) et zTI= 2ilm(z) )
zZ.= a? + b?

3- Etude géométrique
a) Module d’un nombre complexe
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Soit, Z.= @ + ib un nombre complexe non nul.-On appelle. modu!e de z le nombre réel

stnctement Positif noté et défin; par : Izl va? + b2 ona auss: lz| = Vzz
E.\mnp!e Detenn'ﬁer le module de 2= o= 3 B =42 LiE

|2,'= D ¥ (= 3)2~\/“_\/-— g
22l = |(V2)* + (VB)’ = viT% < =B =2V3

Proprzetes 4 Soitz, et z,

deux nombres complexes, n un entler naturel on a:
lzl X 2zy| = |z, ] x 1, |
= laal

IZI

-avec z, % (

IZI
o JZ”I = lz]"
Exemples

Soit deux nombres complexes:z; = —\/3 4| ot Z, =141 T
1) Calculer le module de z, et z, : |

2) En déduire le. module de Zy=21%2y,2, = —2

Solution k : 2 o :
1) lzll=J(—\/§)25r(1)2 =2 |zl =Y+ 17 =2 | |
2) Ly=zixz, = 12| = |z, x 2, | = 24| % |22| =Fv2

lZl |21 (\/—) 2 1 ’g\z i S/TT
18l 5P (27 T 16V e § %

b) Représentation orap/uque d’un nombre complexe

2 2
. Z

Zz —“ => 1Zi] = - l
Zz 32

A tout nombre complexe z = a + ib on luj associe le point 4 (b) dans un repére (0ye,,2;) et

le vecteur 04 (Z) dans la b'ase (€. 83). ’A est appelé point image de z etz estl’ afﬁxe du point ! !

A souvent notée z,. 04 est le vecteur image d’affixe notée Z5q

A / /

s '_ | / ,_ ; . \

Y
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Soit z=a+ ib un nombre complexe non nul, On appelle argumcnt de z la mesure de I’ angle

forme. par les vecteurs e, et 0A 1l est note par :arg(z) = 9 = mes(fh —) et défini par les
donnees Soit 6 un a:rgument dezona: %

¢ -
& Vet A
\

cos@ =2 i "
. lzl e

sinf = L
i lz] -

Remarqué Si a et 8 sont.deux arguments d’un nombre complexes z alors a = 6 + 2km.
Exemples: Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :
7, = V24 iR, Z, = =4 —4i L

Solution

= (02 4482 B 242 g

V21
. cosf = 55 = ‘
Soit 8 un argumem.de z al,ors _— E =% = - d’oujargz, = 7 ’
Tz 2 ;
12,] = (=87 + (=4)7 = V32 = 42 d'oi[z,| = 47
s ' ’ . i vz
: . S cos@ = e e
Soit 6 un argument de z alors y & = f=n+-==— d’ou argz, =
g B sing = --==-7 ~E

Propriétés : soit z et z' deux nombres complexes non nuls et n un entier naturel.
! : \ .
i 5 o ;

; a
: . *arg(zz') = arg(z) +arg (z') - * arg G) = —arg (2)
| , i _
' ¢ I
" ot arg (zi) = arg(z) —arg (z") - targ(@®)=narg(2).
Exemples

1) Déterminer un argument des nombres complexes :z, = =V3 +1 etz = 1 - 1.
5 3 “

. =2k

-2) En déduire un argument de : Z; = z3 X z; et Z, = 2

Solution 7

On commence toujours & déterminer le module

D lz| = J(_mz + (1)2 = 2 et soit 8 un argument de z. On a:

~
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- o cos§=-V3_ _V3 . g
i 2, 2 ) e R <
) i ::0‘:"__:_ \'E' . on r
s _ sinf = 21 _ 6 ¢! l O_u (”:(],_(._/f_.?)‘ _-ﬂ :

i lz,] = /(D7 ¥ (—1)?':: V2 et soit 6 up é;ghment dez.Ona: - qn

cosg =

1

V2 : no
P ﬁ=9=—:doum
=—r=_ ¥ I\e) =~

2 .

2) _arg(Zl) =argle; Xz,) = arg(z,) + arg(z,) = ’T,n = g S0 % d'oi 5@25:@

~ S

2
ar‘(Z = i 3 : 4
x 8(Z2) = arg 22) = arg(z) ~ arg(2}) = Jarg(z) - 2arg(z,)

1 . A~

d) Forme trio Stri 6 - \IL e
/ rigonomeétrique — forme exponentielle :
Sonﬁz u’n naombre complexe de module - d‘arghmcnt 0, I'écriture définie par :
=1(cos(0) + tsin(0) )l est appelée forme trigonométrique de z: Celle définie par :
est la forme exponentielle. : |
4- Formule de Mojvre- Formule d’Euler
a) Formule de Moivre -Sojq Z un nombre complexe de modulg 1 et d’argument §-alors
= c0s58 + ising d’aprés Moivre : z7 = (cosO + sin)"™ = cosnf + isinng avecn € N.

_z =cosl + isinf = 5 = cosf8 — isin® alors
z+2z=12Re(z) = 2cos8 = cosg = *2

- 25=2=2im(z) = 2ising = sing = ZZ—_I,Z, zz' =.0* +:b? = c0520 + s5in2g = 1 de méme on

ZN4zn C

.-_'_~.'. , ZN_3zn o
aura :cosnf = ;Sinnf = T} 2= ]
Application : Linéarisation des polyndmes trigonométriques
Linéariser : cos®6, s£n3g et ;sc'n36’cos29. . e

b) Formule d’Euler ‘ '
Pour la formule d’Euler on pos¢ :z = ¢/ = 7 = -0 : T

s _elf4e-i0 | o elo_gmie i i g
~On obtient: cosh = v, sinf = T3 et Xe <=1 pourtowtneNona-.-
: eln6+ -in@ i eme_e-me . _
aussl : cosnf = d , Sinn@ = e et emt) X e~ind — 1

Propriétés soit deux nombres complexes :z, = re' et 2, = r,e'% alorsoma:
& 7‘17’2'81(9”82) j._:z :_:ei(el‘gz) " %_: :12_8—1'92 sz = rl"e"”"‘

5- Racines n-i¢me d’un nombre complexe .

a) Définitions soit z et Z deux nombres complexes et n un entier naturel non nul avlcc nz2.-zest
:z"=Z=>z=r\!/?=>2=ZFJ R

une racine n-iéme de Z lorsque z" = 7. On écrit
b) Détermination de la racine fi-iéme. o i
Pour déterminer les racines n-iéme de Z nous allons écrire z et Z sous forme trigonométrique,
posons : z = p(cosa + isina), Z = r(cos6 + isind) | .
Alorssiz' = 7 = (p(cosa + [gma))" = r(cosf + ising) (Formule de Moxyr?)

= p"(casna + isinna) = (cosf + isiné) i
- = e —

it e ———
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cosh = —

= |22l = V(D)7 + (=13%= VZ et 50it 6 un argliment de 7.

On a: - S
cos8 = % =¥
sinf=-L~_¥2 * ‘
V2 ' '
2) grg(Zl) =arg(z; x z,) = arg(zy) + arg(z,) = ST: - ; = %r- = :—: d’oufarg(z,) = 4
arg(Z)zar Zj = o z | |
\ 2 = 2| 1) = are(ad) - arg(@) = 3arg(a,) — 2arg(ay

, _ Sm (7Y _Sn o 7n an S 4

. | =3 (—6—) - 2&1—2)= 7 "% =5 dol arg(z,) =3
d) Forme irigonométrique — forme exponentielle e

Soft z un ngmbre complexe de module r d’argument 6, Iécrjture définie par :

='r(cos(6) + isin(6)) est appelée forme trigonemétrique de z: Celle définie par
est la forme exponentielle. t |
4- Formule de Moivre- Formule d’Euler '
a) Formule de Moivre -Sojt 5 un nombre com
Z = €056 + isind d’aprés Mojvre : 2"
Z=¢050 +ising = 7 = cosh — (sin@ alors

plexe de modulg 1 et d’argument 8-alors
= (cos6 + isind)™ = cosng + (sinnf avecn € N,

Z+Z=2Re(2) = 2c0s0 = cosh = 5;—2

- 2+2=21Im(z) = 2ising = sing = -22—~, zz' =0 +h? = €056 +5in?0 = 1 de méme on

zNyzn . zn-zn
iSinnf =

T

; " =1, L3R
Application : Linéarisation des polynémes trigonométriques
Linéariser - cosSB,.sin3§ et :sin39c0526. N
b) Formule d’Euler — i -
Pour la formule d’Euler on posé :z = /0 = 7 = ¢-if - ' |

aura :cosng =

4., elf 4 o-i8 ] eib_p-if 0 e ¢
~On obtient: cosd = ., sinf = —5; ete” xe =1 pour toutn eNona-.
ein6+e—in6 einﬂ_e—ine

aussi : cosné =

) Sinnf = ———— et o0 x p~6 = 4
[}

i , v i 3e plB i o s o
Propriétés soit deux nombres complexes iz, = re'®iet z, = 1,09 alors oma-

: Ty i(8,-8 ) 1 1 -6, . N — n,ing
* — A I(G 4.32) 2 T | l( 1 2 * —=—p x. 7 T‘l e
Zl X22—11726’ 1 * -22 _T'ze 2 —_Tz 1

5- Racines n-i¢me d’un nombre complexe . s
a) Définitions soit z et Z deux nombres complexes et n un entier naturel non nul avec n 2 2.-z e

“
une racine n-iéme de Z lorsque z" = Z. Onécrit[ 2" =7 = z= VZi=z= Z”!

b) Détermination de la racine n-iéme. : . Gt
Pour déterminer les racines n-iéme de Z nous allons écrire z et Z sous forme trigonométrique,
posons : z = p(cosa + isina), Z = r(cos6 + isind) _ :
Alorssiz" =7 = (p(cosa + isina))n = r(cos@ + isin@) (Formule de Mox‘vre)

~

= p"(casna + isinna) ='r(cos6 + isin@) :
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L .

a=0+2kn

n i .‘. - 1'. >
o 2t ). p=EANr . 5 ‘ tdela - .:
= { s [ S { d 6 2k d’0l les racines n-iéme de 2 e 4
n la==

-
forme zk— \ (cos(6+—-)+tsm( o+ ))avecke{o 1,2 n*l]
Exemple

Résoudre dans C I’ équanon izt =2(-1+ l\/_) et écrire les solunons sous forme algébrique.
Solution

.~

Résoudre cette équation revient a déterminer les racines 4"*™ de 2( 1+iv3).

Pour cela j posons :Z = 2( 1+ l@ alors :z* = 7
Ecrivons Z et z sous forme tngonometnque :
Soit z = p(cosa + isina) p et a sont des reels a déterminer.
Z=2(-1+iV3)= -2+ 2iy3 = |7| = W_J_=>|Z|-4
Soit 6 un argument de Z. _

1

2 P
COS& s i ’o.
LN 4

jsinﬁ-z‘/—;‘/?‘;:) 6 =7T.v"§-='> 6 =2?" donc Z = i}(cosc—") +zsm(3))

4

74 =Z= (p(cosa + isinoz))4 =4 (cos (2?") + isin (Z—H)) _

1y pt =4 =T (o= (0=
~ /'/ =>{ 2 kEZﬁ{p,{ kn:?!'p (4) \/2

4a= 5+ 2k a—g+? q=g+'k7 o
Dot les solutions de I'équation de Ia forme :2, = v7 cw(g ¥ T +isin (X i‘zf)) .
Pourk =0; z, = (cos +Lsm( ))=\/7(?+§1) =‘/?E+‘/7zz N
Pourk—l 7 = (clfos +1sm( +§))=\/§(—-§+“?1 :—gl}‘/z:‘t
Pourk—Z 2= (’ +Lsm(6+n))=ﬁ(_?_%i)'=_g_gi.

Poti = 3 z, = \/f(cos( +3")+1szn(6132—")) 5

D'oula solutlon de I'équation estS = {zo, 24, Zy; 23)

REMARQUE | '

'S

La somme des n racines p- -iéme d’un nombre complexe non nul est nyje. 9
- Les racines n-igme de l unité sont de la forme :2

e IR 0.1, 5 1} | = Cos ( ) + isin (2:71) | ,

elles on peut multlplxer succe
Exemple

1) Trouver les racines cubi

ques de unitg.
2) Calculer (2 — )3

®t conclure,

o

(it

R
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--3). En déduireles racmes cubiques de 2 — 111,
Solunon -

1) Les racxbes A: -ieme de ’unité som de la forme : u, = cbs( il ) + lSin( ) alors il suff‘n de
v prendre‘n 3 pour déterminer. IE:s racines cubiques dé I’unité ona"
177} =cos(2k )+tsm( ) Aveck €{0;1;2)
Pourk = 0,y, = cos(0) + isin(0) = 1

Pourk-lul—cos( )+Lsm( )

.+
Pourk—Zuz—cos( )+zscn( ) ( )-Hsm( f§)=~cos(§)—isin(§)
) 1 \/§'i ) ' .
> — :
2) Calculons (2 P =2 2-D=M@-4i-102-= 1) = (3-4i)(2-1)
=6-3i-8i-4=2-11; .
(2 JL)3 =2~ 14 alors 2 —{estuie racine cubique de 2 — 11~
3) Les racmes.cublques de 2 =11/ d’aprés le théoreme sont - J b 2t o ¥
Zo=(2—i")uo=(2—L)X1“2—L
g = (Z—iJu'1 = (2—i)(—%+\/7§i> = ~2—2\/§+1—_*%§i ’
22~= (2-Du, = (2 - () (—%—?i) = - : +2\/§+1—.22h\/§i
6- Racines carrées d’un nombre complexes, : Wv\iﬂ
Tout nombre complexe admet exactement deux racines Qppcs_ees. te .
Soita cherch,er es racines carrées du nombre complexe r=x +iy. ,._'J_-.*-‘ - :b&:_\," ;
Stipposons a + ib uze racine carec ac zalors z = (@ + ih)2  «. . " R
Onaz=x+iy=(a+1b)? =a2-b?+2ig (égalité de deux complexes)

Déterminer les racines carrées de Z revient & résoudre le systéme suivant - |
: : ;

NJS

..,

e a? =b2=x iy \ . ", f.
z=(a+ih)? = 22c_zb2= Y A LI Zj"‘"\u% - i g )
% > ; a* 4+ bh* = Izl\ o Lo : \‘I
Exemple Tr\ﬁvcr les racines carrées<de z = 3 + 4; .
Solution : soita + ib une racine carree de z alors hR A v
a?-bp2=3 (1) a&
z=(a+ib)? = {2ab = g @y .
'a2+b2—m—5(3> |
—_— (1) + (3) = 2a? =8=0’=4=0q=+2
Sla—2 dans (2) onadb =4 =.b = 1 d’ou Zy = 2 + i est une racine
Sla=-2= —4h=¢4=p== 1, 2z; = -2 — i est I’autre racine.

Les racines carrées de z = 3 + 4{ sont : 2 +iet—-2-—i les deux racines sont bien opposées.
7- Résolutions d’équations du second degre dans C
‘ Soit I’ €quation du second degré (E):az? + bz +c =0,00a,b,c € Caveca # 0.
Pour résoudre une telle €quation dans C on calcule le discriminant A= b2 — 4q¢, - \

Cours et recueils d 'exercicy‘s- T.S‘E -ST.'- .T .S‘Exp-lam I-Oumar M Coulibnl y/B(? S CISSE-762343 7;,_'65601474-Mopli-MnJi s
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g
On désigne par : § et — ¢ les racines carrées de B d
i = SiA= 0alors (E) ndmcl une double racmc Z, = zz S&i
ey e s 2a
. " SiA% 0 alors (E) admct deux racines dv.sunctes 2, = 12870 ot 23 = b—+-§-'.; ‘
E.\‘emples] ' “ 4, - ~1
Résoudre dans C les équations suivantes : '
Q(E):z* ~22+5=0  b)(E):222+2+1%0 5 4
Solution .
6) (E):z22 =2z +5 =0 A | -k
A= b% - 4ac = (~2)? - 4(1)(5) = ~16 = A= 161 car i2 = —1 |
— ~b=8 _ —(=2)-Vi6iZ _ 2-4i : ; e 2
Zl = >a !’—. ] 2(1) = % =1<2i et 22 - 2a ( 22)(‘;‘)/ﬁl_ .2';44 = 1 4 21 : S
. ! i - & i
Do § = {1 21428} " 2
b) (E):22%+z+1=0, A=7i? |
fo OV 17 1 VT VTR -1407 1 T B
FTF) R T R A e
P hn iy e . g
D’oas-":{_lqﬂt,—i+fi‘ BT !
L. 4 4 4 j g
: Exemplez ' B o s i :
Résoudre dans C I’ equatlon suivante : (E) iz? — x/_ 5z - 3 =0 i
On calcule A= (- \f_) - 4(1)(—3) 54 12i ' ‘ _ ! b
Cherchons maintenant les racinesicarrées de A. . e . 4 5
~ O | a?<b*=5 . (1) I :
§oit a + ib une racine carrée de A. Alors A= (a + ib)? = { 2ab = 12 r(2)
o : a® +52=/(5)2+(12)? =13 (3)
(1) + (3) = 2a% = 18 = a = +3, dans la ligne (2) \,
Sia=3=6b=12=b=2 : !
Siga==3= =fb=12=b=—2
S ! !
* alors les racines carrées de A sont :3 + 2i et — 3 — 2i. L
Enfinonaiz, = —_'(“/3)1‘3'2," =-=1- ig—zz etzy = _(-‘/?:3”'. =1- ——“@;31‘ -
: 2 4
i
D’ouS$ = { 1—f—31 1-"—”1}
8- Nombre complexe et configuration du plan . &
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I “ A |
- a) Mesure de I’angle formé par deux vecteurs ' . |

: ' S.Qilj‘A, B,C et D quatre points du plan :on nms(A—B,_C—fj) : arg (Z—S-:—:—%) + 2km k€ 2.

b) Egalités‘de vecteurs
Soit 4, B, C et D quatre points du plan- |

|
|
|
|

AB = CD & 235 = 55 & 2p — 24 = Ip — &
, ¢) Egalité de distances .
. Soit 4,B,Cet D quatre points du plan .
AB = CD & \zg - z,| = |zp — 2z¢|
d) Alignement de trois points

. vt . § . wi8C=Z .
Trois distingts A, B et C sont alignés si et seulement si ZC ZA eR"
: BT<A

7% e R
Zg-24 ’ . 5 .
i

f) Cas de quelques figures partlculiéres ; '

R (’;\ gy t."L' WU WlGley
. Soit (AB) et (CD) deux droites du plan. Les droites (AB) et (CD) sont orthogonales si et seulement si
\ - Triangle ABC isoctle en A

A

ABC estisoctle ssi:AB = AC et mesA = a. -

Caractérisation complexe

Zc — Zy ; Zc — Zy i
- =e'® ou ——=¢7'@"
B 2~ Z4 ‘ Zg —Zp -
- Triangle ABC équilatéral ;e cuat
A ABC est équilatéral ssi :AB = AC et mesA = ;—r
Caractérisation complexe t
Zc.— 24 . S Zc — 2 T
C A [ el3 ou C A - e—ls = ¥ ‘,
Zp — Z4l Zp— 2y ' .l
e s -

- Triangle rectangle et ABC isocéle en A
ABC estrectangle et isocéle ssi:AB = AC et mesA = g

Caractérisation complexe

Zp=%y & Zc — 2, :
= =i ou —= = —j
ZB_ZA . ZB—ZA

C

A

Le triangle ABC est rectangle en A ssi 224 = b qvec a € R".
zZp—24
Cours et recucils d’exercices- TSE-ST.- TSExp-tome1-Oumar n5 Coulibaly/Ba S CISSE-76234377/65601474-1opti-Mali 9 ..
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\ - 7—‘ — e ———

- . ‘ ; /
e

. .Points A,B Cet D cocychques ( c-a-d points situés sur le méme cercle)

‘ “ Les points A, B, C et DX sont cocycllques siet saulemenl 511
._" ZC—ZB Zp=2z,
w T X =X ) -
= ZC_ZA ZD_ZB & R . Y el ol
9- Slmlhtude directe du plan_
- a) Définition soit @ € R}, ;
On appelle simikitude directe dé rapport a toute transformation du plan telle que pour tous

. points M et N d”images respectives M'et N'; M'N' = aMN.
b) Propriétés :
Toute similitude directe S du plan a une écriture complexe de la fonne 2" =az+b.
'\Ou a€eC et bEGC
Transformation de I’écriture complexe
DU une application du plan dans tul-menie dont I ecillule COllIpieac st de id iulilic
Z’=az+baveca€C" et beC.
- Sia = 1alors S est une transformation de vecteur 4 d’ afﬁxe b
.- Sia # 1 et'w soit solution de I équation:z=az+b='w = - a0+ b
=b=w-aw remplac;ons bdansz' =az+b
=z =az+w-aw=7z -w=a(z-w).
De51gnons par Q le point d’affixe w (Q est un point mvar1ant)
k le module de a et @ un argument de a.
alorsiz’ =az+ b =7 — = ke'®(z — )
d ou § est une similitude directe de centre Q de rapport k et d’ an01€ Q.
= |a| ,& = arg(a) et w solution de I’ equatlon 7=z
T a,,k et () sont appelés les éléments caractéristiques de S.
- Exemple] -+ e
Soit S une transformation d’écriture complexe :
=(—'1+i\/’)z+2(—1+ﬂ+i(4+\/')

Determlner la nature: et les elements caractéristiques de S. = i

¥

Solution -
~ L’écriture complexe de§ etant dc laforme:z' =az+baveca€C* etheC alors ) est une
« similitude directe. _ y ‘ A - :

Déterminons maintenant les éléments caractéristiques de S :
- Lecentre Q de S est le point image de la solution de z’ = z.

2 =z=z=(-1+13)z+2(-1+V3) +i(4+3)
=$(1+1—i\/§)z=2(—-1fﬁ)+i(4+\/§)
= (2-iv3)z=2(-1+V3) +i(4 +V3)

_ [2(- 1+ﬂ+1 “+V3)] _ [2(= 1+\/")+1(4+ﬂ] (2+iV3)
2-iv3) o @(-V3)

— 7 =

. 2(-2+2\/§)+i\/§(—2+2\/§)+2i(4+.\/§)—\/§(4+\/§) _ —4+4V3-2iV3+6i+8i+2iV3-4y3-3
4+3 g 7

_ -7414i
7

=-1 + 2 =2z=-14+2i=1 (;1) est le_cenire de la similitude.

~
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Chapitre 1 Nombres Complexes

COURS

>
« [ (appon k de S est |e module de q ¢ ‘est-a 9

~d1re/c—'-1+t\/—|*2
. LangleadeSestlargumbntdeacestaduea—arg( 1+L\/—)—

Conclusion : "

]
el

On dit que S e§t une similitude directe de centre () (&1) de rapport k = 2 et d' angle a :2?”

Exemple2’

Détérminer I’écriture complexe de la similitude directe de centre ) ( 11) de rapport k = 2 et
d’angle a = ‘\ \
Sonlutinn \

L’¢criture complexe d’une similitude directe est 2’ = gz tb=2 —w=ke'"(z-w)
g —(1—1) = Ze’ 4‘(2—1+L)=>Z —2(cos( )+isin(5)’)(z—1+i5+1—i

=5 g —2(£+££)(2—i+1)+1—l—(\/—+l\/—)(2—1+l)+l—L

:(\/_+L\/_)z+(\/_+z\f-)(—l+z +1-i==-2V2+1-i
=z’ = (V2 +iV2)z — 22 + 1 — il est I'écriture complexe de .

Similitude indirecte

On appelle similitude indirecte toute transformation d’écriture complexe z' = =az+ b ot aet b sont
des nombres complexes tel que azx0.
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EXERCICES

Exercxce 1
Ecrire SOUS forme algcbnquc les nombres cpmplcwcq suivants :

zl=(1++z)2 72=(2—31)(24 31) B =R+)(3- sl) 14:(1+z)3

Ze = i 7, = 3+6i _ 1+ % 31-6! 2450 2-Si
S S BT =T , Zg = — +
3-4i 2= 3-4i 1-t 1+

\5/ Exercice 2

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants :
)

7= 5T+ 50 7, : ('?*2"\59 = (B3

Exercice 3

-

Ecrire sous forme algféébfi'qué-lc’s nombres complexes de module p et d’ argument @suivants
' 51
24 p=4et g = -g-

T b4 3n
zi:p=2 et9=§; zz:p=\/§et9=—z; z3:p=1 et9——2—;

’

Exercice 4

1996 | . e \

On donne z.= V3 + i . Ecrire sous forme algebnque z

E).ermces ’ ™%

Determmer le module et:un argument des nombres complexes. smvants

T
1-e'3 1-cosa+isina ; .
="t = € [0;m[, z3 = -2(sinx + icosx),

11eid 1+cosa—isina b

i » i 5 i
L . ) . K !
2, S —cos2x+ isin2x .

i

Zy==32 3" ; 2
: , s 2(6053x——15m3x),

-

Exercice 6
Soit I’équation dans C définie par :(E): 2349022 +2(6i <11)z-3(4i+12) =0

”

1- Démontrer que I’équation (£) admet une solution réelle z, et une solution imaginaire pure z,.
2- Résoudre dans C I'équation (E) (‘on noteraz, la troisiéme solution )
3- Démontrer que les points images des solutions de I'équation (E) sont alignés.

- Exercice 7
Résoudre dans C les équations suivantes :

1) —2245z2-7=0 2)z°=-42-5=0

3) lz] ¥z =3-5i 4)z* =222 +1=0
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- Chapitre I Nombres Complexes EXER
, . = : :XERCICES

e

Exercice 8 C e d
| | 3 1- a) Déterminer les racmcs carrées deu =3 = e )
‘ ' . “b) En déduire I’ ensemble de sohmon de I'équation z €, 22 —iz—-1+i '——"50 ;
= ;'." - soit I"équation (E)¢2 € ¢, 93 = izt = (3~ Dz 2420 =0 C o
[ . = ."a) Vénfier que zo = 2iest solution de (E).
-b) En déduire les autres solutions de (E).
= | 3- Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants : .
a) z=(1-20)* ° ; ‘
: b) Les racines quatriemes de 'unité. ;
i ¢) Endéduire Les racines quatriemes de z = =7 + 24L.
)
. Fxercice 9 ' \

Ly

On pose a=v2(1+1), b=\/§+ietc=a2b. : ; i

1 : s ) 1- Déterminer le module et un argumem pour chacurfes nombres complexes a et b.

i 7- En déduire le module le module et un aroumemc)

i ! 3. Déduire des questions precedentes les valeurs exactes de €0S (—-—) et sin. (111:)

' ) 7

o Exercice 10 s, : | , L

Soit les points A (}1) et (_12>. ‘

Dans chacun des cas suivants .
\ . s il
- Donner\l’ecnture complexe de la transformatlon : -

. Déterminer image de A par cetie transformanon

La symétrie de centre 0. ‘ !
1

2- L homothétie de centre {1 et de rappon = |

3-La rotation de centre {2 et d’ angle 3
“Exercice 11 ' ‘

Soit 6 un nombre réel . ;
%
TN bl ) _ 1+2z 1
On considére Jes deux nombres complexesz = € et -Z =T, avet AL

. . g Laas) ~ s
1- Mom{er que Z= Lcotan( ) ou cotan (—) e % g . k
2- Pour quelles. valeurs de 8, 1’ aroumem de Z est —il défini ? A quoi est-il égal ? (On distinguera
. deux cas suivant Jes valeurs de 6).
3. Trouver le module de Z.

Exercice 12

(4

On donne les deux nombres complexes définis ci-dessous ;
: oo SR e AT
—— ] mm

re‘cuei‘li d'e,\jercibes- TSE-STI- TSE.\‘p-lomelszEJmnr :Yl Coulibaly/Ba C_ISSE-767J43 77/65601474-Mopti-Mali W "3
; ' e 4
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Chapitre I Nombres Complexes _ EXERCICE
| < ‘ - ,
; -1-i er'z‘z'.'-_— L iﬁ . o e
l- Ecrlre o~ sous- fonne algébnque . o .‘ . ‘ . )
) 2- En déduxre lemodule etun argument de ? ol Bl .

2
. . o 4 117 o AT
3- Déduire des questions précédentes les valeursexactes de cos (Tz_) et sin ( " )

|
: !
Exercice 13 - & . 2 ) .
On considére dans C le polyndme P défini par : P(z) = (22 + 32)% + (3Z +5) . , L
1- Factoriser P(z) en deux polynomes du second degré a coefficient complexes . -
2- Résoudre dans C§’équation z + 3(1 4 i)z + 5i = 0. En déduire les solutlons dans Cde = A
I"équation P(z) = 0 : A L ‘
it |
=
]

3- Montrer que P(z) est le produil de deux puly Nutlics Uu sceulic dugic d votinvivils ive

Exercice 14 ‘ o LR ! -
- Résoudre dans C I’équationz* =1 . . ’ !

4
2- En déduire la résolution dans C de I’équation [(\/§ - i)z + i] =1
Exercice 15 '

_ Soit P le polynome défini sur C par:P(z) = z% + 2V3z + 4
: - 1- a) Résoudre dans C I’équation P(z) = 0.
. b) Ecrire kes solution sous forme trigofiométrique.

2- Le plan est rapporte aun repere orthonormé (0, U, ¥) (unité 4cm)
Saitles points'4, B et C d’affixes respectives : ; -
a=2i, b=—3+ietc=—-V3-i ‘
a) Placer les pomts ABet C dans le repere, (0,4, 7). - .
b) SoitZ = _~._ . Interpréter géométriquement le module et un argument de Z £ [

; ¢) Ecrire Z sous forme trigonométrique. o

L s d) En dedulre la nature du triangle ABC. ! -

' 3: Soit S une sinflitude direéte définie parS(=1+ ) =1+ 2i et S(i).= i ,: -

a) Déterminer S.
b) Caractériser la similitude dlrectc S,

Exercicel6

215 Montrer que (1 + )% = =8i
2- Onconsidére I’ gquation (E): z2'= -8i
a) Déduire de 1) une solution de I’ €quation (E )
b) "L’équation (E) possede une autre solution, écrire cette soluti
3- Déduire également de 1) une solution de (E"): 23 = —gi

Dans ’ensemble des nombres complexes, i désigne le nombre de module 1 et d’argument I: -
; =

on sous forme algébrique.

. 4- On considére le point A d’affixe 2i et la rotation r de centre 0 et d’anéle 2n

~

~ Cours et tecueils d’exercices- TSE-S TI--T. ‘fExp tomel- Ounmr M CO/A[[b(ﬂy/B(‘i S CISSE.

14

3
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Chapitre I Nombres Complexes

—
Ve

EXERCICES

_ ‘ & |

a) Deéterminer affixe p 4y poin! B, image de 4 par r.ainsi que Paffixe ¢ duy point C, image de
B parr. i _ )

b) Montrer Que b et ¢ son solurj

5- a) Dan.'s-.lf:'plan complexe rappdrté 4 up repere orthonormé (0,%#%) (unité graphiqlic-fZCm),
représenter les points 4, B et (. . :
b) Quelle est la natyre de la figure images de ces solutions 7
¢) Déterminer le centre de gravité

ons de (E"). .

4 ‘
U

Exercicel?

Dans le plan complexe munj dy repére orthono
respectives V3 + | et —

3-i/3
Z’=‘—2—2—\/§+i.

mé (0,

. V), les points A et B ont pour afﬂxexs
V3 +1i 0n désigne par S 1a sin

nilitude directe d’éeriture complexe

1- Détermniner les images

Par S des points O et A
2- Déterminer les ¢]

€éments caractéristiques de S,
3- Soit (C) le cercle de centre O et de rayon

a) Déterminer la nature et les éléments ca
b) Construire ( C) et (C) dansle repér

2et (C’) son image par S.
ractéristiques de ( C° ] &

e (0,14,9).

Exercice 18

T Oz =2x+ iy, avec (x,y) € R2,

PERR R

i 2
On considére le complexe Z défini par Z.= -

8

Onnote Z =X +i¥,(X,Y) € R2."

I- Ecrire X et Y en fonction de x et y.
2-'Au complex:‘a Z on associe le point M(x, y) d’un plan ra

) Déterm,i'ner I’ensemble (I") des points ‘M\ du plan t
3- Résoudre dans C I’équation z2 + 2iz — 2 = 0,

4- Montrer que les images des solutiosis de cette€quation appartienne

PPOrté & un répére orthonormé (0¥ B):
el que Z soit imaginaire pure non nul,

|
nta l’ensemble (). .~

!

Exercice 19

On sé place dans le corps C des nombres complexes, pour n€ IN, on pose
VzeC, hy(z) =z"(1 - 2).

1

: | .5 .z l l .3
I l ; l |

1-/ Pour n€ IN', résoudre I’équation 4,,(2) = hy(z). (1pt)

- hy(2)=1
2-/ On se propose de résoudre le systéme suivant: (1) {IZ"_-']‘ZI .

a-/ Montrez que I’équation |z| =|1 — z| a une infinité de solutions. (0,5pt)

|

~

!

:: Caurset recueils d’exergices- TSESTI- TS Exp-tomel-Oumar M Cou

\ibaly/Bi S CISSE-76234 77(65601474-Mopti-Maii )5
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= :
b-/8oit zy I'une, de ces solufions, calculez, en fonction- du module p et 1argumcnt o de =0

I’argument de 1 ~zo le module et I'argunient de ZO (1-7). (1, 5[“)

{

¢/ En déduire que le systéme (l) n’admet de solutxon que si n=1[6)., (0 5pt)
Quel est I'ensemble des solutions du systéme ? (d aprés BAC 2014 TSE-Bamako)

2

Exercice 20 5

f

Les points 4, B, M et M’ du plan complexe ont pour affixes respectives! 2. - 4i,-i,2(2 + i)etz

—iz=2+4i
avec z’ =

zZ+i
1- Exprimer les coordonnées (x y') de M’ en fonction de celles (x; y) de\ M.

2- Déterminer et rc})resemer I’ensemble des points M tels que :

N2 sade mgel

b) z’ soit imaginaire pur.
3- OnposeZ =-z+ ietZ = z'+ i VérfiezqueZZ' =-3+ 4i.
Puis calculer |ZZ'|. oL o
4- a) Déterminez I’ensemble des ponts / M lorsque M décrit un cercle de centre B et ' '
derayonr > 0.
b) Déterminez r pour que M'et M’ soient sur le méme cercle. ( d’aprés BAC 2014 TSE- Reglbn)

i

i

llltlllli

]
- e
Exercice 21 g . ' L
. : ‘ (
1- u désigne un nombre complexe différent de -1, de module 1 et d’argument 8. Calculer -

le module et un argument du nombre complexe Ze= E En déduire le module et un d
. . E

argument du nombre complexe z tel que u = ?5 .

2- Résoudre, dans le corps des. nombres complexes ’équation ; (2 + lZ)S (2 . 12)5

Exercice 22

e
»
no

Le plan complexe est muni du repére onhogonal dlrect (0,1, v) On prendra lecm pour b)
i unité graphique. i o)
'1- Résoudre dans C I’équation-z? — 2z + 2 = 0. ‘
! 2- SmtA B, C les points d’affixes respectives 2y = 1 + {5 25 = 2, ; 2 = 225 ;2p = 3 Construlre une fi 3

et la compléter tout au long de I’exercice. I

3- Montrer que les pomts A, B €t C appartiennent 4 un méme cercle de centr¢' D dont orr
précisera le rayon

5- On note h I’homothétie de centre D et de rapport 2 et 7 la rotation de centre D et

d angle— on appelle C' Iimage de C par h et C"'I'image de C’ par T . Montrer que les . o,
droxtes (AC ) et (C'C"") sont perpendiculaires. :

. Exercice 23

Al

1- Déterminer le nombre complexe z; tel que |z,| = 2v/2 et arg[(l " “/-—)21] _m
T 2. SoxtP(z) =z2-4z + 8

" Cours er,-ecy»e,ls dexercices: TSE-STI- TSExp-tomel-Ouinar M Gouli /z/y_/m S CISSE-76234377/65601474-Mopi-Mali
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Chapitre 1 Nombres Complexes

A e EXERCICES
- _ B \—“
' a) Montrer que 2y est solution de I’¢quation P(2) = 0. Tro J r
' b) Déterminer le module et yp, argumént de z,, u_?/cr Pautre sol“t.’c”_‘ 22. ..
i " B SoitJfl‘applicalion du plan dans i'ﬁiimé

i > ME quI 4 tout point M d"affixe 2 associe le point M7 .
d’affixe 2’ teHe que 2 = o3, - ol

a) Déterminer |a nature

Stant I"image de |5 solution de I’équation P(2) =
négative P(z) défin; dans A./ 9/
Exercice 24

Soitle namhre

‘2 b \
comnlexe 7 = i
Onposea=z4 524 4 et b =23 4 ;54 ,6
‘ L= Demontyer que a et b sont deuy nombres complexes con
est positive, '

2- Calculer q + b eta
Exercice 25
Partie A
Le pl

ben déduire q et b.

an est muni d’un repgre orthonormé (0, %, 5),
onsidére "application f duplan dans lui-méme qui & tout point M d’affixe z associe |e point M’
d’affixe z* = %iz + %

a) En utilisant |3 1"
b) Placer le point M
) A partir de quel'r

rayon r = 0,052
. 3-a) Calculer MoM,.

question, calculer M, en fonction de .
o €t construire les points My, My, My et M,. ;
ang ng a-t-on pour tout entier 1 > No, My apparient ay disque de centre et de
|

o - -
ted, = M, M
on précisera le premier terme et la raison. _
¢) Orinote I,, = do+dy +d, + -+ dy. Caleuler [, en fonction de n et en déduire la limite de
dnen +oo, '

b) Pour tout entier nature] n on no

. & /
n+1- Montrer que (¢
dont-

n) €st une suite géométrique

4- Pour tout entjer naturel non nul n , on note Gn I'1sobarycentre des points My, M,, My, -, M.
| > 0,06, < 28
a) Montrer que pour n BGy s —. : :

b) En déduiré la position limite du point G lorsque n tend vers +0co,

Vours et recueils d*exercicls. TSE-STI- TSExp-tome

1-Oumar M Coulibiily/B4 § CISSE-7623437 65601474-Mopti-Mal: 17
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/ 1 v. - -
: 6quat] = uver |'autre solution z
a) Montrer que z, est solution de | ¢quation P(z) = 0. Trouy
b) Déterminer le module et un argurnént de 2. |
. ","' 2 " ) . \/ Y o o i
B-/ Soit f I"application dy plan dans N‘x-meme qui “atout poit M d'affixe z as
daffixe 2° tee que 7'

.

i
=gz

a) Déterminer |5 nature et les ¢|

éments Caractéristiques de f.
b) Déterminer 5o forme trig

Ohométrique puis sous forme algébrique I"affixe dy poin
~de A par £ A ¢ran Pimage de la solution de
Negative ; P(2) défin; dans A-/ 9/,

VA" image
I"équation P(z) = 0 dont 1a partie im
Exercice 24

aginaire est
Sait (e Nombhre comnlexe > — Plz-.—" ‘
On pose q =

‘ JUBUES et que |5 Partie IMaginajr de
b etab ey déduire q ¢ },
Exercice 25
" Partie 4
Le plan est muni d’yp fepere orthonormg 0,4, ). ,
On considere I"application f duplan dans lui-méme qui & toyy point M d’affix
1 . - . A2 N B C 2
d’affixe z' = iz + % %
I~ Montrer que f est une
A 2- 1

associe |e Point Ay

fappon k ¢ l'dn”ic f)
eln, e point M est defy V

i par .

€cisera |e Centre Q_ |e
43 + 31, Pour tou entier natyr
Mpyy = f(Mp).
2) En utilisant |a ¢

b) Placer |e point My et construire les points M
) A partir de quel'rang n, a-t-on
rayon r = 0,057

question, calculer My, en fonction de n.

1,""2, AI3 et A[‘
pour tout entier n > Ny, M

~ 3- a) Calculer MoM,.

e

~

b) Pour tout entier naturel n on note d,, = MnMn.,. Montrer que (d
dont-on précisera Je premier terme et la rajson.
¢) Or note I, = do +d

i .. : /
n) €st une Suite géomeyy;
1+ d; + - +d,. Calculer In en fonction de
dyen +oo, -

que
4.

N et en déduyjre la limite de

Pour tout entjer naturel non nul n , on note Gn, Iisobary

centre des points My, Mo, My, ...
A : 16
a) Montrer que pour n > 0,06, < —

n+1’ .
b) En déduiré la position limite du point G lorsque n tend vers +00.

M

n-

1,’ours et recueils d’exercic. s- TSE-STI-

TSExp-tomel-Oumar M Coulibily/Ba S CISSE-7623437 65. 601474-Mopti-pfay: It
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Chapitre I Nombres Com lex
plexes _ EXERCICES
7 ; =

e

' a) Montrer que z, est solution de I’équation P(z) = 0. Tr
Ffb) Déterminer le module et un argumént de 22;

ouver |'autre solution 2. :

. B4 Soit f1'application du plan dans i

ERe . méme qui a tout point M d’affi
_ d’affixe 2’ telle que 2’ = ¢'3, "

Xe z associe le point M7 -

a) Déterminer la nature et Jes éléments caractéristiques de ¥.

b) Déterminer sous forme trigonométrique puis sous forme algébrique I’affixe du point A’ image
.de A par /, A étant I'image de la solution de 1'¢ .

negative ; P(z) défini dans A-/ 2/
Exercice 24 : .

quation P(z) = 0 dont la partie imaginaire est

. 2 ) ; v ¢
Soit le nomhre comnleve 7 = '~ '

Onposea=z+22 42 gph =73 4,54 46

-

- {"+. I Démontrer que a et b sont deux nombres complexes Conjugués et que la partie imaginaire de g
' est positive. ' . :
2- Calculer a + b et ab en déduire a et b.
Exercice 25 ‘ -
" Partie A .
Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, , ).
On considére I"application f du plan dans. lui-méme qui & tout poi

1-3i ‘

nt M d’affixe z associe le point M’
d’affixe z' = %iz o )

1- Montrer que f est une similitude directe-dont-on précisera le centre Q, le rapport k et I’angle 6.
-+ 2- Mg le point d’affixe 1 + 43 + 3¢, Pour tout eritict naturel n, le point M
) Mn+1 = f(Mn)

a) En utilisant la 1°° question, calculer 2M,, en fonction de 7.

b) Placer le point M, et construire les points My, M, M et M, 3

1
c) A partir de quel'rang Mo a-t-on pour tout entier 1 > ny, M, "apparient au disque de centre 2 et de

n+1 €st défini par

' rayonr = 0,0g ?
. 3- a) Calculer MoM,. .. Y ¥

b) Pour fout entier naturel n on note d,, = MMy, ,. Montrer que (dn) est une suite géométrique
dont-on précisera le premier terme et la raison.

oo

-

¢)Ornote I, = dy +d; + d; + -+ + dj,. Caleuler [, en fonction de n et en déduire la limite de
1y en +oa, '

4- Pour tout entier naturel non nul n, on note G, I'isobarycentre des points M;, M3, M3, -+, M.

: . 16
a) Montrer que pour n > 0,126, < ==

b) 'En déduire la positionllimite du point G lorsque n tend vers +oo. ”
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EXERCICES
Chapitre Nombres Comploxes e
\ o ., T : H (
" ¢
Exercice 26 . o e G : o
: Dans I'ensemble € des nombies complexes on considere I’équation - e
(F):z'=2:3(1 4 v3) 4, 272(3 t2V3)=42(2+v3)+8 =0, ’

2-Vérifier que le complexe z, =

En déduire une secénde'solutio
3-Déterminer Jes deux autres so|
4-Représenter dans le plap comp

1+ i est une solution de I'équation ().

N z; de I’équation,.

utions 3, et z; de I’équation (F). .

lexe les points images des quatre solutionis de I’équation (F). ( le

5-Déterminer |5 nature dy quédr‘

Exercice 27
On considere les sommes °

S =1+ cosx + cos2x + cos3x + co_&;‘i‘x-+ R cosnx ’
$'= 1+ sinx + gin

2X + sin3x + Sindx 4 ...
Onpose z = €oSx + isinx et |'g

"t sinnx,Vn e N et ER
N Suppose z # 1.

s —_pn+1
1-Montrer que 5 4 15" = % :

2-En déduire que 5= \Sm(ﬂ?ﬂx) (S et. = S[n(nTﬂx)ﬂn(ﬁzz)
“in(3) sin)
Exercice 28 :
Démontrer que 50&‘{i + cosj—;r + _coss_"

1 ) 11
o 2
En dédujre la valeyr de cos =

.’ 4 -
g + cos 3T +cos
Exercice 29

1-Résoudre dans ¢ Péquation [2

dans {e pJap complexe sont note
1
°

- n In 1
+ cos = COS— =12
i W + 11 ;.2
61 8n 10m ; :
—+cos— cos —, . i Y]
11 11 + cos 11 X

€A, B,C et D tels que
Aet B ont méme abscisse % “ '

* Aent onp méme ordonnge. ’ ‘ ;’l i _ g
2-Définir 5 similitude directe.5 gy Plan comp]exe telle que $(4) = ¢ e S(B)=p -£n dédujre
angle, e fapport et le centre de S,

Exercice 39

A tout nombre complexe z % 7 4 2i on assocje le nc')mbre Complexe 7 (¢ que 7 = Z72+4i
Déter‘mine; les ensembles des points M dop¢ Paffixe 7 Vérifie |a condltiqn'indxquee Gl
DIz)=1 2) 12| = a8

3) Z est UN nombre rge]. -

Cou.r.\' € recly eils g ‘exercicis. TSE.STY.

T.SExp-lomel -'01.':/
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rd
_ SOLUTION

Exercice 1
Déterminons la forme algebrique des nomb(cs complexes

zl—(1+1)2—1+21—1-—21

7, =(2-3)(2+30)=(2)?+(3)?*=13
z;=(+0)@B-5)=6-10{+3i +5=11-7i
z,=(1+P=2=Q+iPA+D)=20+)=-2+2

_aH Qe _ 20 g
Zs T 1o D 2 j\

3460 (3+61)(3+4i) _ 9+12i+18i-24 —i5+30i 3., 6. \
6 = - = - = = = —-'.+ -1
3-4i (3)24(=-4)2 9+16 25 S 5
(1+i>2+3+6i (1+0)? 3+6_ 2i 3+6, 2i .5
27 = . = ) et Rl el &
T2+ T34 (2402 55 44471 55 3445
o _ 2l354) 3 6. 8460 3 6. _ - At 108 |
L T s TEE T st "13+131 + ._\5+
l g = 25U 2oSi (4S04 +(2-50(-1) _ 242045(54+2-2i-5i-5 e P
87 i T oawi (1-0)(1+i) - 2 . LR T
I Exercice 2
- Ecrivons sous forme trigonométrique les no-r_nbres complexes suivants :
I z, = =5V3 + 5i
- ;
l \21|=J(—5J§) +52=25%x3+25=V25x4 =10
. 5 =|' 5V3 3 2 % 'I
- N L | cosB———(;:—,-\,/: i s g
-~ Soit 6 un argument de z, alors 15 2 = et
. . | ’ - 1 '6 61
: sin =—==-= !
i 10 2 |
- = - s » . 2
SN N :
D ou\z1 = 10 (cos — +isin 6)'
_(=3%20)%% _ ((=3+20(2-30\37 _ /-6+9i+4i+6)5? 130\59- ) ) ,
cn=(35) = () = (e () =i a o=y
= |—j| = ‘ R N 3_71 I 3
Alors |z,) = |—i| = 1 etarg(—i) = 2dou z—cos(1)+13m(2)'
V3-3 , > ) P
23 = (_7_72) pour.z; posons' a, = V3 — 3j et az = —7 — 7i sous forme trigonométrique

lail =vV3+9 =412 = 23

Cour et recueils d 'exercices-,

SE-STI- TSExp-tome 1-Oumar pf Catz/:baly/é,a S CISSE-76234377/6 safwu Mopti-Mali  7q

. - e e e e O " - R e it T g —
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SOLUTIONS

e

Soit 6 un argument de a, alors ' - — —g = arga, = "g.
§ ‘ __..‘., O o Y e . ) '.'."
la;| = V49 +49 = V2 x49 = 7V2
. ‘ ‘-cosez-%_:—ﬁ o B < sm
Soit 6 un argument de @, alors Ui j_ =f=n+-==argaz =7,
. 7 2 4
{5 = e — e ——
I w2 2
e B 26 _m\ 26 6 26 -5
Alorsona z; = (‘/3 3‘) = (51)\ = Eﬁe; = (ﬁ) X £ mem = (2—\[—5) x &
idsl a2 7ot 2 g 2 e’

D) 5D - (0 e = () (eon () n)

Exercice 3 '

Ecrivons sous forme algébrique les nombres complexes de module p et d’argument fsuivants :

zp=2et 9=13r-; 22:p=\,/fet9=—§; zz:p=1 et9=37n; 24:p=4‘et6=—-
| Ona 7, = 2'(’cos§fisin§) = (~:—+\/7§1) =1+ iv3 ==> .
zz=ﬁ<cos(—g)+isin(¥g))=ﬁ(&§§—isin%)=ﬁ(?—§) =1-i
=k =1-1
. .23 = COS (",;3?")+i'sin (%) = —iﬁ@f ;

|

(= oo () iin () =4 ) 5 e ) = ¢ con ) (9)

|

%5 x" 1 ,_ \ iy
-_--4(_1/2-§+ §i>=—-2\/§+/2i =k, = —2V3+2] - g

Exercice 4

z =3 + i . Ecrions sous forme algébrique 2%

Mettons d’abord z sous forme exponentielle i

1996 199671

= 219%'x ¢

' . -
|z| = 2etargz = % alors z = 2e's = z1%%6.= (Ze‘s)

e A L : n n. ’ CF o am
= 91996 5 oI(6%332+4)7 — 2199 2l (6X332)g 5 p¥XGl — 91996 ¢ 3320 y LT

= 21996(COS(2_37£) &, s (2_371)) = 219% (_ %'_4_ _‘/;l) =:>[21996 = 21995 L 21995iT§1
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Chapitre I Nombres Complexes

e LM et e B

S— SOLUTIONS

pz ¢

— p F
Exercice 5 . )

Déterminons le module ¢t un argument de: -

' LT
o non LV NS ¢ \ |
1-2'3 e 6(8 GTQ 6) =g 6(8 6—¢ 6) —Zism(ﬁ) " = e o
Y Sl e o e e m = —itan (_) = zy =,~itan (E)
1+e3 e 6(e 6+¢ e) e 5(e G+e 6) 2C05(E) - \6 6

.Alprs 2] = l—it’aﬁ (g)’ = |—i| x ’tafn (g)\ = tan (g) car tan (%) >0

arg(zl) =arg <—itan (E)) = arg(-i) + arg (tan( )) = —g +0

)
L1| = tank ) et arg(zl) = —j
z(n—‘a) {(m-a) i(m-a)
'._l 1-cosatisina o Ltcos(m-a)+isin(m-a) _ 1+eitm-®) o b ,(e e, HE Z )
& L cosE-lsing 1+cos(-a)+isin(-a)  14e-i@ e#(ai_zqw—;l)
i(n—a+a) X in r
o o) ebeeo(t) )
= A e e e a—LtanEaE[O;n[,
ZCOS(E) o cos(;) cos(z)
En fin puisque a € [0;n = 2 € [0;%{ =5tay (%) s
AlQ’rs:kzl = tan (g) etargz, =§ Lt
z3 = =2(sinx + icosx) = 2(—sinx — icosx) = Z(Sin(n + x) + icos(m + x))
(n e e N (_n
= 2<cos (E-— L= x) + isin (;— s x)) =2 (cos ( > x) yr lSln( > x)) |
. . —— '.
D 0;.1 lz5| =2 etarg(z;j e p - 5
o, _2m, -,
Z,==3e 3 ———>lz4|=‘—3e 3 =|~3|><|e 3'[=3x1=3

L _2m, 2r W
arg(z,) = arg (-_— —dé 3 ) = arg(—3) +arg (e 3 ) §" 33

3
Ona ‘nz,;l =3et arg(z4) :g\ -

— =Cosax+isinzx _ cos(m=2x)+isin(m- -2x) _ eilm=23)
5 7 2(cos3x- -isin3x)  2(cos (-=3x)+isin(- 31)) 2e-3ix

DouL | -—% etarg(zs) =m+ x

- _1_'ei(n—2x+3x) = }_ei(n+x)
= € :

|
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SOLUTIONS
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wf es Complexes

- 7~ :
. E:\'Cl'CiCC 6 ; s ] :".'

Soit I'équation dans C définie par : (E} z + 9iz? + 2(61 ~11)z = 3(4i+ 12) =0 ErE

I- Démontrons > que I’équation (E) admet une solunon réelle z;, etunt SO]UtIOH imaginaire pure 2,
= 3011 2y = a la solution réelle alors a vérifie (E) ona:
a® + 9iq? +2(6i-11)a—3(4i +12) =
< a3 + 9iq? +121a—22a—-121—36—0 ,
3 . ' a’-22a-36=0 (1)
Soa -22a—36+1(9a2+12a—12)=0 {9a2+12a—12_=0 2)
Résolvons |’ équation (2) qui semble facile a resoudre
9a? +12a-12—0=> 30° +4a 4=0=>A'=4-(3)(-4) = 16

Uy = T =-Cety, = 3 = ; Mhous retenons seulement celle qui véritie (1)

} @1 = =2 dans (1) ona (-2)? - 22(=2) - 36 = 0 vraie a, = 33'“6 le vérifie pas

L Alots’ lasolutlon réelle est o ,i' ’

- Soit z; = ib la solution ; Imaginaire pure alors ib vérifie (Byona:
(ib)? + 9i(ib)? + 2(60 — 11)(ib) — 3(4i + 12) =0
© o —ib*=9ib? — 12p — 22ip — 12i =36 =0 & —12b — 36 + (- b3 — 952 — 22h — 12)=0
=12h=36=0 - (1)
{ b -9 -22b-1220 ) Iéquation (1) est baqale 'et b=-31le resultat

vérifie aussi (2). La solution i imaginaire pure est

2 Résolvons dans C I'équation (E) (on notera 23 faxtroisiéme solution ) . =
Puisque nous avons deux racines de (E), utilisons Ja

méthode de Hoéner pour
déterminer z, la troisiéme solution,

(LT 5l i | i 2| {1 [=2+0 " -Ta
L | -2, [ 4—18i | 12i+36 -3i__|. 18+.6; g
1 [ -2+9i | -18-6i 0 ] 1 | -2+6i 0;
- ' - = & -

En utilisant ensemble ces deux tableaux I’équation devient
z2+2=0 ou 2= <2 gy

(E) @ (z+2)(z + 3i)(z — 2 + 60) —0@[z+31—00u <=>{
z2=2+6i=0

Z= -3 ou

z2=2-6]

Alors la troisiéme solution est z3 =2—6i
(B) = § = {-2;-35;2 - 61)

TR

3- Démontrons que les pomts images des solutions de I'équation (£) sont ahgnes
- Soit 4, B et C les points Images ‘d’affixes respect:ves z1 «Z3 Bt 2y, :

Les points A, B et C sont allgnés si.et seulement 51 E R
O B s SEC206E Al Rl - o me alors les points images des solutions sop -
Z2-23 -3i-2+6( -2+3i -2+3i .
alignés. 8
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- SOLUTIONS
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NN

Exercice 7

Resolvons dans C les équations suivantes :

1) —z +52—7-JO=>A (—=1)? —4(-1)(- 7)—1'—28—-27—271
Z,.lz‘_-s-azw" -§+M‘ 2, ..—5%;321\/_ %_gi%/: d“

§S={z: 22}
2)2°-4z-5=0 pourdeséquatidnsdecetypeposons :z=x+iy=vz‘—'x—1y
O‘nazz—42—"5j=0=>(x+iy)z—4(x—iy)—5=b-

¥3x -y +2ixy—4x+4iy—5=0=>x2;y2—4x—54:i(2xy+4y)—0
=’$x2\—yz—4x:—5=0 (1) ou

b

f‘_ v A = R ,Hj\
Q)=2y(x+2)=0=>y=00ux=-2 .
Dans (1) pour y =g L e ;""
Onax®*—4x—-5=0= x; =-1,x; =5d’oblesréel z; = -1, z, = 5 sont solutions.

Ddns (1) pour x = -2

(-2)2 —y? —4( 2)—5—0_—_>4 Y 4B~8=0=y* —7==>},_+J_

ou les complexes 2y = =2+ V7, 24 = -2 — V7 sont soluuons de I'équation
7

Fmalement la solutlon de I"équation csllS =

={-1,5,-2+ V7, =2 —'i\ﬁﬂ '

2) |Z| + z = 3 — 5i la aussi posons :z = x + {y on aura alors :

lz| +z=3 —51=>|x+ty|+x+ty—3—St=a\/x2+y2+x+ly—3—51
I3 = : i
{ xt+yt+x=3"(1 )remp]aconsy" -5 dans (1). on aura.. .
y==5 2,

\/x2+25—3—x:x +25—(3—-x)2=>x +25—9—6x+x

—-6x =16=x = - ;. Poury = =5 on trouve x = — - a]ors la solution de 1’équation

est % =i—§—-5ii

3) z*=V2z224+1=0

Pour cette équation faisons un changement de variable en posant Z = 72
OnauraZ? —v2Z+1=0=08=2-4= -2 = 2j?
7, =VWi_i_ v ev)zz_m;r r+ £

2 2 2 2
Revenons a la variable initiale z.
“ Ze=mghe= f l£ alors z ‘est une racine carrée de 2 [ \/f

Scanned by CamScanner



TEas

llillltllltll

)

|

Chapitre I Nombres Complexes ‘
——— - _iUTES Lomy

———————e— SOLUTIONS
— U UTIONS

-

>

= e
Draprésle tableau (E) = (z — 20(z2 - iz -1 =0= [ Z2=2i=0 "oy

o S a 4—17—]“—0
D apres, ceux qui précedent S = (24 1 =1+ 2:} 3

2y
3- Ecrivons sous forme algébrique les nombres complexes suwants

a)z—(1—21)4—((1—21)2)2 (1-4i- )=(—3—4t)2=9+24t—16
ﬁL(1—21)4=—7+Zj .

Les racines quatriémes de | unité sont de la forme zk = cos ( A ) +.isin (2"")
Aveck €{0;1;2;3)
Elles sont :1, i;— 1 e¢ —

b)
mais les racines carrées de |’unités sont évidentes -

¢) En dedu1sons Lgs racmcs quamemes dez=—-7+24; }

.J l}/l\.b_)/ RV S : = =T

._Lj =i o

T l UULC 1™ L0 Ut wag PGl e

Par conséquent les racines 4™ ge =7+ 24i sont :
=~ R Lty Z,=(1=-2)xi=2+4+i _
z3=(1- 21)(r-|1) = 14 7 ZjiE (L=20) % (= ==2 = { -

Exercice 9

Ona a=-\/§(1‘+ 0,b=vV3+ietc=a

I- Déterminons le module et un argument pour chacun des nombres complexes a et b.

la] = I\/_(1+z)|—,\/—[xl1+zl—\/—x\/——2:s

V2
cosf = — ' ,
Soit 8.un argument de a. alors \/25 =5 o= E => ;
- St sinf = — are
. - 2 . -
2
b| = /(@ +(1)?2=2=2[0[=7
' cos = L] s :
= = ‘ ,
Soit 8 un argument de b.alors b2l =jarg(b) = 3- i '
2: En déd@sons le module le module et un_!argumgpt e €, / R N

¢ =a’b=|c| = |a?b| = |a|? x |b] = (2)? X2=8=[c[=7g

n m T
c=a’*b=arglc) = arg(azb) DR > L E =0ts =farg(c) = —

‘ ' 117 ’ (1_1£)
3- Déduisons des questions précédentes les valeurs exactes de cos (E') etsin(—) 4
7 2n _ 1im o
On remarque que arg(ac) = arg(a) + arg(c) = = + < = 75 donc écrivons ac sous fo
- trigonométrique |ac| = [a3b| = |a|3 x |b| = 8 x 2 = 16

Doncac=16(cos( )+l n(“")) . : | i

Mettons-maintenant ac sous forme aloebnque et égalisons les deux formes

ac—a3b—(\/_(1+t)) (V3 +1) =2V2(1 +0)? (1+l)(‘/—+‘)
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Chapitre I Nombres Complexes . _“;S‘,QL_IHLI_QN:—Z—_: 2
/—(71)(1+;)(\/—+1) = 2\/_(—-2+21)(\/—+l)—-2\/_( Z\f_ 21+21\f 2)
= 22(~2v3 - 2) + 2iV2(2¥3 - 2) :
lQTS ac = 16((:05( ) + is m( )) = 2v2(-2 \/— "2) + Zi\/?(,Z\/g -2) .
: Exerc
16¢os (111—2") = 2\/7(—2\@ -2) cos (“") o B
= 12 16 |
16sin (22) = 2v2(2V3 =7 T i () 20225-2) .
1. L (—1_2_) - 16
. . g ; Or
11m\ -
=cos( n) - V6+42 N Sin(lln)___\/g V2|
12 4 12 4 | 1]
LAGIGict b
1-La symétrie de centre {2 g
L’ ¢éeriture complexe de la symétrie ' -
Soitw I’ afﬁxe du.centre 2 et M'(z") image de M(z) par la symetne 5
Alorsz—_w_—(z—w)zgz:_2+2w:,z=,2+2( -241) '
£ =-z-4+2] : :
- Detenninons I’image de A par la symétrie
‘Soit A/ I'i image de A par cette symetnc / 7
AlorszA,=—' —4+2i=-(1-10)- 4+2[==>2A,—~5+31=5A( ) L
2- L’homothétie de centre (2 et de rapport..— -12-
g ’
= L’écri_ture complexe de L’homothétie de centre 2 et de rapport —%
‘Soit w I'affixé du centre 2 et M'(z") image de M(z) par I’homothétie de rapport k
Alorsz’—w—k(z—w) =>z'—-(—2+i)=—§(z+2—i) =>kz’ = —%z—B-&-ii
- Déterminons I'image de A parl homothétie , il
Soit A’ Pimage de A par cette homothétie . o : ;
Alors ZA,-——EZA—3+EL=>ZA,——*(1—1) 3+-l=> ZA, —7E+2i‘ * Dol [
o ks o ; ' :
A(-5i2F . i 3 Ex
3- La rotation de centre {2 et d’angle %
2

- L'écriture complexe de la rotation
Soit w I'affixe du centre £2 et M'(2") image de M (2) par la rotation d’angle o
Alorsonaz —w=e%(z-w) =2 - (=2+i) = ei5(2+ 2-1)

2 =e5(z+2~0)—2+i

. . Déterminons I'image de A par la rotation
Soit A’ I'image de A par cette rotation

.
Onaz, =ei(gg+2~-)—-2+1= l+—\/§i Q-i+2-0)—-2+i
A ; 2" 2

Scanned by CamScanner



et W T e I
Chapitre I Nombres Complexe
_ mplexes . SOLUTIONS
( +—-z>('§—21)~74 z='}—l+—-\/—_l4 \/—:7\ ﬁi'_g‘/_ .‘2”‘5[ d
Al ! 5
D’ou 4’ (3+2\3' ﬂ) |
2 \.:‘ 2 ' o '.‘a
“Exercice 11 i

Soit 6 un nombre réel.
On considére les deux nombres complexes z = ¢/ ¢ 7 = 12 avec z # 1.

. 1-2z )

N o\ _ eos(9)
I-Montrons que Z =\cotan (—) : ol cotan (—) =—2 )
2/ 2 sm(-z-)
i E‘i e 7-{.9-‘5 2] 6

OnaZ=—2= 1Telz = 9\ ) = - ““(g) =X cos(;) lcotan (E)

= e —eii(ell,‘e lZ) 2lsm(_z') Sm(?) o -
2- les valeurs de 6, I'argument de Z pour lesquelles, Z est défini . ;

L} 9 -
=% 2km
Zestdeﬁn1551sm()¢0=>sm()¢51n0=> _92 =>{ ot k €Z.
2 2 m4 2w 0 # 2m + 4k,
2 :

Z estdéfini ssi | € R — {4kr ; 2n + 4k k € 7)
L’argument de Z est

Z = icotan (9) = arg(Z) = arg ( icotan-(%)) = arg(i) + arg (cotan (g))

iirg(Z) -+ 2k7 si cotan( ) > 0letfarg(2) = g + (2k + Dm si co‘tan.f(g) <0
3- Trouvons le module de Z. ’

con(§)] o )]« on ()

i | 4 ..‘ : i
: =l 7] = lcotan (E) i

—

6
Z = icotan (E) =% |Z| =

. A - ‘ - ~ -
Exercice 12
. 1, .3
Z4 =—1—let22=5+1-—
g z " . -
I- Ecrivons = sous forme algébrique.-
2 o

On a2 ~1-i —1-i =21+0)(1-iy3) _ -20-iV3+i+V3) _  1+V3 1-J§i

na—= = = == = — ==

2z, 1+1£ -(1+i\/§) 4 4 2 2

.EIL_ 1+\/— 1-v3
—e 2 - 2 L

2- En déduisons le module et un argument de -;—’

2
Pour cela nous allons déterminer le module et un argument de z, et z;.
. De fa;ons trés évidente |z4| = V2,arg(z,) = |~22| =1,arg(z;) = 3
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SOLUTIONS

s

Chapitre I Nombres Complexes t =

- 7
' < ' sm_m_ 1n
Wl _ V2 - ) =arg(zy) = arg(zz) =~ — 3= 13
Alors H:- B V2 et arg;(zz) g( 1) 4 |
2] e (_2_1) _ 117 | L
G e ms()=5

. 11m t SLTl (.1_11)
: nny .
3- Déduisons des questions.précédentes les valeurs exactes de cos ( = ) 12

. ;s tal; e
Mettons :—‘ sous forme trigonométrique et égalisons les deux f?rm s
¢ 22 : '

] P 111r;_ 1+V3
cos( )—— PN

1m  Aln 1+V3 1-43 '12
Zi:ﬁ(cos(—n)-i-isin( ))=-——‘_‘=:’
22 12 1

ST 7 32 Cimy  1-V3
4 . S‘»‘"(Tz' T2
1imy V246 .
[l L
est V2= 6 . : _ F ™ G
stn( g7} =~ 72

Exercice 13
Soit dans C le polyndme, P défini par : P(z) = (z224+32)2 + 3z + 5)2 |
1 Factorisons P(z) en deux polyndmes du second degré

’

a coefficient complexes.
P(2) = (22 +32)2 + (324 5)2 = P(z) = (2 +32)2 - (i(32 + s)‘)2
= (2432~ i(32+ 5)](22 + 32+ i(32 + 5=

PE =230 "z =502+ 30+ D21 5] .
Résolvons dans C I’équation :22 + 31+ )z +5i = 0.

b= (3(1+1))" - 4(1)(50) = 18i — 20; =i-2i = (1 py2
= -3(1+i2)—(1—(') =."—~42-21‘ o _2_ i et e S3HDH(1-)  —g_yy

; r T =-1-2
|
P

-~

2-

En déduisons les solutions dans ¢ de l’équation Plzie §
P@ =06 [22 4301~ z-5)i22 4 301 4 Dz +5i] = o

S22 +3(1-)z-"5{ = 0 oy 22431+ D)z +51=¢

Résolvons 22 + 3(1 - Dz=5=1

8= (3(1-p)’ - 4(1)(=5) = -18; + 201%‘- s (i +10)?

23 =.230-D)-1+) ~ S4t2i

— St _— = 30-dD+a+y, :
: g~ el il R
D'oii P(z) = o R Ty |
) . 'Courf él_vrecue,"[:-,{'exe, d""‘.’;:TSE'Sﬂq TSEAPv10me7-Ou'/naf M\Coulibalv/Rs © rreon =
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ﬁ(\:pitre I Nombres Complexes SOLUTIONS
W

I
s
3- Montrons que P(z) est le produit de deux polynomes du seco
Puisque zy, 2,, z5, 2, sont [es racines du polyndme P(z) alors :
o wP@ =@m2)(2-2,)(z - 25)(z - 2,)
Remarquons que z; = 7;.tetz, = 7, - 15
On’aura .
PR =(z~2)z-8)z-2)2-5) = [22 = (2, + 5)z + 2,5][22 - (22 + )z + 2,7)
=[2° (2, +5)2 + 2,7][2% - (z, + 5)z+ 2,5) = (22 + 42+ 5)(2% + 22 + 5)
D'oulP(z) = (22 + 42 + 5)(z% + 22 +5) ;

v % : o 3 /
nd degré a coefficients réels. -

t
“ N

Exercice 14

L
A e . f

Y STy . y -

..... g et =

Il s’agit de déterminer les racines 4™ de I'unité et celles-ci sont évidentes. Elles
sont:1,-1,iet —i ’ ~ ’

2- En déduisons la résolution dans C dé,i’équalibn [(V3-i)z+ i]4 =1 : 0y

. L'écriture de I'équation prouve que (\@ — i)z + i est une racine 4™ de I’unité donc
(V3-0z+i=10u(V3-i)z+i=-1ou(Vi-i)z+i=i ou(V3-i)z+i=-i
Alors les solutions de 1’équation sont :

2 vl B ini i
(ﬁ—i)z-'ri:l::z_—_i_'_:(' (V3 ‘): I-1-1\3 1(

V3-i 341 4
_ﬁ—’l_ﬁni
. T 4 .
; : _ml-n o (e)(VE-i) 0 VE-isiin
° (\/§—t)z+z=—1=:z—_:ﬁ_[_——.| o = — _‘
_ \/—'EHW\.G-ll.
T 4
e (VBri)z+i=i=(V3-i)z=0=2=0 i
£ . , N 2o o _ -2 =2i(V3+i) 1 V3,
.. (\/§|—1)Z+L=—l:(\/i-—l)z-—-_—h:?Z—\rT_‘E—.—T——'z'—Tl
)
D’ou la solution de 1'équation &5t 3 o ‘ < -
V3-1 V341 V3sl V31 _\fin_-fi—zl i—ﬁt )
=[4_41‘_4_41‘ 4 "EL AL ¢

Exercice 15
Soit P le polyndme défini sur € par :P(z) = 22 + 23z + 4

1- a) Résolvons Aans C I’équation P(z) = 0.
2 )
Calculons A. A= (2V3) - 4(1)(4) = -4 = 4i?
=208 3y, 2, =20 L 34y donefs = (VB -ii=V3+i]

: 2
b) Ecrivons les solution sous forme trigonométrique.

Pourz, = —V3 —i

Scanned by CamScanner



Chapitre 1 /\’mjlllq{ Complexes i SOLUTIONS

' 5 o ' -
3- Montrons que P(z) est le produit de deux polyndmes du second degré a coefficients réels, -

Puisque zy, 2,, 2, 2, son( ch racines du polynéme P(2) alors :

s 1Pz & (2-21)(2—22)(2—23)(2—24) R
Remarquons que z; = z1 et s ¢ S - " ol §
On aura ..
P(Z)—(2—21)(2"21)(2_22)(2‘22) = (27 - (2 +Zz)z+2121][ _(Zz+22)2+2222]

= 2" = (z1+7)2 + 2,722 = (2, + 5)z + 2,5;) = (22 +4z+5)(z +2z+45)

D'ou(P(z) = (22 + 42 + 5)(2° + 22+ 5)]

Exercice 14 \ , 1

vl
San T . DL g bt
I s’agit de detcnmner les racmes 4'”ne de I'unité et celles-ci sont évidentes. Elles

sont:1,-1,iet —i =

2- En déduisons la résolution dans C de-] équation [(\/—3— - i)z + []4 =1 . s

L €criture de I’équation prouve que ( —i)z +iest une racine 4™ de I’unité donc
(\/§—l)z+z 1ou (V3 - i)z +1i —-lou( 3-Dz+i=iou(Vi~i)z+i=—i

Alors les solutions de I’ €quation sont ;
1= (1=)(V3-i) _ \/§—i-i\f§—1i

° (\/_‘—1)24'1':1:)2:@: e, = 3
_\/5—1_\/§+1L
: T A 4 .
_Ti-i_(+D(V3-i) _ VE-i+iv3e1
o (\/§ )z+z:—1:> 3_1,——._” o = - s )
_ \/§+1_@
= 3 4

(Bri)z+i=i= (V3-)z=0=2=0. |
' 2 _ -2i(V3+i)

(== (= o -t et 00y, y

»

D’ou la solution de I’équation ¢4t

S

1 :
i ) oy { }
4 4 4 4 4 4 2

-!5—{‘/-5-1—\/5+11' \/§+1_\/§—1i_\/§+1_\/§—1i‘

Exercice 15
Soit P le polyndme défini sur € par :P(z) = z? + 2v37 + 4

I- a) Résolvons dans C l’équation P(z) =0.

Calculons A. A= (2\/_) —4(1)(4) = -4 = 42
Z = 2\/2_2!——\/_-*1,22 2‘/—+21—-—\/_+Ldoncb {ﬁ—t—\/—+j

b) Ecrivons les solution sous forme trigonométrique.
Pourz, = —/3 -

: e e —— L — wm—_-————————-__.d_ ]
Cours ot n'cu;'ifs d’exercices- TSE-STI. TSExp-tomel-O”'j 17 M Coulibaly/Ba S czsfe-mm PN Rl 3, :}

ORI s
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%}ﬂauw : SOLUTIONS
——
ol &
e N2

Ial==J§~v§) +(=1)1 =2

Soit 8t ' R cosf = "o
SOIL6 unArgument de z, on a 2 >0 =nt+-Fh

sing = = )

Do z) =2 (COS ( - ) + isin (—éf

Pourz-z = _\/§' +i

| |z;| = \/(—\/-3_)2 +(1)2=2

)
Snit A un aroument de 7. on a
k Sink ==
2

D’oix‘z = Z(COS(€)+zsm(5:)) o .

2- Le plan est rapporté & un repére orthonormé. (0, , ) (unité 4cm) : i ,"
Soit les points 4, B et C d’affixes respectives :

g=-2 :
cos —“‘;‘ n Sm

=0=0--==

a=2i, b——\/_+zetc—— 3—1

a) Plagons les points 4, B et C dans le repére (0,4,7).

-
.
S’

L
™
¥
]
T BN o

3

b) SoitZ = Ts Interprétons geometrlquemem le module et un argument de Z.
a-o -b |a bl = 2B B A | PR K
Z| = oobl = te-pl — BC 2 etarg(Z) = arg( ) mes(BC, BA) d’ou 'argument est la mesure
de |’angle formé par les vecteurs BC et B4, le module est le rapport de la distance des deux
vecteurs.
c) Ecrivons'Z sous forme trigonométrique.
Ja—bl  [2i+V3=i] |[V3+i]
21 =[; b' c— bl [ 3-i+v3-i -2l

Scaillieu Ly C



I

13115 iAEERREENAFRNIYI

Chapitre I Nombres Complexes
‘%

SOLUTIONS
- reAL R e DALY e ——— Rt ... AL UM A tice
= ‘ .
a-b V3 4+ T 5 :
ar Z=al‘( ):ar ——— ] =ar \/§+i—a )= —— = __
18(2) = arg (— g(:.zl ) 8(V3+1) = arg(21) g 5 =
‘ T\ o) T toL .
A?o_rs.Z = Cos (— ;) + t;{r‘l (-— ;) L ~.f‘
d) En déduisons la nature du triangle ABC. n 55 &
- T :
=-§:;b = e"'3 d’aprés le cours ABC est ur triangle isocéle en B,
3- Soit S une similitude directe définie par:S(—1+i) =1+ 2i et ST} =1
a) Déterminons S. . )
+ S estune similitude directe alors son écriture complexe est:z' = az+ b oua € C' b e
Avec M'(z") image de M (z) par S . _
S(-14+)=142i=>1+2i = (-1+da+b
S()=i=i=ia+b. Formonskn systéme'de deux équations avec ces deux équations
- r a . AN ¢ . - q - —1 f1‘\
T b= @
(1)‘(2):(—1+i—i)a='1+2i~i=>—a:1+c'::>a=—1—i, a dans ( 2)
_ —i(1+i)+b=i=>b=i(1+,x)+i,=,—f_1+2_i
" Finalement S est définie Par:z' = —(1+{)z—1+72i : - Lo
b)  Caractérisons la similitude directe . :
- Le centre de S est évident car S(i) = i donc Je point £ (2) est un point invariant par suite i
est le centre de la similitude. . :
- Le rapport de la similitude est k = I=(1+ )| =2
- L'angle de la similitude est arg(-(1 + i) = arg(—1) + argll + =7 + g = %ﬂ
Exercicel6 i
Dans I"ensemble des nombres complexes, i désigne le nombre de module 1 et d’argument -Tzf
I- Montrons que (1 + {)¢ = —8i N ..
Qna (1+i)%=[(1+ %3 = (1+2i - 1)? = (2i)* = ~8i '.
2- On considére I’équation (E): z% = —8i % |
‘a) Déduisohs de 1) une solution de I’équation (E). ! _
\ - . / , i : i -
En remarquant que [(1 + )*]> =8i alors (1 + i)? est une solution de (£). 7 :
b) Déterminons I’autre solution de 1’équation (E) sous forme algébrique.
.(1 + )3 étant une solution de ( £) alors son 0?p0$é —(1 + i)3 est aussi solution d’ I"autre
solution. .
3- Déduisons également de 1) une solution de (E"): 23 = —8i
Ona[(1+1)?)® = —8i alors (1 + i)? est une solution de (E")
4- On considére le point A d’affixe 2 et la rotation r de centre O et d’angle o
a) De’termir-ng')ns I’affixe b du point B, image de 4 par r, ainsi que I’affixe ¢ du point C, image de
B parr. ,
' : 5 2
L’¢criture complexe de la rotation 7 de centre 0 et d angle 5 est
r (0; 2—”) =z' -z, = e‘zs_"(z = Zp) ol zg est I"affixe du centre qui nulle. Alors on a
3 ~
.
':) Conrsat recueils.d'exencices- TSE-STI- TSExp-tomel-Oumar pf Cotjibaly/Bi S CISSE- 7623.4? 75'/65601474'/"01)’1'-51011' 31
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. R e - VIIIFCACD
. | /

I “ 2n
mageBdeAParrr(A)-Bzz,;_e g, = 1)..¢ 3 >(21 —'Zt(COS( )+t5[71(3)

‘0

;.:. _ ‘ o 5 _
- ::7.2‘("'“_): —\/——1=° i -

lmégq C de B par rir(B)=C=z=¢ T'ZB == e‘T X (—-\/:’; = i)

(cos(3)+zsm(3))(—-\/§—i) = (-——+1—>( 3—1)
=2 (-1+iV3)(—V3- 1) =V3-i ==3-1
" Mantronc que h e - Qm:r <alitinne f*e (EN
b = —v/3 — i est solution de (E" s.si (—\/§ - i)3 = —8i
ona (=3~ ) = (V3 =3 -1) | | '
= (2+203)(+V3-1)" - S
= —2v3 = 2i — 6i + 2v/3 = —8i d’ot1 b est solution de (E')
¢ = /3 — i est solution de (E") ssi (\/'5 - i)3 = - .
Ona(V3-i)' = (V3 - i)z'(f =)= (2 = BB 1)
= 243 = 2i — 6i — 24/3 = —8i d’od ¢ est aussi solution de (E")
5- Dansle plan complexe rapporte a un repére orthonormé (0,14, v) (unité graphlque 2cm),
representons les points A, B et C. ( Voir ﬁgure) ,
a) Déterminons la nature de la ﬁgure que forment les images de ces solutions .

De fagon plus simple : b et ¢ sont conjugués donc leurs points images B et C sont symetnques
par rapport a I’axe (0, %) des ordonnées et A est un point de la médiatrice de [BC] alors

AC=AB=|b—al=|-V3-i-2i|=]|-V3- 3i|—2\/_deplus

.BE = |\/'—— i+V3+i|=]2V3| = 2\/—d ol AC AB =BC = 2\/_ 3 donc on ne peut dire que
©le tnangle ABC est équilatéral. ‘ i
b) Determmons le centre de gravité de cette figure. ’

. Soit G le centre de gravité du triangle alors 1’affixe de G est

zatzptze _ atbtc _ 2i- V3-i+V3+i
G — 3 = 3 3

-

IIIIJJJJJJJ

31 G est situer sur I’axe (0, 9).

Exercice 17

Dans le-plan complexe muni du repére orthonormeé (0,4, D), les points A et B ont pour affixes
respectives V3 +iet— /3 + i, On désigne par $ la similitude directe d’écriture complexe :

z’' = 3.-—2“/52—\/.-3-‘4‘,[.

|- Déterminons les images par S des points O et A.
Image de 0. Soit O’ cette image ona:

~
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- : SOLUTIONS

. , | ‘!
. = ““‘.:lzo -f34+i= -3'2—"/3 X0=V3+4iz=-V3+ ",=“,’_E’-;: = —V3+i

I de AL Soit A' cette image on a -

24 = = Zz\GzA—ﬁ_+z’:3 2“/3‘(\/5+i)—\/§+i:\/§+i=>
2- Déterminons les éléments caractéristiques de S,
Le centre de la siniilitude -
On rgmérque que z, = z4, c-a-d S(A) =
centre de la similitude.3
Le rapport kde la similitude

A alors A est un point invariant par suite A est Je

)
L I Y ,7,\ 2 4 /75\2
k = |- .khl': = [ §wis 3
UERE A
L'angle a de la similitude -
N cosa = i_\/_g K
; ", 3-iV3 ' NG, % n
Soit a un argument de on a 5 = s
' el g i L
Sy =
3- Soit (C) le cercle de’centre O etderayon 2 et (C') son image par S. i

a) Déterminons la nature et les éléments caractéristiques de ( C').
Tout d’abord par une similitude I"image d’un cercle est un cercle.
_Le centre de 0’ de (C") est I'imag€de O par §. 0’ = 0=z

o' = =V3+i=2z,d0n B
est.le centre de ). :

Le rayon ' de (C") est :r' = kr = 243
En fin ( C") est aussi un cercle de centre B et de rayon 23
b) Construire (C) et (C") dans le repére (0,1, 7).

/
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Chapitre [ Noyp
— res Compley
i Plexes _ SOLUTIONS
7

Exgr,cichS ‘ -

Smt. le Complexe Z définj par Z = zz
- CZH

ML =X+iv,(X,v) e ge: " :

A olz=x+4 iy, a\cc (x,y) €' R?.
On Ea
| 1- Ecrivong XetYen fonction de ¥ ¢ .
Remplagons dans Z, z par x + y

) 2 . 2 N 1
Ona 7 = 22 _ (x+iy) — X2~y 420xy _ (i"':yznixy)[x—i(yﬂ)] :

ZHL x+iy4i X+i(y+1) x24(y+1)2
\ : x(xz—y"’)—i(xz~yz)(y+1)+2ix2y+2xy(y+1) . x3-xy2—ix2y;ix2+iy3+iy2+2ix2y+2xy2+2xy
: x34xy2y0y 1’2:(}';1)2 2,42 5 g FHOAE
o A b b s 5 ‘
X"YU’TIJ“ ,\'-v-U‘r'lj‘

. 3 2 3 2 2 2
Z=X+‘Y=x+xy+2xy (Y THxTy-—xtty s
3 e TSI TR S v er IR (Egalité de dewx nombres complexes)

X3+ xy? 4 2xy 3+ xiy —x24 2

R t(yrz & Y=5 0 :

: "Xt +(y+1) X2+ (y +1)2

2- Aucomplexe z op associe le point M(x, y) d’un plan rapporté & un répére orthonormé

' ¢ :=$ X:

Déterminons l’ensemble (I") des points M du plan tel que Z soit Imaginaire pure non nu|.
Z est imaginaire pur ssi Re(Z) = X = 0 = X30y4axy 0= 2%+ xy2 4 2xy = 0t

) x24+(y+1)2
x?+ (}’+1_.)2 #*0= (x,y) + (0;-1),
.=>X3+xy2!i-2xy=0=>x(x2+y2+2y) =0=x = O_OU x2+yz +2y=0
=x+(y +1)2 = 1 d’ou ensemble (I') des points M du'plan tel que Z sojt imaginaire pure
non nul est la réunion de I’axe des ordonnées et e cercle de centre (03 "“—"1) de rayon 1 privés du
point P(0; -1).

3- Résolvons dans C I’équation z2 + 2iz — 2=0,
On calcule le discriminant :A= (21)% - 4(1) (-2) =4 - =',-
n=""=_1-i et 2= e Cod§=(-1=1-¢)" .

4- h/dontrons que les images des solu’tions de cette équation appartiennent a I’ensembe (.
les images des solutions appartiennent a "ensemble (I )Ssi leurs affixes respectives vérifient
I’équation de (I ). Soit A et B les point images des solutions avec :

z =—1—i=aA(:i)" et z, =1—i=>B(_11)
Pourd,x=—let’y=-1lona: (=1)2+(-1+1)? = 1 vraialors 4 €-(I")
PourB,x=1ety=—1ona: (1)2+ (-1+1)2 =1 vraialors B € (I").

Exercicel9

1-/ Pourn € N°, resolvons I’équation h,(z) = hy(2)

h0(2)=1_Z 3
‘“i i DOIJC h,(z2) = h‘o(z) ezM(l-2)=1-z (z"-1)(1-2)=0
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Chapitre I Nombres Complexes
e o S ECEIES

. SOLUTIONS ‘
% ' -
<:>z“=1ou1—z=0,alorsc_)na: B '
. z=1louz" = 1, ce qui revient a chercher les racjnes n-ieme de I"unité.

o -
Y '

Ainsi les solutions sont : z}\. B [1; ZkT"] avec k €0,1,2,3

.., = 1}, on pourra eér‘i're' aussi
2kn
2 = cos—— + tsm— .L’ensemble solution est
N\ 2k o Bhm
—AEOsE = USIn—— hveck € {0,129 - 1)
n n )
) : wie N : o g ;
2-/ a) Montrons que "équation |z| = |1 - z| a une infinité de solutions

Soitz=x+iy,\z\ 11 -2| & x? 492 —(1—x)2+y

=R =" (1 - x)z S x =~ et y€eR avecy € Di%l: L’équation admet donc une infinité

de solutlons

AUTRE METHODE

Soient 1es’po'mts M(2)et A(1),0n a: ;

Mzl =11-z| = OM = 4Mm . les solutions sont les points appanenant al

a mediatrice du segment
[0A] d ou Iequation admet une infinite de splutions,

b) soit z¢f l une des solutions telle que z, = [p, 8] |21

of ll—Zol =[[=zl=4

1
zo—-+Ly0=>1—20———Lyodoncl—zo—zo :

par conséquent [ arg(1— z,) = =0
Lz =z)[= o™ o Lg (2"(1-20)) =ng -9 = (=15
¢) En dedulsons que le systeme (1) n’admet de solution que s n = 1]6] o

0 ilg.n(z>= 1 .iz”(l—z)z 1 - : !

S . Y S "
lzl = 11— 2] Uz 2 |1 2 g : '

n+1 — 1
Comme z, est solution alors, on @’ 2,7(1 = Zo) =" donc{ p i

,keZ
(n - 1)6 = 2kn
- L. B 5
20 =5+ 1y, alorslzol=1<=#z+yo =1d0nc)’o:‘7°u3’0=_7

Pour }’0~£,0n320——+l.£ don00=§ ; (n—l)B:anﬁ(n—l)——Z’f” c'est-a-

dire n —1 = ék ou encoren = 1[6]

De méme si y, = —ﬁ ,alors zy = %- lﬁ eto = —§ ; on demontre alors que n — 1 = 6k’ c'est- |
a-dire  n = 1[6). Y N |
e B

; T
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—
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. / ‘ ”
. . P
En conclusion le systéme n’admet.de solution que si n = 1[6]

L’ensemble solution est [{~ ~+ i‘/—§ 2e iﬁ J S
o 22 2 %
Exercice 20 o 4
. = -y . . & % —]7 - 41 .
A(2=40);  B(-D); "M@z et M(Z) avec z'= “’zfi* s, z#i
1)" Exprimons les coordonnées (x;y") de M’ en fonction de celles (x; y) de M.
o _ miz=2+4i . =i(x+yi)-2+4i
" Eimtes s = 2ityi= i
z+i (x+yi)+i
—3x+4y+4. . —xl-yl+ax+y+2
= x+y L x, y,\,+zx._,y,_,_\3y
—.\,'.L.A L Rl
D'ou - -3xt+4y+4 ot _}” 2 ~-xl-y +4x+y+2
x2+(y+1)2 x4+ (y+1)?

- -

2) Deterrmnons et représentons I’ ensemble des points M tels quc
a) . z soit un réel :

2
| —x? - y? = (x — 2)2 N
z'cstunréel@{ * 2}’ +_4x+3/+2 O o {(r—2) +(y 2)__4
FAO+DTE0 ) # (0 -D)
L’ensemble des points M est le cercle de centre /(2; %) et de rayon ; privé du point
B(0; -1).
, .

b2 'spit un imaginaire pur : L |
. it —3x+4y+4=0 . : .
z Estun imaginaire pur <=> {xz +(y+12#0 d’ou I’efisemble des points M est la droite

d’équation. —3x + 4y + 4 = 0 privée du point B(0; —1).

-
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Chapitre I Nombres Complexes

ERp——

SOLUTIONS

~

-3)Onpose Z=z+1 et Z'=g'4
ZZI:‘(Z:-

2+

Onobtient bien ZZ' = <3 + 4; d'oll

4) a) Déterhination de {
rayon r > 0.

FOE + DS (240 (L2

Me Ciary = |z + il = r On sait que (z+)(z' +i) =22

_-_H) =—iz=-2+4i4iz—1

ZZ'| =V9+16 = |22'| =5

‘ensemble des points M’ lorsque M décrit un cercle de centre B et de

e . : 9.0 10 ‘
Donc |zyil|z' + i = 1ZZ'|  Dou |z’ + i = \
ra! (!\;{\,-§0 {1 corele Ae -:T(‘""'t‘ R o A vavan 2
b) Déterminons r pour que M et M’ soient sur le méme cercle. )
L »
M et M’ sonf sur le méme cercle <7 = e =5 r=45 ot
l Exercice 21
7 I- u désigne un nombreé complexe différent de -1, de module 1 et d’argument 6.
' 1-u
‘ Calculons le module et un argument du nombre complexe Z = e
u est un nombre complexe différent de -1, de module 1 et d’argument 6 -
: 8/ 0 6
J : ' g =eh|ez-aly (18
: ; : 1-u _ 1-¢if e"( Zisin( > . o drg
! Alorsu=e’9e,t0nuaZ=—,: =5 = —\(f,:_.—ztan(—) .
; 1‘-|-_u: 1+e P 2cos(;) : 2

-2+ 0sitan (2) 20
b | arg(Z)=! ? :

=jarg(Z) =
I -—E+Tr Sitan(g)SO
_ ; 2 7

o /
2- En déduisons e module et

- i) =2+iz=2

Done |z| = |2iz| = 12i] %.|Z| = 2v|tan (g)l =) z|

' 0 si A
arg(z) = rg (Ztan (g)) = B an (2) 20

| T sitan (g) s.O

n .
{5 Sttan(-) <0

un argument du nombre com

Dot jarg(z) =

3- Résolvons dans le corps des nombres complexes I’équation : (2 4 iz)5

.Zl=p-aan<<§>a=n;nxlmn (= ear ()] ~f21=[an(2)]

, m . Et arg(Z) = arg( —itan (—) = arg(—i) + arg (tan (9

5)) ~>+arg (tan (g))

0
2

- 2+iz =
plexe z tel que y = ‘

2-iz’

u—uiz=2+iz=>z(1+u)=2i(1—u)

; NI AN 6
N =2=2i7 = 2; (—Ltan (E)) = 2tan (5)

=2 tani;‘”

.O St tan (g) >0

T sitan (—S) <0

= (2 —iz)3

"]

e
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M .

3 ‘ Z

o - i>)5 .5 .
(2 +.1‘Z)5 =(2- iz)% = §§+:2§5 =ili=s (j“z) =1 =>u° = 1 alors u est uneracine 5
1z " .

0 L

zkrr

delumledou u,\'—e< aveckE{01234} ' '

.
ot f
' -

Eton sait que z = 2iZ = 2; (—Ltan (g)) 2tan (g) =72 tan( ) avec @ = ?d’OfJ l;’*

solution de l’équation"est-‘S 2 tan( ) aveck € {0;1;2;3; 4} }J

Exercice 22

Le.plan complexe est muni du repére orthogonal direct (0, %, %). On prendra lcm pour
unité graphique.

I- Résolvons dans C I"équation z2 — 2z + 2 = 0. :

a2 {27 - *:*:\:\ = -1= 472
2=-21 2+2i
21———1 zl—~—1+1alors[.L{1—tl+tﬂ

2
2- Soit AB,C IeS'pomts d’affixes respecuves Zi= 140 2p =812, = 223 iZu =
Construisons une ﬁgure g 4 i _
3- Montrons que les points 4, B et e appartiennent 4 un méme cercle de centre D dont on

précisera le rayon..
les points 4, B et C appartiennent 4 un méme cercle de centre D ssiAD = BD CD=r

=|zp—2z4| = ]3‘—1-—11—12—zl—\/_ . §
D:,ZD_ZBI=I3;‘1+£'=|2+_H=\/§ .
D=|zp=zc|=|3-2+2i|=[1+2i|=V5 )
Puisque AD = BD CD = /5 alors A, B,C sont cocycliques et que le rayon du cercle est r = V5
et en déduisons la nature du triangle DAC. -

4- Calculons

ZA" A :
ZC—-B, 2—Zl— 3_-1—21 (A =Z(- 2-:) —2-—-l+4l—2 Y
z4—-3 1+4i-3 =2+4i 5 5
S P —f + Ei I ! =]1=—= 1 = DC DA alors le triangle ABC est un triangle
S Zpa-3
isocéle en D : i

5-  Onnote h ’homothétie de centre D et de rapport 2 et r la rotation de céntre D et -~
d’ angle— on appelleC’ I'image de C parh et C"’image de C'par r . * ' i

Montrons,que les drqjtes (AC) et (C'C")-sont pcrpendxculalres y
- L’homothétie hde centre D et de rapport 2 est : hpzy:2' = zp = 2(z - zD)
C’ 'image de C par h alors C' = h(C) = z¢, — 2p = 2(2¢ — 2p) = z¢, = 2z, — 2,

=ZC1=2(2"’21')—3 =1_4i=>Zc,=1—4i
| n et Bt iE
- la rotation r de centre D et d’angle > est r(DE):z —zp=e'2(z—zp)
‘2

- C"I’image de C'par r alors on z¢,, — zp = e'2(z¢ ~ 2p)
' =>ZCH—3=i(lf4[—3)=>2(_-rf=7'—21

Zc-z B-/
é i . . . C=<A M
les droites (AC) et (C'C"") sont perpendiculaires ssi Pa— € iR fr
y im1—i - -3)(3-i 120 T 5
lors on Y 224" o 2271 109)  Ao8 g G800 . 20 = — 3 € IR donc les droites
alors o ) Zen=zer 7-2(=1+4i 6+2( 2(3+;) ZXIQ
' Cours

(AC) et (C'C") sont perpendiculaires.
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Exercice 23
_ 1- Déterminons le nombre complexe 21 tel que |z,| = 22 et arg [(1 + z\/_)zl] zg '
Puisqu’on déja le module de Zil ne reste qu’a determmer son argument. ol —
arg[(1+ 1\/_)21] === arg(l +iV3) + arg(zl) == = arg(z;) = 5 - arg(l + tﬂ
L 2_ =F I
= ar!g(zl) = E mkad i Z car arg(1+ iv/3) =
Alorsiz, = 2ﬁ(cos (%) + isin (g))— 22 (24 1—) = D5 =>-
2-SoitP(z) = 22- 4z + 8 ‘ ,-
~a) Montrons que z, est sohitlon de I’équation P(z) = y -

Scanned by

zy est solution ssi (z,)¢ — 4z, +8=0
Ona(2+2i)?2—-4(2+20)+8= 4+8i—4-8-8i+8 =0 alors z, est solution de
P(z) = 0. Trouvons ’autre solution z7. '

b
21+Zz=—a=4=>22=4—21=4—'2—2i=2—21=>
b) Déterminons le module et un argument de z,. R
lZzl = J(@BF (—2)% = 242 =>_ soit 8 un argument de z,.

cosH = cosf = £

’ zﬁ 2 i b4 — _ .
S I N R B
2 .

sing = W sind = —
-/ Soit f1’application du’ plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z associe le point M’
&’ afﬁxe Z' telle que z' = &' 32

B
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a
) Detcnmnons ]a.n’iturc et les Llemcnts C'lr’lctensuqucs de /.
fesl de la forme Z'-zp=e :(z - 20)( 2p est I affixe de Iorigine. (Iu repére donc I’affixe du

centre ) alors j t;St une rotauon de centre |’ ongme du repére et d’ ar"JC =

b) Détermmons sous forme trigonométrique *puis sous forme algcbrlquc I aff'xe du point

A’image de 4 parf A étant I'image de la solutlon de I'équation P(z) = 0O dont la partie
Imaginaire, est neganve P(z) défini dans A-/ 2/. :

4

Alors I'affixe de A'est Zy=2-2U=z, = 2VZe™5
A est I'image de 4 par f alors A" = f(4) = 24 = efng =ef3 (Zﬁe"g) = 2V2e G :l)

- iz
=z, = 2V/2e' Q Zyr = 2\/_(cos( ) + zsm( )) Jest la forme tngonomemque de I'affixe

de A.
Forme algébrique : Zy = 2\/—(cos( ) + csm( 2)) = Zf(cos G - g) + isin (;—T = E))

i

—2\/_(ﬁ‘/_ rr) kA —\/_+1+:(\/_—1)] _ ,

Exercice 24
21!

- Soit le nombre complexe z = ¢'7
Onpo.«se:a:z-}-zz+z4 etb=2z3+z°+2

1- Démontrer que a et b sont deux nombres complexes conjugués

a et b sontconjugués ssi a + b = 2Re(d)
- 2T 4n: 811

a=z+z2+z*=¢e'7 + ¢ 7+e 7

- (_2_;) iin (271[) o coS( ) + tsm( )+cos( ) sl (87n)
G

i Avec c‘os (8—”) =-C0S (n + 7) = cos( ) et sin ) = sin ( —) = —sin (;) on aura
E) + isin (ﬁ) ;'i—cos (;_r) — (sin (g) "

3 2my (27r)+ . (
a-ﬂcos(—7~)+mz 5 cos (- 7).

= cos (& )+cos(")—c05()+l(sm( )Hm( )“S[n(g))

= 2Re(a) = 2cos (27—n) + 2cos (47—");—2cos (';r) . Maintenant calculons a + b
4n‘ 87! 67! 10n

~ ~

2 .127‘!’

a+b=z4+22+zv+23+z25+28=e' T +e' T +e'T +e'T +e' T +e7
2n 4n o (4m .. T 6m\  /6m
)+cos(—)+tsm(7)—co§(§)—-lsm(7)+cos(7)+csm(7)

5 2n g (
b cos(y) isin 7 |7

10m . /10m (12")+isin(12n)

+ cos (-7-) + isin (—7—) +cos = -/

ours et recueils d’exercices- TSE-ST/-. TSE)&J;‘-Iamel-Oumar M Coulibaly/Bi § CISSE-762343 77/65601474-Mop ,?,
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Chapitre I Nombres Complexes
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_ SOLUTIONS

- :
cos (277r) : tsm(27n) + cos (%TE) + isin (4;) —Cos (E) = isin @) _‘—'-"cos (E) + isin (%) .

'7 7 .
. (47[) (471) N '(ZH) Coqmy . g B
_ l —— — PR ‘-l 2
0 cos | an~ 7 ) +eosq - Lsm( 7) . - |
_ 2cos( ) ¥ 2 cos( ) — 2608 (;) = 2Re(a) =a+b= 2:Re(a) d’ou a et b sont conjugués

Montrons que la partie imaginaire de a est positive.

D’aprés ce qui précéde Im(a) = sin ( ) + sin ( ) - sin (g) la fonction sinus étant croissante

10rsona—> ==bsm(7)>sm( ):’sin(g)—sin(g)>0
) i )
PR R b T

Aih L - 'rmf D= i (BN L oein (Y _ cin (FY s 0l
N ' N 7

L NG g

LW

2- Calculonsa + b et ab

-

-

&E '
ipaqot=? 1*(e7> 1-gl?  1—1
a ; = = =

e LT T s M—o:amzzn

ab = (z + z2 + z%)(23 +234+28) =2t 425427 4+ 254 27 4+ 28 4 27 4 29 4 510
=zt 420 +327 + 25 42 4+ 0 210 = 2 1 28 43 4 Sz 22 4 SR

=14z 422+ 23+ 2 425425 +2=04 2 =@E=7
En déduisons a et b. On conn‘ait-lé.somme;__ég\le produit de a et b il suffit de résoudre
~1-iV7 B

: . _ V7 _ N7 1 VT
-'--SOlta—-ﬂiz_——E—Lz et b= 2 = 2+.l

: : : ‘ |
D’aprés 1)_|'lm(a)>0alors\g=_§+i‘/?7 e.t b:—-;-—L'@ :

Exercice 25 i ~ = R 3 B :
Partie A

Le plan est muni d’un repére orthonormé (0, 1, %).

On considere I’application f du plan dans lui-méme qun 4 tout point M d’affixe z associe le point M’
3 1=-3

d’affixe z' ——Lz+—2i _

1- Montrons que f est une similitude directe dont-on précisera le centre Q, le rapport k et I’angle 8.

L’application f est de la forme z' = az + baveca € C" et b € C donc f est une similitude
directe.” .

Le centre de la similitude est le point invariant, tel que f(z) = z' = z

10 —3i 1 ,; 1-3i 1-3i 2 1-3i
Alors z' :z=>5Lz+1T=z=>z(-1—-1)—

—_—— 7 = - = b e

2 -2 i-2

|
N

Cours et recueils )I exercices- TSE-STI- TSE.\'p-romel-Oum:ur:, Coulibaly/Bd S CISSE-Y6234377/65601474-Mopti-Mali
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a————————— 2
. ) -

P
L= g J1T30(-2-0)  m2-i46i-3 _o5#si_ g _j=z=1-—idoule centrede la
. 55 BT 5 ] '
L: _ " Cod
similitu : e S ety i
_ similitude f est point .(2(- }) A uatng gl T
. * L] v \ -‘_‘ ' . -1- 5
e Le rapport k.de la similitude f estle module de -l Donc k.= l -
n -

-—

1,
e Langlefdela snmilltude _f est défini par I’argument de —l Alors arg ( ) 2 -
2- My le point daffixé 1 + 4\/- 3 + 3i. Pour tout entier naturel 1, le point Mp ., est défini par :

Mpi1 = f(My). _
a) Enutilisant la 1 question, calculer M, en fonction de 7.

1 : s
OnaM,,, = f(M,) f étant une 51m111tude de rapport k = - donc My, = -ﬂMn ici on a une

SULC peuniclyjue de raisvn E\.l PICBLCE WL Mg, id SUILE geulileilgue 1l > d gitde i2M .

Calculons M, = |z, — z,| = |1++J‘+3z—1+z]—|4\/‘+41|_\/(4\/_) +(4)2—8
f

"M, étant une suite géométrique de ra1son - et premler ‘terme 2M, donc M, = OM, ( )

" 8 23 T :
M _8(_2-) ——27=E;='QM"‘ 7n=3]

b) Plagons le pomt M, et construire'les points M;, My, M, et M4

LiLisnnan 1 EREEEEE N

’ 3 ===
8
4_
|
i
] 2
M1
i T—"Z:
- !
H | . i
e -
~ ; : 0 Ma : ~ = ,
-6 -4 -2 0 é "1 T r = !
6 R :
M2 AM3 8 .
: : .
-2+
—4.] ey

c) Lerangn, pour lequel pour tout entier n > n,, Mn apparient au disque de centre (2 et de rayon
r =0,05. '
Le M, appartient au disque ssi la distance 2M,, < 0,05 or OM,, = _1_3 = 23-n
. ' n=

rame]-quqritf.Cbulibaly‘_/Bﬁ s CISSE;76_234377/65601474-M0pli-MnIi 42
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7
-

-
’ 8 :
M, < 0,05.=> 250 < 0,05 =1n (——) S‘.ln(O 05) = In(8) - ln.(2“) < ln(0.0S)"

-1
.= In(2™) > In(8) = In(0,05) = n > 1"(8_..,1_("_2%00_5) n =721 donc n = 8. a partir du rang

-

8 le point M, appame_m au disque
3-a) Calculons MyM;.

Mniy = f(My); z' = %iz+%i-; My = zp =1+ 43+ 3i.

-1 ey 1=3i
M=f(M0)=>zM:—i(1+4\/§+3i)+T:~1+2i\/§—i
=>ZMX-—1+21\/——L—21

-

MoMy = |2y — 2ol = | -1+ 2iV3 - i - 1-4/3 - 3ll=|—2-—4\/_+1(2\/_ 4)|

[ ! = e
=\[(—2—4\/3) +uv3—4)"=\}4+1ov3+4a+1z—1ov5+1b:vau
-MoM, =80

ib) Pour tout entier naturel n on note d,,

-

= MMy Montrons que (dn) est une suite
geometnque dont-on précisera le premier terme et la ralson '

: n+1 = f(Mn)
. n+2 f(Mn+1)

'dn+1 — MnyaMpyp zM’lM"“ 1

= My My = EM,IM,IJrl par définition donc

& TR T alors (d,,) est une suite ggometrlque de 1% terme
do = MoM, = V80 et de raison % ;
¢)Onnote I, =dy +d, +d, + - +d,. Calculons [, en fonction de .
: M(l—(l)’nﬂ) ' n+1
‘_yn g4 _yn W w el )
iz Dot =30 () = T oy )
d’ou I, = 2v/80 (1 = zn+1)
En dedu1sons la limite de [, en +c0.
: 1
e ) -
D’ol |

lfmi,=8vs . =~ ~ g

4- Pour tout entier naturel non nul n, on note G, I’isobarycentre des pgints M;, M,, M,

v, M.
a) Montrons que pour n > 0,026, < _+{
G, est l’isobarycentre des points My, My, M3, -+, M, alors
G, (.QMO +!2M1 + DMy + e +OM,)
= ||rzc; || = QG —TT |2M, + 2My + My + - - + M, ||
=5 G, = 'm DMy + My + 4+ OM) (1T + Bl < llull + 151D

Scanned by CamScanner



i LUTIONS
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- = 1
1 1. 1 1 OM. x lf n+1 ‘
; - SR LA < - — 1 e
=aﬂGnsn+1f2Mo(1+2-J-::,I : +2n),=*05n~n+1 g 1_% P
- 2712+nl+:-.1-! i 2(2n+1 _— 1) ' 16 . 21’H‘1 -1
=065 —xgx 1 g N e Ny
V] :

i

~

-~

5 ) zn';l_l
=> carvn e N,— <1
n 2n+1

b) En déduisons |a position limite du point G lorsque n tend vers + oo,

; )
y ,.
2 i 16 : ——

lim, ..~ =0 donc lim,, .., 2G,, = 0 done Pinfini le barycentre G, est confondu au centre 2

de la similitude 7

- Exercice 26 ‘ "

1 Dans']'ensemblg C des nombres complexes on considere ’équation -

(F):z* - 223(1 4 v3) 4 22%(3 +2v3) - 42(2 +v3)+8=0.

1- Démontrons que si le complexe Zp estune solution de I’équation (F) alors il en est de méme
," Pour son conjugué 2o ( c’cst-z‘i-direTO est aussi solution de (F)). '

siun complexe Zp estune solution de I’équation (F) alors ona

z3—2z3(1+x/§)+2z§(3+2\/37—4zo(2+\/§)+8=o
@zg—223(1;5\/§)+2202(3+2@—4zg(2+-@+8=6

4:»23—223(1+\/§)+22‘§(3+2\/@—4z‘o(2+@+8=0

T Zg est aussi solution de I’équation (£).
2- Vérifions que le complexe zy = 1 4 i est upe solution de I’équatjon (F).
En remplagant z; par 1 + ; dans Iéquation (F)
Ona (140~ 201+ )3(14 v3) + 201 4 D3 +243) ~a(14 (2 V3) + g
= =441 <413+ 4+ 43 4 12'i+8i\/§—8;‘4\/§-81'ﬂ—4h/§+8 =0donc 7, =14
est une solution de!l’équation (F). i .
En déduisons une secondé ‘solution z; de Péquation, _
D'aprés 1) zy = 1 + i est une solution de (F) alors Zp =1 -1 est auss; solution de (F).
3- Déterminons les deux autres solutions z, et z; de Iéquation (F),
L’équation (F) peut s’écrire (z — 2p)(z - Z)(az? + bz + ¢) = (
complexes alors (z — 20)(z = 2y)(az? + bz + c)=0 '
= (22— (z - 20)z + 252,)(az? + bz +¢) = 0avec z, — Zop=2et 248, =7
= (28- 2z 4 2)(az? +bz+c)=0
& azt + (=24 +4)z3 + (Za - 2p +0)z22+ (2b - 2¢)z + 2¢ = 0

=0olaetp sont des nombres

- a=1 a -_—_ 1
Par identification des coefficients onajy—2a+b=-2(1+ V3) = {‘b = ~2\3
2c =8 c=4
Dot I'équation (F) s*écrit (22 =2z 4+ 2)(2% - 2V3z + 4) =0

Couts et recuéils d’exereregss JSE-STI. TSExp-'toml-Oumar‘MCou?l'bal)l/l" i 8
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Chapitre I Nombres Complexes

: SOLUTIONS
oo (22 =224 B=7 (1) ou
{z -2\/—z+4 0 () lessolutlonsde(l)sont +ietl~|,

. _';_': Pour (2) 8= ( \f_) - (1)(4) =-1 =2 les deux autres solutxons sont ;
=V3+izy=43 1) -
4 Representons dans le plan’ com

plan est rapporté a.un repere orth
SOlt Mo, Ml' Mz, M3

‘w

plexe les points images des quatre solutions de]’ equauon (F).(le
onormé d’unité graphique 1 c¢mn)

les points d’affixes respectives 2y, 2y, 23, 73.

MO M2 ’ i~

N 1N (%

-3 4

Déterminons la nature du quadrllatere ainsi obtenu puis | i
On aM0M1(0 1); MOMZ(\/_ - 0) et MyMy(V3 - 1; Q] . .
MyM; X MgM, =0
7 WM, = LMy
Calculons en cm? Paire de sa surface

|
=le quadrilatére MoM, M3M, gst un recta{ggle ‘

. - g
L’aire du rectangle MyM; M3M, est MoM; X MgM, = 2(\/§ —1)cm? = 1,45¢m
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