Nombres Complexes

Classe : TSE

Domaine : SMT Discipline : Mathématiques

Théme : Nombres Complexes

Compétences Composantes Manifestations
Résoudre une situation Diagnostiquer la situation — | Sélectionner les donneées
probléme probléme mathématiques, scientifiques et

technologiques qui sont en
rapport avec la situation.

Etablir des relations entre les

données retenues.

Comparer cette situation —
probléme avec des situations

semblables déja résolues

Formuler le probléme

Mettre a I’essai des pistes de
solutions

Inventorier les différentes

pistes de solutions

Choisir une piste parmi un
éventail de possibilités.

Appliquer cette piste.

Partager les informations
relatives a la démarche
scientifique et mathématique

Se servir de contre — exemples
pour ajuster des démarches

Expliquer des résultats

— Tirer une conclusion.

Mettre a profit ses Exercer son jugement critique
connaissances scientifiques | sur les retombées de la science
et technologiques et de la technologie

— Analyser les retombées a
long terme de la science et de
la technologie sur I’individu,
la société, I’environnement et
I’économie.

—Examiner leurs effets sur le
mode de vie des individus.
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—lIdentifier des questions et des
enjeux sur le plan éthique

Comprendre le fonctionnement
d’objets techniques

— Manifester de la curiosité a
I’égard de certains objets
techniques.

— Les démonter

— En identifier les piéces
— Expliquer le fonctionnement
des objets techniques

Comprendre des phénoménes
naturels

— S’interroger sur certains
phénomenes

— Les décrire de maniére
qualitative.

— S’en donner une
représentation schématique.

— Expliquer les phénoménes
a I’aide de lois et de mod¢les.

— Vérifier la cohérence de
I’explication donnée.

— S’approprier les concepts
pertinents.

— Dégager le caractére évolutif
des concepts.

Communiquer des messages en
utilisant le langage et le
symbolisme mathématique

Participer a des échanges
d’informations a caractére
scientifique, technologique et
mathématique.

— Respecter les points de vue

des autres

— Consulter au besoin
différentes sources

d’information.

— Comparer ses données a sa
démarche avec celles des

autres.
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— Valider son point de vue ou sa
solution en les confrontant avec

d’autres.
Partager des savoirs ou des — Recourir a divers formats
résultats scientifiques, ] )
technologiques et de présentation (symbole,
mathématiques tableau, dessin technique,
etc.)
— Sélectionner des modes de
représentation selon I’objet du
message et ’interlocuteur
Produire des messages a — Utiliser des informations
caractere scientifique, scientifiques, technologiques
technologique et provenant de diverses sources
mathématique — Vérifier des sources.

— Recourir a des modes de
représentions conformes aux
conventions propres a la
science, a la technologie et a

la mathématique.

Ressources Educatives

Ressources humaines : Professeurs ; éleves

Ressources Matérielles : tableau, livres, régle, équerre,
Stratégies d’animation : Travaux en groupes

Pré evaluation : Compléter le tableau des angles remarquables
Situation Probleme :

Y a-t-il ou non un nombre dont son carré est égal a —1 ?
Contenus :

Fiche de séquence 1 : Etude Algébrique

1
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Activité 1 : Notion de nombre complexe

Soit I’équation (E):x* + 4x +5 =10

a) Vérifierque : x* +4x +5=(x+2)?2+ 1

b) En déduire que : (F) & (x + 2)? = —1

c) Cette équation a-t-elle une solution dans R ? Justifier la réponse.

d) Supposons qu’il existe un nombre i tel que i* = —1 et conservons les régles de calculs utilisées
dans R :

o Démontrer alors que (E) admet deux solutions que 1’on exprimera en fonction de i.
o Résoudre de méme les équations : x* —6x + 13 =0etx?+5=0
Synthese Partielle 1 :

Le nombre i tel que i2 = —1 est appelé nombre imaginaire, il n’est pas un réel.
Définition :

On appelle nombre complexe tout nombre de la forme a + ib, tel que a et b sont des nombres réels
eti> = —1.

L’ensemble des nombres complexes est noté C.
Activité 2 : Opération dans C
Soitz =a+ibetz' =a’ + ib’ deux nombres complexes.

a) Ecrire lasomme z + z'et le produit zz' sous la forme X + iY ou X et Y sont des réels écrits en
fonction de a; b; a’et b'.

b) Méme question pour 5 en supposant que z' # 0
Synthese Partielle 2 :

La somme de deux nombres complexes, le produit de deux nombres complexes et la division de
deux nombres complexes (si le dénominateur n’est pas nul) sont des nombres complexes.

On dit que I’addition et la multiplication sont des lois de composition interne de C.
Activité 3 : Conjugué d’un nombre complexe

Soit z = 1 + i un nombre complexe et M son point image dans un repere orthonormé (0 ;1 ;J).

Soit M' le symétrique du point M par rapport a I’axe (0; I) et z I’affixe du point M.

I ———
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Déterminer z .

Synthése Partielle 3 :

Le complexe z = 1 — i est le conjugué du nombre complexe z = 1 + i.
Définition :

Soit z = a + ib un nombre complexe. On appelle conjugué de z, le nombre complexe noté Z tel
que:z =a—ib.

Exemples: z=2-3i =>z=2+43i
z=2i =>z=-2i ; z=-3=z=-3
Activité 4 : Module d’un nombre complexe
Soit z = 1 4+ i un nombre complexe et M le point image de z dans un repére orthonormé (0 ; I; ]).
Exprimer la distance d(0 ; M) en fonction de a et b.
Synthese Partielle 4 :
La distance d(0 ; M) = V12 + 12 = +/2 est appelée module du nombre complexe z et noté |z|.
Définition :

Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib. On appelle module de z le nombre réel positif,

noté |z| tel que : |z| = W.

Synthése Générale :

Notation et vocabulaire :

Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib

e L’écriture a + ib est appelée forme algébrique de z.
Le nombre réel a est appelé partie réel de z et noté Re(z)
Le nombre réel b est appelé partie imaginaire de z et noté Im(z)
e Sib=0,alors z=a; z est un nombre réel ; tout nombre réel est un nombre complexe

(Rc €
e Sia=0eth+# 0,alorsz = ib; le nombre z est dit imaginaire pur.
Propriétés :

Soit z et z' deux nombres complexes. On a :

1
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- z=2z o Re(z) = Re(z') et Im(z) =Im(z').
Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelles sont égales et leurs
parties imaginaires aussi sont égales.
- z=09Re(z)=0etIm(z) =0
Un nombre complexe est nul si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont nulles.
- 0 est appelé nombre complexe nul.
Représentation géométrique d’un nombre complexe :

Le plan P est muni d’un repére orthonormé direct (O, e ,€3).

a

a) Le pointz M (b

) est appelé point image du nombre complexe z = a + ib.

z = a + ib est appelé affixe du point M (Z)

a

b) Le vecteur u ( b

) est appelé vecteur image du nombre complexe z = a + ib.

z = a + ib est appelé affixe du vecteur u (Z)

c) Le plan muni du repére orthonormé direct (0 ,e; ,e,) est appelé plan complexe. Un point M
d’affixe z de ce plan est souvent noté M(z).

d) les droites de repére (0 ,e;) et (O, e,) sont respectivement appelées axe réel et axe imaginaire.

bl M
:
€ 2| =om}
i
E
o e a
Propriétés :

- (GC; +) est un groupe commutatif

- (€*;x) est un groupe commutatif

- La multiplication est distributive par rapport a I’addition. On dit que (C; +; X) est un corps

commultatif.
Conjugué d’un nombre complexe :
Définition :
.
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Soit z = a + ib un nombre complexe. On appelle conjugué de z, le nombre complexe noté z tel
que:z =a—ib.

Propriétés :

Soitz =a+ ibetz' = a’ + ib’ deux nombres complexes.

zER S Im(z)=0=2z=72
e zestunimaginaire pur < Re(z) =0etz+z =0

o z+7=72+7

e 7=7

o zXz =zZx7

[ ] Z_nzzn

(5) =Z avecz #0
VAL

VA4
Module d’un nombre complexe :
Définition :

Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib. On appelle module de z le nombre réel positif,
noté |z| tel que : |z| = v/ a® + b2

Remarque :

- Sib=0,0na:|z| = |a| = Va?
- Pour tout nombre complexe z,ona: |z| = |—z| = |z]| = |-Z]
- Soit z un nombre complexe ; ona:

|z| = 1 sietseulementsiz = i (z+0)

|z| = 0 sietseulementsiz =0

Propriétés :

Pour tous nombres complexes z et z’, pour tout entier relatif n, on a :

a) |zz'| = |z| X |Z/| b) % = % (siz+0)
Q) 2" = |2" Do =10 iz 0
z'l 2]
e)l|z+ 2| <|z| +|2'| (Inégalité triangulaire)
Evaluation :

1
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Exercice 1 :

1)- Ecrire chacun des nombres complexes suivants sous forme algébrique :
—2+i
2+

3=+ 2i 4—-3i)(2+3i
D2, =G+2G-2) i 2 =G i) 7=t )

QDZ,=32-0D+i3+2) ; b)Z,=Q2—-0D2—-2(14+3)?; ¢)Zs=

2)- a) Simplifier les expressions suivantes :

A=1+i+i*+1i8 ; B = (199 4 (200 4 201 4 j202
b) Calcule :
2000 2002
Yoy
k=0 k=0
Exercice 2 :

1)- Pour chacun des nombres complexes ci-dessous : sans calcul donner une expression du
nombre complexe conjugué du nombre Z puis donner 1’écriture algébrique du conjugué de
Z:

aA)Z=02-0)06G+3) ; bZ=iB+2))-3+i ; C)Z=Sl:ii
_B-20(1-1)
)z = 1+

2)- Déterminer le module de chacun des nombres complexes suivants :

N3
Q)Z=-3V3+3i;b)Z= (1(::%)4 ; ©)Z =1— cosx — isinx ; pour x € [m; 2r]
1 — cosx + isinx 1—e's
d)Z=1+ ———pourx€[0;n[ ; e)Z= 3 ;
cosx — isinx 1+ e'3

— cos ™ —isin™
f)Z = cos o isinT
Fiche de séquence 2 : Etude trigonométrique

1
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Activité 1 : Argument d’un nombre complexe non nul
Soitz =1 + i et A le point image de z dans un repere orthonormé (0 ;1 ;)).

a) Placer le point A dans le repere.

JE——

b) Déterminer une mesure de I’angle (O_f ; O—A>)

Synthese Partielle 1 :

Une mesure de I’angle (0] ; 0A) est un argument du nombre complexe z = 1 + i.
Définition :

Soit z un nombre complexe non nul et M son image dans le plan complexe (0 ; €, ; €,).

—

On appelle argument de z toute mesure de ’angle orienté (€; ; W).
Activité 2 : Forme trigonométrique d’un nombre complexe

Soit z un nombre complexe non nul tel que : z = a + ib et M son image dans le plan complexe.
Désignons r le module de z et @ un argument de z.

Exprimer z en fonction de r et a.

2

[ -

Synthese Partielle 2 :

L’écriture z = r(cosa + isina) est la forme trigonométrique de z.
Définition :

Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument «.

1
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On appelle forme trigonométrique de z I’écriture z = r(cosa + isina).

Exemple :
T T 1 V3 21 21
1+i=+vV2(cos—+isin—); —=—+—i=cos—+isin—
\/_( 4 4) 2 2 3 3
Activité 3 : Racines ™ d’un nombre complexe :
Soit les nombres complexes : z, = §+%i ,  Z; = —\/2—5 + %i et z,=—i

Vérifierque: z)3 =2z3=23=i et zy+2z, +2z,=0

Synthése Partielle 3 :

Les nombres complexes z,, z; et z, sont les racines cubiques du nombre complexes i.
Définition :

Soit Z un nombre complexe non nul et n un entier naturel (n > 2).

On appelle racine nieme de Z tout nombre complexe z tel que z™ = Z.

Synthese Générale :

Propriété :

Soit z et z' deux nombres complexes non nuls.

Ona: z = z'si et seulement si |z| = |Z| et arg(z) = arg(z')[2x]
Remarque :

e Soitz =r(cosa+isina); re R eta € R;

- Sir > 0, laforme trigonométrique de z est z = r(cosa + isina) et arg(z) = a[2mr]

- Si r<0, la forme trigonométrique de z est z = —r(cos(a + ) + isin(a + m)) et
arg(z) = a + n[2m]

e Passage de la forme algébrique a la forme trigonométrique :

Pour écrire z = a + ib sous forme trigonométrique :
(1) On calcule |z| = Va? + b?

a
cosa =—

|| —9

p =>a =2
sina = —

|z

(2) On détermine un argument a de z par la relation

La forme trigonométrique de z est :

1
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z = |z|(cos a + i sin a).

e Passage de la forme trigonométrique a la forme algébrique :
Pour écrire z = r(cos a + i sin ) sous forme algébrique, il suffit tout simplement de
développer et calculer cos aet sin a.

Formule de Moivre :
Pour tout nombre réel a et pour tout entier relatif n, ona:

(cosa + isina)™ = cos(na) + isin(na)
Notation exponentielle :

Pour tout nombre réel a on pose : cosa + isina = e'*. On déduit de cette notation la définition
suivante :

Définition :

Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument «.
On appelle forme exponentielle de z I’écriture z = re'®.
Exemples :

1=¢® : —1=elm ; i=e'"2
Propriétés :

Soit z et z' deux nombres complexes non nuls tels que : z =re'® et z’ =1r'e'*, n un entier
relatif. On a :

/ 1 i(at+a’) 1 1 —ia n n,ina Z r i(a—a”)
(D) zz' =rr'e ; (2) P ;0 (3) zt =rteine (4)?=17e

Formules d’Euler :

; eia+e—ia . eia_e—ia
Pour tout nombre réel a, on a: cosa = — et sina = —
Linéarisation :
Z = cosx+isinx Z = cos+isinx
Z =cosx—isinx 7 =cosx—isinx
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zZ+ 2z = 2cosx z —z= 2isinx

cosx=%(z+2) sinx = (zli)(Z - 7)

n n

cos™x — (%) Z + 7" = (%) (ei* + e~ix)n

1\" - 1\" . .
sinx = (2—l> ZzZ-2)"= (2_1) (e — e
De Z™ = cos(nx) + isin(nx) et 7 = cos(nx) — isin(nx) on deduit que
Z"+Z" = e™ +e ™ = 2cos(nx) ; z"—Z = e™ — e7I¥ = 2isin(nx)
Remarque :
ZXZ= cos’x + sinx =1 et z"xZ =1
Exemple :

Linéariser cos3x et sin*x.

Racines n®™s d’un nombre complexe non nul :

Définition :

Soit Z un nombre complexe non nul et n un entier naturel (n > 2).
On appelle racine nieme de Z tout nombre complexe z tel que z" = Z.
Propriétés :

Soit Z = re'* un nombre complexe non nul et n un entier naturel(n > 2).

. . ! _n i(&42km .- .
- Zg N A ;n— 1y,
(1) Z admet n racines niemes telles que : z, = Vre G )aveck € {0;1 n—1}

En effet, soit z = pe'? une racine niéme de Z.

_ , n _ p=Ar
Ona:z" =7 & plein? =reld o {P =T o .
g p {n9=a+2kn 9=%+2an

(2)- Les images de ces racines sont les sommets d’un polygone régulier a n cotés inscrit dans le

cercle de centre O et de rayon/r.

(3)- La somme des n racines ni¢mes d’un nombre complexe non nul est nulle.

Racines carrées :

Soit z = x + iy une racine carrée de Z = a + ib.

Doncz?=Z7Z>=|z?|=|Z|ex*+y?=1Z] (1)

Etz?=Zo (x+iy)’=a+ibox?—y?+2ixy=a+ibo x?—by?>=Re(Z) (2)et2ab=

Im(Z) (3)
1
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x*+y? =z
(1); (2) et (3) @4x* — y* = Re(2)
2xy = Im(Z)

Evaluation :

Exercice 1:

A) On donne les nombres complexes
9 —
u=—1+i;v=—\/§—i\/§ et W=§—l’§. Onposez=%
1) Déterminer |u| ; arg(u) ; |v|;arg(v) ; |w|;arg(w).
2) Déterminer la forme polaire de z.
3) Placer dans le repére orthonormé (O ; é; ; é,) les points A ,B et C d’affixes respectives 2i —
3;1—2iet3
B)Ondonnea=—-1+iv3; b=+v3—iV3 etc = —4i
1) Calculer: |a| ; arg(a) ; |b|;arg(b) ; |c|;arg(c)
1
2) On pose z = —
a) Déterminer Re(z) et Im(z) puis I’écriture trigonométrique de z.

b) En déduire la valeur exacte de cos (%) et sin (%)

Exercice 2 :
I) Compléter le tableau suivant :

ombres Complexes

z=20)""(V3+i 3 T (T
OO0y = foos () 4 tsn ()]

Forme

Polaire de z

Trigonometrique de z

Exponentielle de z

Exercice 3 :
Soient z; =1+i et z,=1+iV3
1) Déterminer le module et un argument de z, et z,

2) Ecrire sous forme algébrique et sous forme trigonométrique le produit z; X z,.

, - 7 . 7
3) En déduire les valeurs exactes de cos (5) et sin (5)

1
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4) Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :

. . . . cosa + isina
a)Z = cosa —isina ; b)Z = —sina +icosa; c)Z =1+ itana;d)Z = ———
cosa — isina

5) Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes ci-dessous :

3
a)Z=-3V3+3i;b)Z= (1(13;)4 ; ) Z =1 — cosx — isinx ; pour x € [m; 2]
-1

.TT
1 — cosx + isinx 1—e'3 T om
;pourx €[0; [ ; e)Z= —=f)Z = cos— — isin—

d)Z =
) 1402 19 19

1+ cosx — isinx

6) Linéariser : A = cos2x X sin3x et B = sin3x X (cosx)3
Exercice 5 : (Bac SBT 2008)

Soit les nombres complexes suivants :
zl=\/§—i ; ZZ=—\/E+1'\/§ et z3=—1+i\/§

1°/ Déterminer le module et un argument des complexes z, , z, et z;. En déduire que les points
M; , M, et M5 d’affixe respectifs z; , z, et z; appartiennent & un méme cercle que 1’on
déterminera. Faire la représentation graphique.

2°/ On pose z, = —2z, (i—i)z Mettre z, sous la forme algébrique.
3°/Déterminer les racines carrées de z,.

4°/ On pose zg = —4z,z5. Déterminer les racines quatriemes de zs.
Faire la représentation graphique dans le plan.

5°/ a) Résoudre dans C, I’équation : z* — 2z + 2 = 0.

b) Ecrire chacune des solutions sous forme exponentielle.

Fiche de séquence 3 : Utilisation des nombres complexes

Activité 1 : Equations du second degré

Dans chacun des cas suivants mettre sous la forme canonique puis résoudre dans C les équations :
Z2+4z4+5=0 ; z?—6z+13=0

Synthése Partielle 1 :

Toute équation du second degre admet au moins une solution dans C.

Activité 2 : Interprétation geométrique du langage complexe

Dans le plan complexe (0 ; é; ; €,) On donne les points A ; B et C d’affixes respectifs z; =

—1+4+i;z,=1+iet zz=—-1—1i
-]
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1) Placer les points A ; B et C puis déterminer les coordonnées des vecteurs AB; AC et BC
2) Calculer les distances AB ; AC et BC. Quelle est la nature du triangle ABC
Synthése Partielle 2 :
Soient Za ; Zs ; Z trois nombres complexes distincts d’'images respectives A ; B ; et C dans le
plan complexe P .
e L’affixe du vecteur AB est déterminer par la formule : z;z = zgp — 24
e Ladistance AB est calculée par la formule : AB = |z — z,
o mes(é;; E) = Arg(zg — z,)

e mes(4B; AC) = Arg (222)
Activité 3 : Transformations du plan
Dans le plan muni d’un repére orthonormé (0 ; €; ; é,) on considére les points A4; B; C d’affixes
respectifs z, ; zp et z. tels que :

Zy=1-2i; zg=2+3i etz =5—4i
1) Déterminer les images respectives des points A ; B et C par la translation de vecteur u (;)

2) Déterminer les images respectives des points A ; B et C par la symétrie centrale de centre

1
1)
Synthese Partielle 3 :
La translation ; la symétrie centrale , la rotation sont des transformation du plan dans lui-méme.

Synthese Générale :

Méthode de résolution des équations du second degré dans C :
Pour résoudre dans C une équation du second degré : az* + bz + ¢ = 0, on procéde de la fagon
suivante :
On calcule A = b* — 4ac
On pourra distinguer 4 cas :
1%"cas : Si A > 0, alors 1’équation admet 2 solutions réelles :
_—b—+A _—b++A
2a 2a

2¢Mcas : Si A = 0, alors I’équation admet une solution

Z; et z,

1
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_—b
%= 2a
3m cas : Si A < 0, alors I’équation admet deux solutions complexes :
—b —iy/|Al —b + i/]4]
“a= 2a %2 = 2a
4®mcas : Si A est de la forme 4 = x + iy, alors on détermine une racine carrée § de A. L’

équation admet deux solutions complexes :

) —b+4
Zl == Za et ZZ = Za

Exemple :

Résous dans C les équations suivantes :

a)Z2—2Z2+2=0; b)—2Z*+Z+1=0; ¢)Z?—4Z+4=0;
d)4Z° - 4(1 + i) Z- (45 +26i) =0

Solution
a)Z?—27Z2+2=0

A=(=2)"=4(1)(2)=—4=4i*=(20)?

le _(_ 22)(_1)\/(21:)2 — 2;21: - 1 _ 2[
=>8={1-2i; 1+ 2i}

— (= 2 i
2,==CEY S 2R o 4y

b)—2z2?+Z+1=0
A=(1)*-4(-2)(1)=9=(@3)’

g ——W-JG? _-1-3 __,
1 2(=2) 2

=>5={-2; 1}

_-(W)+JB)? _-1+43 _
Z3= 2(-2) T2 =1

C)Z2—4Z+4=0

A=(=4)%-4(1)(4)=0

1
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— _ —(=4)_
2= 22 = 5y

=2 =>S={2}

N |

d) 422 — 4(1 + i) Z — (45 +26i) =0

A=[—4(1+D]2— 4(4)[- (45+26i)]=16(1+2i—1) — 16(— 45 — 26i)

= 720 + 448i

x? — y* =720 x?— y2 =720 (1)
2xy = 448 <=>{ xy= 224 (2)
x? + y? =,/(720)2 + (448)2 x?+ y2 =848 (3)

Effectuons: (1) +(3)

Ona:2x? = 1568=>x%= 784 =>x = —28 ou x =28

(2):xy= 224 =>y= Zxﬁ
224 _

e Six= -28 =>y=—2Z=- et d1=x+iy =>61=-28-8i
e Six'= 28 =>y’=%=8 et 2= x'+iy’' =>62=28+ 8i
Alors les racines carrées de Z2sont 1= —28 —8i et §2=28+ 8i

7, = s[4 (DI (28 -8) _—24-4i _ 4 1.
7,= Iz QDI (2848) _ —2e-4l _ 3,
2(4) 8 2

=>s={—3—§i ; 4+%i}

Equation se ramenant au second degré :

Exemple 1

Résoudre dans C I'équation Z3- 4i Z2— (6 + i) Z + 3i - 1 =0, sachant quelle admet une racine
imaginaire pure.
Exemple 2

Résoudre dans C I'équation Z3 — (3 + 5i)Z? + (— 4 + 9i) Z + 6- 4i = 0, sachant qu'elle admet
une solution réelle.
Solution 1

Résolvons dans C I'équation Z* — 4i Z> — (6 + i) Z + 3i — 1 = 0, sachant quelle admet une racine
imaginaire pure.

1
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Soit Zo = ibcette solution réelle telle que :

Z3 —4iZ2 —(6 + i) Zy+3i-1=0,
<=>(ib)3 — 4i(ib)?— (6 +i)(ib)+ 3i—1=0
<=>—ib3+ 4ib*— 6ib+b+3i—1=0
<=>(b—-1)+ i(—-b3>+ 4b>—- 6b+3)=0
cosf (00 (1)

(—b3+4b2—6b+3)=0(2)

NB : On résout toujours I’équation qui semble la plus facile.

Ainsi résolvons 1’équation (1) qui est la plus facilearésoudre:b—1=0=>b =1
Et par vérification dans (2 ) , on obtient :

—(D3+4(1)*-6(1)+3=0

<=>-144-6+4+3=0

<=>-3+3=0

<=> 0=0 Vraie

D’ou Zo =ib = iestlasolution imaginaire

Factorisons : Z%—4i Z>— (6 + i) Z+ 3i — 1 ( En utilisant la méthode d’Hérner )

1 —4i | —6-—1i 3i—1
i i 3 -3i+1
1 —3i - 3—-i 0

1
ADAMA COULIBALY PROFESSEUR A L’ECICA 18



Zo a b C

=>7%_4i7°-(6+i)Z+3i-1=(Z-Z)(az?+bz+c)

<=>73-4i7?—-(6+i)Z+3i-1=(Z2-i)(Z>-3iZ-3—-1)

DouZz®-4iZ?-(6+i)Z+3i-1=0<=>(Z2-i)(Z%-3iZ-3-i)=0

<=>7-i=0 ou Z?-3iZ-3-i=0
<=> /=]

QOu

Z%-3iZ-3—-i=0=>A= (—3i)2— 4(1)(—3—-i) =3+4i

xz_yz= xz_y2=3 (1)

2X_’y=4 <=> xy=2 (2)

x2+ y?2=,(3)2+ (4)2 x2+ y2=5 (3)

Effectuons : (1) + (3)

Ona:2x%2 = 8=>x2=4 =>x= -2 ou x=2
_ 2

(2).xy=2=>y=;

o Six= -2 =>y=_iz=-1 et Si=x+iy =>86=—-2-1i
e Six' =2 =>y’=32=1 et S=x'+iy' =>6=2+i

Alors les racines carréesde Z sont : §1=—-2—1i et

_ —(=8i)+(=2-0) _ —242i .
4= 2(1) =g Tl
ZZ:—(—3i)+(2+i) :2+4i —1 42
2(1) 2
=>S={i; —1+4+i ; 1+2i}
Solution 2

02=2+ 1
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Résolvons dans C I'équation Z* — (3 + 5i)Z? + (— 4 + 9i) Z + 6 - 4i =0, sachant quelle admet
une solution réelle.

Soit Zo = a cette solution réelle telle que :

Z3-(3 +5i)Z2+(—4 + 9)Zy+6- 4i =0,

<=>(@)®—- (3+5i)(a)?*+ (-4 +9)(a)+ 6 —4i=0

<=>a3—-3a?—- 5ia’— 4a+9ai+6—-4i=0

<=>{@3—-3a%?—-4a+ 6)+ i(—5a*+ 9a—4)=0

<:>{(a3—3a2— 4a+ 6)=0(1)
(—5a%2+9a—-4) =0 (2)

NB : On résous toujours I’équation qui semble la plus facile.

Ainsi résolvons I’équation (2): —5a%?+ 9a—4 =0 =>A= (9)? — 4(-5)(—4) =1

4
=>q, =1 eta, = <

Et par vérification dans (1), on remarque que :
a; =1 estlaseule solution qui vérifie I’équation ( 1)

D’ou Zp = a = lest la solution réelle

Factorisons : Z%— (3 + 5i)Z?+ (-4 + 9i) Z + 6 — 4i ( En utilisant 1a méthode d’Horner )

1 —3—-5i | —4+9i 6 —4i
1 1 —2—-5i —6+4i
1 —2—-5i | —6+4i 0
Zo a b C

1
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=>73-(3+45i()Z%+(—4 + 9)Z+6- 4i= (Z-2Z0)(aZ?+bz+cC)
<=>Z8_(3+5i)Z%+ (=4 + 91)Z+6—4i= (Z-1)[Z*+ (=2 —5i)- 6 + 4i]
Dot Z3—(3+5i)Z?+(—4 + 9i)Z+6-4i=0<=>

(Z-1)[Z%+ (—2-5i)Z- 6 +4i]=0

<=>7Z-1=0 ou (Z-1)[Z%+ (-2-50)Z-6+4i]=0

=>7Z=1

Ou [Z2+ (—2-50)Z-6+4i]=F0=>A=[-(2+5)]*— 4(1)(- 6 + 4i)

=>A=3+44i
x*—y*=3 X2—y2=3 (1)
ny:4 <=> xy:Z (2)

x2+ y?2=(3)2 + (4)2 x2+ y2=5 (3)

Effectuons: (1) +(3)
Ona:2x%2 =8=>x%2=4=>x= -2 ou x=2

2
(2):xy= 2 =>y=

iz=-1 et S1=x+iy =>8=-2—-1
=1 et &=x"+iy =>8=2+i

Alors les racines carréesde Z sont : 61=—-2—1 et 62=2+ i

o Six=-2 =>y=

NN

e Six'=2 =>y'=

—(=3D)+(-2-0) _ 4i
2(1) T2

Z,= = 2i

7 _—(=3i)+(2+1) _ 4 +6i
2= 2(1) T2

=2 +3i

=>S={1; 2i; 2+3i}

Interprétation de la nature d’un triangle :
- ________________________________________________________________________________________________________________|
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Soit A ; B et C trois points du plan d’affixes respectifs z, ; zg et z..

Dans le tableau ci-dessous sont caractérisées certaines configurations géométriques a l'aide des complexes :

Configurations geométriques

Caractérisations
géometriques

Caractérisations complexes

Triangle ABC isocele en A AB=AC Zc—Za _ 4,
ou
A ZBp—Z4
Ze—Za )\ _
argl 7— =q
C B B A Zc—Za _ ia
(€ [0; m]) Zp= 24
Triangle ABC équilatéral AB=AC=BC Zc—2Za -
A Et =e's ou
ZBp—Z4
Le— 272
arg(—C A ) =T Zc—Z4 _ 7
C B Zp—17Z, 3 =
ZBp—ZA
Triangle ABC rectangle et AB=AC Zc—Za _
isocele en A Et oz, ¢ ou
B _ B—ZA
Ze=Zp\__
M\z,—z, )~ 2
ou n “c oA -t
2 Zp-2Z
A c 2 B~ ZA
Points A, B, C alignés Ze—Z _ _
g gz ) =0Km | ZEa oy ey
A B ZB—Zx
\)\*\’C(\
Triangle ABC rectangle en A ara(26=24 \ —_ T | Zc—Za
g Zp—Z, ) = 2 | 7 =ib ou—ibavec
s Zp—1Z4
B ou = beR*
2
Al C
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Points A, B, C, D cocycliques mesC = (mesD) [w] | z.— zp
A Ou Zo— 24
mes C # 0 [w] R
Zp—Zp
C Zp—Za
Exemples

Exemple 1

Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs: —1-i ; 2 + 3i ; —10- 13i.
Démontrer que ces trois points sont alignes.

Exemple 2
Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs 3 + i; 2i; 2 - 2i.

1) Démontrer que ABC est un triangle rectangle et isocele en A. (on fera une figure).
2) Déterminer l'affixe de D tel que ABCD soit un parallélogramme. (on placera le point D).

Exemple 3
Soient A, B, C, D quatre points d'affixes respectifs: —1 + i; —1-i; 2i; 2 - 2i.
1) Etudier la nature des triangles ABC et BCD.

2) Deémontrer que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on
déterminera le centre et le rayon.

SOLUTIONS :

Exemple 1

Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs —1-i; 2 + 3i; —10 - 13i.
Za=—1-i=> A(-1;-1)

Zs= 2+ 3i=> B(2;3)

Zc=-—10- 13i=>C(-10;-13)

Démontronsque : A; B; C sontalignés:

1
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A; B; C sontalignés si det( AB ; A_C>):O

AB (5o 25)=>AB(3) e AC(SeZin)=>Ac(

3 -9
det( AB; AC)= = (3)(-12)- (4)(-9)=-36+36=0
4 -12

Puis que det( AB; AC )= 0;alors les points A ; B; C sont alignés.
Exemple 2

Soient A, B, C trois points d'affixes respectifs 3 + i; 2i; 2 - 2i.
Za=3 4+ i=>A(3; 1)

Zs= 2i=> B(0;2)

Zc=2-2i=>C(2:-2)

1) Démontrons que ABC est un triangle rectangle et isocéle en A. (on fera une figure).

ar (M) - 2" ou™
. . H . \ -, 9 Zp—Z4 2 2
A ; B; C estun triangle rectangle et isocele en A si : ot
AB = AC
o Zc—Zyg _ (2-21)— 3+1) _ —-1-3i _ (-1-3i)(-3-1i) _ 10i
r — — — — —
Zp—7Z4 (2i) - 3+1i) -3+ (-3)%2+ (1)2 10

Z0—7 .
Et arg(zg — zj) = arg(i) :g

AB=./(xg — x)%+ (5 — y)? =/ (0— 3)2+ (2 — 1)2=+10

AC:\/(xC— x4)? + (Ve — ya)? :\/(2— 3)2+ (—2— 1)2 =10

Conclusion :
Zc—Z7Z
arg (u) -z
. Zp—Za 2
Puisque : et

AB = AC = V10

Alors ABC est un triangle rectangle et isocele en A.

ADAMA COULIBALY PROFESSEUR A L’ECICA



( Figure représentant cette situation )

2) Déterminons I'affixe de D tel que ABCD soit un parallélogramme. (on placera le point D).

ABCD soit un parallélogramme si AB = DC  Avec D (3(;)

AB = (¥8=*a) = (9=3) = (3 _,:(xC_xD) =(2_x)

Or AB (yB_yA) (2—1) (1) DC Yc—Yp —2-y

-— == 2-x \_/-3\___(2=x= -3 _ x=5

AB = DC<_>(_2_y)—( 1)<_>{—2—y=1 _>{y= 3

> 5

D’ou D (%)

Exemple 3

Soient A, B, C, D quatre points d'affixes respectifs: —1 + i ; —-1-1i ; 2i ; 2- 2i.

Za= =1+ i=>A(-1; 1)
|
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Ze= —1—i=> B(-1:-1)
Zc=2i => C(0; 2)

Zo= -2 —2i=> D( 2;-2)
1) Etudions la nature des triangles ABC et BCD.

Pour le triangle ABC

Zc—Zpq _  (2D)— (—14+1) _ 1+i _ (@(a+1i)(2i)
Zp—Z4g (-1-i) = (-1+1) -2 (0)2+ (-2)2
Zc—-Z —-2+2i -1 1.
=>ZC" 24 — =—+4+ -1
Zp—Z4 4 2 2
Zc— ZA) - (__1 1 ) =37
Etarg(ZB_ZA = arg(— + >U) =,

AB=/(p — x)? + s — ya)* =V(= 1+ 30+ (-1- 1)? =2V2

AC=(xc— x)%+ (e — y)? =J0+ D2+ (2 - 12 =2

BC =/(xc — x5)2 + (¢ — ¥p)? =/ (0+ 12+ 2+ 1)2 =V10
Alors le triangle ABC est quelconque.

Pour le triangle BCD

Zp—Zg _ (2-2i)— (-1-i) _ 3-i _ (3-i)(1-3i) _ —10i _
Zc—Zg  (2i) - (-1-1) 1+3i (%2+ (3)2 10

ZD—ZB -1

Et arg(ZC_ ZB): arg(—i) = -

BCZ\/(’CC— xp)? + (Yo — ¥p)? :\/(0"‘ D2+ 2+ 1D)2=+10

CD=y(xp — x0)%+ (yp — ¥c)? =/(2—-0)2 + (=2 - 2)? =420 =52

BD:\/(xD_ xp)? + (yp — yp)* :\/(2"‘1)2"‘(—2"‘ 1)2 =10

Alors le triangle BCD est rectangle et isocéle en B.
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2) Démontrons que les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle dont on déterminera
le centre et le rayon.

Soit (x ;y) les coordonnées du centre de ce cercle.

les points A, B, C et D appartiennent a un méme cercle si :

d(A;Q)=d(B;:Q)=d(C:Q)=d(D;Q)=r

d(A;Q):d(B;Q)<:>\/(Xﬂ_ x4)? + (Vo — Ya)?= \/(xn_ xp)? + (Vo — yp)?

<=>/x+ 12+ - 1)2= J(x +1)2+( +1)?
<=2+ - 1) = (967/1)2+(y+1)2
<=>(y -1 = (y+1)

<:>—2y = 2y => y=0

d(C;Q)=d(D;Q)<=>(xg = xc)? + 0o — ¥c)?= V(xa — %p)? + (Vo — ¥p)?

<=>J(x-0)+0 -2) = Jx-2)+(y +2)

(x—2)+(y +2)?

<=>®x-0)+(y - 2)?
En remplagant y = 0 par sa valeur dans 1I’équation ci-dessus, on a :

—4x+4=0=>x=1
D'ou ()

Orlerayonresttelque r=d(A;Q)=d(B;Q)=d(C;Q)=d(D;Q)

=>r=/(x+1)2+(@y —1)2 =J(1+1)2+(0 — 1)2 =5

Dot les points A, B, C,D appartiennent & un méme cercle de centre 2( ;) et de
rayon r =+/5
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Complexe et lieux géométriques :

Cercle de centre Aetde rayonr :

Soit M (’;) d'affixe Zm. A daffixe Za.

dA,M)=r&Z, -Z,|=r

Exemple

Trouver I'ensemble ( 1) des points (M) du plan d'affixe Z tel que : |[Z -1+ 4i| =3
Solution

Z-1+4i=0=>Z=1-4i=>A(1;-4)
Ici I'ensemble cherché est le cercle de centre A (1; —4) etde rayonr=3.

Médiatrice d'un segment :

Soit M [’;) d'affixe Zw : A d'affixe Za et B d'affixe Zs.

M appartient a la médiatrice du segment [A, B] si d(A, M) =d(B, M) &|Z,, —Z,|=|Z, —Z;|

Exemple

Déterminer I'ensemble ( T ) des points M du plan tel que : |Z — 2| = |Z +2+ i|
Solution

Posons:Z—-2=0 et Z+2+i=0
=> Z=2 et Z=-2—-i
=> A(2;0) et B(-2;-1)

Ici I'ensemble chercher est la médiatrice du segment [AB] avec A (2,0) et B(—2; — 1).
I ———
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Evaluation :

Exercicel :

Soit I’équation (E,;,) : z*> — m(m + i)z + im3 = 0 avec m un parametre complexe et z
I’inconnue complexe.1) On pose m = 1 + i ; écrire et résoudre 1’équation (E,;) ainsi obtenue.

2) On pose m = 0 ; écrire et résoudre 1’équation (E|) ainsi obtenue.
3) On pose m = i ; écrire et résoudre 1’équation (E;) ainsi obtenue.

4) Résoudre I’équation (E,,) dans le cas général et montrer que les racines s’écrivent simplement
en fonctiondem € C—{0; i}

5) On pose m = r(cosO + isinf) avec (r € R*) et 6 € R; écrire sous forme trigonométrique
les racines de I’équation (E,,,) en fonction de r et 6.

6) On pose m = 4+/2 — 4i~/2 ; écrire m sous forme trigonométrique et déterminer les racines de
I’équation (E, 5_,;,7) obtenue. On désigne par z la racine qui n’est pas imaginaire pure.

Résoudre alors dans C I’équation t3 = z et représenter géométriquement les images des solutions
dans le plan complexe.

1
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