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|- Ensemble C des nomhres complexes

Théoréme (admis) et définitions

Il existe un ensemble noté C et appelé ensemble des nombres complexes, qui vérifie les propriétés suivantes :

* Lensemble C contient 'ensemble R des nombres réels ;

* Il existe dans C une addition et une multiplication qui ont les mémes propriétés que leurs homologues dans R ;
* Il existe dans C un nombre complexe noté i tel que i* = -1 ;

* Pour tout nombre complexe z il existe un unique couple (a,b) de réels tel que z =a +ib.

Forme algébrique d’un nombre complexe
Légalité z=a+ib est la forme algébrique du nombre complexe z.

Partie réelle, partie imaginaire :
Le nombre réel a s’appelle la partie réelle de z, le nombre réel b s’appelle la partie imaginaire de z.
On note : a = Re(z) et b=1Im(z). Par conséquent z = Re(z) + i Im(z).

Exemple

Re(3 - 5i) =3 et Im(3 - 5i)=— 5

Calculs avec les complexes
Les calculs se font comme avec les nombres réels avec la convention i* = —1.

Exemple

(5+2i)x(3-51)=5x3-5x5xi+2xix3-2xix5xi=15-25i+6i-10i" =15—25i + 6i +10 = 25 - 19i

Nombres réels et nombres imaginaires purs

Un nombre complexe est réel si et seulement si sa partie imaginaire est nulle.
On appelle imaginaire pur tout nombre complexe dont la partie réelle est nulle.
Le réel O est le seul nombre complexe qui est réel et imaginaire pur.

Egalité de deux nombres complexes
a+ib=a’+ib’ équivauta a=a" et b=D".

Exemple

X +1y =3-5i équivauta x =3 et y=-5
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Nullité d’'un nombre complexe
En particulier a+ib =0 équivauta a=0 et b=0.

Le plan complexe o
On considere un plan rapporté a un repéere orthonormal (O,el,ez).

Ce plan est « le plan complexe » dés lors que :

* A tout point M de coordonnées (x,,,y, ) on associe le complexe x,, +1iy,,noté z, et appelé affixe de M.

* A tout complexe x +iy (avec x et y réels) on associe le point M dont le couple de coordonnées est (x,y), noté M(x +iy) et
appelé image du nombre complexe x +1iy.

Conséquence : affixe d’un vecteur.

Pour tout vecteur u il existe un point M et un seul tel que OM = u. C'est pourquoi I'affixe z du point M est aussi I'affixe du vecteur u.
Pour tous points A et B, il existe un point M et un seul tel que OM = AB. Le point M et le vecteur AB ont donc pour coordonnées
(Xo = X,,Yn — Y, ) et pour affixe (x, —x,)+i(ys—y.)- De (%, —x,)+i(ys —va)=(x, +iy, )= (x, +iy,) il résulte que AB a
pour affixe z, —z,.

Exemple

Soit A(-1,3) et B(4,7).Alors :
z, =—1+3i et z, =4+7i
Zyy = Zy—Z, = (4+7i)—(—1+3i)= 5+4i

Vocabulaire
* Laxe des abscisses est aussi dénommé « axe réel » car il est 'ensemble des points pour lesquels y = 0.
* L'axe des ordonnées est aussi dénommé « axe imaginaire » car il est 'ensemble des points pour lesquels x = 0.

- -

Soit z = x +iy un nombre complexe avec x et y réels
Le conjugué de z est le nombre complexe z = x —iy.

Exemple

Le conjugué de 3-5i est 3+ 5i.
Le conjugué de —7 est —7 car —7 = -7 + 0i et son conjugué sera —7 — 0i = —7.

Nombre complexe conjugué, nombre réel et imaginaire pur
Soit z un nombre complexe :

* 7 est réel si et seulementsi z=7 ;

* z est un imaginaire pur si et seulement si z = -Z.

» A SAVOIR

Opérations sur les nombres complexes conjugués
Pour tous complexes z et z’

(z+z')=7+z_' - (—_z)z -z _(zxz’):ixz_'
(E)n = (T) avec neN (%

1 z z
j==',avec zZ #0 = |==.avec zZ#0
Z

z 7z

Produit zz
z =X +1y,avec x et y réels, entraine zz = x* + y’, nombre réel positif.
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Pour tout z # 0, ce produit est un nombre réel strictement positif.

Inverse d’un nombre complexe

Soit z = x + iy un complexe non nul,avec x et y réels. Pour déterminer partie réelle et partie imaginaire de — = — ,on multiplie
1 3z . zZ X+1y
. , : L zZ  x-—ly
le numérateur et le dénominateur par le conjugué de z: — = — = ——.
z 2z X +y

La forme algébrique de 1 est donc L %Hz_—yz.
z Z X +Yy X 4y
Exemple
1 3+51 3+51 345 3 .5

3-5i (3-5i)x(3+5i) F_(5) 9+25 34 34

Coordonnées polaires (rappels)
Etant donné un point O et un vecteur unitaire ¢, tout point M du plan distinct de O est repéré par ses coordonnés polaires (r,6)

ou le réel strictement positif r est égal a la distance OM et le réel 6 est une mesure de I'angle ( a,O—M) dans le plan orienté par
le repére orthonormal direct (O, eT,ej).

* Les couples (1,0) et (r',0') repérent le méme point si et seulementsir=r1"et 6 =0"'[2r].

* Le point M de coordonnées polaires (r,0) par rapport a (O,e_;) a pour coordonnées cartésiennes (x,y) dans le repére
(O,ej,%) avec X =rcosf et y =rsin0.

* Le point M de coordonnées cartésiennes (x,y) dans le repére (O,E;,gz a pour coordonnées polaires (r,0) par rapport a

— X .
(O,el) avec 1 =4/x’+y’ et cosO== et sinf =2
r

r

Module d’un nombre complexe

* Le module du nombre complexe z est le nombre réel positif \/; On note : |z| = \/;

*Lorsque z=x+iy avecx ety réelsona: |z = x* +y.

* Dans le plan complexe, le module du nombre complexe z est égal a la distance OM, ot M est le point d’affixe z.

* Lorsque le point M d’affixe non nulle z a pour coordonnées polaires (r,0) par rapport a (O,eT), alorson a |z| =T.

Exemple

3-5i[ = J(3) +(-5) =9 +25 =34

Module et valeur absolue

Lorsque le complexe z est réel, il vient |z| =a’ = |a|, avec les notations ci-dessus. Dans ce cas le module est égal a la valeur
absolue.

Le module est une extension aux nombres complexes de la notion de valeur absolue.

» A SAVOIR

Opérations sur les modules
Pour tous complexes z et z’

|z>< z'| = |z| ><|z’| |—z| = |z| z"| = |z|" avec neN
Dol vec z#0 E=u avec Z' # 0 |z| = |
z| |4 zZ| |7
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Argument d’un nombre complexe non nul

Soit z un complexe non nul et M le point d’affixe z dans le plan complexe.Toute mesure 6 de (E;,OM) est un argument de z. On
note argz=0 [2x].

Conséquence : tout point M d’affixe z non nulle a pour coordonnées polaires (|z|,arg z) par rapport a (O,el). Il en résulte les
formules suivantes :

Rez =|Z|cos (arg z) etlmz= |z| sin (arg z)

Exemple
cos0 = %
z
Soit z=1+iv/3.En désignant par 6 un argument de z il vient I
Sin0 = o
1
cos(0) = ! 2=\/l —%
i Jr+3 1+3
c’est-a-dire
: 3 BB
s1n(9) = > = \/ = 7
Jr 3 1+3

LT, . . n
Le réel 3 étant une solution de ce systéme, on conclut que arg(z) = 3 [27].

Argument d’un réel non nul, d’un imaginaire pur
* Le complexe z est un réel strictement positif si et seulement si arg(z) = 0 [215].

* Le complexe z est un réel strictement négatif si et seulement si arg(z) = n [27].

. : . T
* Le complexe z est un imaginaire pur si et seulement si arg z = 5 []

» A SAVOIR

Opérations sur les arguments
Pour tous complexes z et z’ non nuls et pour n entier relatif

arg(zz) = arg(z) + arg(z')  [2n] arg(z") = narg(z) [2x] arg [lj =—arg(z) [2n]
z
arg(ilj =arg(z) —arg(z) [2x] arg(z) = —arg(z) [2n] arg(-z) = n—arg(z) [2n]
z

& Méthode : « Evaluer la mesure d’un angle a 'aide d’'un quotient de nombres complexes », fiche exercices n°6
« Nombres complexes ».

IV - Les différentes écritures d'un nombre complexe non nul

Formes trigonométriques
Légalité z =rx(cos®+isin0) est une forme trigonométrique du nombre complexe non nul z,avec r = |z| et 0 =argz[2n]

Nombre complexe de module | (nombre complexe unitaire)

Tout nombre complexe de module | a pour forme trigonométrique cos6+isin® ou 6 est un de ses arguments.
On convient de désigner le nombre complexe unitaire cos0+isin@ par la notation € (on lit : e puissance i0).
Cette nouvelle notation conduit aux formules ci-dessous, avec 0 et 0' réels et n entier relatif :

. eie % eie’ — ei(e+e’)
ele _ ei(efe')

eie’
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. (eie )“ _ eine
. (eie): e-ie

Exemples

Formes exponentielles
Légalité z=rxe” est une forme exponentielle du nombre complexe non nul z, avec r = |z| et O=argz [Zn].

Exemples

LT
a) Déterminer la forme algébrique du complexe 3e*.

Ine =3x[cos%+isin(—%n=3X(£_1£J=ﬂ_iﬂ

2 2 2 2

b) Déterminer formes trigonométrique et exponentielle du complexe z = V3 +i.
Il vient :

|\/§+i|=\j\/§2+12 =2

cosO =

e

et sin6 :l
2

ezgpﬂ

Par suite : \/3 +i = 2x(cosg+isingj =2,

@ Méthode : « Ecriture des solutions sous forme algébrique, trigonométrique », fiche exercices n°6 « Nombres complexes ».

Applications de ces trois écritures aux calculs dans C.

On utilise la forme algébrique pour les additions et soustractions, la forme trigonométrique (ou exponentielle) pour les produits,
quotients, puissances.

Exemple

20
Pour déterminer la forme algébrique du complexe (1+i\/§) il est préférable d'utiliser les formes exponentielles
plutot que d’effectuer des multiplications successives...

‘1+i\/§‘ =2

z 2\ . L
arg(l + i\/§)= g [27] entraine 1+i+/3 = 2¢" . On en déduit (1+1J§)20 = (253) =0y S
Or 20x% = (18 +2)x E=6n+ 2 =3 2m)+ 2 et 32m)+ 2 =22 [or]
3 3 3 3 373

2

D’ou (1 + ix/g)zo =27 xe " =20 [cosz?n+ isinz?nj =2"x (—% + 1£]

Conclusion : (1+ i\/g)w = 2" +ix2"x+/3.
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» A SAVOIR

Formules de Moivre et Euler
* Formules de Moivre :

(cosO +isinB)" = cos(n6) +isin(n6)

(cos—isinB)" = cos(n6) —isin(n6)

Pour tout réel 0 et tout entier relatif n :

e Formules d’Euler :
i eie + efie . eie _ e—ie
Pour tout réel 6 : cos0 = T et sin@=——

\ - Equation du second degré dans C a coefficients réels

On considére une équation du second degré ax’ + bx +¢ = 0 avec a réel non nul, b et c réels.
Le discriminant de I'équation est le réel A =b’ —4ac. b
* Lorsque A =0 alors I'’équation admet pour unique solution le réel o

a
* Lorsque A # 0 alors I'équation admet exactement deux solutions :

; . .. —b—=+A -b++vA
-si A >0 alors ces deux solutions sont les réels VA et VA
2a 2a
. . ., —b-iv-A b +iv-A
-si A <0 alors ces deux solutions sont les complexes conjugués 5 et 5
a a

Exemple

Le discriminant de I'équation X’ +x+2 =0 est —7.
Cette équation n’a donc pas de solution dans R, mais a deux solutions dans C, qui sont les deux complexes conjugués

“1+i7 ot “1-i7
2 2

- o=

Colinéarité et orthogonalité de vecteurs.
On considére des vecteurs non nuls u et u' d’affixes respectives z et z’.

Alors :arg(%) =argz—argz'= (a,ﬁ)— (gl,l?)= (fl ',ﬁ) [275]

Par suite les vecteurs non nuls u et u' sont:

- . . z .
* colinéaires si et seulement si le complexe — est réel,
V4

. . z L
* orthogonaux si et seulement si le complexe — est imaginaire pur.
V4

Distance de deux points
La distance de deux points A et B est |z, —z,].

Exemple

La distance des deux points A(-1,3)et B(4,7) B(4,7) est |zB —zA| = |5 + 4i| =5 +4 =41

@ Méthode : « Calculer des distances », fiche exercices n°6 « Nombres complexes ».
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& Méthode : « Evaluer une distance a I'aide d’un quotient de nombres complexes », fiche exercices n°6 « Nombres complexes ».

Affixe d’un barycentre
On considére un systéme de points pondérés (A, ,a,),(A,,a,),....(A,,a,) avec a, +a, +..+a, # 0.

az, +a,Z, +..+a,z,

Alors le barycentre G de ce systéme de points pondérés a pour affixe : z, =
a,+a,+..+a,

@ Méthode : « Déterminer un barycentre », fiche exercices n°6 « Nombres complexes ».

Vi - Ecriture complexe de transformations géométrigues

Dans toute cette partie,a un point M d’affixe z, on associe le point M’ d’affixe z’.

Translation .
La translation de vecteur AB associe au point M(z) le point M'(z') tel que z' =z +z,.

Homothétie
Lhomothétie de centre Q(®) et de rapport k (k réel non nul ) associe au point M(z) le point M'(z') tel que z' —© = k(z—- o).

& Méthode : « Ecriture complexe d’une homothétie », fiche exercices n°6 « Nombres complexes ».
Rotation
La rotation de centre Q(®) et d’angle 6 associe au point M(z) le point M'(z") tel que :

7Z-o=c¢"(z-0).

& Méthode : « Ecriture complexe d’une rotation », fiche exercices n°6 « Nombres complexes ».
@ Méthode : « Reconnaitre une transformation géométrique », fiche exercices n°6 « Nombres complexes ».
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