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Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques

Comment utiliser ce livret

Les 4 niveaux d’exercices Les encadrés du cours

Niveau 1- Bases % M Définition : a savoir par coeur.

les automatismes indispensables. M Propriété / Théoréme : les outils.

Niveau 2 - Bac * % M Méthode : la démarche pas a pas.

le niveau de 'examen national. M Exemple : un calcul entiérement rédigé.
Niveau 3 - Approfondissement * % % M Piege : 'erreur classique a éviter.

pour viser la mention Trés bien. Astuce de concours yr: le petit plus qui fait
Niveau 4 - Concours * % % % gagner du temps.

problémes de concours (classes préparatoires,

écoles d’ingénieurs).

Le livret contient 66 exercices corrigés : la partie B est un parcours en 4 niveaux (exercices
1a30); la partie C est une banque de 36 exercices classés par théme (Forme algébrique et
conjugué, Module et inégalités, Forme trigonométrique et Moivre, Geométrie et complexes,
Ensembles de points, Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans la partie D.

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro
de page du corrigé est indiqué a droite de chaque énoncé.
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La carte du chapitre
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A la fin du chapitre, je sais...

O calculer sous forme algébrique (inverse, i"); [ exprimer cosn6 en fonction de cos 9 ;

O placer des points, calculer milieux et barycen- 5 jiculer T coskO et T sin kO :
tres;
O traduire un angle, un alignement, un angle

O utiliser le conjugué pour prouver « réel » ; s
roit ;

O calculer un module sans développer ;

O utiliser linégalité triangulaire et son cas U trouver la nature d'un triangle, d’un quadri-

d'égalité ; latere ;
O trouver un argument et la forme [r, 6] ; O montrer que quatre points sont cocycliques ;
O muttiplier, diviser en forme [r, 6] ; O déterminer un ensemble de points, résoudre

O calculer z" avec la formule de Moivre ; une équation.
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

© L'ensemble C, forme algébrigue

11 Lensemble des nombres complexes

4 Définition : théoréme admis

Il existe un ensemble noté C, qui contient R, muni d’'une addition et d’'une multiplication
qui prolongent celles de R et qui ont les mémes régles de calcul (commutativité, associa-
tivité, distributivité ; tout élément non nul a un inverse), et qui contient un nombre i tel que
i2=-1|

Tout z € C s'écrit de fagon unique z = a + ib avec a et b réels : c'est la forme algébrique de
z. Le réel a = Re(z) est la partie réelle de z, le réel b = Im(z) sa partie imaginaire.

- zestréeel & Im(z)=0; zestimaginaire pur < Re(z) =0. Onnote iR ={ib, b € R}

O

: RNiR ={0}.
Démonstration de lunicité. Soit a +ib = a’ +ib’ avec a, b, a’, b’ réels. Si 'on avait b # b’, alors
= g,_ ab serait réel, et son carré i? = -1 serait positif : absurde. Donc b = b’, puisa=a'.
Egalité de deux complexes
[ Poura,b,a’,b’ réels: a+ib=a+ib" < (a=a et b=b") ; a+ib=0 < a=b=0.

1.2 Calculs dans C

B Opérations, puissances de i, inverse

« (a+ib)+(a’+ib’)=(a+a’)+i(b+b’) et (a+ib)(a’+ib") = (aa’-bb’)+i(ab’ +a’'b): on calcule
comme dans R en remplacant i? par -1. Les identités remarquables restent vraies ; en
particulier (a + ib)(a - ib) = a® + b.

«i%=1,i"=i,i2=-1,i=-i,i*=1: pourke Zetre{0,1,2,3}, i**" =i" (i" ne dépend
que du reste de n modulo 4).

« Siz=a+ib#0,alorsa’+b* > 0et 1_4a-ib
z a’+b?
a-ib).

c 27 =0 & (z=00u z’=0): si z# 0, on multiplie par%.

(on multiplie par la quantité conjuguée
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Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques

Exemple : calculs rédigées

o (2-3i)(4+i) = 8+2i-12i-3i% = 11-10i ; (1-2i)® = 1-3(2i)+3(2i)>-(2i)> = 1-6i-12+8i = -11+2i.
« (1+0)?=1+2i+i?=2i, donc (1+i)'%=(2i)° =64i°=-64.
. ixizxi3X---Xi100

?

i 1+2+-+100

j2030 _ j4x507+2 _ _1 f

-’ -
L 4-3i _(4-3)2-i) _8-4i-6i+3i®_5-10i
240 (2+i)2-1) 5 5
L1 =(3—i)+(3+i)=£
3+i 3-i  (3+i)3-i) 10

Exemple: avec z = x + iy, x et y réels

SoitZ=2%+2z. Z=x?+2ixy-y?+2x+2iy=(x2-y2+2x)+i 2y(x +1) (accolades réelles).
—_— —_——
Re(2) Im(2)
Zestréel < y(x+1)=0 < (y=0o0ux=-1): le point M(x, y) décrit la réunion de l'axe

des abscisses et de la droite d’équation x = -1.

B Attention, piége!

+ Im(2 - 5i) = -5 (un réel), et non -5i. L'identification ne vaut que pour des parties réelles :
T+ixi=0+ix0,etpourtant1=0.

5050 _ ;4x1262+2 _ -1

=] =

=1-2i.

(un réel : la somme de deux conjugués, section 3).

ullw

+ Il n'y a pas d'ordre compatible avec la multiplication dans C: si l'on avaiti >0 ou i <0,
on aurait dans les deux cas i xi > 0, soit -1 > 0. On n’écrit donc jamaisz=20ouz < Z
pour des complexes non réels.

© Le plan complexe
L oéfinition

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0, Ui, V). Au complexe z = a +ib (a,b
réels) on associe le point M(a, b) et le vecteur w(a, b) : z est I'affixe de M et de W, et M est
l'image de z; on note M(z), z,,, W(z) ou z,. On définit ainsi une bijection du plan sur C. Laxe
(O, 0) est I'axe réel, I'axe (0, v) I'axe imaginaire.

A

9 Théoréeme

Soit A(a), B(b), C(c), D(d) des points, W, W' des vecteurs et A € R.

1. AB a pour affixe ; le milieu | de [AB] a pour affixe z, = %” y Zgear = Zy * 25 et
Z]WTI = szT/'
. aa+Bb+yc
2. Sia+B+y=#0,le barycentre G de {(A, a),(B, B), (C,y)} a pour affixeg= ————(y =0

a+B+y
: deux points).

3.SiWw #0: Wetw colinéaires < ZZ%VGR ; SiA#B: A B, Calignés < =2 eR.

. —
4. ABCD est un parallelogramme < AB=DC < a+c=b-+d.
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Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques

Démonstration. 1. Les coordonnées de AB sont celles de B moins celles de A, et les opérations
sur les vecteurs se lisent coordonnée par coordonnée ; le milieu est le barycentre de {(A, 1), (B, 1)}.
2. Par définition, aGA + BG_é + yG_é = 0, soit, en affixes, a(a - g) + B(b - g) + y(c - g) = 0 ; on isole
g. 3. Colinéaires <= JAeR, W =AW < 3JAER,z;,=Az,. 4 AB=DC b-a=c-d;
a+c=b+d dit que [AC] et [BD] ont le méme milieu. O

Exemple : A(-1 + i), B(3 + 3i), C(1 - 2i) (figure)

- ABa pour affixe b-a = 4+2i: c'est l'affixe du point
—_— —
W tel que OW = AB.

axe imag.

+ Le milieu de [AB] est I(1 + 2i) ; le centre de gravité
de ABC est G(2:0¢) = G (1 + 2i).

- Le barycentre de {(A,3),(C,-1)} a pour affixe
3a-c _ -4+5i|
3-1
pourd=a+c-b=-3-4i.

.. e-a_-6-3i 3
E(-7-2i): srhirvr b € R: A, B, E sont
alignés, et AE = —%AB (A est entre E et B).

axe réel

; ABCD est un parallélogramme

_V)V=Z\_é . méme affixe b - a

© Le conjugué
| Définition_

Le conjugué de z = a+ib (a,b réels) est z = a - ib. Le point M'(z) est le symétrique de M(z)
par rapport a l'axe réel (figure de la section 5).

% Théoreme

Pourtousz,zZ deCetneN:

1.2=2z ; z+z=2Re(2) ; z-z=2ilm(z) ; zz=a’+b*>eR,.

- _ = S — _n . 1 1 V4 z

2.2+2 =2+2 ;, z222=272 ;, 2Z"=2Z sl z #0:(—)=: et(—)=:.
z’] 7 z’/ 7

3.Z2eR & z=z 0 ZEIR & z=-z

Démonstration. 1et 3: calcul direct; parexemplez=z < a-ib=a+ib < 2ib=0 < b=0.
2:2zZ =(aa’ - bb’) +i(ab’ +a’'b), donc E=_(aa’ -bb’)-i(ab’ +a’'b) =(a-ib)(a -ib’); puis z" = z"

parrécurrence;dez’x%=‘l ontire?x(%)=7=1;enﬁnz—z,=z><%. O

Méthode : montrer qu’un complexe Z est réel ou imaginaire pur, sans le calculer

On calcule Z avec les régles ci-dessus : siZ=2Z,alorsZe R;siZ=-Z,alors Z €iR.

-3 -3 -3 —— - — — — )
Exemples: z23+Zz =z +7z3,donc 2’ +Z” € R; zw - zw = zw - zw, donc zw - zw € iR.
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Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques

Polynome a coefficients réels

SiP(z)=a,z"+-+a,z+a, avec des a, réels, alors P(z) = P(z) : si z, est racine de P, z, l'est
aussi.

Exemple: P(z) = 22-3z?+4z-2. Ona (1+i)? = 2i et (1+i)® = -2+2i, donc P(1+i) = -2+2i-6i+4+4i-2 = 0,
puis P(1-i)=P(1+i)=0;de plus P(1) = 0. On vérifie P(z) = (z-1)(z-1-i)z-1+1i): les racines
de Psont1,1+i,1-i(produit nul).

9 Produit scalaire et déterminant

Siw(x,y)etw'(x’,y’) ont pour affixes zet z', alors zz' = (x-iy)(x'+iy’) = (xx"+yy')+i(xy’ -yx")

Re(zz') = - W' Im (zz') = det (W, W').

Ainsiw L W < zz' €iR, et W, W' colinéaires < zz' € R.

§

Exemple : A(1 +2i), B(4 + 3i), C(2-1i): (b-a)(c-a)=3-i)1-3i)
q
triangle ABC est rectangle en A, et son aire vaut % |det (A_é, C)|

O Le module
g Définition

Le module de z = a + ib (a, b réels) est le réel positif |z] = Va2 +b2? = Vzz. si M(z), alors
|z| = OM ; si A(a) et B(b), alors |AB = |b - a| | Pour z réel, |z| est la valeur absolue.

3-9i-i+3i2=-10i €iR: le
1x10=5.

N

A

9 Théoreme

Pourtousz,zZ deCetneN:

1121=0 & z=0; |Z|=|-2l=12l ; [|1212=2Z] ; siz#0, 1= 2.
z |z|?
2. |Re(2)| < |z| et |Im(z)| < |z| ; Re(z) = |z| &= z€R, ; |z| <|Re(2)| +|Im(z) | <2 ]z].
. V4
3. 127 = |2l 1Z] ; 12" = |2|" ; siz #0: |l|= 1 et |£|=u.
zl |z 1|z

A

Démonstration. 2: |a| = Va2 < Ja2+ b2, eta = Ja2 + b2 = (a >0etb = 0) ; enfin a® + b? <
(la| +|b])? = a? + b%> + 2|ab| < 2(a®? + b?) car 2|ab| s a®> + b%. 3: |zZ'|? =22 2z’ = 222’7 = |z|?|Z'|?,
et les modules sont positifs ; puis récurrence, et |z'| x |zl| =1l O

B Inégalité triangulaire

Pour tous z, z' de C:

lz+2'| < |z| + et |lzl-1Z1| s |z-Z].

Cas d'égalité: |z+2'| = |z| +|z'| & zZ €R, &> (2 =00uz=Az avecAeR,).
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Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques

Démonstration. |z+2'|? = (z+2')(z+2') = |z|*+|Z | +22' +2Z' = |z]*+
|z'|? + 2Re(zz’), car zz' est le conjugué de zz'. Or Re(zz') < |zz'| =
|z| 2’|, donc |z+Z'|? < (|z|+|z’|)2, d’ou Uinégalité (nombres positifs). z+2'] 12|
Ily a égalité si et seulement si Re(zz') = |zz'|, soit zz' = p € R, ; si

Z' #0, en multipliant par z' : z|z'|? = uz', soit z = Az’ avecA = |z"l|2 20
P |zl
(et réciproquement). 0 =
’ ’ ’ ’ ’ ’ le plus court chemin
I;nﬁn lz| = [(z-2')+Z| < !z—z | +1z'|,donc |z| - |Z'| < |z-Z'| ; en eftla,@nedmite
echangeant z et Z’, on obtient |Z'| - |z| < |z- Z|. O

En géomeétrie : pour trois points, AC < AB + BC, avec égalité si et seulement si B € [AC]. Le cercle
de centre Q(w) et de rayon R est 'ensemble des points M(z) tels que |z - w| = R ; le disque fermeé
correspond a |z- w]| < R.

Exemple : calculer un module sans développer ; majorer, minorer

4
(+ifG-4i)| 1eirti3-4i (2) <5 2
2 - 2 T 9"
(2+i\/§) |2+i\/§| 2 2
« Pour |z| £1: |z2-3z+5]| < |z|?+3]|z| +5 < 9, avec égalité pour z = -1; et, avec la seconde

inégalité, |22 -3z + 5| 2 5- |22 - 32| 2 5-(|z|? +3|z]) 2 1. En particulier, 2> - 3z + 5 ne
s'annule pas dans le disque |z]| < 1.

- Cas d’égalite. |z-1|+|z+1] =2 < M(2) € [AB] avec A(-1), B(1) : en effet 2 =
[(z+1)-(z-1)] < |z+1] +]|z-1], avec égalité si et seulement si m(z +1) et I\Té(1 -z)ont
méme direction et méme sens (ou l'un est nul), c’est-a-dire M € [AB] : les solutions sont
les réels z € [-1, 1].

Attention, piege!

|z|?> # 22 en général : |i|?> =1 maisi® = -1; c'est |z|? = zz. Et|z+Z'| # |z| + |Z'| en général :

11+i] =V2<|1]+]i] = 2.

© Argument, forme trigonométrigue

[ m

Soit z € C* et M(z). On appelle argument de z toute mesure 6 de l'angle orienté (CI, m) ;on
note argz = 6 [2m]. Le nombre 0 n’a pas d’argument. Largument appartenant a ]-m, m] est
'argument principal.

§

B Théoréme (forme trigonométrique)

Soitz=a+ib#0etr=|z|. Unréel 8 estunargumentdez < c056=% et sin@ = %

Alors
z=r(cosO+isinB), noté z=[r,0] (forme trigonomeétrique).

Unicité: pourr>0etr >0, [r,6]=[r,0] < (r=r et 6=6"[2n]).
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Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques

P q . - 1~
Demonstration. Le point N tel que ON = ~OM est sur le

. .. o = N
cercle trigonométrique et (u,ON) = (u,OM) : 0 est une |

mesure de cet angle si et seulement si N(cos 6, sin 8), c’est- @)
a-dire % = cos 6 et% = sinB. Unicité : en prenant le mod- rsin@ A
ule, r = |[r,6]] = |[r',0']] = r' ; puis cosf = cosB’ et ‘/ 1\\\
sin@ =sin@’, donc 6 = ' [2m]. O : 16 |

\ 0|~ rcos@
Cas particuliers (p > 0): argp =0, arg(-p) = m, arg(ip) = 7, \ LT s

arg(-ip) = —g [2r]. Pourz#0: ze R < argz=0/[mn] et M,,(_Z)V\ ) ne)
zeIR < argZEg[rr]. . i

Symétries (figure) : argz = -6, arg(-z) = m+6, arg(-z) =

m- 6 [2m].
Les angles usuels (a connaitre par coeur)
m Jud m m 2n 3n 5m
10| & 4 R N 5 T
VB 1| V2 V2 1 B s B L2 2 LB
[LO] |1 | S +3l | T+5 a5 ]! NIE I e B Y 1

Pour -0, on prend le conjugué : [1,-08] = [1,6]. Areconnaitre: 1+i= [\/5, %], V3+i= [2, %],

1+i\/§=[2,§], 1-i=[\/§,-§], —1+i=[\/§,37”.

B Méthode : passer de a + ib a la forme trigonométrique

1. Calculer r = Va2 + b2, puis écrire z = r(% +i %) et reconnaitre cos 9 = %, sin@ = % (angles
remarquables).
2. Sinon, utiliser l'arctangente (chapitre 1): sia > 0, argz = arctang ; sia<0,argz =
m + arctan 2 [2m].
. . . _ b _nm - 1 - a _a
Justification de 2. Sia > 0, 6, = arctan . € ] > 2[, donc cos 6, fiante, - Ja v et
sinf, =tanf,cos B, = %. Sia<0,on lapplique a -z.

Exemple : formes trigonomeétriques

3+3i/3 3+ 4j
r=|z| 22 22 2 6 5

cosBO ; sinb | ¥ ;-

SR [%)
(S B

.
?

z=[r,6] [2\/5.-6] [2\/5 3—"] [2,—2—" [6,%] [5,arctan %]

Méthode : les bonnes réécritures (le module doit étre > 0, le signe central doit étre « + »)

cos @ -isinB =[1,-6] (conjugué) -cos@+isin@=[1,m-0]

-cos0-isin@ =[1,m+0] (opposé) sin6+icose=[1,g-6]
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Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques

Exemple : un module qui dépend du signe

Soita € ]-m,m[,a#0,etz=1-cosa+isina. Avec1—coso(=Zsinzgetsina=25in%cos%

_ T O B a) _ h a n_a | i w_4
z-2$|n2(sm2+lcosz) 25|n2[c05(2 2)"’5'"(2 2)]

. Si0<a<n:sin%>0,doncz=[25inﬁ, %

* Si n<a<0-sinﬁ<0'onécritz— Zsin“ - (cos +ising)) avec p = =2, et
2
rr+a].

-(cos +isinp) =1, (p+n](symetr|edecentre0) z= [2S|n“ 3 "‘] [Zsm 5

© Calculs en forme trigonométrigue

1
A
’

Théoreme
Soitz=[r,0]etz =[r,0'](r,r' >0),n € ZetA € R*.

2z =qrr,0+01 1=[1-6] Z:[Le-0] Z=1r-01 2" =[n6](section?)
z Lr z Lr
Az =[Ar,0]siA>0 et Az=[-Ar,0 +m]siA<0. Enarguments, modulo 2m :

I 7 z I 1 =
arg(zz') = argz+argz arg; s argz-argz arg; sargz=-argz argz" =nargz.

A

Démonstration. Avec les formules d’addition :
zz' = rr'[(cos 6 cos 6 - sin Bsin ') + i(sin 6 cos 6’ + cos BsinB')] = rr'[ cos(6 + 6') + i sin(6 + 6')].

Ainsi [r, 0] x [17,—6] = [1,0] = 1, d’ou linverse ; le quotient est le produit par l'inverse ; enfin
Z = r(cos 6 - i sin 0) = r( cos(-6) + i sin(-H)). O

Méthode : produit, quotient, puissance

On écrit chaque facteur sous forme trigonométrique ; on multiplie les modules et on addi-
tionne les arguments (on soustrait ceux du dénominateur) ; on revient a la forme algébrique
a la fin si besoin.

Avec z, =6-i2 = [2\/5,—%] etz,=-2+2i= [2\/5,3—"] (section 5) :
T e P (e R ol
2

'12 12

- 2322 = [(2\/5)5, 3x ( )+ 2 x 3—"] [128\/5 n] donc z3z? = = -128y2 (un réel, sans aucun
développement !).
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Exemple : avec un paramétre: a € ]—g, g[
c 1+itana e 1 oA .
SoitZ = Toitana’ Comme cosa > 0 (c'est indispensable : le module doit étre positif) :
1+itana=cosa+'sma=[ L ,a] et 1-itana=1+itana=[ L ,—a].
cosa cosa cosa

Donc Z = [1,2a] = cos 2a +isin2a : quand a décrit ]—g, g[, le point d’affixe Z décrit le cercle
trigonomeétrique privé du point d’affixe -1.

O Lo formule de Moivre

B Théoréme (formule de Moivre)

Pour tout réel O et tout entier relatif n :

(cos @ +isinB)" = cos(nb) +isin(nb)

Par conséquent, pourr>0: [r,0]" =[r",nB], c'est-a-dire |z"| = |z|" et argz" = nargz[2m].

A

Démonstration. Pour n € N, par récurrence : c’est vrai pour n = 0 (1 = cos0 +isin0) ; si c’est vrai
au rang n, la formule du produit (section 6) donne [1,0]™" = [1,n60] x [1,60] = [1,(n + 1)8]. Pour

n=-pavecp e N*:[1,0]P = (1. 98] = [1,-p0] (inverse). Enfin [r, 8]" = r"[1,6]" = [r", nO]. O

Exemple : les puissances de 1 + i3 = [2, g]

PourneN: (1+iy3)"=2" (cos%nsin r;_n)

- (1+if3)" e R < sin % =0 < n est multiple de 3; il est réel positif < n est
multiple de 6.

+ ILn’est jamais imaginaire pur: cos %f =0 <= %t = Z+km < 2n=3(2k+1), impossible

3
(pair = impair).

+ 2026 = 6 x 337 + 4, donc (1 + /32076 = [220%6, 4] - 2026 (-% - :@) = 22975 (14 jyf3).

« 1-i\/3=1+i3,donc (1 +iV3)" + (1 -iV/3)" = 2Re ((1 +iV/3)") = 2" cosg—" (un entier!).
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71 cosnB et sinnB en fonction de cos O et sin O

Pour tout réel 6, en notant c = cosO ets =sinf:

cos30 = 4¢3 - 3¢ sin30 = 3s - 453 cos 40 = 8¢ - 8c¢% +1 sin46 = 4sc(2c¢? - 1).

Démonstration. D'aprés Moivre, cos30 +isin30 = (c +is)® = ¢3 + 3ic?s - 3cs? - is>. On identifie les
parties réelles et imaginaires (tous ces nombres sont réels): cos30 = ¢ - 3¢s? = ¢ - 3¢(1-¢?) =
4¢3 -3cetsin30 =3c?s -5 =3(1-5%)s-5>=3s-4s3 De méme, (c +is)? = (c? - s%) + 2ics, puis

. .32 .
cos 46 +isin 46 = ((c? - s%) + 2ics)” = (c* - ?)? - 4c?s? + bics(c? - 52),

donc cos 40 = (2¢? - 1)? - 4c?(1 - c?) = 8¢c* - 8¢? + 1 et sin 40 = 4sc(c? - s?) = 4sc(2¢? - 1). O
Exemple : valeurs exactes et équations
» AvecB=T:4c’-3c=cost = % : cos g est une solution de I'équation 8x3-6x-1=0.
« AvecO=":8c*-8c%+1 -cos— = 0, donc c? ‘/_ ;comme ¢ = cos— >cos— onac?> 5,
d’ol cos T = 2442
8 2
7.2 Sommes de cosinus et de sinus
|
Soit6 e R, 6 ¢ 2riZ, et n € N. Alors
(n+1)6 (n+1)6
sin 0 sin . ne
cos(kB) = —2 cos 22 sin(k@) = ——=2— sin —.
Z ng 2 Z sin 2 2

Démonstration. Lemme (angle moitié) : pour tout réelt, 1-cost-isint =2 sin? % -2isin % cos% =

. . L L . . L
21sin > (cos > *1sin 2).

Soitw = cosB +isin@ # 1 (car O ¢ 2nZ). Comme dans R, (1 -w)(1+w + - +w") = 1-w"", et
k

w® = cos kRO + i sin RO (Moivre), donc
o g (n+1)6 (n+1)0 (n+1)6
w1 —21 sin —— [‘I ] > no n6
ZCOSI?9+IXSIHI?9— = 5 CO0S — +1iSin —
-2i S|n9[1 sin 2 2 2
212 2
Le facteur S0U+18/2) oot rae| : on identifie les parties réelles et imaginaires. O

sin(6/2)

Exemple : la valeur exacte de cos 2?"

Avec 0 = 2?’Tetn =4 : sm59 = sinm = 0, donc1+cos—+cos—+cos +c058?’r = 0. Or

coss?"=cos?etcos?-c055 2¢? 1avecc-c055: 1+2c+2(2c2—1)=0,soit
5-1
4c®+2c-1=0. Commec>0: cosz?"=‘/—T.
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© Interprétation géométrigue
{ vcrime et isancs

etCzD:

(8,7

AB, CD) = arg % [2n] et

— —

D _

AB Ib-a

N

Démonstration. Si OM = w, alors M(z) et (U,w) = argz. Par la relation de Chasles :

(W,d)+(d,W')=-argz+argz = argzé [2r]. On applique ceci a A_é(b -a)et EB(d - 0).

B Conséquences (A, B, C distincts, C # D)

- A B, C alignés < C;geu« : (AB) L (AC) < %eiR.
*(AB)II(CD) &= ;=-€R ;  (AB)L(CD) = %eiR.

B Méthode : nature d’un triangle ou d’un quadrilatére

On calcule z = £24 (sommet A), sous forme algébrique et trigonométrique :

b-a

Si w(z) et w'(z') sont deux vecteurs non nuls: (W, w’') = argz? [2m]. En particulier, pour A # B

|u| : (AB,AC) = arg% [2m].

2

1Z] =1 Z€iR Z = #j z=[1,:§]=lt,—

isoceéle en A | rectangle en A | rectangle isocéle en A équilatéral

+ d-a
b-a

Exemple : un triangle équilatéral, un carré

. . . c-a 1+ i\/§ m
A1 +i), BE+i), C(2+ (1 +/B)i): 29 - - [1,—],
AN b- a 2‘ 3
donc AC = AB et (AB,AC) = % : ABC est equilateral.

« A(-1-1), B(2), C(1+3i), D(-2+2i) (figure) : a+c=2i=b+d,
donc ABCD est un parallélogramme ; et

d-a_-1+3i _(1+30)B-1) _ 100 _
b-a 3+i 10 10 '

-_ —> . ~ .
donc AD = AB et (AB,AD) = 2 : ABCD est un carre, de coté

|b-al =10.

N3
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Exemple : les points M(z), N(z?), P(z3), avec z ¢ {-1,0, 1} (un grand classique)

Les trois points sont distincts (2 =z < z€{0,1}; 2=z < z€{-1,0,1}; 2’ =7 <=
ze€{0,1}), et
p-m -z 2z-1)(z+1)

= = =z+1 sommet M).
n-m z2-z z(z-1) ' ( )

« M,N, Palignés < z+1eR < zeR ; MNPrectangleenM < z+1€iR <
Rez = -1 (droite x = -1 privée du point -1).
« MNP isocéleen M < |z+ 1| =1: cercle de centre -1 et de rayon 1, privé de 0.

+‘/§(=)z=—+‘/_

« MNP équilatéral < z+1 = [1 E] = 2+iL z on retrouve j et j = j2

3
(section 12), et {M, N, P} = {1,1 J }

8.1 Points cocycliques

& Théoreme

Soit A, B, C, D quatre points distincts, avec A, B, C non alignés. Alors

5,72) 58, 5%

A,B,C,D cocycliques < (AB,AC DB, C) [M]

A

Démonstration. La premiére équivalence est le théoréme de
'angle inscrit (version orientée, admise) : D est sur le cercle
circonscrit a ABC si et seulement si l'on « voit » [BC] depuis A
et depuis D sous le méme angle, a rr prés. Pour la seconde :

(A_é,A_f) = argﬁ et (Eé,DC) arg =< — d 121, donc

(A8,32) - (0B,02) = arg( =2 ~ =5 tom C B

avec & 2 - 22, 0r un complexe non nul a un argument = 0[]

si et seulements il est réel. O

Exemple : A(3 + 4i), B(4 + i), C(i), D(1) (figure ci-dessus)

-1-2i,

_a _-3-3i _(-3-3)(1+3) _3-6i d-b _-3-i _(-3-i)1+0) _
a 1-3i 10 5 d-c 1-i 2
(3-6i)(-1-2i) -15 _

de produit = =5 -3 €eR. Comme e R, les points A, B, C ne sont pas

alignés : les quatre points sont cocycllques. Controle. avec Q(2 + 2i), les modules |a - w| =
11+2il,|b-w|=2-i],|c-w|=]-2-i]et|d-w|=]|-1-2i|valent tous /5.
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© Ensembles de points

B Les ensembles de référence (A(a) # B(b), O(w), R > 0, 8 € R)

Condition sur M(2) Ensemble Condition sur M(z) | Ensemble

|z-w|=R cercle C(Q,R) ;:—b eR droite (AB) privée de B

|z-w| <R disque fermé ﬁ € R* segment ouvert JAB[

|z-a| =|z-b| médiatrice de [AB] ﬁ €iR cercle de diametre [AB]
privé de B

arg(z - a) = 6 [2m] demi-droite ouverte arg ﬁ = 0 [2m], arc de cercle

d’origine A 6enz d’extrémités A et B

(exclues)

z-a _a-z
z-b b-z
est reel < M € (AB); réel négatif < (MB,MA) =m <& M €]AB[; imaginaire pur
< (MA) L (MB) < M estsur le cercle de diamétre [AB]; et le point M = A donne 0, réel et
imaginaire pur. Larc de cercle découle du théoreme de l'angle inscrit.

g . Z-a —_— —>
Justification. Pour M # AetM # B : , donc argn = (MB,MA) [2rr]. Ce nombre

|z-w| =R |z-al =|z-b|  arg(z-a)=6[2n] argZ; =7 [2n]

7=

B Méthode : déterminer un ensemble de points

1. Lecture géométrique : faire apparaitre |z - a|, arg(z - a) ou £2 (factoriser le coefficient

z-b
de z, utiliser [w| = |w|, |iw] = [w]);

2. sinon, calcul en coordonnées : poser z = x + iy et traduire la condition par une équation
enxety;

3. ne pas oublier les points exclus (valeurs interdites, argument de 0).

Exemple : trois ensembles

s lize1-il = 1Z-3]: iz+1-i=i(z+H) =i(z-(1+0) et |z-3] = |z-3| = |z-3]. La

1
condition s'écrit |z- (1 +1i)| = |z- 3] : c'est la médiatrice de [AB] avec A(1 + i) et B(3).

L

- |z-2|=2]|z+1|:avecz = x+iy, (x-2)2+y? = 4((x+ 1)* +y?) < 3x?+12x+3y* =0 <
(x +2)? +y? = 4: C'est le cercle de centre O(-2) et de rayon 2.

e Z= zz—_22: (z # 2), avec A(2i) et B(2). Z € iR < M est sur le cercle de diamétre [AB]
(centre 1+i, rayon /), privé de B. Contréle: Z = % et(z-2i)(z - 2) = (x*+y?-2x-2y)+

i(4-2x-2y),doliReZ=0 & (x-17+(y-1)7=2.EnfinargZ =7 [2n] < (Rez =0,
ImZ > 0): c’est 'arc du coté de O (x +y < 2), sans A ni B.
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(10 Equations dans C

101 Premier degré, équations avec z

|
- Sia#0,léquation az+b =0 a pour unique solution z = —g.

« Soit a, b, c dans C avec |a| # |b|. L'équation az + bz = ¢ a une unique solution :

= ac - bc
la|2 - |b|?

A

Démonstration du second point. Pour tout z, on pose w = az + bz - ¢ ; en développant, aw - bw =
(lal? - 1b]?)z - (ac - bc). Si z est solution, w = 0, d'ot la formule : il'y a au plus une solution.
Réciproquement, pour ce z, on a aw = bw, donc |a| |w| = |b| |w|, et w = 0 puisque |a] # |b]. O

c(1+2)2-3+i=0 < z= 3-i —(3_i)(1_2i)=1_7i

1+2i 5 5
e 27z+iz2=3-3i (|2| # |i]). Avec z = x+iy: 2x+2iy+i(x-iy) = (2x+y)+i(x+2y), d'ol le systéme

2x+y=3,x+2y=-3,50itx=3,y=-3: z=3—3i(laformuledonne%’i(3+3i)=9'Tgi).

+ Si|a| = |b|, tout peut arriver: z+z=2 <= Rez=1 (une infinité de solutions) ; z-z=2
n'a aucune solution (z-z € iR).

10.2 Systémes, équation 7> = a avec a réel

Exemple : un systéme linéaire

z+iz' =2+3i . . , . . .
I (1-i)z42 =b-i La seconde équation donne z' = 4 -i-(1-1i)z; on reporte: z +i(4 -
i) -i(1-1)z=2+3i,s0it z+4i+1-(i+1)z=2+3i,donc-iz=1-ietz= =" =1+i; puis

i
Z =4-i-(1-i)1+i)=2-i. Solution: (1+i,2-i).

Théoréme (l'équation 22 = q, a réel)
[ Sia=0: lessolutions de z%> = a sont \Ja et -J/a; sia<0: ce sontiy/-a et -iy/-a.

Démonstration. Si a < 0, on pose w = iy/-a: w? = i’(-a) =a,donc > =a < Z>-w?=0 <
(z-w)(z+w)=0 < z=wou z=-w (produit nul). Méme calcul avec w = /a sia 2 0. O
Exemples : 22 = -7 < z =3#i7; 2z-1)2 =-16 & 2z-1= 4] < 2z =
7*=81 & (22-9)(z?+9)=0 < ze{3,-3,3i,-3i}.
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Exemple : une équation avecz: 7 = 73

2¢ Bac Sciences Mathématiques

Siz =23 alors |z]| = |z|3,donc |z] =0 ou |z] = 1. Si |z| =1, alors Z = % et 'équation devient
z* =1, soit (z2-1)(z> + 1) = 0, d’ot z € {1,-1,i,-i}. Réciproquement, 0, +1 et *i conviennent

(i=-i=i%: S={0,1,-1,i,-i}.

Exemple : une équation avec le module

Résoudre |z|-z = 1+2i. Avec z = x+iy: (,/x2 +y? —x)—iy =1+2i,doncy = -2 etyVx2 + 4 = 1+x.
Cette égalité impose x 2 -1, puis X?> +4 = 1+2x+Xx?, soit x = % (qui convient). Solution unique

1 z= % -2i (contréle: |z| = g).

@ Les piéges classiques

x Faux

v Vrai

«Im(3 - 4i) = -4i »

Im(3 - 4i) = -4 : la partie imaginaire est un réel

«a+ib=a +ib’=>a=a"etb=>b"»pour
tous a,b,a’, b’

seulement poura,b,a’,b’ réels: 1+ixi=0+ix0

«z2220»;4z<Z»

pas d’ordre dans C ; z> n’est méme pas toujours
réel: (1+i)? =2i

«|z|?=22»; «zz=|z| »

|z|? =2z |i|>=1eti%?=-1

«lz+Z'|=|z|+|Z'| »

seulement < ; égalité si z et z/ ont méme direc-
tion et méme sens

m e =R m m
« - = Z)l=1|- =l»
2(cos3+lsm3) [2,3]

le module est>0: c'est [2, %"]

«3(cosB-isinB)=[3,0]»

le signe central doit étre +: c’est [3,-6]

«arg(z+z')zargz+argz »

vrai pour le produit : arg(1 +1i) = %, mais arg 1 +
argi = g

«arg(-z) = -argz»;«arg(Az)=argz(A
R*) »

arg(-z)=m+argz; arg(Az)=argz+msiA<0

_ —> . . .
c'est (AB,AC) : le vecteur du denominateur vient
en premier

Z-Q

; € iR < M estsur le cercle de
diamétre [AB] »

«

privé de B (valeur interdite) ; A convient car 0 €
iR

« z> = -9 n’a pas de solution »

dansC:z=3iouz=-3i

«arg0=0»

0 n'a pas d’'argument : écarter z = a dans arg(z -
a)
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@ Les astuces des concours

Y Astuce de concours : |z| =1 = % = 7
Pourzz0:|z]=1 & 22=1 & z= % On remplace alors chaque conjugué par un
inverse.
b 1,1 atb
o a+ o =
Exemple: si|a| = |b] =1etab#-1,alorsZ = estréel,carz=924-2 - __
1+ab 1+ ib ab+1
a ab

Y Astuce de concours : l'identité du parallélogramme

|z+2'|>+|z-2|* = 2(]z|? +12'|?) : on développe avec |w|? = ww, les termes zz' + zZ' se

compensent. Application (théoréme de la médiane) : si | est le milieu de [BC], d’affixe m, on

posez=b-aetz =c-a:z+z =2(m-a)etz-z =b-c, donc 4AI> + BC? = 2(AB? + AC?),
2

soit AB% +AC? = 2A1° + 52c

zZ-a

% Astuce de concours : = réel : on ne garde que le numérateur

_ (z-a)(z-b

22 ( )etlz—b|2>0 22
z-b |z-b|? z-b
le dénominateur ! (De méme pour « imaginaire pur » avec la partie réelle.)

€R < Im((z-a)z-b))=0. Inutile de calculer

¥ Astuce de concours : quand z + g est-il réel ?

Pourz#0:z+1 €R & z+1=7+1 (z-2)-Z =0 (z—E)(1—L2)=0 < (zeR

ou |z| = 1).

Y Astuce de concours : le nombre | et le triangle équilatéral

je-eil=[1,Z]: Pamam=1, =2 =1, et[1+j+j2=0]car(-1)(1+j+/2)=>-1=0
avecj # 1.

Application : ABC est équilatéral direct < a+jb +j%c = 0. En effet, avec j> = -1 - :
- =
a+jb+j?c=(a-c)+j(b-c), quiestnul < %:_ -[1,—5 <> CA=CB et(CB,CA)=-g,

soit (CA, CB) = g [2m].

% Astuce de concours : cos > par un produit

L-I.I, (1+iV3)(1-1) = [2 ] [\/_ ——] [2\/_,12],etenformealgébrique(1+i\/§)(1—i):

3

(1 +\/3) +i(y/3 - 1). En identifiant :
m_1+3 J6+2 . J3-1 Je-\2 l_ﬁ_1=2_\/§.

COS — = = SIN — = = tan

12° L,/ 4 127 L2 4 12'\/5+1
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¥ Astuce de concours : une somme trigonométrigue par Moivre

Si|w|=1etw¢‘|,alorsReL=1:eneffet 1 1= et|1-w|?>=2-2Rew =
1T-w 2 T-w  |1-w|2
2 Re(1 - w).
7
Avecw=[‘|,g]:W7=[‘I,1T]=—1,doncw+w3+w5=W LA w+1 . En

1-w2  (1-w)(1+w) 1-w
prenant les parties réelles (Moivre) :

cosE+cos3—"+c055—":l.
7 7 7

Y Astuce de concours : la factorisation par l'angle moitié
Pour tous réels u et v, on met [1, %] en facteur, puis [1,t] +[1,-t] = 2 cost et [1,t] - [1,-t] =
2isint:

u+v u+v

[1,u]+[1, v]-2cos—[1 [,u]-[1, v]—2ISIn—[1

Exemple : pour a € ]-m,m[, 1+cosa+isina =[1,0]+[1, a] = [2 cosg 9] (ici cosg > 0), donc,
par Moivre, (1 +cosa +isina)" = [2” cos" 2 ”"‘] Si cos &£ < 0, on ajoute m a l'argument.

Y Astuce de concours : l'identité de Lagrange

|1-ab|?-|a-b|? =(1-[al?)(1 - |b]?) (développer les deux carrés avec |w|? = ww). Ainsi, si

a-b
1-ab

|lal <1 et|b]<1,alors <1;etsi|al =1etab=1,alors = 1.

1-ab
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© L'essentiel du chapitre en une page

r

Forme algébrique (a, b réels)
z=a+ib, Rez=a, Imz=b ; iZ=-1, i*k*"=jr

1 __a-ib ., 229
a+ib a?+b? P (Ti)"=2i
a+ib=a"+ib' < a=a"etb=>b’

Plan complexe

aa+Bb+yc
a+B+y

ABCD parallélogramme < a+c=b+d

A_é(b—a) ; milieu az;b ; barycentre

Conjugué z = a-ib (symétrie d’axe réel)
z+z=2Rez, z-z=2ilmz, zz=a*+b?

. __ — _, _
Z+2'=2+2',22'=22, z”=z,(§)=z=zl

ZeR & z=z ;

Module

|zl =Ja2+ b2 ; |z|2=2Z ; AB = |b-a] : %:#
, , z |z]

221 =12l |21 5 | 2] = 127 5 121 = 1al

llzI - 1Z|| s 1z+2'| < |2] + |2

égalité a droite < zz’' € R, (méme sens)
lz+Z' |2+ ]z-2 > =2(|z]*+1Z'|?)

Argument et forme trigonométrique (z 2 0)
argz = (G,(ﬁ)/l) [2r]; z=[r,0] =r(cosB +isinB)

a . b
r=|z| >0, c056=7, sm6=7

a>0:95arctan§ : a<0:65n+arctan§
argz=-60; arg(-z)=n+0 ; ze R* < 06:=0[n]
1+i=[V2,2] s 1+iV3=[2,2] ; VB+i=[2,1]
Ensembles de points M(z) (arguments a 21 prés)
|z-w| =R: cercle ; |z-a| =|z-b]|: médiatrice
arg(z - a) = 6 : demi-droite ouverte d’origine A
argﬁ = (I\Té, IWC\) ; ;—‘; € R: (AB) privée de B
ﬁ € iR : cercle de diamétre [AB] privé de B
arg=, =6 (6 ¢ mz) : arc d’extrémités A et B

Calculs et formule de Moivre

R (1 N TP
[r,01[r,6'] = [rr', 0 9]'[r',6’]_[r"9 e]

g~ 2r-e] s = 15005 00 =1

(cosB +isinB)" =cosnB+isinnd (n e z)
cos30 = 4¢3 -3¢ ; sin360 = 3s - 4s°

cos40 =8c*-8c%+1 ; sin4B = 4sc(2c® - 1)
. (n+1)8

n sin

Zcosk6= _ ; cos 18 (6 ¢ 21z)
pary sin 2 2

. (n+1)0

n in

ZsinkE): —2 sin 2

par sin 3 2
[1,u]+[1,v]=2cos% ,%] (angle moitié)
Géométrie

— = d-c CD |d-c
AB,CD) = —2mr] ; —=|——
( ) argb_a[n] AB |b-a

Z= ﬁ (sommetA): Ze R: A, B, C alignés
Z€iR:rectangleenA ; |Z| =1:isocéleenA
= #i : rectangleisocéle ; Z = [1,:%]: équilatéral

V4
A, B, C non alignés. A, B, C, D cocycliques
c-a d-b c

P — R
b-a d-c
Equations
ZZ=a,aeR: z=xfa(a20) ; z=+i/-a(a<0)
- ac - bc .
az+bz=c,|a| #z|b|: z= ———— (ouz = x+i
+ la| = |b| |G|2-|b|2( +iy)

Astuces
|z =1 & z=1

. (remplacer les conjugués)

z+%eR < (zeR*ou|z]=1)

j=[LE] Pt 1ve =0, 2= 5

Z8eR < Im((z-a)z-b))=0

-a
z-b

Bon courage ! La régularité bat le talent.
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

@ Niveau | «- Bases

Exercice 1 Forme algébrique et égalité » corrigé p. 4l

2T B () L

T3t T (-3

X .Y _ 5

) 1+i 1-2i 2

3. Soientme RetZ-= —;”:;: Ecrire Z sous forme algébrique ; pour quelles valeurs de m Z est-il
réel ? imaginaire pur ? Montrer que |Z] > 1.

2026

1. Ecrire sous forme algébrique: a=(2-i)%; b d=T1+i+i2++j

2. Déterminer les réels x et y tels que

Exercice 2 Conjugué et module * corrigé p. 4l

2

(1_”')8 et o (2+3I)

(1-iJ§)3 3-2i °

2. Soient z,z’' € C. Montrer que zz' + zz' est réel et que zz' - Zz' est imaginaire pur.

1. Sans développer, calculer le module de u = (1-2i)(2+i)3 v =

3. Soitz e C*. Montrerque |z| =1 & z= % En déduire que, si |z]| = 1, alors 2271 est imaginaire

+ 2 - o e
pur et % est un réel positif.

Exercice 3 Points, vecteurs et barycentres * corrigé p. 4l
On considere les points A(-2 + i), B(2 + 3i) et C(1 - 2i).

1. Calculer les affixes des vecteurs A_é, A_é, E_& et les distances AB, AC, BC.

2. Calculer les affixes du milieu I de [BC], du centre de gravité G de ABC, du point D tel que ABCD
soit un parallélogramme et du barycentre H de (A, 1), (B, 2), (C,-1). Vérifier que AG = %XI

3. Déterminer le réel y tel que E(4 + yi) € (AB), puis le réel x tel que F(x + 2i) vérifie (CF) L (AB).

Exercice 4 Forme trigonométrique * corrigé p. 42

1. Forme trigonométrique de: z, = 2V/3-2i; z,=-5i; z;=-/6+ i2; z,=-3 (cosg +isin %),
=2(sin™ +icos™
zg = 2(sm g *1cos 8).
2 — . o Q —
2. En déduire la forme trigonométrique de z,z;, 2—13, z,z, etz, °, puis la forme algébrique de zZ, °,

3. Soit 6 €]0, 2m[. Forme trigonométrique de u =sin®+i(1-cos6) etde v=1-cosB-isinb.
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Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques

Exercice 5 Puissances et formule de Moivre * corrigé p. 42

1. Calculer (1-i)%, (\/§+i) et (1”‘/_)

2. Soitw = j:’ Ecrire w sous forme algébrique et sous forme trigonométrique ; en déduire cos

et sm 2T pour quels entiers naturels n le nombre w" est-il réel ? Calculer w'?

- =231 cos I -
3. Pourne N, on pose u, = (1+i)"+(1-i)". Montrer que u, =22"" cos %7 ; calculer u,,, et u,g,.

Exercice 6 Alignement, orthogonalité, triangles * corrigé p. 42

1. Soient A(2 +1i), B(4 + 5i), C(-2 + 3i). Calculer 4 et en déduire la nature du triangle ABC.
2. Soient P(1+2i),Q(3-1i), R(-1-2i), S(5 + 2i) et T( -3 +8i). Montrer que (PQ) L (RS)etque P,Q, T
sont alignés.

3. Nature du triangle ABC lorsque £ vaut : a) @ + %i b)3i c) % - gi d)1+i.

Exercice 7 Ensembles de points * corrigé p. 43
Déterminer l'ensemble des points M(z) tels que: a) |z+1-2i| =2 b)[3iz-6] =9 ¢) |z +2i| = |z-4]
d)arg(z+1)=1[2n] e) Zz%’ eR f) 22721’ €iR g)argzz%’ = [2m).

Exercice 8 Equations et systémes * corrigé p. 43

1. Résoudre dans C: a)(2-i)z+3i=1+4i b)iz+2Z=1-i ¢)%:=2i d)Z?=-12 e)(z+3)*=-
f) z*-522-36 = 0.
2. Résoudre dans C? le systéme: (1+i)z-iz' =-2 et 2+i)z+(2-0)Z' =-I.

@ Niveau 2 - Bac

Exercice 9 Moivre: sin50 etsin{ *% corrigé p.43

1. Montrer que sin56 = sin 6 (1 6sin“6-20sin’6 + 5) pour tout réel 6 (formule de Moivre).

2. En déduire que sinzg et sin® &% 2" sont les solutions de 16X? - 20X + 5 = 0, puis que sint =

%\/10—2\/§etsin2?" = l\/‘I0+2 5.

3. En déduire que cos 1*‘/_ etquesinZ sm @ Résoudre enfin dans R 'équation sin 5x =
5sin x.
Exercice 10 Type examen national (1) * x corrigé p.44

Dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct (O, i, V), on considére les points A, B, C
d'affixes a=\/§—i, b=1+i/3 et c=a+b.

1. a) Ecrire a et b sous forme trigonométrique. b) Vérifier que b = ia ; en déduire la nature du
triangle OAB, puis celle du quadrilatére OACB.

2. a) Montrer que ¢ = (1 +i)a ; en déduire la forme trigonométrique de c. b) En déduire cos % et
sin %

3. Montrer que c® = 5121, puis déterminer les entiers naturels n tels que c” soit imaginaire pur.
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Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques

4. Déterminer et représenter I'ensemble (I') des points M(z), z # b, tels que ﬁ soit imaginaire
pur. Vérifier que 0 € (IN et C € (1.

Exercice 11 Type examen national (2) * % corrigé p. 44

On consideére les points A, B, C d’affixes a=-1-i, b=3+i, c =1+5i, et le point Q(2i).

1. a) Ecrire % sous forme algébrique, puis trigonométrique. b) Montrer que ‘;T"; =i ; en déduire
2026
la nature du triangle ABC. c) Calculer (ﬁ) .

2. Déterminer l'affixe d du point D tel que ABCD soit un parallélogramme. Montrer que ABCD est
un carré de centre Q.
3. a) Montrer que A, B, C, D sont sur le cercle (I') de centre Q et de rayon y/10. b) Soit E(3 + 3i).

Calculer ﬁ x % et en déduire, sans calculer QF, que E € (I).

4. Déterminer 'ensemble des points M(z) tels que arg g = g [2r] (on pourra calculer %)

Exercice 12 Equations non linéaires * * corrigé p.4S

Résoudre dans C (on pourra poser z= x +iy, x ety réels): a)z> =z b)zE+3(z—E)=13+12i c)
72+422+1=0 d)Z?+|z|?=2+2i e)z*+322-4=0.

Exercice 13 Ensembles de points et quotient * x corrigé p. 4S

Soient A(-1) et B(i). Pour z # i, on pose Z = % etz=x+iy(x,y réels).
1. Exprimer Re(Z) et Im(Z) en fonction de x et y.
2. Déterminer et représenter les ensembles de points M tels que: (E;): Z€ R; (E)): Z €iR;

(Ey): 12 =15 (E,): 12| =V2; (E): argZ = T [2n]. Vérifier que O € (E;).

Exercice 14 Module : encadrements et cas d’égalité * » corrigé p.4S

1. Soit z tel que |z-2i| = 1. Montrer que 1< |z| <3; pour quelsza-t-on |z| =17 |z] =37

2. Soit z tel que |z] < 1. Montrer que 1 < |z2 —42+6| < 11, la valeur 11 étant atteinte. Qu’en
déduit-on pour l'équation z2 - 4z+6=07?

3. Déterminer les complexes ztels que: a) |z+2]| =|z|+2 b)|z-i]=]|z]-1.

Exercice 15 Moivre, sommes et équations trigonométriques * x corrigé p. 46

1. On rappelle que cos 3x = 4 cos® x - 3 cos x. Résoudre dans [0, 2r[ 'équation 8 cos® x - 6 cos x +
V2 =0.
2. Alaide du théoréme du cours sur les sommes de cosinus, montrer que, pour X & 2mZ: 1+cos X+

COS2X + COS 3X = %‘)ﬁg’(lz) Résoudre dans [0, 2n[ I'équation 1 + cos x + cos 2x + cos 3x = 0.

Exercice 16 Barycentre et lignes de niveau * * corrigé p. 46
Soient A(-1 + 2i), B(5 - i) et G le barycentre de (A, 2) et (B, 1).
, L. — =
1. Calculer l'affixe g de G et verifier que AG = ZAB.
2. Montrer que |u +v|? = |u|® + |v|® + 2Re(uV) (u,v € C). En écrivantz-a = (z-g) + (g - a) et
z-b=(z-g)+(g-b), en déduire que, pour tout point M(z) : 2MA? + MB? = 3MG? + 30.
3. Déterminer l'ensemble des points M tels que 2MA? + MB? = k, pour k = 42, k = 30, puis k = 21.
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Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques
@ Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Triangle inscrit dans le cercle unité * * x corrigé p. 46

Soient A(a), B(b), C(c) distincts sur le cercle (U) de centre O et de rayon 1 (ainsi a = 1, etc.).

a

1. Montrer que AB% = 2 - % - g, puis que : ABC estisocéleen A < a? = bc.

2. Montrer que Z = ﬁ vérifie Z = %Z. En déduire que A, B, C ne sont pas alignés, et que : ABC
est rectangleenA < b+c=0.

3. Montrer que : ABC est équilatéral < a+b+c=0.

4, Application: a =1, b =i. Existe-t-il ¢ tel que ABC soit équilatéral ? Déterminer ¢ pour que ABC

soit isocéle en A ; rectangle en A ; rectangle en B.

Exercice 18 Cordes du cercle unité * » corrigé p. 47
Soient A(a), B(b), C(c), D(d) quatre points distincts du cercle (U) de centre O et de rayon 1.

1. Montrer que: M(z) € (AB) < z+abz=a+b.

2. Montrer que: (AB) L (CD) < ab+cd =0, et (AB) || (CD) < ab=cd.

3. Onsuppose (AB) L (CD). Montrer que ces droites se coupent au point P d’affixe p = %(a+b+c+d),
puis que PA? + PB? + PC? + PD? = 4.

Exercice 19 Lapplication z - 22 *xx corrigé p.47

Pour z # 1, on pose f(z) = £2, et on note A(1), M(z), M'(f(2)).

z-1
1. Montrer que (f(z) - 1)(z - 1) = 2. En déduire que f(2) # 1, que f(f(2)) = z, que AM x AM’ = 2 et
que (a,m") = —(U,H/I) [2m].
2. Que décrit M’ lorsque M décrit le cercle de centre A et de rayon 2 ? la demi-droite ouverte
d’origine A dirigée par le vecteur d’affixe 1 +i ?
3. Montrerque f(z2) ER < zeR,etque f(z)eiR < |z|=1.
4, Déterminer les points fixes de f (solutions de f(z) = z), puis 'ensemble des points M tels que

f(2) =z
Exercice 20 Quand 1, z, 2%, z3 sont-ils cocycliques ? * * corrigé p. 47

Soit z un complexe non réel tel que z* # 1. On considére les points A(1), M(z), N(z2), P (23).

1. Montrer que ces quatre points sont distincts, et que A, M, N ne sont pas alignés.
3.7 _ (z+1)?

2. Montrer que Z=1 x Z2-Z
: q z-1  23-72 z
3. Montrer que, pourw € C*: w + % €eR < (weRou|w|=1). En déduire que A, M, N, P sont

cocycliques si et seulement si |z| = 1; préciser alors le cercle.

Exercice 21 Equations: serameneraz’ =a *x* corrigé p.43

1. Déterminer les complexes z # 0 tels que |z| = |%| =|1-2z|.

2. Résoudre dans C? le systéme: z+2z =2 et zz' =5.
3. Vérifier que z* + 4 = (2% - 2z + 2) (2% + 2z + 2), puis résoudre dans C 'équation z* + 4 = 0.

\2
4, Résoudre dans C l'équation (%) = -3, et vérifier que ses solutions sont de module 1.
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Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques

Exercice 22 Sommes d’angles impairs * x x corrigé p. 43

Soientn e N*, x e R\ mZ et w = cos x +i Sin x.
k-1 _ w(1-w”")
1-w2
2. Alaide de l'égalité 1-(cost+isint) = -2isin % (cos% +isin %) (t € R), montrer que Yj_, w*" =

1. Montrer que w? # 1 et que Y|_, w?

sin’ nx
sinx °

SiNNX (cos nx + i sin nx), puis que Y pq COS(2R - 1)x = 52”;% et Yp_,sin(2R - 1)x =

sin x
3m (2n-1)m _ 1 _ .
+ COS Snel + -+ + COS Sl -3 (pour n =3: une astuce du COUI’S).

m
2n+1

3. Montrer que cos

Exercice 23 Racines d'un polyndme a coefficients réels * » corrigé p. 43

Soit P(z) = z* - 22 + 62> - 82 + 8.

1. Montrer que P(E) = P(z) pour tout z € C ; en déduire que, si a est racine de P, alors a aussi.

2. Calculer P(2i) et en déduire deux racines de P. Trouver deux réels p, q tels que, pour tout z,
P(2) = (2* + &) (2% + pz + g), puis résoudre P(z) = 0.

3. Montrer que les images A, B, C, D des racines 1+, 1 -, -2i, 2i sont cocycliques ; préciser le
centre et le rayon du cercle.

4. Plus généralement, soient a, B non réels tels que Re a # Re B. Montrer que les points d’affixes
a, a, B, E sont cocycliques.

Q Niveau 4 - Concours

Exercice 24 La droite de Simson * % x % corrigé p. 49

Soient A(a), B(b), C(c) distincts sur le cercle (U) de centre O et de rayon 1, M(m) un point distinct

de B, et P, Q, R ses projetés orthogonaux sur (BC), (CA), (AB). On admet (exercice 18) que (BC) a

pour équation z+bcz=b +c.

1. Justifier que % est imaginaire pur, et en déduire que p - bcp = m - bcm, puis que p =
>(b+c+m-bcm).

2. En déduire que g-p=3(a-b)(1-cm) et r-p=3(a-c)(1-bm).

3. Montrer que P, Q, R sont alignés si et seulement si M € (U) (théoréme de Simson).

Exercice 25 Le théoréme de Miquel * % % corrigé p. 49
Soient ABC un triangle, P € (BC), Q € (CA), R € (AB) distincts de A, B, C, M(m) distinct de ces six
points, et (XYZ) le cercle circonscrit a XYZ.

1. Montrer que A, R, Q ne sont pas alignés, et que L2 . M=L  [=b  MP  P=C 129 o R+,
r-a m-q p-b m-r g-c m-p
2. En déduire que si M est sur deux des cercles (ARQ), (BPR), (CQP), il est sur le troisiéme.

3. Si P, Q, R sont alignés et M € (BPR) n (CQP), montrer (2. dans le triangle ARQ) que M € (ABC).
Exercice 26 Deux inégalités de concours * % x % corrigé p. S0

. . ) 2
1. Soient z = x + iy (x, y réels) et r = |z|. a) Montrer que |[1+2%|" =1+r*-2r2 +4x? et [1+2|? =

1+2x+r? b)Montrer par labsurde que: [1+z| 2 ﬁ ou [1+22|=21.

2. Soit z = cost +isint (t € R). Montrer que |1 - z| = 2|sin%| et |1+ 22| = 2| cost|, puis que
V25 |1-2]+|1+2?| < 4 Cas d'égalité ?
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Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques

Exercice 27 Ou sont les racines d’un polyndme ? * * x % corrigé p. S0

1. (Borne de Cauchy.) Soientn 2 1, P(z) = z" +a, ,2"" + -+ a,z + a, (les a, complexes) et K =

OTax1 la,|. Si z est une racine de P avec |z| > 1, montrer que |z|" < K(1 +|z] + e+ |z|"‘1), puis
<ksn-

que |z| < 1+K. Conclure : toute racine de P vérifie [z] <1 + K.

2. (Théoréme d’Enestrom-Kakeya.) Soient des réels 0 < ¢, s ¢, s ..<s¢,(n21)etQ(z) = ¢, +
c,z+--+c,z". Développer (1-2)Q(z), puis montrer par l'absurde que toute racine z de Q verifie
|z] < 1.

3. Application : résoudre 1 + 2z + 3z = 0 et vérifier sur cet exemple les deux résultats.

Exercice 28 Le théoréme de Brahmagupta * * x % corrigé p. S0

Le quadrilatére ABCD est inscrit dans le cercle (U) de centre O et de rayon 1 ; ses diagonales (AC)
et (BD) sont perpendiculaires et se coupent en P. On note K et L les milieux de [CD] et de [AB].

1. A l'aide de U'exercice 18, justifier que ac + bd = 0 et que p = %(a +b+c+d).
k-p _ a+b

ba = "2ba) est imaginaire pur. En déduire que la perpendiculaire a (AB) passant
par P passe par le milieu K du coté opposé [CD].

3. Montrer que OLPK est un parallélogramme, puis que c+d = % (a-b). En déduire que la distance
de 0 au coté [CD] vaut JAB.

2. Montrer que

Exercice 29 La lemniscate de Bernoulli *  x % corrigé p. S|
Soient A(1), B(-1) et (L) 'ensemble des points M(z), z= x +iy (x,y € R), tels que MAx MB = 1.

1. Montrer que M € (L) < |22-1| =1 < (¥ +y2)2 = 2(x? - y?). Symétries et points sur
'axe réel ?

2. Si z = [r, 8], montrer avec Moivre que M € (L) <> r? =2cos26; en déduire que OM < /2 et
[yl < |x] sur(L).

3. Sur (L), exprimer y? en fonction de OM? ; en déduire |y| < %, avec égalité en quatre points :
ceux ou (MA) L (MB). Tracer (L).

Exercice 30 Deux sommes et leurs limites * x x % corrigé p. S|

Soient x €]0,m[, q = cosx(cosx +isinx) et, pourn € N: C = ZZ=0 cos”

.o Cos® x sin kx.

1. Montrer que 1 -q = -i sin x (cos x + i sin x), puis que 11—q =1+ 82X

X Coskx, S, =

1-q™" . _ cos™ x sinnx _ cos x-cos™*!
;+ Puis que Co=1+—=F -~ et5 = e

1-
3. En déduire les limites de (C,) et (S,). Application : limites de 3}_, 217 cos % etde ¥,

X cosnx

2. Montrer que C, +iS, =

1

s kRm
2hsm 3
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

© Forme algébrigue et conjugué

On calcule comme dans R avec i2 = -1, et l'on identifie parties réelles et imaginaires (qui sont
des réels). Le conjugué prouve qu'un nombre Z est réel (Z = Z) ou imaginaire pur (Z = -Z) sans le
calculer ; devant z ou |z| dans une équation, on pose z = x +iy.

Exercice 31 Calculer dans C * corrigé p. Sl

1. Ecrire sous forme algébrique :

13
L+ : d)u
3-4i  L4+3] (1-1)2

Y -
a) (2 +1)3-2i)-(1-i)? b)(%—Ti) g2, AU
2. a) Soit m e N. Simplifier (4m +1)i*™7 + (4m +2)i*™2 + (4m + 3)i*™3 + (4m + 4) [*M*4,
b) En déduire la forme algébrique de T =i +2i% +3i3 +.-+100i°°,
3. a) Déterminer les réels x et y tels que (3 +2i)x +(1-1i)y = 7 + 3i.

b) Pourm € R,on poseZ,_ = 21+ m’,’. Déterminer le réel m pour que Z_ soit réel, puis pour que

Z_ soit imaginaire pur ; préciser Z_ dans chaque cas.

Exercice 32 Le conjugué au travail » corrigé p. 52
1. Sans poser z = x + iy, montrer que, pourtoutze C, A= zz + i(z—E) est reel et B = 22 ~Z est
+27
. .. . Z+2 . .. . z z .
Imaginaire pur; que,si z ¢ R, C = —— estimaginaire pur; etque,sizz0, D= =+ > est reel.
zZ-z z

2. On pose z = x +iy (x, y réels). Exprimer A et D en fonction de x et y. Déterminer 'ensemble
des points M(z) du plan complexe tels que A = 0.

3. On considére, pour z€ C, P(z) = z* - 22% + 62> - 2z + 5.
a) Verifier que P(i) = 0. Sans calcul, en déduire P(-i).
b) Déterminer les réels a et B tels que, pour tout z € C, P(z) = (2 + 1)(z2 + az + B).

c) Résoudre dans C l'équation P(z) = 0 (on pourra écrire z2 -2z +5 = (z- 1) + &4).
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Exercice 33 Equations avecZou |z]| ** corrigé p. 52

Résoudre dans C les équations suivantes.
a)3z-2iz=8-7i b)22+2Z=0 Q)Z° +|z|2 =2 +2i d)z2+|z| = 0
Pour b), vérifier ensuite que les solutions non nulles ont toutes le méme module.

Exercice 34 Un paramétre, un systéme * x corrigé p.S3

m+j
1+mi’

1. Pour tout réel m, on pose z, =

a) Justifier que z_ est bien défini et l'écrire sous forme algébrique.
b) Montrer, sans utiliser a), que |z, | = 1.

c) Déterminer les réels m pour lesquels z,, est réel, puis ceux pour lesquels z,, est imaginaire
pur.

d) Montrer que z,, # -i pour tout m. Réciproquement, soit z un complexe de module 1, z # -i,

ety = i’z_z‘l' Montrer que p est réel (calculer p avec z = %), puis que z = z,. Quel est

lensemble des points M(z,.), me R ?

(1+i)z-iw=4
(2+i1)z+(2-i)w=5+3i

2. Résoudre dans €? le systéme d’'inconnues z et w.

Exercice 35 Carrés réels ; somme et produit réels * * x corrigé p.S4
1. Soit z = x + iy (x, y réels). Montrer que 22 € R < (z€ Rouz€iR), puisquez’ € R, <
zeR et 22eR. < ze€iR.
2. Soit z et w deux complexes tels que s = z + w et p = zw soient réels.
a) Montrer que (z - w)? = s? - 4p.
b) En déduire : si s> - 4p >0, alors z et w sont réels ;sis>-4p < 0,alorsz¢ Retw = Z.
3. Applications.
a) Déterminer les couples (z,w) de complexes tels que z+w = 4 et zw = 13.

b) Déterminer les complexes z # 0 tels que z + % = 1, puis calculer z3 pour chacun d’eux.

4. Montrer que 2> € R < y(3x?-y?) = 0. Représenter l'ensemble des points M(z) tels que 23
soit réel.

Exercice 36 Les applications z = az + bz *** corrigé p. 54
Soit a et b deux complexes, et f l'application de C dans C définie par f(z)=az+bz.

1. a) Calculer f(1) et f(i), puis exprimer a et b en fonction de f(1) et f(i).
b) En déduire quesiaz+bz=a'z+b'zpourtoutze C,alorsa=a" etb=">b".
c) Déterminer a et b sachant que f(1) = 1+2i et f(i) = 2 +1.

2. Montrer que f(z) est réel pour tout z € C si et seulement si b = a.

’

3. On suppose |a| # |b|]. Montrer que f(z)=0 < z=0, puisque f(2)=f(z')=> z=2Z.
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4. Dans cette question, f(z) = z+iz (ici |a| = |b]).

a) Pour z = x + iy, montrer que f(z) = (x + y)(1 +i). Déterminer l'ensemble des points M(z) tels
que f(z) = 0.
b) Pour quels complexes c I'équation f(z) = c admet-elle des solutions ?
5. a) Montrer que, pour tout z: f(f(2)) = (a® + |b|?)z+ b(a +a)Z.
b) En déduire que: f(f(z)) =z pourtoutz < (a®+|b|*=1 et bRe(a) = 0).

c) Verifier que g(z) = iz + 27z convient. Déterminer toutes les applications f convenables
lorsque a est réel.

@ Module et inégalités

Trois outils : |zz'| = |z||Z'| et |Z2"| = |z|" (on ne développe pas); |z|? = zz, d’ou |z + w|? =
|z|? + |w|? + 2 Re (zw) ; U'inégalité triangulaire ||z| - |w|| s |z+w]| < |z| + |w], avec égalité & droite
si et seulement si zw € R,.

Exercice 37 Modules et distances * corrigé p.SS

1. Calculer le module de chacun des nombres suivants, sans les écrire sous forme algébrique :

(4 + 3i)? (V3+i) iz’

a) (2-)%(1 + 3i) b) o ) T d) % (ze )

3-4i P . L (3 -4))\2026
2. Calculer L3l puis ecrire ce quotient sous forme algebrique et en deduire %3] .
+ +

3. Déterminer le complexe z tel que |z| = |z- 2] = |z - 2i]. Interpréter geéomeétriquement.
4. a) Montrer que, pour tous z,w € C: |z+w|? - |z-w]|? = 4 Re(zw).

b) En déduire que |z+w| = |z-w| <> zw € iR. Interpréter a laide des vecteurs d(z) et b(w)
et du parallélogramme qu'ils définissent ; vérifier avec z=2 +3i et w = 3 - 2i.

Exercice 38 Equations et modules * corrigé p. S6

Résoudre dans C les équations suivantes.

a) |z|=|%|=|z—1| b) z |z| = -4i 0) |z -2Z = -3+6i d) |z-1] = |z+i| = |z-2-i]
Pour b), commencer par calculer |z|. Pour d), interpréter geéométriquement le résultat obtenu.
Exercice 39 Linégalité triangulaire en action * % corrigé p. 6
1. Montrer que, si |z| < %, alors |(1+0)2% +iz| < %

2. Soit zun nombre complexe tel que |z| = 1.

a) Montrer que |1+2z|?+|1-2|? = 4.

b) En déduire que 2 < |1+ z| + |1 - z| < 2J/2, et déterminer les z pour lesquels chacune des
bornes est atteinte.
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3. Déterminer I'ensemble des points M(z) tels que |z -3 + 4i| = |z| +5.

4. Soit z et w deux complexes. Montrer que |z| +|w| < |z+w]| +|z-w], avec égalité si et seulement
siw=zouw = -z

Exercice 40 Sur le cercle de rayon 2 * % corrigé p.S7
Dans tout 'exercice, z est un complexe tel que |z| = 2 ; on note A(-1), B(1) et M(z2).
1. Montrer que |z-1|?> =5-2Re(z) et |z+1|? = 5+ 2Re(z). En déduire que MA? + MB? = 10.

2. a) Montrer que |z2-1| < 5 (on pourra utiliser 2pg < p* + %), et déterminer les z tels que
|22 - 1| =5.
b) Montrer que |z? - 1| 2 3, et déterminer les z tels que |22 - 1| = 3.

3. En déduire que 4 < MA + MB < 2,/5, et préciser les positions de M pour lesquelles ces bornes
sont atteintes.

4. Montrer que z + g est un réel de l'intervalle [-4, 4].

Exercice 41 Sur le cercle unité * * corrigé p.S7
Dans tout l'exercice, z = cos 0 +isin @ avec 8 € |-m, m] (ainsi |z]| = 1), et U'on pose S(z) = |1 +2z| +
|1-z+ 2.

1. a) Montrer que z+% = 2cos 0, puis que 1-z+ 2% = (2cos6 - 1)z. En déduire |1-z+2%| en
fonction de 6.

b) Montrer que |1+z]| =2 |cosg|.
2. On pose't = |cos§|. Montrer que t € [0, 1] et que S(z) = f(t), ot f(t) = 2t + |4t - 3|.

P L. or B 3 2 13
3. Etudier les variations de f sur [0, 1] (distinguer t < Settz 7). En déduire que /3 < 5(z) < T
pour tout complexe z de module 1.

4. Déterminer les complexes z de module 1 tels que S(z) = /3, puis ceux tels que S(z) = % Vérifier
que les premiers sont les solutions de 'équation z2-z+1 = 0.

Exercice 42 Un polyndome unitaire sur le cercle unité * x x corrigé p. S8

Soit a et b deux complexes et, pour z € C, P(z) = z> +az + b.

1. Montrer que P(1) + P(-1) - P(i) - P(-i) = 4.

2. En déduire que l'un au moins des nombres [P(1)], |P(-1)], |P(i)|, |P(-i)| est supérieur ou égal
al.

3. Soit u,, u,, uy, u, des complexes de module < 1 tels que u, + u, + u; +u, = 4 Montrer que
u, =u,=u;=u, =1 (comparer Re(u,) et |u,]).

4. On suppose que |P(z)| < 1 pour tout complexe z de module 1. Montrer que a = b = 0.

5. Soit A(a) et B(B) deux points. Montrer qu’il existe un point M du cercle (U) de centre O et de
rayon 1 tel que MA x MB > 1. Dans quel cas a-t-on MA x MB < 1 pour tout point M de (U) ?

6. Soitc € C et Q(z) = 23 + az? + bz + c. Calculer Q(1) - Q(-1) +iQ(i) - iQ(-i). En déduire que, pour
tous points A, B, C, il existe un point M de (U) tel que MA x MB x MC > 1.
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€) Forme trigonométrigue et Moivre

Dans [r, 6] = r(cos 6+i sin 6), le module r doit étre strictement positif et le signe central « + ». Pour
un produit, un quotient ou une puissance, on multiplie les modules et on ajoute les arguments ;
la formule de Moivre transforme puissances et sommes géomeétriques en trigonométrie.

Exercice 43 Ecrire sous forme trigonométrique * corrigé p. S8

1. Ecrire sous forme trigonométrique :

~3+3i/3 b)V2-iv6 c) \/1§'+ii

m . . IT . IT . m . m
d)—5(cos§—lsm§) e)—sm§+lcos§ f)1+:tan§

2. Soit 6 €]0,2rm[ et z = 1 + cos B +isinB. Montrer que z = 2cosg(cos 9 +ising ) En déduire la

forme trigonomeétrique de z lorsque 6 €10, rt[, puis lorsque 6 €]m, 2n[. Que vaut zsi6=m ?

Exercice 44 Calculer en forme trigonométrique * corrigé p. 59
On pose a = -1 +iv3eth=2-2i.

1. Ecrire a et b sous forme trigonométrique.

2 2
2. En déduire la forme trigonométrique de ab, g b? et -ia. Quelle relation simple lie b? et
a a
-ia?
. o 2026
3. Ecrire sous forme algébrique a®b* et (f)

4, Déterminer les entiers naturels n tels que a" soit réel (calculer alors a"), puis ceux tels que b"
soit imaginaire pur.

Exercice 45 Le cube d’'un quotient * % corrigé p. 59

On note A et B les points d’affixes 1 et -1. Pour z # -1, on note M le point d’affixe z et 'on pose
_z-1 1

a1 . On cherche 'ensemble (E) des points M tels que Z3 soit réel.

2y
(x+1)2+y2’

x>+ y? -1
(x+1)2+y?

2. On suppose Z # 0 et 'on note ¢ un argument de Z. A l'aide de la formule de Moivre, montrer
queZ’ e R < =0 [g], puisque Z2 € R < (Im(Z) =0 ou Im(2) = J3Re(Z) ou
Im(Z) = -/3 Re(2)).

3. En déduire que (E) est la réunion de la droite (AB) et de deux cercles (I';) et (I',) passant par A
et B, dont on précisera les centres et les rayons, privée du point B.

1. On écrit z = x +iy (x, y réels). Montrer que Re(Z) = et Im(2) =

I\/_ 3-1
W31
forme trigonométrique et vérifier que C € (E). Interpréter (E) a 'aide de l'angle (MB,MA).

4. Soit C le point d'affixe iv/3. Montrer que le triangle ABC est equilatéral, puis écrire sous
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Exercice 46 Une somme pondérée par les rangs * x corrigé p.60

R

Soit n 2 2 un entier, w = cos2 + lsm— et, pour 1 < k < n, A, le point d’affixe w*. On pose

= me wk =w +2w2 + -+ nu".

1. Montrer que w" = 1,que w # 1 et que w + w? + - + w" = 0.

2. Calculer T - wT. En déduire que T = mTW‘I'

n
n .n COsZ

_ . . E E . . —_— '_. n
3. Montrerquew—1-lemn(cosnﬂsm )pmsque T-2 5 sin%'

n
4. En déduire Z kcos — 275 et Z R sin Zk—". Vérifier ces deux résultats pour n = 4,
k=1 k=1 n
5. Soit G, le barycentre des points A, A,, ..., A, affectés des coefficients 1, 2, ..., n, c'est-a-dire le
T n
1+2+-+n’
de Re(g,) et celle de Im(g,) quand n — +oo.

co
point d'affixe g, = Montrer que g, = - 1 - (1 - p g ), puis déterminer la limite

Exercice 47 Un produit qui tourne sans fin * * x corrigé p. 60

Pourn 21, onpose P, =(1+ i)(1 + é)(1 + #), r.=|P,| et 6 =%, . arctan %
1. Ecrire 1+ é sous forme trigonométrique. En déduire que P, =[r,,6,] et que r = M. (1 + ;—2)

2. Montrer que (r,) est croissante et que (1 + )(k2 1) < k*; en déduire que r? < 2 (télesco-
page), puis que (r,) converge vers un réel L € ]\/_,2].

3. Montrer que arctan x > X pour x €[0,1], puis que H, = 3}, % vérifie H, -H, 2 % etH,, 21+2
(m € N). En déduire que 6, — +co.

4. Soit p € N*. Sachant que 0 < 6,,, -6, < %, montrer qu'il existe n et m tels que 6, €
[an - Z,2pm + —] eto e [2prr + 20 2prr + ] En déduire que (P,) n'a pas de limite.

Exercice 48 Les polynomes de Tchebychev * x x corrigé p. 6l
On définit les polynomes T, par Ty (x) =1, T,(x)=x et T .(x)=2xT (x)-T,_,(x) pourn =1,

n

1. CalculerT,, T;, T, et Te.
2. Soit6eRetw=cosB+isinb.
a) Montrer que w™' +w"™" = 2cos6 w" pour n > 1 (calculer w + =), puis que cos((n + 1)8) =
2 cos 6 cosnb - cos((n - 1)6).
b) Montrer par récurrence que cos(n®) = T (cos 8) pour tout n € N. Comparer avec les formules
du cours.
3. Montrer par récurrence que, pour n 2 1, T est de degré n, de coefficient dominant 21,
(2rR-1)m
2n
a) Montrer que les réels x,, ..., x, sont deux a deux distincts et que T (x,) = 0.

4. Soitn 21 et, pourk e{1,...,n}, x, = cos

b) On admet qu’un polyndome de degré n, de coefficient dominant y, ayant n racines réelles

n
distinctes a,, ..., a,, est égal a y(x - a,) - (x - a,). Montrer que T (x) = 2" k]l(x = Xp,)-
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c) En calculant T,(0) de deux fagons, montrer que cos % cos £l cos 2l cos iy

8 8 8 8
€ Géométrie et complexes

Le plan est rapporté a un repére orthonormé direct (0, Ui, V). Angles, alignement, orthogonalite,
nature d'un triangle et cocyclicité se lisent sur des quotients d’affixes.

Exercice 49 Barycentres et alignement * corrigé p.62
On consideére les points A, B et C d’affixes respectives a=2+5i, b=-1-i et c=4+I.

1. Ecrire g—_a sous forme algébrique. Les points A, B, C sont-ils alignés ?

2. Soit G le barycentre du systeme {(A, 1),(B, 2),(C, 1)} et J le milieu de [AC]. Calculer les affixes g
et j, puis montrer que G est le milieu de [BJ].

. a P .
3. Soit K le barycentre de {(B, 2),(C,1)}. Calculer ‘Z—a ; en deduire que A, G, K sont alignés et
&crire AG en fonction de AK.

4. Déterminer des réels a, B, y tels que O soit le barycentre de {(A, a), (B, B), (C,y)}. En déduire que
O appartient a la droite (B)).

Exercice 50 Des quotients qui parlent * corrigé p.62
On consideére les points A, B et C d’affixes respectives a=1+2i, b=4+3i et ¢ =5i.

1. Calculer <=9 En déduire la nature du triangle ABC.

2. Déterminer l'affixe d du point D tel que ABDC soit un parallélogramme. Montrer que ABDC est
un carré.

3. Ecrire ? sous forme algébrique puis trigonomeétrique. En déduire % et une mesure de
—t
langle (AB,AD).

4. Calculer ?. Que peut-on en déduire pour les diagonales du carré ?

Exercice 51 Les angles d’un triangle * % corrigé p. 63

On consideére les points A, B et C d’affixes respectives a=0, b=1+ J3 et c=+3+i\/3.

= . C-d ; o .. AC Y-
1. Ecrire b a sous forme trigonometrique. En déduire 1B et une mesure de (AB,AC).

. . a-b . .. PR = =
2. Ecrire —— sous forme trigonometrique et en déduire une mesure de (BC, BA).

3. a) Montrer que (A_é,A—é) + (B—C>, Ez\) + (Ez\,aé) = [2m] et en déduire une mesure de (EZ\, CB).

b) Ecrire boe sous forme algébrique, puis en déduire cos ol et sin 5—".
a-c 12 12
1+43 or V3-1

4. Soit Q le point d’affixe w = 5 >
au triangle ABC, puis écrire w sous forme trigonométrique.

. Montrer que Q est le centre du cercle circonscrit
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Exercice 52 Type examen : quatre points cocycliques * x corrigé p.64

On consideére les points A, B, C et D d'affixes respectives a=3, b=2+3i, c=-1 et d =-i.

1. a) Ecrire Q- sous forme algébrique et en déduire la nature du triangle ABD.
b) Ecrire €70 ot 4ot sous forme algébrique, puis montrer que les points A, B, C, D sont

cocycliques.

2. Determiner l'affixe w du centre Q et le rayon r du cercle (') passant par A, B, C et D.

3. Soit M(z) un point de (I) distinct de B et de D. On pose u = # etv = b—Tw Montrer que
26 u, puis que ce nombre est imaginaire pur. Interpréter.
z-d u+v

4. Calculer %, puis l'aire du quadrilatére ABCD.

Exercice 53 Le centre du cercle circonscrit * * * corrigé p. 64

Soit B(b) et C(c) deux points tels que O, B, C ne soient pas alignés. On note Q(w) le centre du
cercle circonscrit au triangle OBC, R son rayon et S l'aire du triangle OBC.

1. Montrer que bc - bc = 2i Im (Ec), puis que bc - bc # 0.
2. Montrer que Q0 = QB <> bw+bw = |b|2.
bie - jei?b _bc(b-)
bc - be bc - be
4. a) Application: b=4etc=1+3i. Calculer w etR.

3. En déduire que w =

b) En déduire le centre et le rayon du cercle circonscrit au triangle de sommets A, (1+i), B,(5+i),
C,(2 + 4i).
1

OB x OC x BC

5. On admet que S = % |Im(Ec)|. Montrer que R = 45

Exercice 54 Une caractérisation des triangles équilatéraux * * x corrigé p.6S

Soit A(a), B(b) et C(c) trois points distincts. On pose u = %.

+"/gouu=1_"/§.

. P . . 1
1. Montrer que le triangle ABC est équilateral si et seulement si u = 5 >

2
2. Résoudre dans C l'équation u?-u+1 =0 (on pourra l'écrire (u - %) = —%). En déduire que ABC
est équilatéral si et seulementsiu?>-u+1=0.

3. Montrer que : ABC est équilatéral < a®+b? +c? =ab + bc +ca.

4. a) Montrer que ABC est équilatéral si et seulement si (a+b+c)? = 3(ab+bc+ca). Que devient-elle
si le centre de gravité de ABC est 0 ? Exemple: a=2,b=-1+iy3,c=-1-i/3.

b) Déterminer et représenter 'ensemble des points M(z), avec z non réel, tels que le triangle
de sommets P(1), M(z) et M’ (z) soit équilatéral.
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© Ensembles de points

Dans tout ce théme, M désigne le point d’affixe z = x + iy (x, y réels). Outils : cercles, médiatrices,
demi-droites, arg % = (MA,MB) (arcs de cercle), cas d’égalité de l'inégalité triangulaire.
Exercice 55 Six ensembles a reconnaitre » corrigé p.66

Déterminer, puis représenter, 'ensemble des points M(z) tels que :

a)|2z-4+2i|=6  b)|z-1-i|=]z+2i] ) I|(1-i)z+2i|=2

d) arg(z—1—i)s3T"[2n] e) arg(iE)z%[Zn] f)|z-3|<|z+1-2i]

Exercice 56 Réel ou imaginaire pur : deux méthodes * corrigé p.66
On pose Z = (z + 1)(z - 2i).
1. Exprimer Re(Z) et Im(Z) en fonction de x et y.

2. Déterminer 'ensemble (E,) des points M tels que Z soit réel, puis 'ensemble (E,) des points M
tels que Z soit imaginaire pur.

3. Soit A(-1) et B(-2i). Vérifier que Z = (z+ 1) (z + 2i), puis retrouver ggométriquement (E,) et (E,).

Exercice 57 Légalité dans l'inégalité triangulaire * corrigé p.67

On rappelle que, pour tous complexesu etv: |u+v| = |u| +|v] < u =0ouil existe un réel
A20tel quev=Au.

Soit A(a) et B(b) deux points distincts.

1. Montrer que MA + MB = AB si et seulement si M € [AB].

2. Montrer que MA = MB + AB si et seulement s'il existe un réel A > 0 tel que BM = AAB. Décrire cet
ensemble.

3. Déterminer, puis représenter, les ensembles :
() 1z-2il+|z+2| =22 (E,)):1z-3|-|z+i| =10  (E;): |z-1-3i|+|z+2+i| <5

4. Le probleme de Héron. Soit P(1 +i) et Q(4 + 3i). Déterminer le minimum de MP + MQ lorsque M
décrit l'axe des réels, et le point ot il est atteint. (Utiliser le point P’ d’affixe 1 +i.)

Exercice 58 Arcs de cercle et angles orientés * corrigé p.67
Z-3+i

Soit A(1+i) et B(3-1i). Pourze {1+i,3-i},on poseZ-= T

1. Justifier que argZ = (m,/\Té) [2m] pour tout point M distinct de A et de B.

x?+y? - bx+2 2(x+y-2)

(x-1)2+(y-1)? (x=12+(y-12

3. Déterminer l'ensemble (E,) des points M tels que Z soit réel et Z < 0, puis l'ensemble (E,) des
points M tels que Z soit réel et Z > 0. Interpréter a 'aide de l'angle (m,l\Té)

2. Montrer que Re(Z) = et Im(2) =

4. Déterminer les ensembles (E;) : argZ = g [2m], (E,) : argZ = % [2m] et (Ec) : argZ = —37" [2m].
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5. Représenter les ensembles. Que vaut (E,) u (Eg) U {A, B} ? Pourquoi son centre est-il sur (E;) ?

Exercice 59 Le point M’ d'affixe 1/Z * * * corrigé p. 63

A tout point M(z) distinct de 0, on associe le point M'(z') avec z' = l On note A le point d’affixe 1.
z

1. a) Montrer que z’ = # En déduire que M’ € [OM) et que OM x OM’ = 1.

b) Déterminer 'ensemble des points M tels que M’ = M. Quel est le point associé a M’ ?
2. Soit (D) la droite d’équation x = % et (C) le cercle de centre A et de rayon 1.

|z-1]
lz| -
b) En déduire que M € (D) < M’ € (C), puis 'ensemble décrit par M' quand M décrit (D).

a) Montrer que M € (D) < |z-1]| =|z|, puisque |2’ -1]| =

3. Soit (I') le cercle de centre Q(2) et de rayon 1. Montrer que M € (I < |2z’ - 1| = |Z|, puis
que M’ décrit un cercle (') dont on précisera le centre et le rayon. Représenter (D), (C), (I), ()
et le cercle de centre O et de rayon 1.

Exercice 60 Points décrits par un paramétre * * corrigé p.69
1+it

1-it

a) Montrer que |z,| =1etz #-1. Calculer z, et Zp3.

1. Pour tout réel t, on pose z, =

S
i(z+1)

c) En déduire 'ensemble des points d’affixe z, lorsque t décrit R.

b) Soit zun complexe tel que |z| =1 et z # -1. Montrer que t =

est réel et que z = z,.

2. Pour 6 € ]-mr, [, on pose w, = 1+cosB +isin6.

2 . q o g o n 6
a) Ecrire W6 sous forme trlgonometrlque, puis calculer (WG) pourn e N et (Wn/3) c

b) Déterminer l'ensemble des points d’affixe w, lorsque 6 décrit ]-m, m[.

@ Défis de concours

Six problémes de concours : cocyclicité, inégalités de modules, angles d’un triangle et suites de
complexes. Chaque question prépare la suivante ; la rédaction doit étre rigoureuse.

Exercice 61 Cocyclicité : un critére, deux familles * x *x x corrigé p. 69

Qo
Q.
S

C - -

X .
.. . C b-a d-c |
théoreme du cours: si A, B, C ne sont pas alignes, alors A, B, C, D sont cocycliques si et seulement

sigeR.

Pour quatre points distincts A(a), B(b), C(c), D(d), on pose q = On rappelle le

1. On suppose |a| = |b| = |c| = |d| = 1. Montrer, sans le théoreme de 'angle inscrit, que g = q.

2. OnsupposeA, B, C alignés. Montrer queqg € R < D € (AB). Conclure: g € R si et seulement
si A, B, C, D sont cocycliques ou alignés.

3. Soit z un complexe non réel. Montrer que les points A(1), B(-1), M(z) et N(%) sont distincts
1

|z|2-
21m(z)
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passe-t-ilsi |z| =17?

4. Soit z un complexe non réel, z # -i, et les points M(z), N(iz). Montrer que O, A(1), M, N sont
distincts et que le nombre g associé a (0,A, M, N) vaut % En déduire, avec z = x +iy, que ces

quatre points sont cocycliques si et seulement si x - y = 1, puis retrouver ce résultat a l'aide
du cercle de diamétre [MN].

Exercice 62 Linégalité de Hlawka * % * % corrigé p. 70

Soit a, b, ¢ trois complexes. Onnotep = |al,qg = |b|,r=|c|,s=|la+b+c|, u=|b+c|,v=|c+al,
w=|a+b| et T=p+q+r+s.

1. Montrer que u? +v? + w? = p? + g? + r? + s°.
2. Montrerque T(T-u-v-w)=(p+q-w)r+s-w)+(q+r-u)p+s-u)+(r+p-v)(g+s-v).

3. Montrer que chacun des six facteurs du membre de droite est positif ou nul, puis en déduire
l'inégalité de Hlawka :

la+b|+|b+c|+|c+al| < |a|]+[b]+]|c|[+|a+b+c]|.

4. Verifier qu'il y a égalité lorsque a + b + ¢ = 0, ainsi que lorsque a, b, c sont des réels positifs.

5. Application. Soit 0(0), A(1), B(i) et C(1 +i). Montrer que, pour tout point M du plan: MA+MB <
MO + MC +2 - /2. Etudier le cas M = C.

Exercice 63 Dudemi-plan au disque * * * % corrigé p. 70
OnnoteD={zeC:|z| <1} et H={ze C: Im(z)> 0}.

Z-1

zZ+i

1. Pour z # -i, on pose g(z) =

a) Montrer que |g(z)] <1 < z € H. Interpréter a l'aide des points I(i) et J(-i).
+ W
- W.

b) Montrer que g réalise une bijection de H sur D, de réciproque w + i 1

2. Soita € D.

a) Montrer que, pour tout complexe z: |1 —Ez|2 -lz-al?>=(1-1al?)(1- |z]?).
z-a

b) Pour |z| < 1, justifier que 1-az # 0 et on pose f(z) = . Montrer que |f(z)| < 1si|z| <1,

et que |f(z)| =1si|z| = 1.

c) Montrer que f réalise une bijection de D sur D, de réciproque w 1W++E(|jv'

d) Application. Résoudre dans C l'inéquation [2z-1| < |2 - z|.
Exercice 64 Cosinus des angles d’un triangle * * x % corrigé p.7!
Soit ABC un triangle non aplati, de cotés a = BC, b = CA, ¢ = AB, et a, B, y ses angles géométriques
en A, B, C. On note u, v, w les affixes des vecteurs unitaires %A—é, %B_é et %Ez\
1. Montrer que Re(uv) = -cospB, Re(vw) = -cosy et Re(wu) = -cosa (penser au produit

scalaire).

2. Soit A, p, v trois réels. Montrer que |Au+pv+vw|? = A2+ p? +v? -2 (Ap cos B + pv cosy + VA cos ),
et en déduire :
A2+ p?+v? 2 2(AucosB+pvcosy +vicosa).  (I)
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3. Justifier que cu +av + bw = 0 et que u et v ne sont pas colinéaires. En déduire qu'ily a égalité
dans (1) si et seulement si (A, y, v) est proportionnel a (c, a, b).

4. Applications. Montrer que cos a+cos 3+cosy < %, puis que cos a+y/2 (cos B + cosy) < 2. Préciser

dans chaque cas les triangles pour lesquels il y a égalite.
Exercice 65 Lensemble de Mandelbrot * % corrigé p. 7!

Pour ¢ € C, on définit la suite (z,) par z, =0 et z, , = z2 + ¢ ; on note M l'ensemble des complexes
c pour lesquels la suite (|z,|) est majorée.

1. Calculer z,, z,, z;, z, pour ¢ = i, puis pourc = -2 ; en déduire que i € M et -2 € M. Montrer que,

si |c| < 1, alors |z,| < 3 pour tout n.
2. On suppose qu'il existe un entier kR tel que |z,| >2 et |z,| 2 |c|, et on pose p = |z,| - 1.

a) Montrer par récurrence que, pour toutn = R: |z, 21z,| et |z
lim|z, | = +oo.

.11 2P12,]. En déduire que

b) En déduire que M est contenu dans le disque fermé de centre O et de rayon 2, et que, si
c € M, alors |z,| < 2 pour tout n.

3. On suppose c réel (la suite (z,) est alors réelle).

a) Sic> %, montrer que z,,, -2z, 2C - % pour tout n, et en déduire que c ¢ M.
1+/1=4c

b) Si-2<c <, onpose f = 0,

pour tout n.
c) Conclure: MnR = [—2, %]

Montrer que B2 + ¢ = B et que -B < ¢, puis que -B < z, <P

Exercice 66 Trois perles de concours * % * % corrigé p.72

1. Soit a, b, ¢ trois complexes de module 1telsquea+b+c=1.

a) Montrer que ab + bc + ca = abc.

b) Développer (1 - a)(1 - b)(1 - ¢). En déduire que l'un des nombres a, b, ¢ vaut 1 et que les
deux autres sont opposés.

J5 < |z| < J5+1

2. Soit z € C* tel que z+%| = 1. Montrer que ¥ < -,

atteintes.

et que ces deux bornes sont

3. Soit z,, .., z, des complexes (n 2 1) et L = |z, ] + -+ |z, |.

a) Montrer que |z| < | Re(z)| + | Im(z)| pour tout complexe z.

b) Soit P la somme des Re(z,) strictement positifs et N celle des - Re(z,) strictement positifs ;
P' et N’ sont définis de méme avec les parties imaginaires. Montrer que P+ N+ P" + N' > L,
puis qu'il existe une partie J de {1,..., n} telle que | ¥, 7| = .
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

@ _19i.Fi2_B3_a_19;._ c 5 _aq:]. b o Z+)3B+) _ 20+10i _ T (E)
1. a=8-12i+6i2-i3=8-12i 6+I-,b-(3_’.)(3+i)- 2100 22+ ]; 14 = 8F =, donc

c= (%)3 (1+i)% =i*x2i =[2]. d est une somme géométrique de raisoni #1:d = 1'4'2_(;27 - 1_+: =
[i], car 2027 = 4 x 506 + 3 et i2°27 =3 =i,

2. Legalltesecrlt X“ i) y(m") = + I Comme x, y sont réels, on identifie : 5+ §= Set-X+2 - %
En ajoutant: 3 d’ou M etlu[

3.2 = E:":rs:;g:z:; = m‘m12+ir+n22i*2m = 13”;2 +I$:zz L ZER &= m=2 o [m=1/2|;
Z€iR <> [m=0](etZ=2i). Enfin |z|2 = Im2 _mst _q, 3 g

[emil2 ~ m2+1 m2+1
® Corrigé de l'exercice 2
1. Module d’'un produit, d’'un quotient, d’'une puissance, et |E| = |¢]: |u| = \/E(\/Ef = ;
8
i =3 - 230 2 []

2. Soient A = zz' + 77’ et B = zz' - 77 Comme (' =(( et{=C:A
B =2z -zz' = -B,donc B € iR. (En faitA = 2Re(zz’), B=2iIm z?)

3. 2zz=|z|]?etzz0,donc|z| =1 <= 72z=1 <= E- .Silz]=1: -z—%:z—E=2iImzeilR,

2 —
et%=%+2+z=2+z+z= 2(1+Rez),réelp05|t|fcarRezz—|z| = -

® Corrigé de l'exercice 3

77 +zz = A, doncA e R;

v“

|_\

1. AB(4 + 2i), AC(3 - 3i), BC(-1 - 5i) ; AB =20 =|2y/5 |, AC = /18 = |32, BC =| /26 |
2.z =2 = 32+' TR 1;2’ - ABCD parallélogramme < AB=DC <> d=a+c-b=
7. p - as2bc _|1+9i ca=li 2.4 2, _q): AG = 2A]
,h-121 =5 . Enfing-a=7=2-7=5(z-0): AG=3Al .

e-a (6+(y 1)i)(4- 2I) (2y+22)+(4y-16)i - _ f-¢ _ (x=1+4i)(4-2i) _ (4x+4)+(18-2x)i
3 ba 20 20 el = ‘ b-a ~ 20 - 20 est

imaginaire pur < [x=-1].
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® Corrigé de U'exercice 4

4B -2\ =\ -Tl: 2 =|[5,-E1|: 2. =242(-3 + 2i) = o
nelog) [ bl e 1) [

z, = 3(— cos T -isin %) = [3,65—" (le module est 3, pas -3); z, = 2(c05(§ - %) * isin(% B %)) B

3m
2, —
[ 8

- . . _ 2r]|. 2z _[16 n_sn]_
2. On multiplie les modules, on ajoute les arguments : z,z; = [8\/2, Sz [_2\/5’_5 - ?] =
s, _ m, 6m]_ mll. 53 _ o - '
[4\/2,— ,2224—[15,——+?]— [15’ﬁ v Z4 —[4,5] —[64,5]—.

3.—6]0 [, doncsm—>0 Avec sin 6 = 2S|n cos > 9 et1-cosb = 25|n29

u=25in§(cos§+ising) [Zsmgg Puisv=—iuet—i=[1"%]:V= [zsmg'egn]'

® Corrigé de U'exercice 5

100 [ 2] 3 5+ = a2 e ] ) a8 2]
[\/—, 12] donc la puissance 24 vaut [2'2, 147] =[ 4096 |

_ eifB) _|VB-1 341 _ [25] _ \/— om : : i 5mo_ y/3-1
2.w = i ==t etw = o T || 212 .Enldentlﬁant.cosn_zﬁ
V6-V2 et sin I = \/_+\/§
4 4
w" :[(g) ,51”2"](M0|vre) estréel < 23 &7 Si5n =12k, alorsn =25n-24n =12(5k - 2n);
P _ -6 _ _l
d'ol | ,etw'? = [276,5n] o

n n
3. (1-0)"=(1+i)", doncu, = 2Re((1+i)") = 2(\/5) cos It = 22*1 cos O, 284 - 5067 : u,,, =

4
1013 |. 2026m
4 = D061+ 5 U6 = o}

® Corrigé de U'exercice 6

i - (Ar20)2-40) ‘“2’)(2 ) - = [‘I ] : AC = AB et (A_é A_é) = 71 ABC est rectangle isocéle en A.

2. =L - % 2i €iR:[(PQ) L (RS)|; ;—’; =228 -2eR:PQ Tallgnes (P entre Q et T).
AC _ |c=a| ot (2B AC) = arg &4

3. 5 ° b_a| et (AB,AC) =arg a) [1, ] isocéle en A (angle au sommet [3, 2] rectangle
enA. c) [1, —%] : équilatéral. d)c-b=(c-a)-(b-a)=i(b-a),donc ‘Zg = i : rectangle isocéle
en B.
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® Corrigé de l'exercice 7

a) Cercle de centre Q,(-1+2i), de rayon 2. b) 3iz-6 = 3i(z+2i), donc |z+2i| = 3 : cercle de centre
0,(-2i), derayon 3. ¢)z+2i = z-2i: la condition s'écrit |z- 2i| = |z- 4| : médiatrice de [PQ] avec
P(2i), Q(4) (droitey = 2x-3). d)z#-1et (U, m) = T avec K(-1) : demi-droite ouverte d'origine K
dirigée par VT/(% + @I)

Pour e), f), g), soient A(2i) et B(-1) : pour M # A, B, 22721’ = 7= a pour argument (MB MA) M=A

donne 0. e) (MA) || (MB) ou M = A : droite (AB) privée de B( = 2X + 2) f) (MA) L (MB)ou M = A

: cercle de diamétre [AB] privé de B (centre —% + 1, rayon —) g) MA et MB de sens contraires :
segment ouvert ]JAB].

Kl

® Corrigé de U'exercice 8

_2si _ (wi)2ei) _| 1+ 3i
1. a)z T st

x—2y=—1,d'oﬂ. cPourz#-i:z-1=2iz-2 < (1-2i)z=-1 & z= - ;2' (bien
#-i). d)z2 -(21\/—) z=22i\3] €)z+3=1iy2:|z=-3+i\/2| f) z*-522-36 = (22 - 9) (22 + 4)

:1S= {3,-3,2:,-2:}\.
2. La premiére équation donne z’ = =i ((1+i)z+2) = (1-i)z-2i. Dans la seconde : (2 +i)z+(2 -
i(1-1)z-2i(2-1) = i, s0it (3-2i)z-2 - 4i = -i, d'oti z = 231 = @30G+2) _ ot 7 = (1-7)j-2i = 1-i

3-2i 13
:[(2,2)=(i, 1-0)]

. b)Avecz = x+iy:iz+2z = (2x-y)+i(x-2y); on identifie: 2x-y = 1,

€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

1. Avec ¢ = cosH, s = sinfB: cos50 +isin50 = (c +is)® (Moivre) ; on développe (coefficients
1,5,10,10,5,1) et on prend la partie imaginaire : sin56 = 5¢*s - 10c?s® + s> = 55 (1 _52)2 -
1053 (1-52) +s° = 5(165* - 20s% + 5).

2. Pour 6 € {%, 2?"} . sin50 = 0 et sin® # 0, donc X = sin® 6 vérifie 16X2 - 20X + 5 = 0. Comme

5: \/_ 5-/5 _ 10- 2\/_ e

m 21 M 271 _ 2°Vo _
0< 5<5 <ysin o< sin’ 5 : ce sont les deux solutions , et sin? I = s = o
sinus etant positifs : | si g = % 10 - 2\/§ et|sin 2?" = %\/10 + 2\/5.
-5 . . 1 5 . .
3. coszg =1- =8 2‘/_ (1 ["/g) et cos% >0: cos% = +4\/_ . Le produit des solutions vaut

21 \/E
16,dou smgsm? l

Avecs = sinx: sin5x-5sinx = s(16s* - 20s?) = 453 (452 - 5) et 4s*-5 < 0: sin5x = 5sinx <

sinx=0 < .
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® Corrigé de l'exercice 10

.a)a- 2(J_ %)_[2 -—] b= 2( +£:) [2%] B (N
b)ia=i 3+1=b,donc5=i=[1,§]:OA=OBet(aZ\,O_§)sg p
: OAB est rectangle isocéle en 0. Comme 0+c =a+b, [0C] et

[AB] ont méme milieu : OACB est un parallélogramme ayant
un angle droit et deux cotés consécutifs égaux: c'est un carre.

oJ

.a)c=a+ia=(1+i)a=[\/§,%]x[2,—%]= [2\/5,%] b)Orc = ’
(\/§+1)+i(\/§—1 ; en identifiant : cos & = ‘g\/f = \/—Z‘E

)
6-2
= |

.o
etsin 12

@ =[(22)" 3] = [512.4] - 52} [(M)rn iR = Z=lim = [n=602]

soitn € {6,18, 30, ... }.

— —> .
. Pour M z A,B: argﬁ = (MB,MA) donc £2 b €iR < (MA) L (MB);etM = Adonne0 € iR.
Ainsi (') est le cercle de diamétre [AB] privé de B, de centre 5 (le centre du carré) et de rayon

% 'a”'” =1/2. °a=9 —ietﬁ=—-lsontlmaglnalrespurs 0,C € (I); (T) est le cercle

circonscrlt au carre, prlve de B.

® Corrigé de l'exercice 11

cea _ (2+6i)(4-2i) _ - m a-b _ (4-2i)-2-4i) _ : .
La) oo = -1+I-[\/§,4]. b) & = —=—— =i:

— ..
BA = BC et (BC B_Z\) = I : ABC est rectangle isocéle en B. ¢)

(1 +1)2026 - [21013 5061 _] _.

.a+c=b+d < d-= . Le parallélogramme ABCD a un
angle droit en B et BA = BC : c'est un carre, de centre le milieu

de [AC], d’affixe % =2i: cest Q.

. a) Les diagonales du carré ont méme milieu Q et méme
longueur AC = |2 +6i| =2/10: QA = QB = QC = QD = /10.

b) £2 = 22’2 = 2, donc le produit vaut (1”)( M) - [1] e R
Comme ¢ R, A B C ne sont pas alignés : A B, C, E sont co-
cycllques (crltere du cours), et E est sur l'unique cercle passant

parA, B, C: E e(I).

+ N|:l

. ) , sa (=2 =2 ..
. Ilfautzza (le quotlent nul n'a pas d’argument) et z # c. Alors arg == (MC, MA) et la condition
équivaut a: e iRetIm=: £9 5 0. La premiére place M sur le cercle de diamétre [AC], C'est-a-

dire (). Pour la seconde = % et,avec z = x +iy, Im((z— a)(z - c)) =(x-1)(y+1)-(x+

1)(y-5)=6x-2y+4; comme (AC) a pour équation y = 3x + 2, la condition 3x -y + 2 > 0 décrit
le demi-plan ouvert contenant B (ou % = i). lensemble est le demi-cercle de (I') d’extrémités

A, C contenant B (et E), privé de A et C (en rouge ; en D, 94 = -).
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B Corrigé de l'exercice 12

Avec z = x + iy (x, y réels), on identifie parties réelles et imaginaires.

a) X’ -y’ = xet2xy = -y, soit y(2x +1) = 0. Siy = 0: x € {0,1};six = -2: y> = 2,
1 V3,
$=40,1, -=+ —1i¢|
o125

b) x> +y?+6iy =13+12i:y=2etx*=9: \S={3+2i, -3+2i}‘, 0) (X2 - y? +2x + 1)+ 2iy(x-1) = 0.
Siy=0:(x+12=0;six=1:y2=4 |S={-1,12i}|

d)Z2+|z|2 = 2x2+2ixy = 2+2i: x2 = Tetxy =1: [S={1+i,-1-i}| ) z*+322-4=(22-1)(22 + &)
: S ={1,-1,2i,-2i}}

® Corrigé de l'exercice 13

1.2 = EOED of (x4 1 +iy) (x - i(y - 1)) = (x*+y?+x-y)+

|z-i|2

q 0 24y24x- -y+1
i(x -y +1), d'odl Re(2) = J52055 etIm(Z) = 2.

2. (E;): x-y+1=0: droite (AB) (y = x + 1) privée de B.

1\2 1\2 _ 1 e s P
(E,): (x + 5) + (y - 5) =5 cercle de diametre [AB] prive
de B.

(E5): |z+ 1] = |z-i| : médiatrice de [AB] (y = -x).

(E): (x+1)+y? =22 +2(y -1 &= (x-1)+(y-2)* =4
: cercle de centre Q(1 + 2i) et de rayon 2.

(Es): ReZ=0etlmZ>0:Me (E,) ety < x+1: demi-
cercle de (E,) sous (AB), privé de A et B (en rouge). En O':
z=L =i dargument I: 0 € (E;) /.

i

B Corrigé de l'exercice 14

1. 0z| = [(z-2i)+2i| < |z-2i|+|2i] =3et|z] 2|2i|-|z-2i] =1. Avecz = x+iy: |z| = 1et
|z-2i] = 1donnent x2+y2 =T et x> +y? -4y+4=1,doly=1,x=0:]z=i|;de méme |z| =3
donne9—4y+4=1:.

2. |22-4z+6|<|z|?+4|z| +6 <11 et |22 -42+6|26-|22-4z| 26-|z|>-4|z| 21; pourz=-1:
1+4+6=11. Ainsi 22 -4z+6 # 0 pour |z| < 1: 'équation n’a aucune solution dans ce disque
(ses solutions 2 + iy/2 sont de module /6).

3. a)|z+2|2 = |z|2+4Rez+4 et (|z] + 2)° = |z|2+4|z| +4 ; les deux membres étant positifs, 'égalité
équivaut a Rez = |z|,soity=0etx=0: .

b) Avec w = z-i, la condition s'écrit [w+i| = [w|+1. Or [w+i|? = [w|?+i (W - w)+1 = [w|?+2 Im w+1

et (lw| + 1)% = |w|? + 2|w| + 1 : 'égalité équivaut @ Imw = |w|, soitw = it,t 2 0 :

(demi-droite de 'axe imaginaire).
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® Corrigé de l'exercice 15

1. 8cos3x - 6cosx ++/2 = 2cos3x ++/2. L'équation équivaut a cos3x = cos%r < 3x =

13_77 2',7 <=>X51E 2_": S:{Es_n”_nn_n_19"7_n}

o [2m 5] 4'12'12'12' 12" 4

2. Lethéoremeavecn=3et0=x & 2nZ: Zi:o COSRX = % cos =X 3" /. En x =0, la somme vaut
4. Pour x €]0, 2m], sin 5 # 0 : 'équation équivaut a sin2x = 0, soit x € {5,11, 7}, ou cos 7 =0,

it x = I 4 2k0 5n mom o 3m 51
50|tx-3+3 6{3,1T,3} S= {3 2,,2,3}.

® Corrigé de U'exercice 16

1.g=20- 3+T3’i=;g—a=2—ietb—a=6—3i=3(2—i):_G)=%Z\_é v.

2. |u+v|? = (u+v) (U +V) = |u|?+|v|*+uv+uv = |u|*+|v|?+2 Re (uv). Avec u = z-g, en additionnant

2MA? + MB? = 3MG? + 2GA? + GB® + 2 Re ((z -g)2(g-a)+(g- b)),

ol 2(g-a)+(g-b) = 3g-2a-b = 0, GA? = |2-i|?> = 5et GB? = |-4+2i|% = 20: 2MA%2+MB? = 3MG>+30.

3. 2MA? + MB? =k < MG? =30 k=42 cercle de centre G, de rayon 2 ; k=30: le point G ;
k =21 : ensemble vide.

€ Corrigés du niveau 3

® Corrigeé de l'exercice 17

1.A52=(b-a)(B-a) (b- a)(% %):2- -b

:de méme AC? =2 - - £. Donc

BZ—AC2=a(%—%) = (c _b)(E'E) (C'b)a(é’cc‘az)

et,comme b # c: ABCisocéleen A < AB?=AC? < .

S _ g _ (@9l _b ac_b .
2.Z = g_g = ab)@d) - ¢ ab cZ,avecZ # 0. AinsiZeR < Z=Z < b=c:impossible,

?

donc A, B, C ne sont jamais alignés; etZ € iR < Z=-7 % = -1 : ABC rectangle en

A < |[b+c=0]([BC]estun diamétre)

3. Sia+b+c=0,en conjuguant: +%+— =0, soitab +bc+ca=0;doncbc=-a(b+c)=a®:ABC
est isocéle en A ; de méme ca = b? : isocéle en B ; il est équilatéral. Réciproquement, s'il est
équilatéral, a® = bc et b% = ca, d'ot a®> - b? = c(b - a), soit(a-b)a+b+c)=0,eta+b+c=0.

4. Equilatéral : il faudrait ¢ = -1 - i, de module v/2 # 1 : impossible. Isocéle en A: ¢ = % = } = El
;rectangleenA: c=-b= El (le méme point : ABC est rectangle isocéle en A) ; rectangle en B
(question 2 au sommetB): a+c=0,|c=-1|

Maths Olympiad @
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® Corrigé de l'exercice 18

Tho

Pourz#za: Me(AB) & 2% eR > Z9-Z9 Orp-g=2Letz-a=221 donc le second
b-a b b-a ab a
membre vaut (azb” et l'égalité s'écrit z - a = -b(az - 1), soit \z+abZ=a+b| Le pointz=a

verifie aussi cette équation.

_ b-a (a-b)/(ab) _ cd W= _
W=52z0etW= Z3es = LW, Donc (AB) L (CD) & W =-W lab+cd =0 et
(AB) || (CD) & W=W < [ab=cd|

Les droites, perpendiculaires, se coupent en un point P ; d'aprés 1., p+abp = a+betp+
cdp = c +d, avec cd = -ab. En ajoutant : ‘2p—a+b+c+d‘ Pour x € {a,b,c,d} (|x] = 1):

|p - x|2 = |p|® - 2Re(px) + 1. En sommant, aveca+b+c+d=2p:

PA? + PB? + PC2 + PD? = 4|p|? - 2 Re (2pp) + 4 =| 4 .

® Corrigé de U'exercice 19

1.

fz)-1=EEED = 2 400 (f(2)-1)(z-1) = 2 et f(2) # 1. Alors f(f(2) = 1+ 25 =1+z-1)=z
En modules : AM’ xAM = 2; en arguments (M # A) : arg(f(z)- 1) +arg(z-1) = arg2 = 0, d'oul
- —_— - —
(u,AM’) = -(u,AM) [277].
Si AM = 2, alors AM’ = 1: M’ est sur le cercle C’' de centre A et de rayon 1. Réciproquement,
tout point N(w) de C’ est l'image du point d’affixe f(w) (car f(f(w)) = w), qui vérifie |f(w)-1| =
—

Iw 7 @ = 2 : M’ décrit tout le cercle C'. De méme, (u,m) = % = (G,AM’) = —% : M" décrit la
demi-droite ouverte d’origine A dirigée par w(1 - i).

2

fz)eR & = eR < z-1TeR < zeR f(z) e iR < f(z)+ﬁ=0 =

(z+1)(z-1)+(z+1)(z-1)=0 & 2|z]?-2=0 < |z]=1.

—

f(2)=z & z+1=22-2 & (z-1)2:=2 < [z=1:\2| f(2)=Z = z+1=|2|*>-Z7 =

2x=x2+y2 -1 < (x-1)>+y? =2 cercle de centre A et de rayon /2 (cohérent avec 1. : M’
est alors le symétrique de M par rapport a l'axe réel, donc AM’ = AM et AM? = 2).

® Corrigé de l'exercice 20

1. z¢ R, doncz=0,z#+1,2z° 2 1. Ainsi 1, z, 2, z° sont distincts : z> # 1 (hypothése), 22 - z =

Maths Olympiad

2(z-1)20,22-2=2(z-1)z+1) 20,23 -2? = 2%(z- 1) 2 0. Etzzz_—‘11=z+1 & R: A, M, N ne sont
pas alignés.

221 _ z z _ Az=M)(z+) _ (z+1)* 1)

o cZrlet =250 : le produit vaut

w+leR w+l=W+é = W-w)-22-0 = (w- W)(1 L):O < (weRou
w w w ww [w|?

lw| = 1)

+1)2
A, M, N n’étant pas alignés, le critére du cours donne : A, M, N, P cocycliques < % =

Z+2+ % ER z+% ER (carz & R). Le cercle est alors le cercle de centre O
et de rayon 1, puisque |1] = |z| = |22| = |z3| = 1.



Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques

® Corrigé de l'exercice 21

1

z

=L ¢ |z|=1.Avecz=x+iy: x>+y?=Tet|1-z|>=1-2x+x>+y?=2-2x =1,

2|
i, 18 1 ﬁi] |

dolix =2,y =2: 5={—+—I

1. |z| =

5
2 2'2 2

2.7 =2-zetz2-2)=5 & 72-22+5=0 & (z-12=-4=Q2i)} < z=12%2i:
S ={(1+2i,1-2i), (1-2i,1+20)}]

3. (zz+2—22)(22+2+22)=(zz+2)2—(22)2=z“+4. Puis (z-102=-1 & z=1+iet(z+1)?=
Sl e z=-Txic [S={1+0,1-0, -1+, -1-i}]
: 2
4, Pourz#i,u:%vériﬁeuz=—3=(i\/§),soitu=ti\/§. Siu=iv3:z+i=iJ3z+3, dol
s, _ () S Szlﬁﬂ' -ﬁﬂ']

, de module

Z= = ;siu=-i3:z=-
2 2

1-iV3 4 13 2

% + % =1 (normal: u € iR signifie que M est sur le cercle de diamétre [B'B], B(i), B'(-i)).

® Corrigé de U'exercice 22

1. w?2=[1,2x] =1 < 2x€2nZ < x € nZ: exclu. La somme est gégométrique de raison

w21yl HAE] W(1 + W2 4o+ (Wz)n—1) i} w(;_—:/v;n)-

2. Par Moivre, w?" = [1,2nx] et w? = [1,2x]; le rappel donne 1 - =-2isinnx[1,nx]et1-w? =
-2isinx[1,x] (sinx # 0). D'od ¥_, w2k = [1,x]- =22 Sk 2 [1,nx - x] Sgsininx X (cosnx +isin nx) or
cette somme vaut ¥} _, (cos(2k - 1)x +isin(2k - 1) ) (M0|vre) 5'"”" etant réel, on identifie :

_ sinnxcosnx _ sin2nx : _ _ sin’nx
Y cos(2kR - 1)x = E R Y sin(2k - 1)x = X

. . . 1
3. Avec X = # ¢ mZ : sin2nx = sin (n - L) = sin x, donc la somme vaut ;'?n"x = . Pourn =3

2n+1

- cos I 3n Sm_ 1
.COS7+COS 7 + COS - >

® Corrigé de U'exercice 23

1. Les coefficients de P sont réels et zk =z : P(2) =z -2Z° +62° -87+8 = P(z). Si P(a) = 0, alors
P(a)=0=o0.

2. P(2i)=16+16i-24-16i+8 =[0]: 2i et 2i = -2i sont racines. (2 +4)(22 +pz+q) =2 +p2> +(q+
4)7? + 4pz + 4q coincide avec P(z) pour p=-2,q=2. Puis 22 -2z+2=0 < (z-1)°=-1 <
z=1%i: \s={2i -2i, 1+i,1- i}

3. &A= % =3l ¢ R: A, B, C nesont pasalignés; Z ’z a3t %”;le produit vaut =220
1A B, C, D sont cocycliques. Le centre Q est sur la médiatrice de [AB], laxe réel: w=t e R et

0A=QD < (1-t2+1=t2+4 < t=-1. Centre|Q(-1)} rayon |2 +i| =|/5|.
4. Les points A(a), B(@), C(B), D(B) sont distincts (a, B ¢ R, Rea # Re B) ; A et B sont sur la droite

(3 0(3+0
s e[R

d’équation x = Rea, qui ne contient pas C : A, B, C ne sont pas alignés. Soit Q = b ~ z tc’
Comme a = b,b= a,c=d,d =c:Q = M><—d = Q. Donc Q € R : les quatre points sont

cocycliques (ils forment un trapéze isocéle).

Maths Olympiad @
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Q V d )
€ Corrigés du niveau 4

® Corrigé de l'exercice 24

1. SiP=M, % =0 € iR;sinon (MP) 1 (BC) et% € iR. Ce nombre

est donc égal a l'opposé de son conjugué: 2 = —%, avecc-b =
- -
1-1= % ;d’ot p-m = be (p - m), soit p-bc p = m-bcm. Comme

Pe(BC): p+bcp=b+c. Enajoutant: p=%(b+c+m—bcﬁ).

2. Par permutation circulaire des roles: g = 2 (c+a+m-cam) et
r=2(a+b+m-abm). Doncq-p = J(a-b+bcm-cam) =
2(a-b)(1-cm), etde mémer-p=1(a-c)(1-bm).

3.3bm=1 & m=2=b < m=b: excly, doncr # p. Ainsi P, Q, R sont alignés si et

i = o abiem)
seulement si W = > = @o(iom)

1
b

est réel. Avec a = %, etc. :

22(1-2) (a-b)m-o)

%_0(1_%) (a-c)m-b)

©

W =

DoncW =W < (1-cm)(m-b)=(m-c)(1-bm) < -b-c|m|?> = -c-blm|* <
(c- b)(1 - |m|2) =0 < |m|=1(car b # c). Les projetés de M sont alignés si et seulement si
M est sur le cercle circonscrit : c’est la droite de Simson de M. (Pour [m| =1, W = (a-b)(m=c)

est
(a-c)(m-b)
le quotient du critére de cocyclicité pour A, C, B, M.)

® Corrigé de l'exercice 25

1. Si A, R, Q étaient alignés, on aurait (AB) = (AR) = (AQ) = (AC) (carRzA et Q 2 A) : A, B, C alignés,
absurde ; de méme pour B, P, R et pour C, Q, P. Les facteurs contenant m se simplifient : le
produit vaut Z—‘C' . % . ﬁ. Comme Q, A, C sont alignés et Q ¢ {A, C}, % = % est un réel non
nul ; de méme pour les deux autres facteurs.

2. Les trois facteurs k, = % . r’:—_';, R,, k; (non nuls) du produit sont les quotients du critére du
cours pour (A,R,Q, M), (B,P,R,M), (C,Q,P,M), et kR R,k = A € R*. Si M € (ARQ) n (BPR), alors
k., k, € R (A, R, QetB, P, R non alignés), donc k, = k:‘—kz € RetM e (CQP) (C, Q, P non alignés).
De méme dans les autres cas : les trois cercles sont concourants.

3. Dans le triangle ARQ, les points P € (RQ), C € (QA), B € (AR) sont distincts de A, R, Q (P =R ou
P = Q imposerait P = B ou P = C), et M est distinct des six points. Les cercles de 2. sont alors

(ABC), (RPB), (QCP) ; M est sur les deux derniers, donc|M € (ABC) |.

Maths Olympiad @
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® Corrigé de l'exercice 26

1. a) |1 +zz|2 = (1 +zz)(1 +Ez) = 1+2Re(2?) + |z|* avec Re(2?) = x> - y? = 2x* - r? : |1 +zz|2
T+r*-2r2 +4x?. Et |1 +z]2=(1+x)?>+y?> =1+ 2x+r2.

b) Supposons |1+z| < % et [1+2%| < 1. La premiére donne 1+2x+r? < 2, donc -2x > r* + 2 > 0

et 4x? >(r2+%)2. Alors
|1+22|2_1 =r‘*—2r2+4x2>r"—2r2+(r2+%)2=2r‘*—r2+%=2(r2—1)2+%>0,

ce qui contredit |1+2%| < 1. Donc |1+ 2] 2 % ou|1+2%| 21

2. D'aprés le cours, 1-2z = —2isin§[1,§], d'ol |1-2| =2 |sin%| cet1+22=1+cos2t+isin2t =

2cost(cost +isint), d'ou |1+2%| = 2| cost|. Avec u = |sin£| € [0,1] et cost = 1 -2u?:

2
|1-2z|+|1+2%| =2g(u), ot g(u) = u + |1 -2u?|.

. Sur[O,%]:g(u)ﬂ+u—2uzs1+u<2etg(u)—%=2(%—u)(u+%—%)20.

* Sur [%,1] : g(u) = 2u? + u - 1 est croissante, de % ag(l)=2.

Donc%sgsZet V25 |1-2|+|1+2?| 4| Egalité & gauche < u=ﬁ < cost=0 <
[z=zi];adroite & u=1 < [z=-1]
B Corrigé de l'exercice 27
1. P(z) = 0 donne z" = -(a, ,2"" +-+a,) et, par l'inégalité triangulaire, |z|" < ¥ |a,||z|* <
n . . n_ n N
K(1+ ]z +-+]2|"™") = K= Sik =0, |z|" < 0: absurde. Sinon, K Z=1 < K2 g
[z]-1 |z]-1 |z]-1
|z|" < Klz| puis |z| - 1 < K. Bilan : une racine de module > 1 vérifie |z| <1+ K ; une racine de

lz|]-1'
module < 1 aussisi K >0;etsiK =0, P(z) =2z" naque la racine 0.

2. Par télescopage : (1-2)Q(2) = ¢, + (¢, - ¢y)z+ -+ (c, - ¢, ,)Z" - c,z™"'. Si Q(z) = 0 avec |z| > 1,
alors ¢,z"" = ¢, + ¥h_,(c, - ¢,_1)2" et, les ¢, - ¢, , étant positifs :

n

n
kR
21 < ¢y + D (cp - Gup)lzl® < 121"y + D (e - €)= ¢, 21"
k=1 k=1

(inégalité stricte carc, >0 et 1< |z|"). D’'ou |z| < 1: absurde. Toute racine de Q vérifie .

2 1 V2.
2 _ 1y __2 LV 1,2_ 1 2,2,,1
3. 1+422+32° =0 & (z+3) =-5 & (z= 3: 3l,demodule,/9+9-\/§. Cauchy (z +3Z+3,
_2y. 1 _5 ,. S .4
K-3).\/§<3/,Enestrom Kakeya(1s2s3).ﬁs1/

® Corrigé de l'exercice 28

1. On applique U'exercice 18 aux cordes [AC] et [BD] : (AC) L (BD) < |ac +bd = 0}, et ces droites

se coupent au point d'affixe J(a+c+b+d), d'ol p=(a+b+c+d).

1,1

k- . .. )

2. k=<4, donck-p=-%2 Or (%) =44 - a8 - a8 &0 donc £, est imaginaire pur. Si
a

K # P, (PK) L (AB): la perpendiculaire a (AB) passant par P est (PK), elle passe par K ; si K = P,
c'est immeédiat.
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Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques

3. l+k= %(a +b+c+d)=p=0+p:[OP]et[LK] ont méme milieu, OLPK est un parallelogramme.
Deac+bd =0: c-—— d'otuc+d = d(1 -—) %(a—b)et|c+d| = |a-b| = AB. Comme K est le

milieu de la corde [CD], (OK) L (CD): la distance de O a (CD) est OK = 'C;d' %AB 5

® Corrigé de l'exercice 29

1 MAxMB = |z-1]|z+1] = |2 -1 et|22-1]" = (x2 - y2 - 1) + &x®y? = (x2 + y2)° -2 (3 - y?) + 1.
L'équation est invariante par x — -x et par y ~ -y : symétries par rapport aux deux axes ;
y = 0 donne x* = 2x? : points |0, (t\/f) |

2. Moivre : 2% = [r?,26], d'oii |2% - 1 |2 = (r? cos 26 - 1)2 +r*sin®20 = r* - 2r2cos208+1etM e
(L) <> |r?=2cos26| Donc OM? < 2, et cos2 6 - sin?0 2 0, d'oil (xr2) x? 2 y2 (vrai aussi en 0).

3. Avecu = OM?: 2(x* - y?) = u? et x* + y? = u, d'oll 4y? = 2u - u? = ] y=1

T-(u-12<1:|lyl <3| Egalité & u=1,y%=, x> =3, soit Q@
B A
T . V2

=+ 2i | (points de (L)).. Comme M # A,B, (MA) L (MB) |

OM = 1 (cercle de diamétre [AB]) : ce sont ces quatre points. ‘

® Corrigé de l'exercice 30

1. 1-q=1-cos?x-isinxcosx = sinx(sinx - i cos x) = -i sin x (cos x + i sin x). Comme sin x # 0,
q# 1 et L = COSX-isinX _ SINX+ICOSX _ q , j COSX

-isinx sin x sinx”’

2. Moivre : g* = cos® x (cos kx + i sin Rx), donc C, +iS, -Zkoq 1

[1 ——x] g -C—

sin x

. Comme sinx +icosx =

n+1
[‘I n+‘|)x+——x] CoSSIT(—smnx+lcosnx) AinsiC +iS =1+ C‘I’;;‘

n+1 n+1

—“fm (sin nx—lcosnx) et on identifie (tout estréel): C, = 1+ —SI::'””X S, = SR,
n+1 5 COS X

3. |cosx| <1,donccos™ x —» 0;comme |sinnx|<1et|cosnx|<1:|C, - 1|et|S, : L
sin x

- _ 1 n 1 1a RIT 1 _ \/g
Pour x = £ (cosx = 3): ZkOchos—aetZkzoz—ksm?aT_ T

w

€© Corrigés : forme algébrigue

® Corrigé de l'exercice 31

1.a) 2+i)(3-2i)=6-4i+3i-2i>=8-i et (1-i)>=1-2i+i%=-2i, donc (2+i)(3-2i)-(1-i)%=

8-i+2i=[8+il|
2
1o 213,322 21 0B puis (1B (1B -1 B o WB, 352 [
b)(i 2')'4 2 1t = 2"pu's(2 2')(2 2')' P 4'+4"‘
c)5+5i=(5+5i)(3+4i)=15+20i+15i+20i2=—1+7i ot 20 =20(4-3i)=‘|6—12i_la
3-4i 32+ 42 25 5 4 +3j 25 5 '

somme vaut 155_ =i 3-i]
d) (1+0)2 = 2i, donc (1+1)? = 2i(1+i) = =2+2i; (1-i)2 = ~2i. Ainsi =2 ;’,2' < % = -i(1-i) =[-1 -]
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o o \M o o o o o o
2. @) Comme i*M = (i*)" = 1: j4M1 =, j4m2 = _q, j4m3 = _j j4m+4 = 1 et la somme vaut

(4m +1)i - (4m +2) - (4m + 3)i + (4m + 4) = (indépendant de m).

b) Les 100 termes de T forment 25 paquets de quatre termes consécutifs (m = 0,1,...,24),
donc T = 25(2 - 2i) =| 50 - 50i |.

3.a) 3+2i)x+(1-i)y=0Bx+y)+i(2x - y). Comme x et y sont réels, on identifie: 3x +y = 7 et

2x -y =3,d0l5x=10: .

2+mi)(1+2i) (2-2m)+i(4+m .
b)Zm=( i 33( i )=( );( i ), avec 2 - 2m et 4 + m réels.

Z €ER & 4+m=0 < ,etalorsZ_4:%:2;Zmei[R = 2-2m=0 <

Im=1}etalorsZ, = % = 1.

® Corrigé de U'exercice 32

1. On utilise Z = 7 et les régles de calcul du conjugué :

«A=2zz-i(z-2)=2z+i(z-2)=A, doncAeR;

zZ-Z

«2+27=2+|z]*>0,etB=2"% =B, doncB€iR;
2+22
. - - 7Z+z .
esizegR,alorsz-zz0etC== =-C, doncCeIR;
Z-2
. - -z z
-S|z¢0,alorsz¢0etD=E+:=D, donc D € R.
z
_ _ 2,72 2Re(Z?
2.z-z =2iy, donci(z-Z) = -2y et |[A=x*+y?-2y| Ensuite D = 2z | |z|(2 ), soit
7z
2(X2_y2)
T X242

A=0 < x*+(y-1)?=1: lensemble cherché est le cercle de centre (i) et de rayon 1 (il
passe par O).

3.a) i2=-1,i%=-i,i*=1,donc P(i) = 1+2i-6-2i+5 =[0]. Les coefficients de P sont réels, donc
P(z) = P(z) pour tout z; ainsi P(-i) = P(i) = P(i) =[0]
b) (z2+1)(2% +az+B) = z* + az® + (B + 1)z* + az + B. Par identification avec P: a = -2 et B =5

(B+1=6 v). Réciproquement, ces valeurs conviennent : | P(z) = (2% + 1)(z> - 2z + 5) |,

QP2 =0 < z>=-1ou (z-1)% = -4 (produitnul) < 2z =1+ ou z-1 = #2i.
S ={i, -i, 1+2i, 1-2i}|
Les racines non réelles d’'un polynome a coefficients réels vont par paires conjuguées.

® Corrigé de l'exercice 33
Dans tout le corrige, z = x + iy avec x et y réels ; on identifie parties réelles et imaginaires.

a) 3z-2iz = 3x +3iy - 2ix -2y = (3x - 2y) + i(3y - 2x). Le systéme 3x -2y = 8, -2x +3y = -7
donne (en ajoutant 3x la 1™ et 2x la 2®) 5x = 10, puisx =2 ety =-1: |S={2-i}| Contrdle:
3(2-0)-2i(2+i)=6-3i-4i+2=8-7i /.
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b) 2% +2z = (x? - y? + 2x) + i (2xy - 2y). L'équation équivaut a y(x - 1) = 0 et x* - y? + 2x = 0.

«Siy=0:x2+2x=0,doncx=00ux=-2. Six=1:3-y2=0,doncy = /3.

SEE {0, -2, 1 +i\/§, 1 —iﬁ}. Les solutions non nulles ont pour module | - 2| = |‘I 1i\/§| =

V1 +3=2. Cétait prévisible : z2 = -2z donne |z|? = 2|z|, donc |z| = 0 ou |z| = 2.

Q) z +|z|? = (x2-y? - 2ixy) + (x* +y?) = 2x* - 2ixy. L'équation équivauta x*> = 1 et xy = -1:
(xy)=(1,-Dou(-1,1). [S={1-i, -1+i}|

d) 22 +|z| = (x2 -y ey x2+ y2) +2ixy. la partie imaginaire impose xy = 0.

«Six=0:-y?+|y|=0,so0it |y](1-|y])=0,doncy €{0,1,-1}. Siy=0:x%+]|x| =0, donc
x=0.

S={0, i, -i}| (contrdle: i2 +|i| =-1+1=0).

® Corrigé de l'exercice 34

1. a) Re(1+mi)=1#0,donc1+mi=#0etz, estdéfini. Avec le conjugué du dénominateur :

_(m+l')('|-ml')_m—m2i+i—mi2 2m .1-m?

+1 8
m 1+m?2 1+ m? 1+m2 1+m?

m+i Ym2 + 1

WL LA T
|1+ mi| V1 +m?2

c)zme[R4=>1—m2=0<=>(z1=1,z_1=—‘l); zmei[R<=>2m=0<=>

(zy = 1i).

d z, =-i & m+i

b) |z

-i(l+mi)=m-i < i=-i:impossible. Soit |z]| =1, z # -i. Alors

iz—1¢0(sinonz=%=—i),et,commeE=%:
= iod . .
o= =2 _ z _-1z-1 _1z+1
—iz-1 -i_q -i-z z+i’
V4

Or(i-z0z+i)=iz+i?-2°-iz=-1-2% et (iz+1)iz-1) =i’z -1 =-1-2Z?: ces produits
en croix sont égaux, donc p = y et p est réel. Enfin p(iz-1) =i - zdonne z(1 +ip) = p +i, et
+i

. ) p+i
1+ipz0(p reel),doncz-1+ui =2,

Conclusion : lorsque m décrit R, M(z,) décrit le cercle de centre O et de rayon 1, privé du
point d’affixe -i.
2. La premiéere équation donne iw = (1 +i)z- 4, doncw = -i((1 +1)z - 4) =(1-1i)z + 4i. On reporte
dans la seconde, avec (2-i)(1-i)=1-3iet(2-i)4i=4+8i:

. : . : . . 1-5i)3+2i T T
(2+7)2+(1-31)2+4+8i =543 &> (3-20)z=1-5i > 7= 1)(3 *20) 131313’ = 1-1.

Puisw = (1-i)2+4i=-2i+4i=2i.  |S={(1-i, 20)}}
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® Corrigé de l'exercice 35

1. 22 = (x?-y?) +2ixy,donc 2 € R < xy=0 < (x=00uy=0) < (z€iRouzeR).
Siz2eR,: z% estréel,doncx=00uy=0;six-=0,alors z2 = -y? > 0 impose y = 0. Dans tous
les cas y = 0, et réciproquement x> 20: z2 € R, & ze€ R. De méme,siz> € R_ety =0,
alors x?<0imposex=0: Z2e R < zeiR.

2.a) (z-w)?=(z+w)?-4zw =|s?> - 4p |

s+(z-w)

b) Sis*-4p>0:(z-w)* € R, donc z-w € R (question 1), puis z = eRetw=s-zeR.

Sis’-4p<0:(z-w)>eR_etzzw,doncz-w=iB avecp réel non nul (question 1). Alors
;- s+if s-if

R et w=
2 e 2

3.a)s=4,p=13:(z-w)®=16-52=-36,donc z- w = +6i ; avec z + w = 4 (et réciproquement
(2+30)(2-3i)=4+9=13 )

=Z

[(z,w)=(2+3i,2-3)) ou (z,w)=(2-3i,2+3i)]

2
b) On appliquezézetw:1:5:1,p:1,donc(z—%) :1—4:—3etz—%:ii\/§. En ajoutant

V4
1+i/3 1-i3
5 ou Zz = 5

de module‘l,donc%=Eetz+%=2Rez=‘I v,

z+%=‘|:2z=‘lii\/§,soit z=

. Réciproquement, ces nombres sont

Dez+1=1,ontirez?=z-1,puis 2’ =22 -z= pour chacun des deux nombres.

4. 73 = X3 + 3x2(iy) + 3x(iy)? + (iy)® = (x> - 3xy?) + i (3x%y - y3), donc:

ZZeR & y(Bx*-y?)=0 < (y=0o0uy=+3xou y=-ixy y = /3x
y = -/3X). g
Lensemble cherché est la réunion de trois droites passant 3

par O : l'axe réel et les droites d’équations y = +/3x, qui
font avec l'axe réel des angles de I et 2?" (figure).

® Corrigé de l'exercice 36
1.a) f(1)=a+b et f(i)= ai+bi = i(a-b),donca+b-=f(1)eta-b=-if(i),dou
f(1) -1 f() fQ)+i £ |

a= ———— et b=
2 2

b) Les applications z = az+ bz et z = a’'z+ b’z ont alors les mémes valeurs en 1 eteni;
d'aprésa),a=a etb=>b".

c)a=%=%=1 et b=%=%=2i: f(2) = z+2iz| (contrdle : f(i) =i+ 2i(-i) =

2+i V).

2. f(z)=az+bz Donc f(z) € R pourtout z < bz+az=az+bzpourtoutz <> (question
1b)b=aeta=b = . (On a alors f(z) = az + az = 2 Re(az).)

3. Sif(2) = 0,alorsaz = -bz, donc |a| |z| = |b] |z| = |b] |z|,soit(|a|—|b|)|z| =0:comme |a] # |b|,
|z] =0 et z =0 (réciproque évidente).

Pourtousz, z': f(2)-f(z') = a(z-2')+b(z-z') = f(z-Z'). Donc f(2) = f(Z') = f(z-Z')=0=> z=Z.
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4. a) f(2) = x+iy+i(x-iy) = (x+y)+i(x+y) . f(2) =0 < y=-x:Cestla

droite d’équation y = -x. Ici f s'annule en une |nﬁn|te de points : 'hypothese |a| # |b| de
la question 3 était indispensable.

b) Tout f(z) est de la forme t(1 + i) avec t réel. Réciproquement, si ¢ = t(1 + i) avec t € R, alors
f(t) = c. L'équation f(z) = c a des solutions < ’c =t(1+i), te R‘ < Rec=Imc;ses
solutions forment alors la droite d’équation x +y = t.

5. a) f(f(Z))=G(GZ+bE)+b(EE+Bz)= (a? +1b|?)z+b(a+a)Z| (avec bb = |b|?).

b) f(f(z))=z=1-z+0-Z pourtoutz <= (question 1.b)a’+|b|?> =1 etb(a+a)=2bRe(a) = 0.
c)Pourg:a=i,b=+2 a?+|b|?=-1+2=1etRe(a)=0:g-g =Id. Contrdle direct :
9(9(2)) = i(iz+\/§E)+\/§(—iE+ 22) =-z+22=2/.
Si a est réel, les conditions s’écrivent a®> + |b|> =1 etab=0: soitb=0eta=+1,soita=0
et |b| = 1. Les applications cherchées sont |z~ z, zw -z, zw+ bzavec|b|=1| (par
exemple z = z, symétrie par rapport a 'axe réel).

€ Corrigés : module et inégalités

® Corrigé de l'exercice 37

1.

On utilise |zZ'| =

12" = |z|" et |Z| = |z] :

IZI'

a)(ﬁ)3Jﬁ=5J5_=zsﬁ; b) Ls= o5, o Z=Z-[8]; d) HL[f]]

() 55 ()

. . 3-4i)4-3i -9j -16i j2
|3-4i| = |4+3i| = 5, donc le module vaut| 1]. i g: ( 2); ) _12-9i 2156' = 2] =[-i})
puis, comme 2026 = 4 x 506 + 2 :

3_4i\202%6
(4 . 3i) = (-7)2026 = (-1)2026 2026 _ j2 . [27]

Avecz=x+iy: |z]?=z-2]? &= x*=(x-2)> & x=1, et|z]?=|z-2i]? = y’=
(-2 < y=1. Donc[z=1+i]

Le point Q(1 +i) est a égale distance de 0, A(2) et B(2i) : c’est le centre du cercle circonscrit au
triangle OAB (rectangle en 0, donc Q est le milieu de U'hypoténuse [AB]), de rayon |1 +i| = /2.

a) |z+wl|? = (z+w)(z+W) = |z|®+|w|?+zw +Zw = |z|* + [w|? + 2 Re (zw), car zw = zw. De méme
|z-w|? = |z|> + [w|? - 2Re (zw) ; on soustrait.

b) Les modules étant positifs: |z+w| = |[z-w| < |z+w|?=|z-w|? < Re(zw)=0 <
2w e iR}
Si z et w sont non nuls, Re(zw) = Re (zw) = d- b : la condition signifie d L b. Les diagonales
du parallélogramme construit sur d et b ont pour affixes z+w et z- w : elles ont méme
longueur si et seulement si ce parallélogramme est un rectangle.
Exemple: zw = (2+3i)(3+2i) = 6+4i+9i+6i%> = 13i € iR, et |z+w| = |5+i| =26 = |-1+5i]| =
|z-w| v.
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® Corrigé de l'exercice 38

On note z = x + iy, avec x et y réels.

a) |z| = |17| donne |z]|2 = 1. Il reste x? + y? = 1 et (x - 1)? + y? = 1; par différence, -2x + 1 = 0, donc

- —i] (intersection des cercles C(0, 1) et C(A(1), 1)).

b) En passant aux modules: |z| x |z| = | - 4i| = &, donc |z| = 2. L'équation devient 2z = -4i, soit
z = -2i, qui est bien de module 2 : |S ={-2i}|

c) |z|-2z= (,/x2 +y2 - 2x) +2iy. 'équation équivauta y = 3 et V/x2 + 9 = 2x - 3, c'est-a-dire
2x-320 et x?+9=(2x-37 < x22 et 3x*-12x=0 < x23 et xe{0,4} = x=4.

S ={4 +3i}| (la valeur x = 0 est a rejeter ; controle: 5-2(4 - 3i) = -3 +6i /).

d) [z-112=z+i]>? & (x-1)2+y?=x’+(y+1)? & x+y=0; |z-1]>=]z-2-i]? <=
2X+1=-4X+4-2y+1 & x+y=2,
Ces deux conditions sont incompatibles : [S = @ | Interprétation : une solution serait l'affixe

d’un point équidistant de A(1), B(-i) et C(2 + i), centre d’un cercle passant par ces trois points.

c-a 1+

or ba - o -1 € R : les points A, B, C sont alignés (A est le milieu de [BC]), et les

meédiatrices de [AB] et [AC] sont paralléles.

® Corrigé de l'exercice 39

1. Inégalité triangulaire : |(1 +0N)Z3 + iz| <\V21z]3+ 2] < g + % = \/58+ . L .

2.a) |1+2z]2=1+|z]?+2Rez=2+2Rez et |1-z|?>=2-2Rez;lasomme vaut

(car 2 < 2).

oo
> Blw

.

b) Posonsu=|1+z|20etv=]|1-2z|20,avecu?+v? =4

« (u+v)?=4+2uv 24 doncu+v 22, avec égalité < uv=0 < ]z=—1 ouz=‘|\.

s (u+v)?=2(u?+v?)-(u-v)?=8-(u-v) <8 doncu+v s 2/2 avec égalitt < u =
V & 2+2Rez=2-2Rez < Rez=0,soit(comme|z|=1)]z=iouz=—i\.

3. Posons v = -3 + 4i, de module 5. La condition s'écrit |z + V| = |z| + |v]| : C'est le cas d'égalité de
l'inégalité triangulaire, zv € R, c'est-a-dire (puisque v # 0) z = Av avec A = % > 0. L'ensemble
cherché est la demi-droite [0C), avec C(-3 + 4i) (origine O comprise).

Lecture geometrique : avec D(3 - 4i), la condition s'écrit DM = DO + OM, c'est-a-dire O € [DM].

4, 27 = (z+w)+(z-w) et 2w = (z+w)+(w-2z) donnent 2|z| < |z+w|+|z-w| (1) et 2|w| < |z+w]|+|z-w|
(2). On ajoute et on divise par 2.

Ily a égalité si et seulement s'il y a égalité dans (1) et dans (2). Avec g = (z + w)(z - w) : égalité
dans(1) < g eR,;égalitéedans(2) < (z+w)(w-2z)=-q € R,. Doncqg € R, nR_ = {0},
soitz+w=00uz-w=0:|[w=-zZouw =z| Réciproquement, pour w = ¢z, les deux membres
valent 2|z|.
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® Corrigé de l'exercice 40

1 1z-1[2=(z-1)(z-1) = |z - (z+2)+1 =|5-2Re(z)|; de méme |z+1|2 =[5+ 2Re(z)| Comme

MA=|z+1| etMB=|z-1]|: MA®>+MB? =10.

z-112+|z+1)? .
2. a) |z2-1|=|z—1||z+1|sI | ;' 1 5. Egalits < |2-1| = |z+1| <> 5-2Rez=

5+2Rez < Rez=0,soit|z=12i| (et |(2))*-1]| =5 ).

b) 4=|2%| = |(z2-1)+ 1| < |22 - 1| +1, donc |22 - 1| 2 3. Egalité < z°-1 € R, (cas d'égalité)
: alors z2 est un réel de module 4, supérieur a 1, donc z% = 4 et |z = +2|; réciproquement
4-1]=3 .

3. MAxMB = |z+1||z-1| = |22- 1|, donc, d’aprés 2, (MA + MB)? = 10 + 2|z* - 1| appartient a
[16,20]:

4<MA+MB<2/5|

Le minimum & est atteint pour M(2) et M(-2) (par exemple MA = 3, MB = 1), le maximum 2y/5
pour M(2i) et M(-2i) (MA = MB = /5).

4, zz = 4, donc g =zetz+ % = z+7 = 2Re(z) est réel ; comme | Re(2)| < |z] = 2, ce réel appartient

3 [-4, 4],

® Corrigé de l'exercice 41

1. a) |z] = ‘I,donc% =Eetz+% = z+Z =2Re(z) =2cosH. Alors (2 cos0-1) z = (z+%—1)z=zz+1—z,

et|1-z+2%|=12cos6-1]|z| =||2cosO-1]|

b) |1+z|2=(1+z)(‘l+E)=2+2Re(z)=2+2cose=4coszg, dou |1+2z]= 2|cosg :

2. te [0,1]etc056=2c052§-1 = 2t%-1,donc [2cos 6-1| = |4t? - 3| et S(z) = 2t+ |4t - 3] = f(1).

3. Sur [O, @] . f(t) = -4t2 +2t+3 et f'(t) = 2 -8t : f croit sur [O, %] et décroit sur [%, @] Sur g,‘l]

: f(t) = 4t% + 2t - 3 est croissante. Avec f(0) = 3, f(%) = 2, f(@) =3 et f(1)=3:sur[0,1], le
3

minimum de f est \/§, atteint seulement en =)

2+ Donc V3 <5(2) < % ]

4. Quand 6 décrit ]-m, m], t décrit [0, 1], et cos 0 = 2t% - 1.

, et son maximum est %, atteint seulement en

« S(2)=3 = t=§ = cose=% = z=%t§i.Pourcesz,1—z+22=(2cose—1)z=
0: ce sont bien les solutions de zZ2-z+1=0(et |1+ 2| = J3).
. = 13 - ] _ 7 _ 7 V15, B
S(z) =7 & t=, < cosb=-; < Z=-gt =i (alors |1+ 2| = 7 et
2
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® Corrigé de l'exercice 42

1.

P(1)+P(-1)=(1+a+b)+(1-a+b)=2+2b et P(i)+P(-i)=(-1+ai+b)+(-1-ai+b)=-2+2b:
la différence vaut [ 4.

Si les quatre modules étaient < 1, l'inégalité triangulaire donnerait, d’apres 1:

4 < |P(1)] + |P(-1)] + |P(i)| + |P(-i)] < & : absurde.

Re(u,) < |u,| <1 et ¥ Re(u,) = Re(4) = 4 : si l'un des Re(u,) était < 1, la somme serait < 4. Donc
Re(u,) = 1; comme Re(u,)? + Im(u,)? = |u,|> < 1, Im(u,) =0 etu, = 1.

u, = P(1), u, = P(-1), u; = -P(i), u, = -P(-i) sont de module < 1, de somme 4 (question 1).

D'aprés 3, P(1) = P(-1) = 1,s0it 1+a+b=1-a+b=1: (et, réciproquement, |22| = 1

sur le cercle unité).

On applique2a P(z) = (z-a)(z-B)=z* - (a + B)z + aB : il existe z € {1,-1,i,-i} tel que le point
M(z) de (U) vérifie MAxMB = |[z-a||z-B]| = |P(z)] = 1. Si MA x MB < 1 pour tout M € (U),
alors |P(z)| < 1 pour |z| = 1 et la question 4 donne a+B =aBf =0, dota’=0: (et

réciproquement M0O? = 1).

Q1) -Q(-1)=2+2b et Q(i)-Q(-i)=(-i-a+bi+c)-(i-a-bi+c)=2ib-1),donc Q(1) -
Q(-1)+i(Q(i)- Q(-i)) =2+2b-2(b-1) = 4] Comme en 2, lun des |Q(x1)|, |Q(+i)| est > 1; avec
Q(2) = (z-a)z-B)z-y) (a, B, y affixes de A, B, C), on obtient M € (U) tel que MAx MB x MC = 1.

€ Corrigés : forme trigonométrigue

B Corrigé de l'exercice 43

1.

Maths Olympiad

a) |-3+3iV3| = V9 +27=6 et -3+3i\/§:6(-%+§i): [6,2—" .
b) |V2- V6| =8 =242 et V2-iv6 = 2421 - Li) - |[22,- ]!

c) ‘I—i=[\/—,—%]et\/5+i=[2,%],donc 1=} =[£ —%—%]= [Q —5—"].

i 2 12

d) —5(cos§—isin%) = 5(—cos%+ising) = 5(cos%"+isin7—") = [5,%T (car cos(m - x)

8

- cos X, sin(m - x) = sin x).

i ; 11m]
mo_ m,n mo_ mn,n A
e) -sin 5 = cos(2 + 9) et cos g sm(2 + 9), donc le nombre vaut [1, Tl
m o m
cosZ +isinZ 1

. m
f) 1+itanf= —=——3 aveccosZ>0: ||—, =
5 cos ¢ 5 cos ¢ 5

Posonst = 2. Avec 1 +cos2t = 2cos?t et sin2t = 2sintcost: z = 2cos?t + 2isintcost
2cost(cost+isint).

9
2

68
2’ 217

- SiB€e]o,m, alorste]O,%[etcost: ZE [2cos
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* Si 6 €]m, 2n[, alors cost < 0 : on écrit z = (-2 cost) x ( - (cost + isint)), et -(cost+isint) =
6 0
2" 2
«SiB=m:z=1-1+0i =0, qui n'a pas d’'argument.

[1,t+m], d’ou [ 2 cos —

=]

® Corrigé de l'exercice 44

1. |a|=2eta=2(—%+£i)= [2,2—" : |b|=2\/§etb=z\/5(@-ﬁi)= [2\/5%]

2 2

V2 11

2'12

-
-~

_ % _ 5m]|. a 2 2m.m
2. ab = [#/2, & - T - [4\/5,E 5= [2\/_ S7ls

= [8,—%] eta-= [2 ] donc [4 o, 2—” [4,%] Y [1,—%],donc -ia = [2,%].

Méme argument, module double : b— = -2ia (en effet -ia = \/§+l et = = '—8’ = 2\/§+ 2i).

a
3. Moivre : a® = [2°, 411] = 64 et b* = [(2\/5)4,—17] = -64, donc a®b* =[-4096 |
0)2026 ) [1 anl | 1 V3,

|
2

a _ 2 2m _ 40521‘( 2n bl
g =[1,2] et 2026« & = 675 x 277 + 2 donc( 5535

4, a”=[2” 2""]estreel & Zl-0[n] & L ez Aecn=3q+r,re{0,1,2}: 8 =2q+%

est entier < r=0.Doncad" eR < \n multiple de 3|,
positif ; par exemple a® = 8).

etalors 2T = 2qm: a" = 2" (un réel

b" = [(2\/5)”,—%] est imaginaire pur < - = Z+km (kR € Z) & n = -2-4k:

In=4p+2, peN| (parexemple b? = -8i).

® Corrigé de l'exercice 45

z-1)(z+1 _
1. Z=M,avec(z—1)(z+‘l) |z|2+2-Z-1= (x> +y? - 1)+2iy et |z+1]? = (x+1)*+y? > 0
|z+1]2
: d’ou les formules.

2. Z = [r,p] avecr > 0; par Moivre, Z° = [r?,3p] estréel < 3p=0[n] < ¢ =0 [E]
2mprés: @ € {0,m} (ImZ = 0); @ € {" “"} soit Z = +r( )(ImZ J3ReZ); {23",53"}
(ImZ = -/3ReZ). Réciproquement, si ImZ = +,/3X avec X = ReZ, alors Z = 2x[1,_§] et 28 =
8X3[1,+m] = -8X3 € R.

Contrdle (exercice 35): Im(2%) = ImZ(3Re?*Z - Im* Z).
3. Le point A(Z = 0) appartient a (E). Pour z # -1, d'aprés 1et 2 :
«ImZ=0 < y=0:Cestladroite (AB);
2
*ImZ =\3ReZ <= 2y =/3(+y?-1) = x +(y—£) = % : cercle (I,) de centre

Q0 (£I) et de rayon 2‘/_

. de méme, ImZ = -/3Re Z définit le cercle (T,) de centre Q, (—@i) et de rayon 23£
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Ces cercles passent par A et B(1+ 3 = 2): |(E) = ((AB) u(I;) u(I;,)) \ {B} |

ii-1_[25] 1]
"3

i\/§+ 1 [2,%]

4. AB = 2 et AC = BC = |i\/§: 1| = 2 : ABC est équilatéral. Puis . donc

Z2=[1,mMl=-1eR:Ce(E)(etCe(l (\/— J—)

_—_ —> . . o .
Pour M ¢ {A, B} argZ = (MB MA) [2m]: (E) est formé de A et des points d’ou 'on voit [AB] sous
un angle 0, £, ? ou t; (I;) u(T,) correspond aux angles % et 23—" (arcs capables).

® Corrigé de l'exercice 46

_ n
1. Par Moivre, w" =[1,2m]=1; W¢1car0< T <2m; enfinw +w? +- +w”=w11 V://v =0
2. T-wl =3 kwk- 300 (R-1)wk = (W+w2+---+w")—nw"+1 = -nw, car w™' = w. Comme

1-wz0: T=_W _| W |
1-w w-1

3. Aveca = %: w-1=cos2a-1+isin2a =-2sin’ a+2isinacosa = 2isina(cosa+isina). Comme
w =[1,2a] et]—.=—i:

_n[1,2a] _ -in(cosa+isina) n(sina—icosa)_ n .n €0S;
" 2isina[1,a] 2sina 2sina 12 2 sinIf

4, Par Moivre, T =Y R cos % +1Y Rsin % (sommes réelles) ; on identifie :

ZkCOSan n et stm 2R _ ) IS cos%
2 2 sm% I
Pourn=4(w=i):T=i-2-3i+4=2-2i etlontrouve bien £ =2 et -4 . &4 _ 5 ,
2 2 sin(m/4)
5. 142++n = 220 g S 'I-'COS% Quandn — +o0: Re(g,) = — —>@
. n==--, oncgn—n(n+1)— — i S || Quandn : Re(g,) = -
n
et,avecu:%—>0:
m(g,) = _n':1 . CO;U . sil;u — -% (le point G, « tend » vers le point d'affixe - iI'T).

B Corrigé de U'exercice 47

1. |1 + é| = —”*Z” et la partie réelle est > 0, donc (méthode du cours) 1 + é = “k;”,
On multiplie les modules et on ajoute les arguments : P, = [r,,0 Javecr, =T] “k;”, soit

denfre )

2.1 =r 1+ —=>r. (1+l)(k2—‘l)=k L < k?, donc, pourn=2:

n+1 n 1 (n+1)2 K2 R
n n n
Iy =2 (“%)Szﬂkkﬁ kk1'2x”x 77 4n1<4
k=2 k=2 0T R=2 F n+ n+
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Chapitre 4. Nombres complexes (partie 1) 2° Bac Sciences Mathématiques

(égalité pour n = 1). Croissante et majorée par 2, (r,) converge vers L, et V2 = r,<r,slLs2.
(Numériquement, L = 1,917.)

3. h(x) = arctanx——verlﬁeh (x) = = > 0sur [0, 1]eth(0) 0,donch20. H, -H, = zk o k >

2(1 )_

]

n x % = 5 ; par récurrence, H,p.q 2 Hypy + o=l T' La suite (H,), cr0|ssante et non majorée,
. iy .

tend vers +oo;0r 6, 2 oH, : |6, —» +oo|

4. 6,,, -6, = arctan L € ]0 ﬂ] Soit N le plus grand entier tel que 6, < 2pm - E (il existe :
6,=7< 2pn - = et 9 — +00): n =N +1 convient, car 2pm- 7 < 6, < 2pn De meme pour m.

Alors cosen > g, cosf, < —g etr, 2 V2, donc Re(P,) = r, cosen > 1 etRe(P,) < -1. Les
intervalles obtenus pour p = 1,2,... sont disjoints : il y a une infinité de tels n et de tels m.
Si P, — ¢, alors Re(P,) - Re(?), qui serait a la fois 2 1 et < -1 : absurde. Les points M_(P,)
tournent indéfiniment autour de O dans la couronne \/5 <OM < 2.

® Corrigé de l'exercice 48

1. T,=2x*-1; T3=2x(2x2—‘|)—x=; T4=2x(4x3—3x)—(2x2—‘|)=;

T, =2x(8x"—8x2+‘|)—(4x3—3x ) = 16x5 - 20x3 + 5x |

2. a) |w| =1, donc == Wetw+ — =w+Ww=2Rew =2cos6. En multipliant par w" : w™" + w"1 =
SO, parties el (Moivre) donnent cos ((n +1)8) + cos ((n - 1)6) = 2 cos 6 cos né.

b) Soit P(n) : « cosnB = T,(cos B) et cos((n + 1)6) = T, ,(cos ) ». P(0) est vraie (cos0 =1 =T,
et cos B = T,(cos B)). Si P(n) est vraie, alors, d’aprés a),

cos((n+2)8)=2cosOT, ,(cos6)-T,(cosb) =T,,,(cosH),

donc P(n +1) est vraie. Ainsi|cosnf = T (cos 6) | pour tout n. Pour n =3 et n = 4, on retrouve

les formules du cours : T, et T, (question 1).

3. SoitQ(n): «T etT 1 sont de degrés n et n+1, de coefficients dominants 2" et 2" ». Q(1) est
vraie (T, = x, T = 2x?-1). Si Q(n) est vraie, 2xT, ., est de degré n +2 et de coefficient dominant
2™71, et T est de degrén<n+2:T ,=2xT . -T_ estdedegrén+2,de coefficient dominant
2™, Dot Q(n +1).

4. a) Posons 0, (Zk 1)" :0<6,<6, < <6, <m, et cos est strictement décroissante sur [0, ],

donc x, > x, >+ > x_: les x, sont distincts. Et T (x,) = cos(nb,) = cos “—— {2klin 1)" = 0.

b) T, est de degre n, de coefficient dominant 2"1 (question 3), et s annule en les n réels dis-

tincts x,,..., x, : d'aprés le résultat admis, | T (x) = 2" (x - Xq) (X = x,) |

c) D’une part T,(0)
Donc

1 (question 1) ; d'autre part T,(0) = 8(-X,)(-X,)(-X3)(-X,) = 8 X,X,X;X,.

3m 5m i 1
cos—cos—cos—cos— =

8 8 8 8 8

2
Controle : cos%” —c:os%’T = -sin T et cos%” = -cos &, donc le produit vaut (cosgsmg) =

2
1 @B 1
4 ny -1 v
(25|n4) 3 0
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© Corrigés : géométrie et complexes

® Corrigé de l'exercice 49

1. b-a=-3-6ietc-a=2-4i,donc A
c—a=(2-4i)(-3+61)=18+24i=6+8i¢R, f
b-a  (-3)2+62 45 15 ' CoXd

A, B, C ne sont pas alignés. '

G c
a+2b+c  4+4i 1 . a+cC : / '
2.9 = - =[1+i] j= Z==[3+3i] et :
1+2+1 4 2 e
b+j 2+2i . o B £
= = g: G est le milieu de [BJ] (associativité :

2
G est le barycentre de {(J, 2), (B, 2)}).
_2b+c _|2-i _ _—4—16i__£ g
3. k= 3 -—3,k a-= 3 -3(1+4l)et

g-a=-(1+4i),donc

%=%ERZ A, G, K alignés et A_G>=%

4. O est le barycentre de {(A, a),(B, B), (C,y)} si et seulementsia+B+y z0etaa+pBb+yc=0.En

séparant parties réelle et imaginaire: 2a-B+4y =0et5a-B+y =0,douy = a et B = 6a. Avec
a=1: ’(a,B,y) = (1,6,1)‘ (somme 8 # 0 ; vérification: a+6b+c=0 v).

Par associativité, O est le barycentre de {(J, 2), (B, 6)}, donc O € (BJ) : les points O, B, G, J sont
sur la droite d’équation y = x.

AK.

® Corrigé de U'exercice 50

c-a _-1+3i (-1+3i)3-i) 10i D
1. = = =——=|I|. DoncAC = AB

b-a 3+ 10 10 m

—_ = . o c
et (AB,AC) = g [2m] : ABC est rectangle isocéle en A.
Py - > B

2. ABDC parallélogramme < AB=CD < d=b+c-a-=

[3+6i . Ce parallélogramme a un angle droit en A et deux

cOtés consécutifs égaux (AB = AC) : c’est un carre.

d-a _ 244 _ (2+4)3-) o
3. — = 2 - X 8T 1 - |14 soit

b-a 34 10 Ty

T T AD R T
\/E(cos 3 tisin Z)’ Donc 2B \/5 et (AB,AD) 0 [2m].

d-a _ 2+4i _(2+4)(-4-20) -20i
c-b -4+2| 20 20
et AD = BC. De plus % = b€ _ 2.4 les diagonales du carré ont méme milieu, méme longueur

2
et sont perpendiculaires.

= Iz‘: imaginaire pur de module 1, donc (AD) L (BC)
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® Corrigé de l'exercice 51

i = 6 o-
1. Comme |1 +i| =2 et 1+‘/§>0.
V3(1+i) 6 (

C20 = cosE+isinE)
b-a 1+\/§ 1+\/§ 4 4

Donc AMB
AC _ V6 _3/2-6 —_

- =E
BT AT 2 et (AB, C)_[2rr].

a-b -(1+y3) (1 +V3)(1+i3)

2. = , Soit
c-b -1+ ,\/5 4
_g:b -] +2\/§(cosg+isin %),
donc(B_>,§Z\) = [2rr]

I A e B A e e A S L v (2 =2\ L m m_|5m
(AB, c)+( C, c)+( C,BA)=(AB,BA)=n[2n], d’oil (A, B)=n-z-§_ 22 |[2n.
. . 1-i3)(1-1) (V3-1)+i(/3+1
b)b c_ i3 :( ) :( ) ( ),demoduleC—B:ietd’argument
a-c 301+ -2\/3 243 CA Ve
S Donc
12°
st _V3-1 6 [J6-2 . 5m_3+1 6 [J6+.2
Cos =— = x — = et sin =— = x — = I
12,3 2 4 12,3 2 4
4.w—b:—1+2‘/§+i‘/§2_1 et w-c= 1_2‘/§—i1+2‘/§:les parties réelle et imaginaire de w,

w - b et w - ¢ valent, au signe et a l'ordre pres,

2 2
(1B (B)
tous égaux a i =5 c 2:0A=0B=QC = \/5, donc Q est le centre du cercle

circonscrit, de rayon V2. Enfin, d’aprés 3.b) :

o3 VB-\E __ sn. sm

q m P m
—_— —_ = —_— - = 2, _].
4 4 SII’]12+ICOS‘|2 cos12+lsm12 w [\/ 12

% et % Leurs modules au carré sont donc

Sile
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® Corrigé de l'exercice 52

d-a_ -3-i _(3-i)(-1-3i) 10i
a = = =—=|I|: AD=AB
)b—a -1+3i 10 10 m
— == . N
et (AB,AD) = g : ABD est rectangle isocele en A.
c-a -4 4+12i 2 +6i
b = = = R:AB,C
) 5T T T3 0 5 | ¢ ne
d-b  -2-4i  (-2-4i)(1+1i)

sont pas alignes. = — = =
P 'S d-c 1-1 2
[1-3i] et

c-a d-b_(2+6i)(1-30) 20 _

= 4 e R.
b-a d-c 5 5 <

Les points (distincts) A, B, C, D sont donc cocycliques.

Le triangle ABD est rectangle en A : son cercle circonscrit, qui est ('), a pour diamétre [BD].

; d-b -2 -4j . .
Doncw=¥=etr=| |=| |=\/§ (contrdle: |c-w|=|-2-i] =5 v).

2 2
Q est le milieu de [BD], donc d—rw =-v. Ainsiz-b=r(u-v)etz-d = r(u+v), d'ou % = Z:Z
(avecu +v #0carM = D). Comme |u| = |v|=1,0nau = %,V=%et

(u—v)= _V-u__u-v,
u+v ViU U+V
Il est non nul (M # B) : (MB) L (MD). C'est I'angle inscrit dans un demi-cercle.

_ _ 8 1 _" 2 s .
HoG 1 L - (- =|-21: le triangle BCD est rectangle en C, avec CB = 32 et CD = /2.
b-c 3+3i 6 3
Comme A et C sont de part et d’autre de la diagonale [BD] :

BT 355 g

A(ABCD) = A(ABD) + A(CBD) =

ce nombre est imaginaire pur.
+

c|=|s 1=
<Il=(<I-

® Corrigé de l'exercice 53

o

3.

= _ - - = — h C
bc=bc,doncbc—bc=bc—bc=2i|m_(bc). Or%=|g%:
0, B, C alignés < %ER = Im(bc)=0. Ici ils ne le o0

sont pas : bc - bc # 0. OMB

Q0=0B < |w-b|’>=|w|® < |w|?>-bw-bw+|b|? -
lw]> & bw+bw=|b|?.

Q est équidistant de 0, B, C: bw+bw = |b|2 (1) et cw+cw = |c|? (2). En calculant cx(1)-bx(2),
w s'élimine : B 3 3
(bc - be)w = |b]2c - |c|?b = bbc - ccb = be (b - T),

et on divise par bc - bc # 0.
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-24 + 48]
24

4. a) bc-be = 4(1+3i)-4(1-3i) = 24i et bc(E-E) = 4(1+3i)(3+3i) = -24+48i, donc w =

etR= lw| =[5 (contrdle: |w-4] = |w-c| =5 7).
b) On se raméne au cas précédent en prenant A, comme origine: b, -a, = 4etc,-a, = 1+3i.
Le centre a donc pour affixe a, + (2 +i) = , et le rayon vaut /5.

bl Icl |b'C| _ 0B x0CxBC _|0Bx0CxBC

PR TR 2jm(ee) 45

(exemple 4.a:

4x/10x/18 _
B =5 ).

® Corrigé de l'exercice 54

1. u] = &= etargu = (A—é,A_é) [2m]. Si ABC est équilatéral, AC = AB et l'angle géométrique BAC
vaut g :|lul =1etargu = ig. Réciproquement, si |u| = 1 etargu = i% le triangle est isocéle

en A d’angle au sommet g ; ses angles a la base valent %(n— %) = g : il est équilatéral. Or
T, icin T _ 153
cos§ tisinf = ==
2 2 2 11[\/5
2_ye1=(uy-1)42 2_y+1 = I R VE] ] ,
2. U u+1-(u 2)+4,doncu u+1-0<=>(u 2) -(12) S U-5 = & U= >

Avec 1: ABC équilatéral < u?-u+1-=0.

3. On multipliepar (b-a)> 20: v’ -u+1=0 < (c-a)P’-(c-a)b-a)+(b-a)>=0. En
développant :

(c-a)®>-(c-a)(b-a)+(b-a)? = c>-2ac+a*-cb+ca+ab-a®+b*-2ab+a? = a® +b? +c?>-ab-bc-ca.

4. a)(a+b+c)? = a®+b%+c?+2(ab+bc+ca), donc a’+b?+c? = ab+bc+ca < (a+b+c)? = 3(ab+bc+ca).
SiG=0,cest-a-direa+b+c=0: ABC équilatéral < ab+bc+ca=0. Exemple:a+b+c=0
etab+bc+ca=2(-1+i3)+4+2(-1-iy3)=0 .

b) Comme z ¢ R, les points P, M, M’ sont distincts. Avec
Z=x+iy: 2+ =2(x?-y?), zz=x*+y’ etz+Z2=2x,
donc

142247 -2-27-7=x>-2x+1-3y2 = (x - 1)? - 3y2.

D'aprés 3 : PMM’ équilatéral < x-1 = /3y ou
X -1 = -/3y. L'ensemble cherché est la réunion des
deux droites

(D1):x—\/§y:1 et (Dz):x+\/§y:1,

privée du point P (seul point réel de ces droites). Elles
passent par P et font des angles de i% avec l'axe réel.

Exemple : M(1+4/3 +i) donne MM’ = PM = PM' = 2.
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© Corrigés : ensembles de points

® Corrigé de l'exercice 55

a) [2z-4+2i| =2|z-(2-1i)| : la condition s'écrit |z- (2 - i)| = 3. Cest le cercle (C,) de centre
Q,(2 - i) et de rayon 3.

b) |z-1-i] = |z—1 +i| = |z-(1-i)] et|z+2i| = |z-(-2i)] : cest la médiatrice (A) de [PQ], avec
P(1- 1) et Q(-2i). En coordonnées: (x - 172 +(y+1)2 = x?+(y+2)? < |x+y+1=0]|
i 2i(1+i . . . . . . ..
% = (2+ ) . -1 +i,donc (1-i)z+2i=(1-i)(z-(1-1i)et, comme |1-i| =2, la condition

s'écrit |z-(1-1)| =2 : cercle (C,) de centre P(1 - i) et de rayon V2.

d) Demi-droite ouverte d’origine K(1 +i), dirigée par w(-1+i), d'argument 37" : points 1+i+A(-1+1i),
A > 0 (partie de la droitey = -x +2 oli x < 1).

e)z#0et arg(iE) = g - argz: la condition s'écrit argz = % [2m]. C'est la demi-droite ouverte
d’origine O dirigée par /3 + .

f) M est plus proche de R(3) que de S(-1+2i): (x =32 +y? s (x+1)2 +(y-2)? < -8x+4y+h<
0 = . C’est le demi-plan fermé limité par la médiatrice de [RS] et contenant R.

® Corrigé de l'exercice 56

1.Z = ((x+ 1) +iy)(x - i(y + 2)), d'oii |Re(Z) = x*+y?+x+2y| et )
[Im(Z) = -(2x +y + 2)}.

22.ZeR & 2x+y+2=0:(E)estunedroite. Z€iR <
X2+ x+y?+2y=0 (x+ %)2 +(y+1) = % : (E,) est le cercle ()
de centre I(—% - i) et de rayon @

3.z+2i=2z-2i,douZ=(z+1)(z+2i). Pour z # -2i, la relation
—_ 2 9
W = % (avec w = z + 2{) donne

z-a
z-b’

Z=|z+2i]?x a=-1, b=-2i.

PourM#B:ZeR < ﬁeR < Me(AB);etZe€eiR < ﬁeiR < M estsur le cercle
de diamétre [AB]. Comme B (qui donne Z = 0) appartient aux deux ensembles : (E,) = (AB) et (E,)
est le cercle de diamétre [AB]. On retrouve 2 : (AB) a pour équation 2x+y+2 = 0, le milieu de [AB]

AB _ 11-2i] _ 5
est/ et T5 5 2 a0
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® Corrigé de l'exercice 57

o

Posonsu =z-aetv=b-z:u+v=b-a,etMA+MB =
AB < |u|+|v|]=|u+v|.Siu=0,M=AE€]I[AB]

Aa +1b : Mest

+
le barycentre de {(A, A), (B, 1)}, a coefficients positifs,
donc M € [AB]. Réciproquement, siz = a +t(b - a)
avecte[0,1]: MA+MB =tAB +(1-t)AB = AB.
Posonsu=b-a#0etv=z-b:u+v=z-aetMA=MB+AB < |u+Vv|=|u|+|v|] < v=Au

L = = . . . . . . —
avec A 2 0, c’est-a-dire BM = AAB. C'est la demi-droite fermee d’origine B dirigée par AB : le
prolongement de [AB] au-dela de B.

(E,): avec A(2i) et B(-2),AB = | -2 -2i| = 22 (E,) est le segment [AB] (question 1).

(E,) : avec A(3) et B(-i), AB = | -3 -] = V10 et la condition s'écrit MA = MB + AB : (E,) est la
demi-droite des points -i + A(-3 - i), A > 0 (partie de la droite x -3y -3 =0 ol x < 0).

Sinonb-z=A(z-a)avecA 20, soitz =

(E5) : avec A(1 +3i) et B(-2 - i), AB = | - 3 - 4i|] = 5. Linégalité triangulaire donne toujours
MA + MB 2 AB = 5 : la condition équivaut a MA + MB = AB, et (E,) est le segment [AB].

Pour M(x) sur laxe réel : MP = |x-(1+i)| = |x=(1+i)| = |x-(1-1i)| = MP’, donc MP + MQ =
MP’ + MQ = P'Q = |3 + 4i| = 5, avec égalité si et seulement si M € [P'Q] (question 1). Le point

1-i+t(3+4i) estréel pourt = %: c'est M, (%) Le minimum vaut, atteint en MO(Z) seulement.

® Corrigé de l'exercice 58

1. Z =

(-0)-2 _b-z
(1+i)-z a-z
— —_ —>

MA: argZ = (MA,MB) [271].

, quotient des affixes de MB et de

On multiplie par le conjugué (x-1)-i(y-1) du dénomi-
nateur. Le numérateur [(x-3)+i(y+1)][(x- 1)-i(y-1)]a
pour partie réelle (x-3)(x-1)+(y+1)(y-1) = x?+y?-4x+2
et pour partie imaginaire (y + 1)(x - 1) - (x - 3)(y - 1) = s
2(x +y - 2).

3.ZeR & x+y=2: Cestladroite (AB) (privée de A

etB). EtRe(Z) <0 < (x-2)>+y?<2: intérieur du
cercle de diamétre [AB], de centre I(2) et de rayon +/2.
Donc [(E,) =1AB[ | et [(E,) = (AB) \ [AB]] : (/\TA?,/\Té) =
quand M est entre A et B, = 0 quand M est sur la droite,
hors du segment.

argZ=7 < Re(Z)=0etImZ)>0 < (x-2)*+y*=2etx+y>2:(E;)est le demi-cercle
de diameétre [AB] situé dans le demi-plan x +y > 2, privé de A et B.

m

argZ=" < Z=p(1+i)avecp>0 < Re(Z)=Im(Z) > 0. L'égalité s'écrit X2+y?—bx+2=
2x+2y - 4, soit (x-3)? +(y - 1)* = & : (E,) est 'arc du cercle () de centre Q(3 + i) et de rayon 2
situé dans le demi-plan x + y > 2 (le grand arc), A et B exclus.

argZ = —37" & Z=p(-1-i)avecp >0 < Re(Z)=1m(Z) < 0: (E;) est l'autre arc de (I) (le

petit arc, dans le demi-plan x + y < 2), A et B exclus.
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5. (E,) U (Es) u{A,B} = () : de chaque point de (I') distinct de A et B, on voit [AB] sous un angle

3

orienté % ou -<F (égaux modulo m). Enfin Z(Q) = % =i, d’'ol Q € (E;) : c'est l'angle au centre,

. . > —>
double de l'angle inscrit : (QA, OB) =2x % = g

® Corrigé de l'exercice 59

.1z z = 1 = 1 , . z| 1
1.a)z2===—=——: OM' = —0OM avec — >0, donc M’ € [OM), et OM' = — = —.
) z zz |22 |22 1212 LOM) |z|2 OM
b)M =M < z-= # < |z| = 1: c'est le cercle (U) de centre O et de rayon 1. Le point
associé a M’ a pour affixe ; S z: C'est M.
z 1z
2. a) (D) est la médiatrice de [0A]: M € (D) < MO = (D)
MA < |z| =|z-1]| (en coordonnées: (x - 1)* = R )
2 _ 1 K \
X = X—E). Et / % :
O L B N
211 |2 - - e e
|z| |z|
|z-1]

b)M e (D) <

M’ € (C).
Comme M’ # O, M’ décrit une partie de (C) \ {O}. Réciproquement, si N € (C) et N # O, le point M
associé a N vérifie M’ = N (question 1.b) et M € (D) par 'équivalence : M’ décrit tout (C) privé de

=1 & |Z7-11=1 <

|z

0. Exemple(ﬁgure):M(%+i)donnez’:1l_i:2+T‘*iet|z’—1|:|%""|:1.
2
1 = - = , ,
3. Commez=—: [z-2]|=1 < =2 =1 & |[1-27|=|z| & 122 -1|=|Z|. Avec

zZ zZ

' l Sy 0n0 12 0 I 1 2 12 2 ») 0
Z = x' +iy’, cette condition secr|t4(x —5) +4y'? = x2 4+ y? soit

2
3x2-4x' +3y2+1=0 & (x-2) +y?=
AinsiM e (I < M’ € (I"), cercle de centre m et de rayon ; comme O & ('), le méme

raisonnement qu’en 2.b) montre que M’ décrit tout (I"). Contréle : M(1) et M(3) donnent M'(1)
et M’ (%), extrémités d'un diamétre de (') .
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® Corrigé de l'exercice 60

.a) |1+it] = |1-it] = y1+t2 # 0, donc |z| = 1. Siz, = -1: 2, W,
. L , (1+i)
T+it=-1+it,soit2=0: absurde. z, = 5 =m et z3 =
2
(i3] (1,45
4 2 2 |
1_1
- 1 - z 1-2
b) |z| =1 donnez = -, donct = = — =t: teR.
z _,'(1 + 1) -i(1 + 2)
z-1 27 2
De plusit==——,d'ou 1+it= , 1-it= et z =z
P z+1 * z+1 z+1 8

c) D’apres a) et b), 'ensemble cherché est le cercle (U) de centre O et de rayon 1, privé du point
d’affixe -1.

2.

a)1+cos@ = 2coszgetsin6 = Zsingcosg, donc w, = 2cos%(cos§

6 L
car G] 2,2[.

[2 cos 2, 2] (wp)" [2” cos” 6] (Moivre), n/3 [\/5 n] [-27]

b) wy -1 = cosB +isinf: le point décrit le cercle de centre A(1) et de rayon 1, dont tous les
points s'obtiennent pour 6 € ]-m, ], privé de O (obtenu seulement pour 6 = m).

+ising)avec2cosg>0

© Corrigés : défis de concours

® Corrigé de l'exercice 61

1.

2.

3.

- % = %, et de méme pour les autres

Pour un complexe m de module 1, m = —. Doncc-a =
differences :
_(a-¢c)/(ac) (b-d)/(bd) (a-c)b 5 (b-d)c (a-c)(b-d) (c-a)d-b)

a_(a—b)/(ab) (c-d)/(cd) (a-b)c (c-d)b (a-b)c-d) (b-a)d-c)

Par translation et homothétie de rapport % (qui ne changent pas g), on en déduit que g est
réel pour quatre points quelconques d’'un méme cercle.

A= b_ 2 estunréelnonnul. DoncgeR < d:tc’ € R < B,(C,Dalignés < D e (BC) = (AB).
Conclusion : si A, B, C ne sont pas alignés, g € R < cocycliques (cours) ; s'ils sont alignés,
g € R < les quatre points sont alignés. Les deux situations s’excluent (une droite coupe

un cercle en au plus deux points), d’'ou 'équivalence.

a =

1
m'

z¢Ret1——¢R M et N sont distincts deAetdeB;etM=N < 7z2=1 < z=4#1,

|z]2
exclu. Ensmte
*1 72210 1+z z-1 1 1
= X = X = — € IR,
_; 2 1-227 -2 1-z 2

1
z-1 z
1
z
et A, B, M ne sont pas alignés (M n’est pas sur 'axe réel) : les quatre points sont cocycliques.
Le centre est sur la médiatrice de [AB], 'axe des imaginaires: w = iTavecT € R;avecz = x +iy,
on obtient
2| -
2Im(z)’

DA=0M < 1+72=x2+(y-7) & 2yT=x>+y’-1 & T=
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Pour z = 2i : w=%ietR= |1—%i| =%; controle : |2i—%i|

i 3 5 3
=L = & ==/ = o =
| : 4l| 2/.Silzl=1:w=0

et 1 =7 le cercle est (U).
4.z ¢ R : M¢O,M¢A,etO,A,Mnesontpasalignés(% =z¢R);iz#0,iz#1(z2-i),

. . .. . iz - iz - iz-1)(-1-1i
iz # z(z # 0): les points sont distincts. Puis q = %x LZI=h Ry 7i=h ( X ) =

) iz-2z i-1 2
(x+y+1)+i(y-x+1)

D'aprés le cours, les points sont cocycliques < g € R <

2
: M décrit la droite y = x - 1 privée de A et du point d'affixe -i.

Autre meéthode: f =i,donc (OM) L (ON) et le cercle circonscrit a OMN est le cercle de diamétre

[MN], de centre Q(%) ;Aestsurcecercle &< 0A=00 < Q estsurla médiatrice x = %

(+)z _ x-y _ 1
de[OA] = ReT— > —2/

® Corrigé de l'exercice 62
1. On utilise [m +n|? = [m|? + |n|? + 2 Re (mn). En sommant :
u?+v?+w? =2(p?+g? +r2)+2Re(aE+ bc + CE) et s?=p?+q? +r2+2Re(aE+bE+cE),
d’ou l'égalité.

2. En développant, chacun des produits pq, pr, ps, qr, qs, rs apparait deux fois, et chacun de u,
v, w est multiplié par -(p + g +r +s) ; le membre de droite vaut donc

2(pq+pr+ps+qr+qs+rs)-(u+v+w)T +(u? +v2+w?).
D'aprés 1, u? +v2 +w?+2(pq+--+rs) = p>+q>+r>+s%>+2(pq+--+rs) = T?: on obtient T?-(u+v+w)T.

3.p+q-w = |a] +|b| - |a+b| = 0 (inégalité triangulaire). Eta+b = (a+ b + c) + (-c), donc
la+b| < ]la+b+c|+]c|,soitr+s-w > 0. Les quatre autres facteurs se traitent de méme
(permutation de a, b, ¢). Donc T(T-u-v-w)20.SiT=0,alorsa=>b=c=0 et l'inégalité est
une égalité ;sinonT>0et T >u +v+w: C'est l'inégalité de Hlawka.

4 Sia+b+c=0:u=|-al=p,v=q,w=rets=0:lesdeux membresvalentp+qg+r. Sia,b,c
sont des réels positifs, le membre de gauche vaut 2(a+b+c), celui de droite (a+b+c)+(a+b+c).
5.Aveca=1,b=i,c=-z:|a+b|=+2,|b+c|=|z-i| =MB, |c+a| = |z-1] = MA, |c| = MO et

la+b+c|=]|z-(1+i)| = MC. Hlawka donne \/2 + MA + MB < 1 + 1 + MO + MC, d’ou le résultat.
PourM=C:a+b+c=0,ilyaégalitt: MA+ MB=2=y2+0+2-y2 .

B Corrigé de l'exercice 63

1. a)Avecz=x+iy: |z-il? - |z+i|* = (x* +(y - 1)?) - (X2 + (y + 1)?) = -4y. Donc |g(2)] < 1 <
|z-i|<|z+i|] & y>0: M(z)est plus proche de I que de J, c'est-a-dire du méme coté que |
de la médiatrice de [lJ], U'axe des réels.

b) g(z) = 1 donnerait z-i = z+i: impossible. Pourw # 1: w=g(2) & w(z+i)=z-i
z1-w)=i(1+w) & z= it—x (et ce z nest pas -i, sinon -1 +w =1 +w). Si w € D, ce z vérifie
|g(2)| = |w| < 1, donc z € H par a). Tout w € D a donc un unique antécédent dans H : avec a),

g est une bijection de H sur D.

—_ 2 — — — — —_ —_ Ormreg
2. a)|1-az|" =(1-az)(1-az) = 1-az-az+|al?|z|? et |z-a|? = |z|?-az-az+|a|?. La différence
vaut 1+ |al?|z|? - |z|? - |a|? = (1 - |al?)(1 - |z]?).
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b)Si|z| < 1: |az| < |a| < 1,doncaz # 1. Comme 1-a|? > 0, la différence de a) est > 0 si |z| < 1
(d'ot |z-a| < |1-az|, soit |f(2)| < 1) et nulle si |z| = 1(d'ou |f(2)| = 1).

C)SOitWED;‘|+5W¢Ocar|6w|<‘I,etf(z)=w e z-a=w-awz e z=2X*0
1+aw
. .. w-(-a . . '
Ce nombre s’écrit —(_) avec -a € D : il est dans D d’aprés b). Chaque w € D a un unique
1-(-a)w

antécédent dans D.

2 2
dAveca=1:12z-1<2-21 & [z-3' <[1-2] = 0<2(1-12?) = |zl 1.
L'ensemble des solutions est le disque fermé de centre O et de rayon 1.

® Corrigé de l'exercice 64

1. D'apres le cours, Re (Uv) est le produit scalaire des vecteurs unitaires d’'affixes u et v :

- — - —
Re(Uv)zAB-BC_ BA - BC

= - = -cosp.
ca BA x BC B
= CB-CA — AC-AB
De méme, Re (vw) = -<2=2 = - cosy et Re(wu)=-%22% = - cosa.

2. On développe |[m+n+p|®> = (m+n+p)(m+n+p)avecm = Au, n = pv, p = vw ; comme
lul = |v|] = |w] =1 etA, y, vsontréels:

|Au + pv + vw|? = A2+ p? + v? + 2Au Re (uv) + 2pv Re (vw) + 2vARe (wu),
d’ou la formule avec 1. Un carré de module est positif : c’est (I).

3. cu+av + bw est laffixe de AB + BC + CA = 0 (Chasles). Si u et v étaient colinéaires, (AB) et (BC)
seraient paralléles, donc A, B, C alignés. Ily a egalité dans () < Au+puv+vw = 0: c'est vrai si
(A, 4, V) = R(c, a, b). Réciproquement, on retranche %(cu +av+bw)=0: (/\ - %) u +(u - %)v =0;
comme u et v ne sont pas colinéaires, ces coefficients réels sont nuls, et (A, 1, v) = %(c, a, b).

4 AvecA = p =v =1:3 = 2(cosa + cosf + cosy), soit |cosa +cosP +cosy < % , avec égalité

< a=b=c: triangle équilatéral.
OnveutAp = pv = ﬁvi\: A=v=1etpy= \/fconviennent, et () donne 4 > 2(ﬁcosB+\/§cosy+

cosa),d’ou cosa+\/§(cosB+cosy)52. Egalité < (c,a,b) proportionnelé(1,\/§,1) =

b =ceta®=2c?=b%+c?: triangle rectangle isocéle en A (contrdle: 0 + ﬁ(g + g) =2 7).

® Corrigé de l'exercice 65

a. _. _ . _ .2 -_ . a_ . _ ¢2 ._ a_ . .
TLc=i:2z,=0,2,=-1+i,zy=(-1+0) +i=-2i+i=-I,z, =(-I)"+i=-1+i=2,: lasuite est

périodique a partir du rang 2 (zzp =-1+i,2),,4 = -i), donc |z, | < J2etieM. c=-2: z,=-2,
puisz,=z,=2,=2,etz, =2pourtoutnz2:-2eM.

Silcls1:1z))=0s1,etsi|z,|<3,alors |z,,,| < |z,|*+|c| < ; + 7 = 1 (récurrence).

2.a) Pourn = Rk, |z,| 2 |z,| est clair. Si|z,| 2 |z,]| (donc |z,| 2 |c| et |z,| > 2), l'inégalité
triangulaire donne

12,1 2 [22] - Il 2 12,12 - Iz, | = I2,I(12,1 - 1) 2 p Iz, | 2 |2,] 2 17,]  (carp> 1)
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Ainsi |z | 2 p"*|z,| pourn 2k, etp"* —» +00: lim|z,| = +oo.

b) Si |c| > 2, k = 1 convient (|z,| = |c|): c € M. Donc M c {c : |c| < 2}. Sic € M et si l'on avait
|z,| > 2 pour un entier k, on aurait |z,| > 2 2 |c| et a) contredirait la majoration : |z,| < 2 pour
tout n.

2
_7 =72_ =(z -1 _1 _1 ol _1 .
z, =2 zn+c-(zn 2)+c ;2C 4>0,douzn2n(c 4)—>+oo.c<;EM.

b)1-4c>0etPBestracinedeX?-X+c:B2+c=B.Sic20:-B<0sc.Si-2sc<0:
Bz2-c & J1-4c2-2c-1,vraisi-2c-1 <0, et sinon (hombres positifs) < 1-4c 2
4c? +4c+1 < 4c(c+2)<0:vrai. Enfinz, =0 € [-B,B] et, si |z,| < B, alors 0 < z? < B2, d'oli
-Bscsz,,sP+c=p.

3.a)z

n+1

1

c) Pour -2 < ¢ < %, |z,] < B:c e M;pourc > a);pourc < -2 |c| >2et2b). Donc

MnR=[—2,%].

® Corrigé de l'exercice 66

1.a)a=1b=1c=1 Enconjuguanta+b+c=1:21+1+1 =1, soit 2caab _ 1. gpspc+ca = abe.
a b c a b ¢ abc
b)(1-a)(1-b)(1-¢c)=1-(a+b+c)+(ab+bc+ca)-abc=1-1+abc-abc=0.Un facteur est

nul, par exemple a=1;alors b+c=0. Exemple: (a,b,c)=(1,i,-i).
2. Soitr = |z| > 0. D'aprés linégalité triangulaire, |r-%| = ||z| - |—%|| < |z+ %| = 1. Donc (en

multipliant parr >0)r’-r-1<0etr?+r-1 zo,soitrs%:cpetrzgzé. Comme

P - % =1:z=ipdonnez+1= i((p - %) =i, etz= é donne -i : les deux bornes sont atteintes.

3.a)Avecz=x+iy: |z|? =x2+y? s x® +y2+ 2|x|ly| = (Ix| + |y|)2.

b)Y, |Re(z,)| = P+Nety, |Im(z,)| = P'+N’; d’aprésa), L < 5, (I Re(z,)| +] Im(z,)|) = P+N+P"+N'.
Lun des quatre nombres est donc > % Si C'est P, on prend J = {k : Re(z,) > 0} : |Zkej zk| >
Re(Zkej zk) =p>L SicestN,J={k: Re(z,) < 0} et | el zk| > - Re(ZkEJ zk) = N ; de méme

4
avec les parties imaginaires.
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Mown bilan sur le chapitre

2¢ Bac Sciences Mathématiques

Partie B - Le parcours en 4 niveaux

\.

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire

Niveau 1 Bases % 1a8 /8
Niveau 2 - Bac * % 9316 /8

Niveau 3 - Approfondissement * % % 17a23 /7

Niveau 4 - Concours * % % % 243 30 |7

J

Partie C - La bangue d'exercices

Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Forme algébrique et conjugué 31a36 /6
Théme B - Module et inégalités 37a42 /6
Théme C - Forme trigonométrique et Moivre 43 a 48 /6
Théme D - Géomeétrie et complexes 49 a 54 /6
Théme E - Ensembles de points 55a 60 /6
Théme F - Défis de concours 614 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : « Fonctions logarithmigues
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