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Comwment utiliser ce livret
Les 4 niveaux d’exercices Les encadrés du cours
Niveau 1- Bases * M Définition : a savoir par coeur.
les automatismes indispensables. M Propriété / Théoréme : les outils.
Niveau 2 - Bac * % B Méthode : la démarche pas a pas.
le niveau de 'examen national. M Exemple : un calcul entiérement rédigé.
Niveau 3 - Approfondissement * % % M Piege : 'erreur classique a éviter.
pour viser la mention Trés bien. Astuce de concours y: le petit plus qui fait

Niveau 4 - Concours % % % % gagner du temps.

problémes de concours (classes préparatoires,
écoles d'ingénieurs).

Le livret contient 66 exercices corrigés : la partie B est un parcours en 4 niveaux (exercices 1
a 30); la partie C est une banque de 36 exercices classés par theme (Forme exponentielle et
Euler, Racines n-iémes, Equations dans C, Transformations du plan, Géométrie et complexes,
Défis de concours). Tous les corrigés sont regroupés dans la partie D.

Conseil : cherche chaque exercice au moins 10 minutes avant de lire le corrigé. Le numéro
de page du corrigé est indiqué a droite de chaque énoncé.
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A la fin du chapitre, je sais...

passer d’une forme a lautre (a + ib, re'®) ; trouver les racines carrées d'un complexe ;

calculer avec e'® (produits, puissances) ; résoudre az> + bz+c=0dans C;
utiliser les formules de Moivre et d’'Euler ; résoudre une équation de degré 3 ou 4;
linéariser cos” 0 sin? 9 ; résoudre z" = a et placer les solutions ;
exprimer cos né, sinnB avec cos 6, sin 6 ; utiliserjet1+w+-+w" " =0;
factoriser par l'angle moitié ;

calculer Y coskO et Y sink6 ;

reconnaitre une transformation z’ = az+b;

O O0o0o0oo0oogao
O Oo0ogooogao

résoudre un probléme de géométrie.
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Partie A - Le cours

Définitions, théoréemes, méethodes, pieges et astuces de concours

€ La notation exponentielle

Prérequis (chapitre 4) : forme algébrique, conjugué, module, argument, forme trigonométrique, angles ori-
entés. Le plan est rapporté a un repére orthonormeé direct (O, U, V).

11 Le nombre e®

B Deéfinition : notation exponentielle

i0

Pour tout réel 6, on pose |e'°= cose+isin6‘ : C'est le complexe de module 1 et
d’argument 6.
'ensemble des complexes de module 1estU={ze C : |z] =1}={e”® : 8 € R}; ses points

images forment le cercle trigonométrique.

A

B Propriété fondamentale et conséquences

Pour tous réels 6, 0" : i o i
1. el x i’ = i(0+0") . g o
. ? \
P o \
2. L o0 it et & = i00), A0
eie eie' ! . N 1
3. e%=e® «— 0:=0[2n]; enparticuliere® =1 < oo e
= e
6e2nz;

4 el = i®M ot jeif = oi(6+F).

A

Démonstration. 1. Avec les formules d’addition : (cos6 +isin8)(cos8’ +isinf’) = (cos6cosO’ -
sin@sin@’) +i(sinBcosO’ +cosOsinB’) =cos(6+6')+isin(0+6'). 2. D'aprés 1, efe®=e0=1;et
cos(-0) +isin(-0) = cos O - isin 6. 3. Deux complexes sont égaux si et seulement si leurs parties
reelles et imaginaires le sont: cos6 = cos6’ et sinf = sin @', c'est-a-dire 6 = 6" [2n1]. 4. -1 = elm
eti= e’%, puis on applique 1. O

Remarque. Larégle 1transforme une somme d’angles en produit, comme a**¥ = a*a” : c'est ce
qui justifie la notation. Ici, e’ n’est qu’une notation (la fonction exponentielle réelle viendra

. . ~ -~ H i . H L . L .
au chapitre suivant). A connaitre: ™ = -1, €'2 =i, e?™ =1, €'s = §(1 +i), €3 = %+ I@,
iL_ 3.1, i 1, :43
6 = — - 3 = —— Yo
e =+, e S+
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1.2 Laforme exponentielle

9 Définition et théoréme

Tout complexe z # 0 s'écrit avecr = |z| > 0et6 = argz [2m] : C'est une forme
exponentielle de z.

» Unicité (r,r' >0): re®=re® < (r=r et =6 [2n]).

cCalculs (z =re®, z =re®, nez): zz =rre

7= reif i(8+m).

ie+6) 2 _ I ,i(6-6)
zZ r

ZN = N eine

-Z=re

A

Démonstration. z = |z|( cos(argz) + i sin(arg z)) (chapitre 4). Sire'® = r' e/, en passant aux mod-
ules r = r’ (car || = 1), puis e® = €%, donc 6 = 6’ [211]. Les régles de calcul découlent de la
propriété fondamentale (et de la formule de Moivre, section 2, pour z"). O

1.3 Passer d’'une forme a lautre

B Méthode : écrire un complexe sous forme exponentielle

- Depuisa+ib: r=+a2+ b2, puis 0 tel que cos 0 = % etsing =2

=
- Produits, quotients, puissances : on écrit chaque facteur sous forme exponentielle ; on
multiplie les modules et on additionne les arguments.

- Avec un paramétre : on fait apparaitre un réel strictement positif devant ') : -2¢/% =

2€/®M  sin@ +jcosb = ei(%'e) ; une somme de deux exponentielles se traite par 'angle
moitié (section 3).

Exemple : puissances et quotient
Soita = -3+iV3etb=1-i. |a] =J9+3 =23, cosb = 2‘—\/35 = —@, sinf = % = %:
a= 2\/§e"%T ; demémeb = \/fe'i%.
i 5m . _j5m i3m 324 i(m_3m r
ca’= 24\/§e’52 =24:/37 et b5 =42e i 4\/§e’34 , donc a_5 = —‘/Ee'(z 7) - 3/6e7% =
b 4\/5
3V/3-3/3i.
n  -s5nm
ca" = (2\/5) el’e" est un réel strictement positif < s
5nm

< 12 divise n (car n = 25n - 24n) ; il est imaginaire pur < == g [M] < b5n=

3[6] & n=3[6] (car5=-1[6]). Le plus petit entiern > 1telque a” >0estn =12,

€ 2nZ <= 12 divise 5n

Exemple : avec un parameétre: z=1-cos26 +isin26, 6 €10,2n[, 0 # m

Z=2sin’0 +2isinBcosH = 2sinBH(sin B + i cosB) = 2sin6ei(%’9). Le réel 2sin 6 n’est pas
toujours positif :
+sioelo,n: |z| =2sin6 et argz= T -6[2n] (pour9=§:z=%+i§=\/§e"% /)

sife]m2mn: z=-2sin Gei(%'e), donc |z| =-2sin6 et argz= 37" -0 [2m].
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) Formules de Moivre et d'Euler

21 Laformule de Moivre

Théoréme de Moivre

Pour tout réel 6 et tout entier relatif n : (e’e)n = el Cest-a-dire (cosB +isinB)" =
cosn@ +isinné.

Démonstration. C'est la formule de Moivre du chapitre 4, écrite en notation exponentielle ; di-

rectement : récurrence avec ee/® = e/ pour n e N, puis ()" = -5 = €M Clest la régle
(@) =a"™. O
2.2 Les formules d’Euler
Théoréme (formules d’Euler)
Pour tout réel 6 ettoutn e 7 :
i6 . ,-i6 i0 _ ,-i0 , . . .
cosg=5*€ sinf = % e"f+em% = 2cosnf  e"P-e "% = 2jsinné.
i
En particulier,siz=e®: z+ % =2cosO, Zz"+ 21_" =2cosnf et Zz"- 21_" = 2isinné.

Démonstration. On additionne puis on soustrait e/® = cos@ +isin® et e® = cos6 - isin6. Les
formules avec n s'obtiennent en remplagant 6 par n6, et ;—n = e7'"® par Moivre. O

2.3 Lineéariser

B Méthode : linéariser cosP 8 sin? 0 ('écrire avec des cos kR et sin k6, sans puissance)

1. Remplacer cos 6 et sin 6 par les formules d’Euler ;

2. développer avec la formule du bindme (triangle de Pascal), en utilisant e’*®e k"¢ = gilk-k')®

ik avec e ™*® : on obtient 2 cos kO ou 2i sin kO (Euler « a l'envers »).

Exemple : cos® 6 et sin’ 6 cos? 0

o G 31_2 (eie . e—i9)5 - lz[ (e5i9 . e-sie) .5 (e3ie . e—3i9) +10 (eie . e-ie) ]’ e

3. regrouper e

A

cos® 0 = 11—6(c0556+5cos39+10c056).

« Avecu =ePetv=e(uv=1): (u-vP(u+v)=(u-v)(u? —v2)2 =(u-v)(u*-2+v*) =
(u®-v3) - (u® - v3)-2(u-v). Comme (2i)*x2%=-32i:

2isin560 -2isin360 - 4isin 6 -

. 3 2
sin” 6 cos- 0 = p
-321

1 . . )
ﬁ(zsm 6 +sin36 - sin56) |.

Maths Olympiad 0
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2.4 Exprimer cosnf et sinn6

B Méthode : développer cos n6 et sin n6 (opération inverse de la linéarisation)

On note ¢ = cos6 et s = sinB. Par Moivre et la formule du bindme, cosn6 +isinn@ =
(c+is)" =3 0( ) c"k jksk. On sépare les termes d'indice k pair (i%? = (-1)P, partie réelle) et
impair (i%P*! = (-1)Pi, partie imaginaire) :

n\ n : n _2p-
cosné = (—1)p( )c” 2pg2p sinn@ = (—1)”( )c” 2p-1g52p+1
Os;sn 2p 052pz+1 <n 2p+1

puis on remplace s? par 1 -c? (ou ¢? par 1 -s2).

Exemple : n = 5, puis cos -

(c+is)® = ¢’ +5ic*s-10c3s% - 10ic?s® + 5¢s* +is°. Donc, avec s? = 1 - ¢?

A

0550 = 5 - 10c3s2 + 5¢s* = | 16¢% - 20¢3 + 5¢| et sin50 = s(16c* - 12¢% + 1)

(pour le sinus: 5¢*s -10c?s3 +s° = s [5c4 - 10c2 (1-¢2)+(1- cz)z]),
m

Application. Pour 6 = = : cos560 = = 0etc # 0, donc 16¢* - 20c? +5 = 0, d’ol

C2_201\/400 320 _ 5 \/_ J‘

garde le signe +:

.0roc< l<—doncc>cos et c2 >— comme

<—on

w55 n_J10+2/5

70" "8 TR
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© Angle moitié et sommes

31 Lafactorisation par 'angle moitié

& Théoreme

Pour tous réelsaetb:

azb) ei“-e"b=2isin(—a_b)e"%

ia =2 (
e cos 5

- ; 0 - . 0
En particulier: 1+e® = 2cosge’2 et €9-1-= 2:smge’2.

A

Démonstration. On met en facteur l'exponentielle de I'angle «
moyen » :

P(1+el®
et la parenthése vaut 2 cos £2 ou 2i sin £2 b (Euler). O (1+¢5)
Interprétation : 0, A(1), P(1 +e%), m(e )forment un losange
(cotés de longueur 1) ; sa diagonale [OP] est la bissectrice de
l'angle AOM : elle fait 'angle g avec U et mesure 2 cosg (pour
0<0B<m).

Conséquence : les parties réelle et imaginaire donnent les

formules de transformation cosa + cosb = 2cos M cos &2

sina +sinb = 2sin &2 "*b cos "2—"

Bl Méthode : module et argument de e/® + e'®

Aprés factorisation, 2 cos %2 est un réel dont il faut étudier le signe :

+ s'ilest > 0: module 2cos b et argumen
ment £2 .+

t ";b; s'il est < 0 : module -2 cos &2 etargu-

m;

e o - jaxb 0 - GEOFeT 0 o o .
« pour une différence : 2isin "Te 2 = 2sin=- 2), puis méme discussion selon le

signe du sinus.

A \/_\/_
ce3 +e 6-2cos efo avec2cos >0 module2cos

,argument 7.

L 2m il iz i7—" . P ' n
e +e’2 =2cosTe's = -e's =e's : lecosinus est négatif, largument n’est pas f.
N T
= S A S Vi O
(Controle =+ o = -2 )

]

. o 2i0 _ g 9 36y .
« Pour 6 €]0,m[: €' +e" = 2cosze 2 (module 2cos§ > 0, argument 7), et pour

. .0 - 0-m
6 €]0,2n[: 1-¢€"=-2isin g e'2 = 2sin g e’ 2 (module 2sin g > 0, argument 9‘7").

Maths Olympiad @
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3.2 Lessommes Y e*® S cosk®, Y sin kO

9 Théoréeme

SoitneNetf e R\ 2nZ. Alors

n sin =5 ("”)9 in8 n sin @ cos 22 sin 8 gjp 1
Ze —=¢'72, Zcosk6= — , Zsmke-—e.
= sin = sin 2 sin 2

(Si @ € 2rZ, ces sommes valentn+1,n+1 et 0.)

A

Démonstration. g = e/® # 1 car 8 ¢ 2nZ ; par Moivre e/ =

g®, et la somme géométrique, factorisée en haut et en bas
par l'angle moitié, donne

n 1 _q 2isin 5= ("”)9 i
>t =T . NG
k=0 2i sin g el?
eZiS
On simplifie, puis on prend les parties réelle et imaginaire, s
car Yy coskO =Re Y e/f? et Y sinkB = Im ¥ e'k®, O
o < i0
Figure (6 = 50°, n = 5): on met bout a bout les vecteurs €
unitaires e'*®, chacun tourné de 6 par rapport au précé- 0 1
. A S 1
dent; leurs extremités sont sur un cercle de rayon TSne72)"
et la somme est le vecteur 0S, de module [ZEO) | ot
sin(6/2)

d'argument 52—9.

Exemple : une somme de cosinus d’angles impairs

Soit@¢mnZetn=1.Avecq=e%%21:

n n-1 2ing 2 in@
Z pi2k-10 _ oi6 Z g = ei® e?nf -1 _ 0if 2isin(nB)e _sinn6 oind
e2i6 - 1 2isinBei® sin6

sinnB cosnb sin 2n6 sin®né
2k 1 2k 1 .
ZCOS ( )6) sin "~ 2sin6 Zsm ( )6) sin@
n
(2k—1) 1 _
Avec 6 = : sin2n6 = sin(rm - 6) = sin 6, donc Zcos TV Pour n = 4, comme
3m_ 1., 5m 7m
cos5- =3 cos§+cos?+cos?-0.

Exemple : une somme avec des coefficients binomiaux

n

Par la formule du bindme puis l'angle moitié : Z(Z)eike =(1+ eie)" _ 21 cos” g 79 donc
k=0
(1 o no 0l P
_ n nY no . i} " n@
;(k)coske—z cos > cos > et ;(k)smke 2" cos” 2sm >

Maths Olympiad a
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Pourf="2:1-(0)+(7)-(7)+- w=27cos ™ T (par exemple 1-(3)+(3)- () +(3) = 16).

@ Racives carrées, second degré

41 Racines carrées d’'un nombre complexe

& Définition et théoréme

On appelle racine carrée du complexe Z tout complexe & tel que 6% = Z. Tout complexe Z # 0
admet exactement deux racines carrées, opposeées ; si Z = pe'* (p > 0), ce sont

6=Jpez et -6= \/Eei(%+").

A

Démonstration. 62 = (\/ﬁ)2 e® = Z (Moivre) : & convient. Ensuite 22 = Z < 722-62:=0 <
(z-6)(z+6)=0 < z=6o0uz=-6,etb6#-6carb=0. O

8 Méthode : racines carrées sous forme algébrique: 6 = x + iy, x,y réels

SiZ=a+ib, on écrit 6% = Z (parties réelle et imaginaire) et on ajoute I'égalité des modules

1612 = 12| :
x?-y?=q, x2+y?=ya2+b2?, 2xy = b.

Les deux premiéres donnent x? et y? ; la troisiéme donne le signe de xy (celui de b), donc
les bons couples (x, y).

Exemple : deux méthodes, et la valeur de tan %

= Z=-5+12i, 12| =13: x> = B2 =4, y? =125 -9, xy>0: lesracines carrées sont 2 + 3i
et-2-3i.

N

e Z=1+i = \/fei% Forme exponentielle : ses racines carrées sont +(’/§e’% Forme
algébrique: x> -y? = 1, x? + y? =2, 2,2xy =1>0,dou x? = ‘/_2+1,y = ‘/_1 et les racines

i(\/@+ l@)

La racine de partie réelle positive est v2e's (car cos¢ > 0). En identifiant, (’/Ecos% =

ret \/fsm ; le quotient donne, avec (\/5+ 1)(\/5— ‘I) =1:

- 2
tan T - ‘/E 1= (\/5—1) soit tan— V2-11
8 \/§+1

Maths Olympiad @
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42 Léquation az’ + bz + ¢ = 0 a coefficients complexes
|

Soit a, b, c des complexes avec a # 0, A = b? - 4ac et & une racine carrée de A. L'équation
az’ + bz + ¢ = 0 a pour solutions

_-b-6 _-b+é b oA
z, = o et z, = T (une seule, - 20 S A =0),
2 b o
etpourtoutz: az*+bz+c=a(z-z,)(z-2,), 2z,+2z,= g hLE g

- . . 2 2 2
Démonstration. Forme canonique : az’ + bz + ¢ = a[(z+ A) - A= a[(z+ L) —(i) ] = a(z -
2a 4a 2a 2a

z,)(z - z,), puis produit nul. Enfin a(z-z,)(z- z,) = az? - a(z, +2,)z + az,z,.

Si b =2b’", on utilise A’ = b'2 - ac et une racine carrée & de A’ ; z = 228

Exemple : coefficients complexes

Z2-(5+3i)z+2+9i=0: A=(5+3i)?-4(2+9i)=16+30i -8-36i = 8- 6i.
S=x+iy: x*-y?>=8, x>+y?>=|A| =10, donc x> =9,y?*=1,etxy<0: 6§ =3-i, dou

5+3i-(3-1i . j+3-i
z=+—()=1+2, et =M

. 5 z, 5 =4 +].

Contr6[e:z1+22=5+3ietz1zz=4+i+8i-2=2+9i/.

Exemple : avec un paramétre, style examen: z2-2z+1+e%9=0, 6 e ]O, %[

A =1-(1+e*0) = -0 = (i e’e)z. Solutions: z, = 1+i e = 1+e/(®*5) et z,=1-ie = 1+¢/(6-3).
Par 'angle moitié :
Zy=2 cos(g i %) elii) et z,=2 cos(g - %)ei(%'%).

Comme g + % € ]%,g[ et g Z ]-%,0[, les deux cosinus sont > 0 : ce sont des formes
exponentielles. Contrdle : z,z, = 2 [cos@ +COS g] e'® =2cosBe®=1+e?® v/ (angle moitié).

B Attention, piege!

* Le symbole [ est réservé aux réels positifs : on n’écrit jamais v/8 - 6i ni /-4 ; on dit que
6 = 3 -i est une racine carrée de A.

« Si les coefficients ne sont pas tous réels, les solutions ne sont pas conjuguées en général
(ci-dessus: 1+2iet4+i).
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e Racines n-iémes
51 Les racines n-iéemes de l'unité

Théoréme

Soit n € N*. L'équation z" = 1 admet exactement n solutions dans C, les racines n-iémes de
Cunité : , _
2ikn 2in k
w,=en, kRe{0,1,..,n-1} Avecw=en @ w, =w"

Démonstration. 0 n’est pas solution ; on écrit z = re’® (r > 0). Par unicité de la forme exponentielle,
. . 2ikm 2iR'm
2"=r"e" =1 < (r"=1etnf=0[2n]) < (r=1etH= %,kez). Enfine™ =e™n

AkRI ¢ 2n7 = n divise k- K : les valeurs k = 0,...,n - 1 donnent n solutions distinctes, et

n
tout autre k redonne l'une d’elles. O

B Propriétés (n = 2)

p=i n-1
1. Somme: Z wWh=1+w+w?+-+w"™ =0 ; produit: ﬂ wk = (-1)"".
k=0 k=0

2. Conjugués: w, = wlk =w, ,(1sksn-1).

3. Polygone régulier : les points M,(w,) sont les sommets d’un polygone régulier a n cotés
inscrit dans le cercle trigonométrique, dont un sommet est M (1).

§

- . - n_ n(n-1) ;
Démonstration. 1. w # 1, donc Y] w* = “(’1)—11 =0; Mwk = w02 =2 = -NT = (Lq)-T,
2. |w,| =1etw,w,, =w" =1. 3. La rotation de centre O et d’angle 27" (section 8) envoie M, sur
M,., (et M,_, sur MO) : tous les cotés et tous les angles sont égaux. O
Casusuels:n=2:+1; n=4:1,i,-1,-i(carré); n=3:1,j,j? avec

2in A3 w2 3 . A . P
j=e3 = -% + :g, == %, j=1, 1+j+j2=0 (triangle équilatéral).

: An 2, 4 G BB e
Soitw=e7, a=w+wW +w"* et b=w’+w>+w". D'apres la
propriété 1,a+b=w+w? +-+w® = -1, et,avecw’ = 1:

ab=3w7+w"+w5+w6+w8+w9+w1°=3+(w+---+w6)=2.

R
:
Doncza et b sont les solutions de zZ2+z+2=0: A= -7 = \\
(iﬁ),z:#. OrIma:sin27"+sin"7"+sin87"=sin"7"+ w’
(sin 27" - sin g) > 0 (sin est croissante sur [0, %]) Ainsi w ;
w

“1+i7 . 2m . 4T .om
— et S|n7+sm7—sm7-

W+ w?+w =

NI
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5.2 Racines n-iémes d’un complexe non nul

9 Théoréeme

Soit a = p '@ un complexe non nul (p > 0) et n € N*. L'équation z" = a admet exactement n
solutions :

s a+2Rm

z,=1pe ke{0,1,..,n-1}

Si z, est l'une d’elles, les autres sont les z, w,. Leurs points images sont les sommets d'un
polygone régulier a n cotés, de centre O, inscrit dans le cercle de rayon {/p.

A

- o iaQ 2 o R 9
Démonstration. z, = {/pe'n vérifie z) = pe'® = a (Moivre). Comme z, # 0: 2" =a < 7" =

a+2

n . R
7y = (i) =1 = i=wk(05ksn—1) & z=2z,w, = ype n . Multiplier par z,

revient a appliquer une rotation de centre O suivie d'une homothétie de centre O (section 8) : le
polygone régulier des w,, devient un polygone régulier de rayon |z,| = {/p. O

9 Méthode : résoudre 2" = a

1. Ecrire a = pe'® et chercher z = re®: 1" = petnf = a[2m], soitr = Jpetf =4 [27"]
(modulo Zn—" N ;
2. lister k = 0,..,n - 1. Variante : trouver une solution évidente z,, puis multiplier par les
Ww,.
k

A

£ 21 ffm, R
7 =-848i3=16F = z:=2¢(F) re {0,1,2,3}
:zO=\/§+i, z1=izo=—1+i\/§, zz=—zo=—\/§—i, “
z3=—z1=1—i\/§. ~12%
Ce sont les sommets d'un carré de centre O inscrit dans le -\ §
cercle de rayon 2 (ci-contre). 2
- 2 = 8i: z, = -2i est solution, car (-2i)* = -8i> = 8i. Les 2
solutions sont donc -2i, -2ij =3 +i et -2ij2 = -\[3 +i z,

(triangle équilatéral de centre 0).

© Se ramener au second degré

6.1 Factoriser un polynome

Théoréme

Soit P(z) = a,z" +--+a,z+a, un polynome a coefficients complexes, de degrén > 1, et z, € C.
Si P(z,) = 0, il existe un polynome Q de degré n - 1 tel que P(2) = (z - z,) Q(z) pour tout z. Si
les a, sont réels, z, est aussi racine de P.

k-1

Démonstration. P(z) = P(z) - P(z,) = ¥;_, a, (2 zy+-+2z5"):on

factorise (z - z,). Si les a, sont réels, P(z,) = P(z,) = 0. O

kozf) et zF - 28 = (z- 2)) (2F" + 272
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B Méthode : résoudre P(z) = 0 avec degP =3

1. Trouver une racine : évidente (#1, i, ...), ou réelle z = x, ou imaginaire pure z = iy (y € R):
on annule séparément la partie réelle et la partie imaginaire de P(iy), et on cherche une
solution commune ;

2. écrire P(z) = (z - zo)(az2 + Bz +y) et identifier les coefficients; 3. résoudre l'équation du
second degreé.

N

Exemple : racine imaginaire pure, style examen

P(z) =23 - (4 + 20)z% + (13 + 8i)z - 26i. Pour y réel :
P(iy) = -iy® + (& + 2i)y? + (13 + 8i)iy - 26i = (4y? - 8y) + i (-y® + 2y + 13y - 26).

4y’ -8y =0 <= ye{0,2}; lapartie imaginaire vaut -26 # 0 poury = 0 et -8+8+26-26 = 0
pour y = 2. L'unique racine imaginaire pure est z = 2i.

P(z) = (z-2i)Z? +Bz+y) =22 + (B -2i)2® + (y - 2iB)z- 2iy: B-2i =-4-2i, -2iy = -26i, donc
B=-4,y=13(ety-2iB=13+8i ).

Z2-4z+13=0: N =4-13=-9=(3i)?, z=213i. S={2i;2-3i;2+3i}.

“ 6.2 Equations bicarrées et équations symétriques

Exemple: bicarrée: z* - 222 + 4 =0

2 .
AvecZ =27>:272%-2Z+4=0, N = -3 = (lﬁ) , Z=1+i/3 =2e"5. Puis (racines carrées,

0 n’est pas solution ; on divise par z? : (22 + 21—2) - 3(2 + %) +4=0. Commez’+ % =2>-2:
7?-37+2=0,Z=1o0uZ=2. a

z+1=1 & 22-2+1=0 & z=¢" ; z+
S={1;eig;e'ig}, etz*-322 +422-3z+1=(z-1)?(22-z+1).

1
N
—
N
|
—_
~
N
1
o
N
I
-_—

“ 6.3 Changement d’inconnue et racines n-iémes

Exemple : l'équation (z +i)" =

AN .
z = i n'est pas solution ((2i)" # 0). Pour z # i, 'équation équivaut a (%) = 1, soit 2% = w,,
avec0<sk<n-1.Pourk=0:2z+i=2z-iestimpossible. Pour1<k<n-1,w, #1et, avec
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Q= 2an et 'angle moitié :

, . T
_ _ i(1+e®) ix2cosfe'z costm
Z+i=wy(z-i) & 7= — = = 1
ey -1

0 T s Rm”
Fein @ i T
2isin 7 €' sin =

'équation (de degré n - 1 : les termes z" se simplifient) a n - 1 solutions réelles distinctes :

cos(km/n)

———, 1<sk<sn-1. Pourn=3:+
sin(Rm/n)

1
A

(7 Translation et homothétie

Une transformation F du plan associe a tout point M(z) un point M'(z’) ; son écriture complexe est
la relation z' = f(z). Un point Q est fixe si F(Q) = Q.

B Théoréme (écritures complexes)

- La translation t de vecteur W d’affixe b: M =t(M) < MM =W < .

- ’homothétie h de centre Q(w) et de rapport k€ R*: M’ = h(M) < QM’' = ROM =
Z -w=Rk(z-w)|

A

Démonstration. Deux vecteurs sont égaux si et seulement si leurs affixes le sont : MM’ a pour
affixe z' - z, et kQM a pour affixe R(z - w). O

B Images de figures

Si M, N ont pour images M, N' : part, z,, -z, = 2z, -2y, ; Parh, z,. -z, = R(z, - z,,) (on
soustrait les écritures). Donc :

« unetranslation conserve les vecteurs; une homothétie de rapport k multiplie les vecteurs
par k et les distances par |R| ;

« l'image d’une droite est une droite paralléle ; 'image du cercle de centre A et de rayon R
est le cercle de centre A’ (image de A) et de rayon R (translation) ou |R|R (homothétie) ;
lalignement, le milieu, le parallélisme et les angles orientés sont conserves.

c . >
/ ABC, .~
; rapport -1 Q-},(«)\i\::— g rapport 2
A B = ()
translation : 2’ =z+b homothéties de centre Q

Méthode : reconnaitre z’' = az + b avec a réel non nul

+ Sia=1: cest la translation de vecteur d’affixe b (sans point fixe si b # 0).

«Sia#1:ilyaununique point fixe Qw), w =aw+b < w = % En soustrayant
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I w=aw+baz =az+b: 2z -w=a(z-w);cest 'lhomothétie de centre Q et de rapport a.

Exemple : reconnaitre, puis image d’un cercle

«F:2 =-32+8-4i: a=-3, w= i;l;' =2-i: homothétie de centre Q(2-i) et de rapport

-3 (controle: -3(2-i)+8-4i=2-i /). De méme, 7z’ = %z - 2 + 4 est 'homothétie de

centre w = 'g;;*i = -3+ 6i et de rapport 1.

* Image par F du cercle T : |z-1-i| = 2. Méthode géomeétrique: le centre 1+i a pour image
-3(1+i)+8-4i =5-7i et le rayon est multiplié par | - 3| = 3. Méthode par le calcul :
z=84%2 doncMel = ‘3"*Ti'z'—1 —i| =2 < |5-7i-2]|=6. Dans les deux cas:
F(T) est le cercle de centre 5 - 7i et de rayon 6.

© Rotation et composées

81 Larotation

|
Soit Q(w) et 6 € R. La rotation r de centre Q et d'angle B’
O laisse O fixe et associe a tout M z Q le point M’ tel que i f
QOM" = QM et (QM,QM') = 0 [2m]. Son écriture complexe )
est i
Z-w=e%z-w)| '
Démonstration. Pour M # Q: M’ = QM et (OM,QM') = 6 < 6----1--"y
ﬁ| =1 et argzz'_;u“)J =0 = ﬁ = ¢ (unicité de la forme ?

exponentielle). Pour M = Q, la formule donne bien 7' = w. O
+ Cas particuliers : 6 = m: symétrie centrale z' = -z + 2w (c’est aussi 'homothétie de rapport -1)
;0=7:12-w=i(z-w)

- Conservation: z,, - z,, = €'%(z, - z,,), donc M'N’ = MN et (MN,M'N') = 6 : une rotation conserve
les distances ; l'image d’un cercle de centre A est le cercle de méme rayon centré en r(A).

- Reconnaitre: si z' = az+b avec |a| = 1 eta # 1, on écrit a = e’ ; lunique point fixe est w = %
etz - w = a(z- w): c'est la rotation de centre Q(w) et d’angle 6.

Méthode : trouver U'écriture z' = az + b connaissant deux points et leurs images

SiF(A)=A"et F(B) = B"avecA # B: ensoustrayantz, =az, +b etz = azg+b, on obtient
a=28 :ZA', puisb =2z, -az,

B A i .
Exemple : A(1+i) » A'(3+i) et B(3+2i) » B'(2+3i): a-= ';:iz" G +2é)(2") = i,
b=3+i-i(1+i)=4. Z =iz+4: rotation d’'angle g et de centre w = = =2+2.
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8.2 Rotation et homothétie de méme centre

9 Théoréeme

Soit Q(w), k > 0 et 6 € R. Les composées h-r etr-h de 'homothétie h de centre Q et de
rapport k et de la rotation r de centre Q et d’angle 6 sont égales, d’écriture

Z -w=ke2z-w) : OM' =kQM et (QM,QM') = 6 [2rT] (M = Q).

Réciproquement, sia ¢ R et |a| # 1, la transformation z' = az+b est h-r avec w = %,
kR =|al etB=arga.

Démonstration. r: z, - w = e®(z-w), puish: z -w = R(z, - w) = ke'®(z - w) ; dans l'autre ordre,
on obtient e’®k(z - w), le méme résultat. Pour la réciproque, a # 1, donc w = % est 'unique point
fixeetz - w=a(z- w)avec a = |a| 287, O

Remarque. Bilan pour z’ =az+b(a#0): a=1: translation; a € R\ {1}: homothétie de
rapporta; |al =1,a# 1: rotation d'angle arga; sinon: h-r de rapport |a| et d'angle arga.
b

Sia # 1, le centre est l'unique point fixe, d'affixe w = vt

8.3 Composeée de deux rotations

Théoréme

Soit r, et r, des rotations d'angles 6, et 6,. Alors r, - r, est une rotation d’angle 6, + 6, si
6, +6, #0[2m], et une translation si 6, + 6, = 0 [2m].

Démonstration. r, : z, =e®1z+b, et r,:z =e%z +b,, doncr,-r, : 2 =e®*%z+e%p +b,,
delaformez' =az+bavec|a|=1;eta=1 < 6,+6,=0[2n]. O

Soitr, la rotation de centre O et d'angle g (z, = iz), et A(2). Sir, a pour centre A et pour angle
Jiryer; 12 =i(iz-2)+2=-z+2-2i, symétrie de centre 1 - i (rotation d'angle m). Sir; a
pour centre A et pour angle —% D ryery iz =-i(iz-2)+2=2z+2+2i, translation de vecteur
d’affixe 2 + 2i.

© Géométrie avec les complexes

9.1 Triangles équilatéraux, carres

B Théoréme (triangle équilatéral)

Soit A(a), B(b), C(c) trois points distincts. On dit que ABC est équilatéral direct si AB = AC et
(AB,AC) = I [2n].

ABC équilatéral direct < c-a=€3(b-a) < |a+bj+cj2=0

et, en échangeant B et C : ABC équilatéral indirect <= a+bj?+¢j = 0.
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Démonstration. La premiéere équivalence traduit C = r(B), ou r est la rotation de centre A et
d'angle I. Avec 1+j+j2=0: a+bj+cj>=a+bj+cj>-a(1+j+j?)=j[(b-a)+j(c-a)], quiestnul

. 4in Zin in Qg q 2
& c-a= —J—.(b -a). Or —J—. =-j2=¢'"e3 =e3 =¢€'3. Le cas indirect s'obtient en échangeant B

et C. O

Avec A(1+i)et B(3+i), le point C tel que ABC soit équilatéral direct a pour affixe ¢ = a+ei§(b—
a)=1 +i+2(% + I@) = 2+(1 +\/§)i ; pour un triangle indirect, ¢’ = a+e"g(b—a) = 2+(1 —\/§)i.

B Triangle rectangle isocéle, carré

+ ABC est rectangle isocéle en A, direct < c-a=i(b-a) (Cimage de B par la rotation
de centre A et d'angle %).

« ABCD est un carré direct < d-a=i(b-a) et a+c = b +d (paralléelogramme avec
un angle droit et deux cotés consécutifs égaux). Son centre Q est le milieu de [AC], et la
rotation de centre Q et d’angle % envoie A sur B, B sur C, C sur D, D sur A.

9.2 Points cocycliques

B Méthode : montrer que des points sont sur un méme cercle

« Trouver un point O(w) équidistant de tous les points : |z, - w| = |z; - w| = -+ = R (centre
d’un carré, d'un polygone régulier, milieu d’'un diamétre...). Les images d’un point par des
rotations de méme centre Q sont sur un cercle de centre Q ; les solutions de z" = a sont
sur le cercle de centre O et de rayon +/]al.

« Pour quatre points quelconques : critére du chapitre 4 (argument d’un quotient de rap-
ports).

9.3 Un probléeme complet, style examen national

1. Résoudre dans C l'équation (E) : z> - (4 +3i)z+1+5i = 0.
2. On considére les points A(1 + i), B(3 + 2i) et la rotation R de centre A et d'angle g

a) Déterminer l'écriture complexe de R, puis l'affixe ¢ du point C = R(B).
b) Soit D le point tel que ABDC soit un parallélogramme. Calculer son affixe d et montrer
que ABDC est un carre.

3. Montrer que A, B, C, D appartiennent a un méme cercle I dont on précisera le centre Q et
le rayon.

4. Soit F la transformation d’écriture complexe z' = (1 +i)z+ 1 -i. Déterminer la nature de F
et ses éléments caractéristiques, puis vérifier que F(B) = D.
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Exemple : corrigeé redige

1. A = (4+30)2-4(1+50) = 7+24i-4-20i = 3+4i. On cherche
6=x+iyavecx>-y?> =3, x2+y?=|A| =5 et 2xy = 4
x2=4,y>=1,xy >0, dol 6 =2 +i. Les solutions sont

L+3i-(2+i . ] j .
Z1=+(+)=1+l et zz=%=3+21.
2.a)z’—a=ei%(z—a) = Z=iz-i(1+i)+1+]i <

Donc c = i(3 +2i)+2 = 3i.
b) ABDC parallelogramme & AB=CD < d=b+ 1 2 3
c-a=2+4i. CommeC = R(B): AC = AB et (AB,AC) =
; un parallelogramme ayant un angle droit et deux cotés
consécutifs égaux est un carre.

a+d 3

3. Le centre du carré est le milieu Q de la diagonale [AD] : w = ==t %i, et c’est aussi le

milieu de [BC] (% = w). Les diagonales d’'un carré ont la méme longueur, donc QA = QB =

QC=QD=[1+i-w]| = |—% —%i| - 19 T ast le cercle de centre Q(%+ gl) et de rayon @

2
4. a=1+i=+2e'% nest pas réel et |a] =2 # 1. Le point fixe est w, = ——— = Ll =1 +j:

1-(1+i) -i
c'est A. Donc F est la composeée de la rotation de centre A et d’angle

NI

T et de 'homothétie

de centre A et de rapport /2. Enfin (1+i)(3+2i)+1-i=1+5i+1-i=2+4i=d: F(B) =D, ce
qui traduit AD = /2 AB et (A*B,A*D) = % (la diagonale du carré).

1

@ Pour aller plus loin

101 Les polynomes de Tchebychev

Théoreme

,
A Y
’

Pour tout n € N, il existe un unique polynome T, tel que cosn@ =T (cos 6) pour tout réel 6.
OnaT,=1,T, =Xet

T =2XT,-T ,(n21); T,=2X?-1, T,=4X>-3X, T, =8X*-8X?+1, T, = 16X>-20X>+5X.

Pour n 2 1, T, est de degré n, de coefficient dominant 2"-1 et ses n racines sont les réels
2k + 1)

,0<k<n-1.
2n

X, = COS

N

Démonstration. Existence : d'aprés la section 2, cosnf =
Zp(—1)P(2“p) cos"?P 9 (1 - cos? 6)p, qui est un polyndme en cos 6.

Récurrence : cos(n + 1)6 + cos(n - 1)8 = Re[e® (e® + )] = .|

2 cosB cosnB (Euler) ; d'ou le degré et le coefficient dominant.

Unicité : deux polyndmes égaux sur [-1,1] sont égaux. Racines _ L,
: pour 6 € [0,m], T (cosB) = 0 <= 0 = (2'“1)" : n racines ) %

d|st|nctes (cos est injective sur [0, 1]), donc toutes O

Application: T, = 8Hk=o(X - X,), donc T,(0) = 1 = 8XyX,X,X; :

m 3 5 m_ 1
COSSCOS 3 COosS 3 Ccos 3 8
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10.2 Le produit des 1 - w*
n

. -1
) 2in )
Soitn=2etw=en.Alors (1-wf)=n et sin — =
k=1 k=1

Démonstration. En appliquant n fois la factorisation de la sec-
tion 6 aux n racines distinctes w®, ..., w" "' de 2" -1 (polyndme de
degré n et de coefficient dominant 1) : 2" - 1 = TTj 5 (2 - w*).
Comme z" -1 = (z-1)(1+z+-+2""), on a, pour z # 1,
1+z+-+2"" = T}°1(z- w*). Deux polyndmes égaux en une
infinité de points sont égaux : I'égalité vaut aussi pour z = 1, ce
qui donne n = TTp_; (1 - w®).

) .. ko :
Puis, par langle moitié, |1 - w®| = |—2/5|nkn—"e’n = 2sin &
(positif pour 1 < kR < n - 1) ; en passant aux modules,
2"‘1ﬂsin% = n. O

Interprétation : dans un polygone régulier a n cotés inscrit dans
un cercle de rayon 1, le produit des longueurs des n-1 segments
joignant un sommet aux autres vaut n. Pour 'hexagone : 1x+/3 x
2xy/3x1=6.

@ Les piéges classiques

x Faux v Vrai
«e®=e? =9=0"» seulement 8 = 0’ [2r]: e® = €% = 1
«2sinBe® a pour module 2sin 6 et pour | seulementsisin®>0; sisinf<0:
argument 6 » -2sin 6 e(®*m
« /% + P = giah) c'est le produit : % = ¢/(@*b) : |a somme vaut
jasb
2cos L2 e’
. . . _-H
«|1+€0| = 2cos§ » |1+e®] =2 |cos§| : pour 0 = "3—",1 +elf=e'3 3
pour module 1
«V-5+12i=2+3i» pas de /" pour un complexe : -5 + 12i a deux
racines carrées, +(2 + 3i)
« les solutions de az? + bz + ¢ = 0 sont seulementsi a, b, c sont réels:
conjuguées » z? - (5+3i)z+2+9i = 0 a pour solutions 1 + 2i
et4+i
«nb=a2n] = 6= % [2mT] » 0= % [27"] : C'est ce qui donne les n racines
n-iémes
«1+w+-+w"" =0 pour toute racine faux pour w = 1 (la somme vaut n) ; vrai si
n-ieme w » w'=1etw=z1

Maths Olympiad @



Chapitre 6. Nombres complexes (partie 2) 2° Bac Sciences Mathématiques

« la rotation de centre Q(w) et d'angle 6 | z' - w = €z - w), soitz' = ez +w (1 - )

s'écritz’ = e®z+w »

1+3i

« z' =3iz-2 est une rotation d’angle g » | |3i|=3#1:cesth-r, de centre 1—2; = -

d’angle g et de rapport 3

« ABC équilatéral < a+bj+cj>=0» seulement s'il est direct ; sinon a + bj> +¢j = 0

@ Les astuces des concours

Y Astuce de concours : filtrer avec les racines de 'unité

Siw=e™n : Yp ) wk vaut n si n divise p, et 0 sinon (somme géométrique de raison wP, et
wP =1 < ndivise p). Exemple avecn =3:

(T+ )7+ (14" + (1+)2) Z()1+J’”+i 32(3k)

p=0 3ksm

. m 2’"+2cos%
-ig ( )=— (pourm=6:1+20+1=
ks

Commel+j=-2=¢e3et1+j2=e7"5:
*1=- *] _ {3k 3

64+2
22=22= ).

Y Astuce de concours : trois complexes de module | et de somme nulle

Silal=|b] =|c|=1eta+b+c =0, alorsABC est équilatéral. Preuve° u= 9 etv= 5 vérifient
lul=|vl=1etu+v=-1;en conjuguant =+ ; =-1,doliuv = &% = 1. Donc u etvsont les
solutionsde z> +z+1=0: {u, v} = {j,j*}, et {a, b, c} = {a, gj, aj? }.

% Astuce de concours : un carré sur un coté = une rotation de ig
Sur les cotés d’un triangle direct ABC, on construit a 'extérieur les carrés ABDE et ACFG ;

avec A pour origine: e =-ibetg =ic. Alorse-c=-ib-c =i(ic-b)=i(g-b): CE = BGet
(CE) L (BG), sans aucun calcul d'angle.

¥ Astuce de concours : I'éguation z*" - 27" cosa+1 =0

On reconnait Z% - 2Z cosa + 1 = (Z - €%)(Z - e7) avec Z = 2" ; donc 2" = €% ou 2" = e, et

ta+2km
les solutions sont les e’ n ,0<k<n-1(2n points distincts du cercle trigonométrique si
a ¢ nz).
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Chapitre 6+ Nombres complexes (partie 2)

2¢ Bac Sciences Mathématiques

© L'essentiel du chapitre en une page

r

Notation exponentielle

e¥=cosO+isinB: || =1, arge’® =0 [2nm].

ies0). 1 )
T

=e® < 0=0'[2n]; e"=-1, €7 =1.

z=re® (r=|z|>0): zz' = rr'e'®9),

2=Le09), Z=re™®, —z=re®m.

090 - o = 10 = oif,

Mpi\zre et Euler
()" =€ (n € 2), soit
(cosB +isinB)" = cosnb +isinnb.

0, ,-if i0 _ -if
ev+e . e’-e
cosf= ——, sinf= ————.
) 2 ] 12/
z=¢€%: 2"+ L =2cosnb, z"- - =2isinné.
V4 Z

Linéariser : Euler, bindme, regrouper e/*® et e/¥? ;
C0s° 6 = --(c0s 56 + 50536 + 10 COS 6).
Développer: cosn6 = Re(c +is)",

sinnB = Im(c +is)" ;

cos 50 = 16¢> - 20c> + 5¢ ; cosnB =T (cos B).
Angle moitié

el’+e=2cos Ll e 45°, el? - eib = 2jsin %beit]z;b.

, .. 0
1+e‘9—2cos—ez —1=21$|n9e’z

Attention au signe de cos %2 avant de lire le

module et 'argument.
Sommes (0 ¢ 2nZ)

(n+1
sin @6

n .
Sem- T g

k=0 Sln =
puis Y cos kO et Y sin kO : parties réelle et

imaginaire.

:nb

Sho(f)e™® = (1+€®)" =2"cos" S &>
- i i

Racines carreesdeZ=pe'*#0: +/pe's.
S=x+iy: x?

-y?=ReZ, x*+y?>=|Z|, 2xy =ImZ.

Second degré (a,b,c e C,a#0)

A=b?-4ac, 6°=A: z= b+ :

b . 2a
Degre 3 : racine évidente, reelle ou iy, puis
P(2) = (z - z,)Q(2).
Bicarrée :Z=2%; symétrique:Z=2z+ %,
2+ L1 =7%-2.

Racmes n-iémes _
2ikm

2"=1 ¢ z=w,=en, 0<k<sn-1 (polygone

régulier).

Pournz2: S wk=0, Ty wk=(-1)"",
M (1 - ) =n.

jee¥ =-laill e, 22 14jef =0
"=pet = z-= \"/Ee"mikn, 0<sksn-1
(= zy w),).

6=1 [27"] (et non [2m]).

Transformations
translation de vecteur w(b) z' =z+b

homothétie (Q, k)
rotation (Q, 8)
h-r de méme centre Q Z-w=ke®z-w)
Reconnaitre z’ =az+b: a=1: translation;
sinon, centre w = % (point fixe) et

Z' -w =a(z - w): homothétie de rapport a si

a € R, rotation d’angle argasi |a| = 1, sinon h-r
(rapport |a|, angle arga).

Deux rotations : rotation d'angle 6, +6,, ou

Z -w=R(z-w)
Z-w=e%%-w)

translationsi8,+6,=0 [217]

F(A)=A",F(B)=B': a-= az,.

Géomeétrie

ABC équilatéral direct < c-a-= g(b a)
& a+bj+cj?

ABC rectangle isocéle directen A

< c-a=ilb-a).

ABCD carré direct < d-a=i(b-a)et

a+c=b+d.

Cocyclicité : un centre Q équidistant, ou des
rotations de méme centre.

Bon courage ! La régularité bat le talent.

Maths Olympiad
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Partie B - Le parcours

30 exercices sur 4 niveaux, du plus simple au niveau concours

@ Niveau | «- Bases

Repére orthonormé direct (0, U, V) ; a, b, c... sont les affixes des points A, B, C...;j=¢e s .

Exercice 1 Laforme exponentielle corrigé p. 44

) . —
22z, =-4e’'s, z.=i3¢€s.

V3-i
2. Soit 6 € R. Méme question pour u =-sin@+icosB, v =(cosO +isinB)(sinb +icosb) et, si

0e ]g,n[, w =2cosfe®,

1. Ecrire sous forme exponentielle : z, =+/2-i\/6, z, = -5i, z, =

3. Calculer z? et zz, puis déterminer les entiers naturels n tels que z} soit imaginaire pur.

Exercice 2 Euler et Moivre * corrigé p. 44

1. A laide des formules d’Euler, linéariser sin® x (x € R). En déduire la valeur de sin® g +sin® 3?"
2. Montrer que (1 +i)" + (1 -i)" = 22" cos 5F pour tout n € N, et calculer (1 + i)N?+(1-i0)2.

3. Soientn € N et 6 € R tel que cos® = -1. Vérifier que 1+ e® = (1 + %), puis montrer que

(1+c056+isin ]

n
1+cosG—isin9) = cosnB +isinné.

Exercice 3 Langle moitié * corrigé p.4S

a-b _j%b

) . . . L. ash
Rappel: e+ e =2cos£2e'2 et e"’—e’b=215|n"2—be’z (a,b € R).

. . j2n im m I
1. Ecrire sous forme exponentielle: u=1+¢e's, v=e'2-¢'3 et w=1+¢'%s.

. . - . o
2. Soit 8 €10, 2m[. Ecrire 1 - €' sous forme exponentielle. Pour 6 # i, montrer que tiie = $
3

jz\6 jo jom\8
3. Calculer (1+e 3) et (e 12 +e12) .
Exercice 4 Racines carrées et second degré * corrigé p.4S

1. Déterminer, sous forme algébrique, les racines carrées de 8 - 6i, puis celles de -15 + 8i.

2. RésoudredansC: a)z?-(1+i)z-2+2i=0 b)z2-(3+2))z+5+i=0.

3. Déterminer le complexe m tel que 1 + i soit solution de z> + mz + 3 - i = 0, puis, sans calculer
de discriminant, l'autre solution.

Exercice 5 Racines n-iémes corrigé p. 4S

1. Résoudre dans C l'équation z° = -27 (formes exponentielle et algébrique). Justifier que les
images des solutions sont les sommets d'un hexagone régulier, et donner son périmétre.

2. Résoudre dans C 'équation z3 = 1, puis l'équation 28 + 723 -8 = 0.

3. Résoudre dans C l'équation (z - i)* = -4.
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Chapitre 6. Nombres complexes (partie 2) 2° Bac Sciences Mathématiques

Exercice 6 Se ramener au second degré * corrigé p. 46

1. Soit P(z) = z>-(2+3i)z> +(5+6i)z-15i. a) Montrer que l'équation P(z) = 0 a une unique solution
imaginaire pure z,. b) Ecrire P(z) = (z - z,) (2% + az + B) (a, B réels), puis résoudre P(z) = 0.

2. Résoudre dans C 'équation z* + 422 + 16 = 0 (poser Z = z?) ; donner les solutions sous forme
algébrique.

2
3. Résoudre dans C \ {1} 'equation (i_i) +211:=0.

1 z-1
Exercice 7 Reconnaitre et écrire une transformation * corrigé p.46

1. Préciser la nature et les éléments caractéristiques de la transformation d’'écriture complexe :
a)z' =z+2-3i b))z =-2z+3-6i )z =iz+1+i d)z' = %zhﬁ—i e)z =(1-i)z+2i.
2. Ecrire la rotation de centre Q(1 - i) d’angle 2?", et 'lhomothétie de centre A(2 + i) de rapport —%.

3. Déterminer l'image du cercle de centre C(1 + i) et de rayon 2 par la rotation de centre O et
d’angle g, puis 'image de la droite d’équation y = x par la transformation c).

Exercice 8 Triangles et quadrilatéres » corrigé p. 46

1. Calculer ﬁ et en déduire la nature du triangle ABC: a)a=2-i,b=5+i,c=2i; b)a=-1+i,
b=1+i,c=(1+3)i; da=1,b=2+i,c=-1+2i
2. Montrer que les points E(1 + 2i), F(3 - 2i) et G(-2 + 8i) sont alignés.

3. Soient A(1), B(3 +2i), C(1 + 4i) et D(-1 + 2i). Montrer que ABCD est un carré, puis que ces quatre
points sont sur un méme cercle dont on précisera le centre et le rayon.

@ Niveau 2 - Bac

Exercice 9 Sommes trigonométriques * x corrigé p. 47

(n+)x oy

sin nx
12.

On rappelle (cours) que, pourn e Netx e R\ 2nz: 3} e = —%
2

. . cos 2 sin2x ..
1. En déduire que cOs X + COS 2X + COS3X + COS 4X = Szm—ﬁ (x ¢ 2mZ), puis résoudre dans ]0, 1]
2

'équation cos x + cos 2x + cos 3x + cos 4x = 0.

2. Montrer que ¥p_, sin ";7—" = tan;l pour tout entier n > 2. Calculer cette somme de deux facons
2n

pour n = 6 ; en déduire tan %
3. En déduire la limite de la suite (u,),,, définie par u, = %Zzﬂ sin %

Exercice 10 Racines n-iémes : somme, produit, factorisation * x corrigé p. 47

1. Résoudre dans C l'équation z* = -1. Vérifier que z* +1 = (22 B Y 1)(22 +2z+ 1) et préciser
les solutions de chaque facteur.

2. Soientn =2 eta=pe®(p>0). Montrer que la somme des n racines n-iémes de a est nulle et
que leur produit vaut (-1)"a.

2im
3. Soit w = e’7 . Montrer que (1 +w)(1+w?)(1+w*) =1, puis que cos T cos & cos ' = 1.
Exercice 11 Equations dans C » x corrigé p. 47

1. Résoudre dans C l'équation z? - (3 + 4i)z-1+5i = 0.
2. Soit (E) : z*+22% - 72 + 2z + 1 = 0. Vérifier que 0 n’est pas solution, puis montrer qu’en posant
u=z+1:(E) & u?+2u-3=0.Résoudre (E).
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3. Résoudre dans C l'équation z2-2Z+1 =0 (on poseraz = x +iy, x et y réels).

Exercice 12 Composer des transformations * % corrigé p. 43
Sgient A(1), B(-i); r, est la rotation de centre A d’angle g, r, et ry celles de centre B d’angles g et

5

1. Ecrire Fir Tys 3 Déterminer la nature de ryer,der,.-r,etder;-r,. A-tonr,-r,=r,+r,?

2. Soitf : z =az+btelleque f(E) = E' et f(F) = F',avec E(2+i), E'(1+3i), F(i), F'(1-1i). Déterminer
a et b, puis la nature et les éléments caractéristiques de f.

3. Déterminer l'image par f du cercle de centre A et de rayon 1, puis montrer que f - r; est une
homothétie dont on précisera le centre et le rapport.

Exercice 13 Triangles équilatéraux et »* corrigé p. 43

On rappelle que 1 +j +j2 = 0 et que ABC est équilatéral direct si et seulement si a + bj + ¢j2 = 0.

1. Montrer que (a + bj + ¢j)(a + bj? + ¢j) = a> + b? + ¢* - ab - bc - ca ; en déduire que trois points
distincts A, B, C forment un triangle équilatéral si et seulement si a? + b?> + ¢2 = ab + bc + ca.

2. Résoudre dans C l'équation (z - i)> = 8, puis montrer de deux facons que les images de ses
solutions forment un triangle équilatéral.

3. Soient ABC et A'B'C’ deux triangles équilatéraux directs, et I, J, K les milieux (supposés dis-
tincts) de [AA’], [BB'], [CC’']. Montrer que IJK est équilatéral direct.

Exercice 14 Probléme 1 (type examen national) * x corrigé p.43

1. a) Vérifier que le discriminant de (E) : z2-(3+i)z+4 = 0 est (1+3i)?, puis résoudre (E) ; on note
a la solution de plus grand module et b autre. b) Ecrire a, b et % sous forme exponentielle ;
en déduire la nature du triangle OAB.

2. Soit R la rotation de centre Q(i) et d’angle g a) Ecrire R et vérifier que R(B) = A. b) Soient
C = R(A) et D = R(C) : calculer c et d, et vérifier que R(D) = B. c¢) En déduire la nature du
quadrilatére BACD, et que A, B, C, D sont sur un cercle (I') a préciser.

3. Soit F la transformation d’écriture z’ = (1 +i)z + 1. a) Montrer que F est la composée d’une
rotation et d'une homothétie de méme centre Q ; préciser l'angle et le rapport. b) Déterminer
Uimage de (I) par F, et vérifier que F transforme le milieu I de [AB] en A.

Exercice 15 Probléme 2 (type examen national) * » corrigé p. 49

Soit m € C. On considére l'équation (E,) : z2 - (1+i)(m + 1)z +i(m*+ 1) = 0.

1. a) Vérifier que le discriminant de (E,) est [(1 - i)(m - 1)]°. b) Montrer que les solutions de (E,)
sontz, =m+ietz,=1+im.

2. Onsuppose m # 1; soient Q(1 + 1), M,(z,), M,(z,) et P((1 + i)m). a) Montrer que M, est l'image
de M, par la rotation R de centre Q et d'angle 7 ; en déduire la nature du triangle QM;M,. b)
Montrer que OM,PM, est un carré.

3. Onsuppose m & {1,-i} et 'on pose m = x +iy (x, y réels). a) Montrer que O, M,, M, sont alignés
si et seulement si x2 + y2 = 1 ; interpréter. b) Sim = e/® avec 8 ]O,g[, ecrire z, et z, sous
forme exponentielle et retrouver le résultat de a).

Exercice 16 Probléme 3 : racines cubiques * corrigé p. 49

1. Ecrire 4/2 (1 + i) sous forme exponentielle, puis résoudre dans C l'équation 23 = &/2 (1 +i).

2. Soient A, B, C les points d’affixes a = 2ei3Tn, b =2 etc = 2e. a) Ecrire a sous forme
algébrique, vérifier que ¢ = ae’ et en déduire cos > et sinZ. b) Montrer que b = ja et
c = j%a; en déduire que ABC est équilatéral de centre O, et calculer son coté et son aire.

Maths Olympiad 9



Chapitre 6. Nombres complexes (partie 2) 2° Bac Sciences Mathématiques

3. a) Montrer que C est 'image de B par la rotation r de centre A et d’angle g, et écrire r. b) Soit
D le point diamétralement opposé a A sur le cercle circonscrit a ABC. Montrer que d = b + ¢,
puis que OBDC est un losange.

@ Niveau 3 - Approfondissement

Exercice 17 Le centre de la composée de deux rotations * x * corrigé p. S0

Soient A(a) # B(b), a, B des réels tels que a, B, a + B & 211Z, r, (resp. r;) la rotation de centre A et
d’angle a (resp. de centre B et d'angle B), et f =r;-r,

1. Montrer que f est une rotation d'angle a + B, de centre Q(w) tel que (1-€@F))(w - a) =
(1-€P)(b-a)

édui _a= SNB2)_ -iGp STl 5 _p = _Sin@2) if
2. En deduire quew a= sn@h® 2(b - a), et etablir de méme que w-b = (@B 2(a-b).
3. Casa =B = =% : montrer que ABQ est équilatéral ; le vérifier poura=0,b = 2.
Exercice 18 Produits sur un polygone régulier * x corrigé p. S0

. 2in -
Soientn21,N=2n+1etw=en.On rappelle (cours) que z" - 1 = [T} (z - w¥) pour tout z € C,
et que TTY-} (1- w*) = N.

1. En évaluant en z = -1, montrer que 17, (1 + w*) = 1.

2. Montrer que |1+ w®| =2 |cos%"| et [1-wk| =2 |sin "W"| En regroupant k et N - k, en déduire

n km_ _ 1 n H km _ 2n+1
que [[pq cos 5 = = -5 et sin = = ==
3. En déduire TTp_, tan 2’;—"1 ; vérifier pour n = 1. Pour n = 2, montrer que cos% est solution de
8¢ - 4c-1=0, puis que cos I = %
Exercice 19 Sommes sur les racines de l'unité * » x corrigé p. S|

Soientn>2etw=er. On rappelle que >, 1 wkP vaut n si n divise Uentier p, et 0 sinon.

1. A laide de la formule du blnome montrer que ¥, (1+w )n =2n.
I cos(6/2

2 1= 2* 2 snep)” N déduire Y721 1 — (comparer les termes
d’indices k et n - R).

3. Soit z € C. Calculer ¥ _) w™ (w* - z), en déduire que ¥,_) |z - w®| 2 n et interpréter (cas z = 0).

Exercice 20 Racines de module 1 * * x corrigé p. Sl

1. Soit z = €' (8 € R). Montrer que |z+1] =2 |cosg|, puisque: |z+1]=1 < ze{j,j?}.

2. Soit n = 2. Montrer que l'équation z" + z+ 1 = 0 a une solution de module 1 si et seulement si
n est de la forme 3p + 2 (p € N), et préciser alors ces solutions.

3. Montrer que 'équation z" - z-1 = 0 n'a aucune solution de module 1.

Exercice 21 Triangles équilatéraux sur les cotés » * * corrigé p. S|
50|t ABC un trlangle direct. On constrmt a lexterleur les triangles équilatéraux BCA’, CAB’ et ABC’
-b= e3(c b), b’ -c = e3(a c), c-a= e3(b a).
1. Soit p la rotation de centre C et d’angle —5. Montrer que p(A) = B’ et p(A’) = B. En déduire que
AA’ = BB’ et une mesure de l'angle (AA", B'B).
2. En déduire que AA’ = BB’ = CC'.
3. Montrer que les triangles ABC et A'B'C’ ont le méme centre de gravite.
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Exercice 22 Linéariser cos?’ et sommer * * x corrigé p. S2
1. Soit p € N*. A laide des formules d’Euler et du bindme, montrer que 2%° cos? x = (pr) +
p-1
2 Y0 () cos (2(p - R)X) (x € R).
2. Soit m > p un entier. Montrer que Z, - COS—"—
que 37" cos? i = 21(2P),

m p
3. Calculer ¥{7" cos? i (m = 2) et ¥} cos® iL. La formule vaut-elle pourp =m=2?

qu" = 0 pour tout entier g tel que 1 < g < p, puis

Exercice 23 Une suite récurrente d’'ordre 2 * % x corrigé p. 52
Soient 6 €10, [ et (u,) la suite définie paru, = 0,u, = 1etu,,, =2cos6 u,,, -u, pourtoutn € N.

1. A laide des formules d’Euler, montrer que sin(n + 2)0 + sinn@ = 2 cos 6 sin(n + 1)H, puis que

_ sinnf
u, = 2 pour tout n € N.
2. Montrer que 029 5'””6 = Y7 €1=2k8 pour n 2 1, et en déduire que |u, | < n.

3. Calculer les premlers termes pour 6 = g Sif= % (p, g € N*), montrer que u
n.
4. Montrer que |u,| < n pourn 22 (isoler les deux premiers termes de la somme de 2.).

ne2q = Uy POUr tout

Q Niveau 9 « Concours

Exercice 24 La méthode de Newton dans C * % % % corrigé p.S3

Soientz, e C*etz, , = %(zn + zl) (tant que z, # 0).

1. Pour z € C*, montrer que Re Teé et|z+1|%-|z-1|* = 4Rez. En déduire que, si Rez, >0, la
suite est définieetRez, >0 pour tout n.

- _1\2
2. On suppose Rez, > 0 et l'on pose w, = E”J. Montrer que |w,| < 1, que z,,, -1 = %

et

2
o1 @)

2
. 7 , puis queW =W,

V4

3. Endéduire quew, = W , puis, en exprimant z, a l'aidede w, quenlim z, = 1. Que se passe-t-il

siRez, <07
cos(2 a)

Snra) ANt que la suite est définie. Etudier

. - _
4, Solent a € ]O, 5[ et z, = ta . Montrer que z,
lescasa = % etas= %

Exercice 25 Le théoréme de Van Aubel * * % corrigé p.S3
Soient ABCD un quadrilatére convexe direct et P, Q, R, S les centres des carrés construits ex-
térieurement sur [AB], [BC], [CD], [DA]: a-p =i(b-p), b-q=i(c-q), c-r=i(d-r), d-s=i(a-s).

a- Ib a+b
2

2. Soit I le milieu de [AC] Montrer que g - &£ = i(p - ”*C) et que s - &£ = i(r - %) Interpréter.
3. En déduire que s -q = i(r - p), puis que PR QS et (PR) L (QS).
4. On suppose que ABCD est un parallélogramme. Montrer que PQRS est un carré.

1. Montrer que p = + i(a - b), et écrire de méme q, r, s.

Exercice 26 Les parties finies de C* stables par produit * % * % corrigé p. 53
Soit G une partie finie de C*, a n éléments, stable par produit ; U, : racines m-iémes de 1.

1. Soit g € G. Montrer que gP = g9 pour des entiers 1< p < g, puisque |g] =1et1 €G.
2. Montrer que z ~ gz est une bijection de G sur G, puis, avec [1,.. gz, que g" =1etG=U,.
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3. Soit 6 € R. Montrer que {e”*e, ke N} est fini si et seulement si % est rationnel.
4. Soit F une partie finie de C contenant un z, # 0. Montrer que {a € U : aF c F}est un U,
(rotations de centre O conservant F). Cas F = U, u2U,.

Exercice 27 Un produit de sinus * % x % corrigé p.S4

Soientn=2,0 € Retw=e%.

1. Déduire de 2" -1 = Tp; (z - w*) que 2" -w" = 175 (z - w w®) (w € €*), puis que, pour tout z € C,
20~ 27" cosnB + 1 =T17} ( 2zcos(e+2kn)+‘|)

2. En prenant z = 1, montrer que | sinnx| = 2" 1]'[ |S|n(x+ )| pour tout réel x.

3. En déduire que ]'[k ] sin & = (diviser par sin x et faire tendre x vers 0%).

2n1

Exercice 28 Le théoréme de Tchebychev 1. 8.2.8 ¢ corrigé p. 54

9 un polynéme a coefficients complexes, avec d < N.

2in
SoientN21,w=en etR(z)=ry+rz+-+r,z
1. Montrer que Ly R(wk)vautr,sid <N, etry+rysids=N.
2. Soit P(z) = 2" +a, 2" +--+a, (n 2 1). En appliquant 1. a z”P(%) et N = n + 1, montrer que
|P(z)] 2 1 pour un z de module 1.

3. Soient Q(x) = x”+cn_1x ~+C, (c, € R)etR(z) = 2"z “Q(Z*z ) Montrer que R est un polynéme
de degré 2n, avec r, = = 1, puis qu'il existe x € [-1,1] tel que |Q(x)| = _1. Cas d’'égalité :
Q= 55, 0ucosnf =T (cose)

Exercice 29 Décomposer un polygone en polygones réguliers * % x x corrigé p.SS

Soientn 2 3, w = e% et Ay, ...,A,_, des points d'affixes a,,...,a,_,. On pose C, = Zk 0 O, wPk

pourO<sp<sn-1.

1. Pour0 <k, <n-1,calculer Zg;; wP* selon que k = [ ou non. En déduire que a, = Zp 0, wPk

pour tout k.
2. Interpréter c, ; pour p fixe, montrer que les points d’affixes c, wPR (0 < k < n-1)se déduisent

les uns des autres par la rotation de centre O et d'angle 2""

3. Montrer que ¥, la,|?=n Zp=0 |cp|2.
4. Casn =3: montrerquea, = c0+c1jk+c2j2k, puis que A A, A, (sommets distincts) est équilatéral
direct si et seulement si ¢, = 0.

5. Cas n = 4 : montrer que A;A,A,A; est un parallélogramme si et seulement si ¢, = 0, et un carré
direct si et seulementsic, =c;=0etc, #0.

Exercice 30 Quatre complexes de module 1 de somme nulle * % x % corrigé p.SS
1. Soient a, b, c de module 1. Montrer quea+b +c = ‘"’*t’%, puis que [a+b +c| = |ab + bc + cal.

2. Soient g, b, ¢, d de module 1 tels que a+b +c+d = 0. Montrer que (a + b)(a + ¢c)(a + d) =
a(bc + bd + cd) + bcd = 0. En déduire que ces nombres sont deux a deux opposes, que leurs
images sont les sommets d’un rectangle (s'ils sont distincts), et que aP + bP + cP + dP = 0 pour
tout entier p impair.

3. Ce résultat vaut-il pour six complexes de module 1 de somme nulle ? (Pensera 1, ,j2, i, ij, ij%.)
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Partie € - La bangue

36 exercices supplémentaires classés par theme, du niveau Bases au niveau Concours

© Forme exponentielle et Euler

i0

o o 0 o o 0\ N g i6, ,-i6 . i0_,-i6 N
= cos 0 +isin 6, Moivre s'écrit (e’e) = e . Euler (cos B = %, sin@ = £ 2'1? ) sert a
linéariser, et l'angle moitié a factoriser e’ + e!?. Dans 'exercice 32, on pourra utiliser : (a + b)® =

a’ +5a*b + 10a3b? + 10a%b3 + 5ab* + b°.

Avec e

Exercice 31 D’une écriture a lautre * corrigé p. Sé

1. Ecrire sous forme exponentielle (on précisera le module et un argument):

(-iy

a) b) -sina-icosa (a € R) ) 2sa+ising (o € R)
A4 sina +1cosa
(V3+i)
. .3 . .
d)-3e'7 e/t e)1+cosa-isina (ae]m2m|)
e Py 1+i/3 12 ei% ei%
2. Ecrire sous forme algébrique: A :( : ) et B==———.
(%)
. + +/ S| n o .
3. Soitn € N et 6 € ]-m, m[. Montrer que (M) = cosnb +isinnb.
1+cos 6-isin 6
Exercice 32 Linéariser, puis remonter avec Moivre * corrigé p. 56

1. Linéariser (formules d’Euler), pour x réel: a) sin>x b) cosx sin*x  ¢) sinx sin 2x sin 3x.

2. En déduire une primitive sur R de la fonction x — sin’ x.

. 3} . . . 912
3. Soit x un réel ; on note ¢ = cos x et s = sin x. En calculant (c + is)* = ((c + 15)2) de deux fagons,
exprimer cos 4x et sin 4x en fonction de c et s, puis montrer que cos 4x = 8c* - 8¢? + 1.

4. En déduire les valeurs exactes de cos % et de sin %

Exercice 33 Angles en progression arithmétique * x corrigé p.S7

Soit n € N*, a un réel et x un réel qui n’est pas un multiple de 2m.

X s (n+)x e
1. Montrer que y7_ ef@®) - T2 ¢(**%). En déduire Sh.o Cos(a+kx) et Yp_,sin(a+ kx).

sin 7

2. Résoudre dans [0, 2n[ l'équation cos2x +cos3x + cos4x = 0, en utilisant 1. avec a = 2x.
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3. Soit m € N*; on suppose ici x & m+2nZ. En appliquant 1. au réel x + i, montrer que

2m cos X o5 mx

K 2 . P m 2m 1
E (-1)*coskx = = , puis en deduire que €o0s— -cosS— = —.
5 cos 2 5 5 2

Exercice 34 Cubes et triplement de l'angle * x corrigé p. S8

1. A l'aide des formules d’Euler, linéariser cos? x et sin® x (x réel).

2. En déduire que, pour tout réel x : cos® x sin 3x +sin> x cos3x = %sin 4x.

3. Montrer de méme que, pour tout réel x : cos® x cos3x + sin’ x sin3x = cos3 2x.

4. Résoudre dans R U'équation cos3 x sin3x +sin> x cos 3x = %

5. Résoudre dans [0, ] 'équation cos® x cos3x + sin’ x sin3x = %

Exercice 35 La cardioide * * corrigé p. 53

Pour 6 € R, le point M(6) d’affixe z(6) = 2e® - €2 décrit une cardioide
(ci-contre). On note A le point d’affixe 1.

1. Montrer que z(0) - 1 = - (e® - 1)2, puis que z(6) - 1 = 4sin’ 2.

2. Si 6 ¢ 2nZ, en déduire AM(6) en fonction de cos 6 et une mesure de
(d,AM(6)). Comparer z(-6) et z(6).

3. Montrer que A € [M(6)M(6 + )] et M(B)M(B + ) = 4 : les cordes passant par A (en rouge) ont
toutes la méme longueur.

4. Soit 6 ¢ 2nZ, C(e'°) et H(h) le milieu de [AM(6)]. Montrer que % est imaginaire pur et @

réel ; en déduire que la tangente en C au cercle trigonométrique est la méediatrice de [AM(6)].

Exercice 36 Le noyau de Fejér » x x corrigé p. 59

Soit x un réel qui n'est pas un multiple de 2m. Pour tout k € N, on pose D,(x) = Z}l_k ellx et, pour
neN*, F(x) =1 5370 Dyp(x).
iF (2R+1)x

1. Montrer que D,(x) = 1+2 2;11 cosjx, puis, en factorisant par 'angle moitié, que D,(x) = s
2

(2k+1)x

2. Alaide d’'une formule d’Euler, montrer que 2sin § sin = cos kx - cos(k + 1)x. En déduire

s02 nx
n-1 ;. (QR+1)x _ SI =
que 3, sin-—= = EITE

+ 2 nx

P x . 5
3. En déduire que F, (x) = m, puis que F (x) =1+ =)

n-1

i (n = j)cosjx (n=>2).

4. Montrer que, pour tout entier n > 2 et tout réel x : Z}’j (n-j)cosjx = —%. Application : pour
quels réels x a-t-on 3cosx +2C0S2Xx + COS3x = -2 ?
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[ (3.
@ Racines n-iémes

Sia=re“(r>0), 'équation z" = a a exactement n solutions, {/r el (O < kR <n-1), sommets
d’un polygone régulier de centre O si n > 3. Les racines n-iémes de l'unité sont les w*, avec

2im

w=en ;pourn 22, leur somme est nulle.
Exercice 37 Calculer des racines n-iémes * corrigé p. S9

1. Déterminer les racines sixiemes de -64, sous forme exponentielle puis algébrique. Montrer
que leurs images sont les sommets d’un hexagone régulier, dont on calculera le coté et l'aire.

2. a) Calculer (3 +2i). En déduire, a laide de j = eiz?n, les trois racines cubiques de -9 + 46i sous
forme algébrique.

b) En déduire, sans nouveau calcul, les racines cubiques de -9 - 46i, puis celles de 9 - 46i.

3. RésoudredansC: a)(z-1+i)®=-64; b)zZ2=Z

Exercice 38 Calculer avec] * corrigé p. 60
On pose j = 5.

1. Montrer que j3=1, 1+j+j2=0 et j=j2= J— Ecrire j et j2 sous forme algébrique.

2. Calculer j2026, (1+/)20%6 et 144 j2 4 4 j2025,

3. Montrer que (1 —j)(1 —j2) =3 et que (1-j)? = -3j. En déduire |1 -j|, la forme exponentielle de
1 -, puis (1 -j)®.

4. Soit a, b, c trois réels. Montrer que (a + bj + ¢j?) (a + bj? + ¢j) = a® + b? +c? - ab - bc - ca, puis que
|a+bj+cj2|2 = 2[(a-b)*+(b-c)* +(c-a)’]. En déduire que a+bj+cj> =0 < a=b=c.

Exercice 39 Sommes sur un polygone régulier * corrigé p. 6l
2im

Soit n 2 3 un entier, w = e et, pour kR €{0,...,n - 1}, A, le point d’affixe wk.

1. Soit p € Z. Montrer que Zz;g w"P vaut n si p est un multiple de n, et 0 sinon.

2. Soit 8 un réel. En déduire Zz;g cos(e o 2’?") et Zk osm( an) puis montrer que Z" 1MA
n MO pour tout point M : O est l'isobarycentre des sommets.

3. Soit M le point d’affixe z = re'® (r 2 0, @ réel). Montrer que MA2 = r? + 1 - 2r COS((p - %), puis
que g MA? = n(OM? + 1).

4. On admet que Zk o COS (6 + %) = 5 pour tout réel 6. Montrer que Z” ! MA‘* = n(OM2 + 1)

2n OM?. Que vaut cette somme lorsque M est sur le cercle circonscrit au polygone ? Vérifier le
résultat pourn=4etM=A,.

Exercice 40 Une équation homographique * % corrigé p. 61

Soit n = 2 un entier, a un réel et (E) 'équation (1 +iz)" = e29(1 - iz)", d'inconnue z € C.

1. Veérifier que -i n’est pas solution de (E), puis que z est solution de (E) si et seulement si w = 1*’2

vérifie w" = e
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1+lz

2. Soit ¢ un réel. Montrer que l'equatlon = e/ n'a pas de solution si e? = -1, et quelle a

pour unlque solution z = tan £ 5 sinon.

3. On suppose que == "*k" ¢ E + TTZ pour tout entier k. Montrer que (E) a exactement n solutions,

toutes réelles: zk = tan "*’"’ ke{0,..,n-1}.

4. Application : résoudre (1 +lz)3 =i(1-iz)3 (solutions sous forme algébrique ; on pourra utiliser

u _ 1-cosu
tan 2 7 sinu )

5. Résoudre (1 +iz)* = (1-iz)*. Combien obtient-on de solutions ? Expliquer, en développant les
deux membres.

Exercice 41 Somme des inverses sur un polygone régulier * x * corrigé p.62

Soitn=2,w= en’ p(W*) (0 <k <n-1),M(z) avec z" # 1 (pas un sommet) et S(z) = ZZ; L

1. Soit k €{0,...,n - 1}. Montrer que (z - w*) ¥ 2" kM = 21 - 1.

2. En déduire que S(z) = ~ le vérifier pourn =3 (w =j)etz=2.

n-|’

XCk _nx1
2¢,x+1 ”1’

3. Soit x € R tel que x" # 1, et ¢, = cosz’?—" Montrer que Zk 0

n=4,x=2.

controler pour

4. Montrer que S(z) est l'affixe de V(M) = Zk o M2A "M ; en déduire que V(M) =0 < M=0.

Exercice 42 Produit des distances aux sommets * x * corrigé p.62

Soitn 22, w = eZ'T", A, le point d'affixe wk (0 < kR < n-1)etMun point d'affixe z. On rappelle
(cours, « Pour aller plus loin ») que 2" - 1 = TT;~) (z - w®) pour tout z € C.

1. Montrer que MA; x MA, x - xMA__, =|z" - 1].

2. On suppose M sur le cercle C de centre O et de rayon 1, avec z = e/®. Montrer que ce produit
vaut 2 |sm | Quelle est sa plus grande valeur ? En quels points de C est-elle atteinte ?

a1 S R"+1, et préciser les points M

3. On suppose OM = R > 1. Montrer que R" -1 < MA, x - x MA
pour lesquels chaque égalité a lieu.

4. Application : n = 6 et M d'affixe 2. Calculer les six distances MA, et verifier le résultat de la
question 1.

(20 Equations dans C

Pour az’+bz+c = 0 (a # 0, coefficients complexes) : A = b2-4ac, 6 une racine carrée de A, solutions

228, de somme -2 et de produit £. Au-dela du degré 2 : une racine particuliére pour factoriser,

ou une inconnue auxiliaire (Z=2",Z=z+ %, ).

Maths Olympiad @



Chapitre 6. Nombres complexes (partie 2) 2° Bac Sciences Mathématiques

Exercice 43 Racines carrées et trinomes complexes * corrigé p.63
1. Déterminer sous forme algébrique les racines carrées des nombres complexes :

a)3-4i b) -21+20i c) -7-24i d) 4i (controler avec la forme exponentielle)

2. Résoudre dans C les équations :

a)z22-(3-i)z+8+i=0 b)(1+i)Z?2-(4+2D)z+4=0 ¢)z>-2(2+i)z+6=0
3. Déterminer deux nombres complexes dont la somme vaut 1 + 4i et le produit -5 + 5i.

Exercice 44 Une racine réelle, puis factoriser » corrigé p.63
On pose P(z)=2z>-(2+2i)z? +3iz+1-i pourtoutze C.

1. Soit x un réel. Ecrire P(x) sous forme algébrique, puis montrer que P admet une unique racine
réelle, que l'on déterminera.

2. Déterminer les complexes B et y tels que P(2) = (z - 1)(z2 +Bz+ y) pour tout z, puis résoudre
dans C l'équation P(z) = 0.

3. OnnoteA, B, C lesimages des solutions, avec A sur l'axe des réels et B sur 'axe des imaginaires.
Montrer que OACB est un carré.

4. Résoudre dans C l'équation z3 - (2-2i)z?>-3iz+1+i =0 (comparer avec P).

Exercice 45 Un paramétre complexe et quatre points cocycliques * * corrigé p. 64
Soit m un nombre complexe et (E,,) 'équation z2-[(2 +i)m + 1]z +(1+i)(m? + m) = 0, d'inconnue
ze (.

1. a) Montrer que le discriminant de (E, ) est A = (1 - im)?.

b) En déduire que ses solutions sont z, = m + 1 et z, = (1 +i)m. Pour quel m sont-elles
confondues ?

c) Déterminer m pour que z, et z, soient conjugués ; écrire alors 'équation (E,,).
2. On note M, A, B les points d'affixes m, z,, z,, et 'on pose m = x + iy (x, y réels).
a) On suppose m # 0. Calculer ZZ—Zm et en déduire la nature du triangle OMB.
-

b) On suppose m ¢ {0,-1,-i}. Vérifier que O, M, A, B sont distincts et non alignés. On admet
(chapitre &) qu'ils sont alors cocycliques si et seulement si g = ;%m x Zzz—m est réel : montrer
) 1 2
queq = w, puis que O, M, A, B sont cocycliques si et seulementsi x+y+1=0.

c) Pour m = 1 - 2i, déterminer le centre et le rayon du cercle passant par O, M, A et B.

3. Déterminer 'ensemble des points M tels que le triangle OAB soit rectangle en O.
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Exercice 46 Inconnues auxiliaires * x corrigé p.64

1. Résoudre dans C l'équation z°-(1+i)z3 +i = 0 (solutions sous forme exponentielle).
2. On considére 'équation (E): 2z* - (3 +2i)z> + (3i - 4)z* + (3 +2i)z+2 = 0.

a) Verifier que 0 n’est pas solution de (E), puis montrer que, pour z # 0, () <= 2Z?-(3+
20)Z+3i=0,00Z=2-1.

b) Résoudre dans C l'équation 2Z? - (3 +2i)Z + 3i = 0.
c) En déduire les solutions de (E), sous forme algébrique.
3. a) Montrer que, pourtoutze C, z(z+1)(z+2)(z+3)=2(Z+2),00Z = 2% + 3z.

b) En déduire les solutions de l'équation (E') : z(z+ 1) (z+2)(z+3)+ 10 = 0 (sous forme
algébrique).

c) Montrer que leurs images sont les sommets d’un rectangle, dont on précisera le centre.

Exercice 47 Léquation(z+1)"=2"+1 *x* corrigé p.6S
s 21

Pour tout entier n 2 2, on note (E,) l'équation (z+1)" =z"+1(z€ (), et lon posej=e'3.

1. Montrer que 0 est solution de (E,), et -1 si et seulement si n est impair. Résoudre (E,) et (E,).

2. Resoudre (E,) et verifier que ses solutions non nulles sont de module 1.

3. a) Vérifier que 1+j = -j2, puis montrer que j est solution de (E,) si et seulement si n est impair
et non multiple de 3.

b) Montrer que (z+1)° - z° - 1 = 5z(z + 1) (2% + z + 1) pour tout z, puis résoudre (E;).
c) Vérifier que (z+1)" -2’ -1=72(z+1)(2? +z+ ‘I)2 pour tout z, puis résoudre (E,).
4. a) Montrer que (E;) < z(6z*+152° + 2022 +152+6) = 0.
b) Pourz # 0, on pose Z = z+%. Montrer que 6z*+1523+202°+152+6 =0 <= 6Z°+15Z+8 = 0.

c) Montrer que les solutions de 622 + 15Z + 8 = 0 sont réelles et dans ]-2,2[. En déduire que
(E;) a cing solutions : 0 et quatre complexes de module 1 (qu’on ne calculera pas).

Exercice 48 Le triangle de O et de deux racines * * x corrigé p.6S

Soit p et g deux complexes, avec g # 0. On note z, et z, les solutions (éventuellement confondues)
de 'équation z> + pz+q = 0, M, et M, leurs images, et l'on pose u = §—1
2

. . 2
1. Justifier que z, et z, sont non nuls, puis montrer que u + 1 = & -2,
u g

2. Montrer que, pour tout complexe u # 0: u +% €R < (ueRou|u| =1). En déduire que

2 - . . . . - .
% est reel si et seulement si les points O, M,, M, sont aligneés ou OM, = OM,. Pourquoi est-ce
toujours le cas lorsque p et g sont réels ?

3. On suppose M, # M,. Montrer que le triangle OM M, est :

a) rectangle isocéle en O si et seulement si p? = 2q ;
b) équilatéral si et seulement si p? = 3q.

4. Applications.
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a) Déterminer g pour que O et les images des solutions de 72 - (3 + i\/§)z +q = 0 forment un
triangle équilatéral ; résoudre alors l'équation.

b) Déterminer m # 0 pour que O et les images des solutions de z? + 2mz + m = 0 forment un
triangle rectangle isocéle en O ; résoudre alors I'équation.

€ Transformations du plan

'écriture z' = az + b (a # 0) est celle d’'une translation sia = 1; sinon z’ - w = a(z - w), ou Q(%)

est 'unique point fixe : homothétie si a € R, rotation si |a| = 1, composée d'une rotation et d’'une
homothétie de méme centre sinon.
Exercice 49 Images de droites et de cercles * corrigé p.66

Soit Q(1 - i), la translation t de vecteur w(2 + i), 'lhomothétie h de centre Q et de rapport -2, et la
rotation r de centre Q et d’angle %

1. Montrer que h et r ont pour écritures complexes respectives z' =-2z+3-3i et z' =iz - 2i.

2. Soit (D) : x - 2y - 3 = 0. Vérifier que Q € (D), puis donner une équation de t(D), h(D) et r(D).

3. Préciser le centre K et le rayon de (C) : x? + y? - 4x -2y + 1 = 0, puis déterminer t(C), h(C), r(C).

4. Soit (A) une droite. Montrer que h(A) =A < Q € (A), que t(A) = A < w dirige (D), et que
r(d) # A.

Exercice 50 De la géométrie a l'écriture complexe * corrigé p. 67

On consideére les points A(1 + 2i) et B(3).

1. Chacune des transformations f , ..., fs associe a M(z) le point M’(z’) ; donner son écriture com-
plexe et la reconnaitre :

a) MM’ = AB; b)AM = M'B; ¢) MM’ = 3MA; d) M’ = B'si M = B, sinon BMM’ est équilatéral
direct;

e) M’ = 0'siM =0, sinon MM’ = MO et (MO, MM’) = X [2n]; f) M est le milieu de [MN], ot N est
Uimage de M par la rotation de centre A et d’angle g

2. Reconnaitre f, - f, et f, - f, - f4. Montrer que, pour M # A, le triangle AM'M (ou M’ = ff(M)) est
rectangle isocele en M'.

Exercice 51 Racine carrée d’'une transformation * corrigé p.67

Soit f la transformation d’écriture 2’ =az+b,avecae C* et b € C.

1. Montrer que f - f a pour écriture z' = a’z+(a + 1)b.

2. Déterminer toutes les transformations f de cette forme telles que f - f soit : a) lidentité ;
b) la translation de vecteur (4 - 2i); c) 'homothétie de centre Q(1 + i) et de rapport 9; d)
’homothétie de centre O et de rapport -4 ; e) la rotation de centre O et d’angle 2?” . f)la
transformation d’écriture z' = (3 + 4i)z - 2 - 4i.

3. Sia? # 1, montrer que f et f - f ont le méme unique point fixe. Etait-ce prévisible ?
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Exercice 52 Les centres d’homothétie de deux cercles * x corrigé p. 63
Soit C, le cercle de centre O,(1 + i) et de rayon 2, et C, celui de centre O,(7 + 4i) et de rayon 4.

1. Soit h 'homothétie de centre Q(w) et de rapport k. Montrer que h(C,) = C, < h(0,)=0, et
|R| =

2. En déduire qu’exactement deux homothéties h, (rapport 2) et h, (rapport -2) transforment C,
en C, ; déterminer leurs centres Q,, Q,, et vérifier qu'ils sont sur (0,0,).

3. Soit (A) une tangente a C, (un seul point commun) passant par Q,. Montrer que h,(A) = A, puis
que (A) est tangente a C,. Et si (A) passe par Q, ?

4. Soit T(x+iy) € C, tel que (Q,T) L (0,T): montrer que (x-1)*+(y-1)? = 4 et (x-3)2+(y-2)* = 1.
En déduire les tangentes communes passant par (), et leurs points de contact avec C,.

Exercice 53 Le point de Fermat d’un triangle * * * corrigé p. 69

On consideére A(2), B = O et C(2i); on cherche le minimum de S(M) = MA+MB+MC. Soit r la rotation
de centre B et d’angle g ; pour tout point M(z), on pose M’ = r(M), et l'on note C" = r(C).

1. Calculer l'affixe ¢’ de C'. Montrer que MM’ = MB et M'C’ = MC pour tout point M.

2. En déduire que S(M) = AM + MM’ + M'C" = AC’ pour tout point M, puis calculer AC’ (on pourra
développer (1 + \/5)2).

3. Soit F le point d'affixe f = (1 - g)m +i) et F' =r(F).

a) Montrer que f' =1 - 2‘/_ ‘/_

b) Montrer que f -a = A(c - a) etf'-a=p(c'-a),avec0 <A< p<1. En déduire le minimum
de Setun point ou il est atteint.

\/-_ _i

4, Verifier que 3 et =L = (\/5 + 1) . Sous quel angle F voit-il chacun des cotés ?

f f

Exercice 54 Retrouver un triangle effacé * * corrigé p. 69

Un triangle direct ABC a été effacé ; il ne reste que les centres P, Q, R des carrés construits a
Uextérieur du triangle sur les cotés [BC], [CA] et [AB]. On note p,, p,, Py les rotations d'angle —g
et de centres respectifs P, Q, R ; on admet que p4(A) = B, p,(B) = C et p,(C) = A.

1. Ecrire Pr Pp €L P, PUiS MONtrer que g = p,-p,-Pg @ pour écriture 2’ = iz-(1+i)r+(1-ip+(1+i)q.

2. Reconnaitre g. Justifier que A est son unique point fixe, puis que a=p +i(q - r).

3. En déduire b et c en fonction de p, g, r. Interpréter géométriquement 'égalité a-p = i(q - r).

4. Application: retrouver A, B, C sachant que P(4+3i), Q(-1+2i) et R(2-2i). Verlﬁerque r=22_jie

5. Avec des triangles équilatéraux extérieurs au lieu des carrés (rotations d’angle -<£, mémes
relations admises), montrer que g = Id. Peut-on encore retrouver ABC ?
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© Géométrie et complexes

Outils : ABC équilatéral direct < c-a = eig(b -a) < a+bj+cj®=0; ABCD carré direct
& a+c=b+detd-a=i(b-a); si|z|=1,Zz=1,
Exercice 55 Un triangle équilatéral inscrit dans un carré * corrigé p.70

Soit le carré ABCD avec A(0), B(4), C(4 + 4i), D(4i). On cherche E(4 + it) € [BC] et F(s + 4i) € [CD]
(t,s € [0, 4]) tels que le triangle AEF soit équilatéral.

1. Justifier que AEF est équilatéral si et seulement si f = e'Se. En déduire quet=s=8-4/3.

2. Montrer que le triangle CEF est rectangle isocéle en C, puis que la droite (AC) est la médiatrice
de [EF].

3. Calculer EF de deux facons (avec CE, puis avec AE). En déduire que /8 - 43 =6 -42.

4. Calculer l'aire du triangle AEF et son rapport a l'aire du carré.

Exercice 56 Compléter un carré ou un triangle * corrigé p. 7!
1. A(1 + 2i) et B(4 + 3i) sont deux sommets consécutifs d’'un carré ABCD : déterminer c et d (deux
cas).

2. A(1+2i) et C(5+4i) sont deux sommets opposés d’un carré direct ABCD : déterminer son centre
O, betd.

3. Un triangle équilatéral ABC a pour centre G(2 + i) et pour sommet A(4 + i). Déterminer b et c,
puis la longueur des coteés.

4. B(-1) et C(3 + 2i) sont les extrémités de 'hypoténuse d’un triangle ABC rectangle isocéle en A.
Déterminer les affixes possibles de A.

5. A(0) est un sommet d'un triangle équilatéral ABC, et I(3 +i\/§) est le milieu de [BC]. Déterminer
betc.

Exercice 57 Polygones dont on connait les milieux * corrigé p. 7

Pour tout point X d’affixe x, on note s, la symétrie de centre X: z' = 2x - z.

1. D'un triangle ABC effacé, il reste les milieux I(2 +1i), J(1 + 3i), K(-i) de [AB], [BC], [CA].

a) Justifier que s, - 5, - 5/(A) = A, et que s, - 5, - 5, S'écrit 2' = 2(z, - , + z;) - z. b) En déduire a, b
etc.

2. Soitl,J, K, L quatre points. Montrer que s -5, s, -s, est une translation. En déduire qu'il existe
un quadrilatére ABCD dont les milieux de [AB], [BC], [CD], [DA] sont I, J, K, L si et seulement si
IJKL est un parallélogramme, et qu’il en existe alors une infinite.

Application : I(1), J(3 + 2i), K(2 + 5i), et L(5i) ou L(3i) ; dans le second cas, donner la solution
telle que A= 0.

3. Retrouver le pentagone ABCDE dont les cotes [AB], [BC], [CD], [DE], [EA] ont pour milieux I(2),
J(5 + 2i), K(4 + 5i), L(5i) et M(-1 + 2i). Que dire d'un polygone a n cotés dont on connait les
milieux des cotés ?
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Exercice 58 Polygones réguliers emboités * corrigé p. 72

Soitn >3, w = e, et les points A, (w), k € Z (donc A,,, = A,): AjA, ...A,_, est un polygone

" 'n-1
régulier de centre 0. Pour t € 10, 1[, on note B, le point de [A,A,,,]1tel que A, B, = tAA, ..

1. Montrer que b, = Awk, avecA = 1-t+tw. En déduire que B,B,..B,_,estlimagedeA/A, .. A, _,
par une composée de rotation et d’homothétie de centre O que l'on précisera.

2. Montrer que |A]%2 =1-2t(1 - t)(1 - cos 27") Pour quelle valeur de t l'aire du polygone B, ...B
est-elle minimale ? Montrer qu’alors |A| = cos %

n-1

3. Casn =3. Pourt= %, écrire A sous forme exponentielle et montrer que (B,B,) L (A,A,). Pour
quelles valeurs de t l'aire du triangle B,B, B, est-elle le tiers de celle de AjA A, ?

4. Cas n = 4. Pour quels t l'aire du carré B,B, B, B, vaut-elle les g de celle de AjA AA, ?

Exercice 59 Trois triangles équilatéraux de sommet commun * * corrigé p.72

Soit A, B, C, D, E, F six points du plan tels que les triangles OAB, OCD et OEF soient équilatéraux
2im

directs. On pose u = e's etj=es.

1. Montrer que b = ua, d = uc et f = ue, puis que u = -j2.

2. Soit P, Q, R les milieux respectifs de [BC], [DE] et [FA]. Montrer que p + gj + rj?> = 0. En déduire
que, si P, Q, R ne sont pas confondus, le triangle PQR est équilatéral direct.

3. Montrer que le centre de gravité de PQR est l'image du centre de gravité de ACE par lacomposée
d’une rotation et d'une homothétie de centre O que l'on précisera.

4. Application (olympiade) : un hexagone convexe direct ABCDEF est inscrit dans un cercle de
centre O, et AB = CD = EF est égal au rayon. Montrer que les milieux de [BC], [DE], [FA] forment
un triangle équilatéral.

Exercice 60 Le théoréme des trois piéces * * corrigé p.73

Soit A(a), B(b), C(c) trois points distincts du cercle de centre O et de rayon p, aveca+b,b+c,c+a
non nuls, et T, [, T les cercles de rayon p et de centres A, B, C : trois « piéces » identiques dont
les bords passent par O.

1. Montrer que P(a + b) est sur I', et sur I';, que OAPB est un losange, puis que P est le second
point commun de I, et ;. On définit de méme Q(b + ¢) (pour 'y, I'.) et R(c + a).

2. Montrer que P, Q, R sont sur un cercle I de rayon p, de centre K a préciser (théoréme de
Johnson).

3. Montrer que [AQ], [BR], [CP] et [OK] ont le méme milieu Q. En déduire que PQR est 'image de
ABC par une symétrie centrale, et que QR = AB, RP = BC, PQ = CA.

4, Application: p=5,a=>5,b =3+4i,c = -3+4i. Calculerp, g, r, R, et vérifier que KP = KQ = KR = 5.

5. Que devient I' si ABC est équilatéral ? Quelle est alors la nature de I'hexagone APBQCR ?
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@ Défis de concours

Six problémes de concours, ou chaque question prépare la suivante : la rédaction doit étre
rigoureuse.

Exercice 61 Les applications qui conservent les distances * x % x corrigé p.73

Soit f : C - C telle que [f(2) - f(w)| = |z - w]| pour tous complexes z et w. On pose b = f(0) et

a = f(1) - £(0).

1. Montrer que |a] = 1, puisque g : z f(zaj conserve aussi les distances, avec g(0) = 0 et
g(1)=1.

2. Soit z € C. Montrer que |g(z)| = |z| et |g(z) - 1| = |z - 1], puis que Reg(z) = Rez. En déduire
que g(z) =zou g(z) = z.

3. Ainsi g(i) = £i. Montrer que g(z) = z pour tout z si g(i) = i (utiliser |g(z)-i| = |z-i]|),etg(2) =Z
pour tout z si g(i) = -i.

4. En déduire que f s'écritz » az+b ouz » az+b, avec |a| = 1, et vérifier la réciproque.
Reconnaitre les applications de la premiére forme.

5. Déterminer les applications f qui conservent les distances et vérifient f(0) = 1+i et f(2) = 1+3i.
Pour celle qui n’est pas une rotation, montrer qu’elle n’a aucun point fixe et que f - f est une
translation.

Exercice 62 Paver un rectangle avec des barres * x x % corrigé p. 74

Soitn 22, w = e?™" et un rectangle de ax b cases (x,y),0<x<a-1,0<y<b-1;lacase(xy)
recoit le poids w**Y. Une barre 1 x n couvre n cases consécutives d’une ligne ou d’'une colonne.

1. Montrer que la somme des poids d’une barre est nulle, et que la somme S des poids du rect-
angle vérifie (1 - w)?S = (1- w?) (1 - w®).

2. En déduire que l'on peut paver le rectangle (sans chevauchement) par des barres 1 x n si et
seulement si n divise a ou b. Et un rectangle 6 x 10 par des barres 1 x 4 ?

3. On retire une case (x,, y,) d'un échiquier 8x8; on veut paver le reste par 21 barres 1x3 (w = j).
a) Montrer que la somme des poids j**V des 64 cases vaut j ; en déduire que x, +y, = 1[3].
b) Avec les poids j**¥, montrer que X, = y, [3], puis que x, et y, sont dans {2, 5}.

c) Paver l'échiquier privé de la case (2, 2) (figure), puis conclure.

Exercice 63 Polygones équiangles * % corrigé p. 74

Un polygone convexe direct A/A, ... A
o ik
£, e"v

, (n 2 3) est équiangle si ses angles sont égaux. On note

2im . . - 0
0.1 = Aj)etv =en ; onadmet qu'il existe 6 € R tel que A A, ., ait pour affixe
pour tout k.

n
1. Montrer que ) 2, vk" =0.
k=1
2. Hexagones (n =6,v=1u = eig).
a) Vérifier que u® = -1 et u? = u-1. En déduire que (8, -, -8, + &) + (¢, - 8. + £, - £,)u = 0, puis

que®, -8, =0, -0 =8 -2,
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b) Existe-t-il un hexagone équiangle dont les c6tés consécutifs £,,¢,,8,,¢, valent 1,2,3,4?
c) On admet la réciproque de a). Donner un hexagone équiangle de cotés 1, 2, 3, 4, 5, 6 (dans
un certain ordre).

3. Octogones (n = 8). Montrer qu'un octogone équiangle dont les cotés ont des longueurs ra-
tionnelles a ses cotés opposés égaux: £, = £, £, = £, &, = et £, = £, (on rappelle que V2 est
irrationnel).

Exercice 64 Polygones réguliers a sommets entiers * % x % corrigé p.7S

Un point est entier si son affixe est x + :y avec X,y € Z. On rappelle que V2, /3 sont irrationnels
et que cos & = J_ 21
ont pour afﬁxes ak =s+wwk(seCweC, a,, =a,)

. Soitn>3etw=en ; les sommets d'un polygone régulier direct A, ... A,

1. a) Montrer que a,,, - a,,, = w(a,,, - a,) pour tout k.

b) Montrer que, si Ay A, A, sont entiers, alors cos 2L et sin 2= sont rationnels. En déduire
qu’'aucun trlangle eqmlateral aucun hexagone reguller aucun octogone régulier n'a ses
sommets entiers. Et les carrés ?

2. Onsupposequen=5ounz=7,et qu’un polygone régulier A,..A,_, asessommets entiers. On
définit les points B, par A,B, = A, ,A,.,.

a) Montrer que les B, sont entiers et que b, = s + w(1 W+ wz)wk.

b) Montrer que 1 —w+w2=(2coszn—"—1)w, puis que 0 < |2c0527"—1| <1.

c) En déduire que B, ... B,_, est un polygone régulier @ sommets entiers dont le coté ¢ vérifie
0<¥ <P=AA,, etquef? £'2 sont des entiers.

d) Enrépétant la construction, aboutir a une contradiction. Quels sont les polygones réguliers
a sommets entiers ?

Exercice 65 Des points d’un cercle a distances entiéres * x %% corrigé p.7S

3+41

On pose u = et, pour m € N*, on note x,, y,. les réels tels que (3 + 4i)" = x_ +iy, .

1. Montrer que [u| =1, que x,,, =3x,, -4y, ety .. =4x +3y_, puis, par récurrence, que X, et
y,, sont des entiers tels que x,, -3 ety, -4 soient des multiples de 5. En deduire que y, # 0.

2. Montrer que u™ n’est pas réel pour m > 1, puis que, pour tous entiers0 < k< : |u2j -u
2|yj_k|
5ik °

2| -

3. Soit N 2 2 et M, (5""u?*), 0 < k < N - 1. Montrer que ces points sont distincts, sur un cercle de
centre O, et a distances mutuelles entiéres.

4. Expliciter le rayon et les distances pour N = 3 et pour N = 4.

5. Montrer que le cercle unité contient une infinité de points deux a deux a distance rationnelle.
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Exercice 66 Le probléme de Bile * x % % corrigé p. 76

n
OnposeS, = Z % (suite convergente, chapitre 3). Soitn € N* et N = 2n+1; on note cotan 6 = %.
k=

1. Soit 8 € |0, &|. En développant (cos 8 + i sin 8)" (bindme et Moivre), montrer que
2

. N _
sinN@ =sin" 6 P (cotan?6), ol P, (X)= Z( 1)P(2p 1) X NP,

2. Montrer que les réels x, = cotan? "—" (1 < k < n) sont n racines distinctes de P.. En déduire que

n n
n(2n-1) 1 2n(n+1)
P, = NH(X X,,), puis que Zxk — et ;sz = 3

3. On admet que sinx < x < tanx pour x € ]O,g[. En déduire que cotan? x < X1—2 <

. . m2  n(2n-1) m2  2n(n+1)
intervalle, puis que v e

2
4. En déduire que lim S, = %(Euler 1735), puis la limite dez—(zk 12

n—+oo
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Partie D - Corrigés

Des solutions détaillées, réedigées comme sur une copie

€ Corrigés du niveau |

® Corrigé de l'exercice 1

1z, = 2\/5(% - ’é) = zﬁe_i% L |2, = 5e73 | -242i = 2\/§ei37" et\/g—i = 2e'i%,donc z, = \/53”11_2"

. _:E .4_" .E _-E
(3" = 111—2") Le module de z, est 4 (et non -4) : z, = 4e™e™'s = |4e'5 |z, =€'2-3e”s =

9) = ei(g'e), doncv =
%) =|(-2 cos 6) €™

2. U= cos( g)+isin(6+ﬂ)= ei(9+%). sin9+icose=cos(5—6)+isin(
els

ei0ei(3-9) - =il Pouree] n[ cos6 < 0: on écrit w = (-2 cos 0) (-
avec -2 cos 8 > 0 (module) et 6 + m (argument).

6 9 . n 11nm
3.2 = (2\/5) e = . 75 = 454 =[1024] 20 = 232" est imaginaire pur <> s
X[n] & 187 0r11n-6=12n-(n+6): la condition équivaut a « 12 divise n +6 », soit
’n =12p+6, peN ‘(n = 6,18, 30,...).

T
2
e

E

® Corrigé de l'exercice 2

1. Par Euler, avec (2i)* = 16 :

i = (e -e™) e 4?4 e )46 [coshx-4cos2x+3
16 16 8 [

EnI:cosl=0,cos ‘/_ . d’od sin® %;en%":sin"%":%. La somme vaut

= 1v]

s NI s NI

2.1%i =+/2e*%, donc (Moivre puis Euler) A+D)"+(1-0N" = Zg(e’T +e”T) =22-.2cos™® =

2g+1 cos % Pourn=12: 27 €cos 31 = '

3. e9(1+e) = €®+1 /. Le numérateur vaut 1 + e'® et le dénominateur 1 + e”
e® 2 -1 (cosB # -1). Le quotient vaut donc e'®, et par Moivre sa puissance n-iéme est e
cosnb +isinné.

i® non nul car
in _
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® Corrigé de l'exercice 3

iT jom juam

. - om m iC . I
TLu=e%+e5 = 2cos(-%)e5 = 2cos§ e's (cos% >0). v=2isinTen = 25mEe1
- 5m

(i = e'2).

iz
w = 2cos( )e12-2cos e'12 : piége, cos—<0 Comme - cos =co et e12—e 2

5m _j5m
W=2C0S=— e 12|
12

21 i6_2' . 9 _ g i% _ (e] (Q-E)
. 1-¢e"Y=2isin(- ez -2isin 2 e2- ZSlnze 272/ | avecsin 2 >0car—e]0 m[. Alors
1+e’9 cos>e i cos i .
= = (6 # 1, donc cos 2 # 0).
1-e i 8 500 in? tan? 2
-2isinZe'z 35 1Ay

3. 1+€3 = 2cos%ei% - /3e's, d'oil (‘I +eg) =27 =[-27] €7 +¢
d’oll la puissance 8 : 81e%™ =[81]

® Corrigé de l'exercice 4

1.6 = x+iy (x,y réels) vérifie 6> = 8 - 6i si et seulement si x> - y> = 8, 2xy = -6 ; de plus
x?+y?=16|2=8-6i| =10. D'ou x> =9,y?=1,xy<0: |6=2%(3-i)| De méme pour-15+8i:

x2-y?=-15x>+y?>=17,xy = 4 >0, d’ot | £(1 + &4i) |
2.a)A=(1+i) -4(-2+2i)=2i +8-8i=8-6i=(3-i)?: z=TLED [s-12; 144}

b)A=(3+2i)2-4(5+i)=5+12i-20-4i =-15+8i = (1+4i)%: z % S—{2+3i~ 1-i}.

3.1+ +m(1+i)+3-i=0 & m(1+i)=-3-iI < m-(3’)(1' . Le produit des

: : ' S _ (3D :
so)lutlons vaut 3 -i, donc l'autre est % = (')2# = (controle. (1 +:)+(‘I -2i)=2-i=-m
V).

® Corrigé de l'exercice 5
q o om Rm
1. =27 =27e'™. Avecz=re'?: r® =27 et 6p = m [2m], doncr = /3 et ¢ = 5+ %" Dz, = \/§e’(3+?),
0<k<5,soit #(2+ i), £i3,2(-2 4 Li).
On passe de z, a z,,,, = eigzk par la rotation de centre O et d’angle 7 : les images forment
un hexagone régulier inscrit dans le cercle de centre O et de rayon /3. Le triangle 0Z,Z, est

équilatéral, donc le c6té vaut /3 et le périmétre |6y/3 |

14,2 2] Avecz=23:72+72-8=(Z-1)(Z+8)= 0. Puis

-8 = (221 o zel2,-2,-27 |s=[1,), 2 -2, 1-13, 1+iV3},

2. Z3 =1 & Ze{1vj1j2}r aveCj=

. Sfm Rm
.Avec W = z-0: w* = -4 = 4T = W=\/§e'(z+7)e{‘I+i,—‘|+i,—1—i,‘|—i},d'01]
S={1+2i, -1+2i, -1, 1}|
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® Corrigé de U'exercice 6

1.

2 i
Zz+4Z+16=O:A’=—12=(2i\/§),Z=—2121\/§=4e127. Puis 22 = he3 > 7z =1le

a) Pour y réel : P(iy) = -iy® + (2 + 3i)y? + (5 + 6i)iy - 15i = (2y? - 6y) + i (-y> + 3y + 5y - 15).
P(iy) = 0 impose 2y(y - 3) = 0; y = 0 donne une partie imaginaire -15 # 0, et y = 3 donne
-27 +27 +15-15 = 0. Lunique solution imaginaire pure est |z, = 3i |
b) (z - 3i)(2> + az+ B) = 2* + (a - 3i)z% + (B - 3ia)z - 3iB ; par identification a = -2, B = 5 (et
B-3ia=5+6i ). 22-22+5=0: A" =-4=(2i)%, z=1£2i. |S={3i, 1+2i, 1-2i}|

2im i
I3 =

(1+I\/_) et 22 = 4e” T = z=i(‘l-i\/§). S={t(1+i\/§), i(1—i\/§)}.

Avecu=22:u+u+1=0 & uefjj’}ietu=2 < z=23(uz1). Pouru = e, langle

9
2cos 2e'2 : iv/3 ,,/
moitié donne “*1 = 2y = ’E.AveC(p:tz?": S A S )
2isin%e'2 2l 5 3 3

® Corrigé de l'exercice 7

1.

Pour z' = az+ b avec a # 1, le centre est l'unique point fixe w = (cours) a) Translation de

vecteur d’'affixe 2 - 3i. b) a = -2 réel: homothétie de rapport - 2 et de centre w = % =1-2i.
a-=i-= e'2 : rotation d’angle % et de centre w = % =i. d)a = e'3 : rotation d’angle g g
1-a= e'ig, doncw = (\/5— i)eig =2e75e'5 = J3+i. e)a=1-i-= \/fe'i%, non réel et de module
# 1: composée de la rotation de centre O(2) (w = % = 2) et d'angle -% et de 'homothétie de

méme centre et de rapport /2.
7 -(1-i) = €3 (z-1+i), soit z'=(-%+iﬁ)z+3'2—ﬁ-ﬂi (car(1—i)(1 -e”?"):ﬂ-i)(g-i@)).

2 2

7

Homotheétie: z' - (2 +i) = —%(z -2-1i),s0it|z' = _%z+ 3+ %i I

La rotation z' = iz conserve les distances : 'image est le cercle de rayon 2 et de centre d’affixe
i(1+1i) = . Les points de la droite sont les M(t + it), t € R; leurs images ont pour affixe

i(t+it)+1+i=(1-t)+i(1+t),donc x"+y’ =2: l'image est la droite d’équation (tout

point de cette droite est atteint).

® Corrigé de U'exercice 8

Maths Olympiad

a) £2 = 230 = j (car i(3 + 2i) = -2 + 3i) : AC = AB et (AB,AC) = I
: rectangle isocéle en A. D) ﬁ = 1*"/_ = ¢'3 : équilatéral. ¢)
o= % = 2i : rectangle en A, avec AC = 2AB.

g = % =-2 e R:E,F,Gsontalignés.
b-a=2+2i=c-d:AB=DC, ABCD est un parallélogramme.
% = % =i : AD = AB et l'angle en A est droit ; c’est un carre.

Son centre Q est le milieu commun des diagonales : w = % =

1+2i;les diagonales ont méme longueur, donc QA= QB = QC =

QD = |1-w]| =2: cercle de centre | Q(1 + 2i)| et de rayon .
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€ Corrigés du niveau 2

® Corrigé de l'exercice 9

1.

LU VAL ¢'% ; la partie réelle donne la formule. Pour
2 2
x €]0, rr],sm 2> 0: l'équation equwautacos— =0ousin2x =0. Orcos; =0 & x= §+%,
: m m 3’
ce qui donne I m;etsin2x=0 & x-= ,ce qui donne g,n. SE {E’E’?’n} |
. .. . 0 o [ sin(”;”r sin _ cos -
Partie Imaginaire avec x = o ¢ 2nZ (le terme k = 0 est nul) : Zk=1 sin - = SI:']_ = Sm_” =
2n 2n
1 sofm, o m Ll - P .1,V B, =
L car sm(2 + 2n) = COS - -. Pour n = 6, directement : >+ +1+ >t +0=2 +\/§. Donc
tan— 2-3\
2+ \/_ \/_
=1, C"S_zn = 2cog X . M@ I _t .
Up = 5 o = 7955, Snman)” Comme o~ - 0, -— — 1etcost » 1Tquandt - 0:

2n

limu =Z.
oo

® Corrigé de l'exercice 10

R

. [ 2
. -1=¢€":z= e'(TT), soit g(ﬂ +1)| (quatre solutions). (z* + ) (\/Ez) =74+272241-222=

z*+1 v. Le facteur z2 - y/2z + 1 a pour solutions et’s = £( + i) (somme 2cos— V2, produit
1), et22+y2z+1a pour solutions e*¥ = §(4 t).

Les racines sont z, = z, wk (0 <k <sn-1), avec z, = {‘/ﬁei% et w = e¥ # 1. Somme :
Zo(1+w+ -+ W) = 2,221 = 0. Produit : 2§ w101 = -aw"T =aelm [ (-1

(1+w)(1+w2)(1+w")-(’|+w+w +w)(1+w)=1+w+ -+ w® +w =0+1=1carw’ =1

7 o oo
etl1+w+-+wb = ‘ZJ—_J = 0. Par l'angle moitié, 1 + w® = 2 cos &C k” o7 ; le produit vaut donc
; 2m 4t 1
8cos I cos 27 cos 4 ™ = 1, d'odl | cos & cos ZF cos ~F = -~ |,
7 7 7 7 7 7 8

B Corrigé de l'exercice 11

1.

A=(3+4i)?-4(-1+5i)=-7+24i +4-20i = -3+4i. Avec§ = x+iy: x> -y?> =-3,x>+y? =5
xy=2>0,doncd=1+2i. z=C4E02: [5-(243i;1+i}]

0 n’est pas solution (le terme constant vaut 1). En divisant par z?: (E) < (z2 + 21—2)+2 (z + %)—

1=0; comme u? = 22 +2+— () &= u?+2u-3=0 < u=1ouu=-3.

_ _ _ ol 1_ _ _ -34/5
z+;-‘| = 72-z+1=0 < z=e 3,z+;-—3 &= 72+3z+1:=0 & z=222,

2
i -3+y5 -3-45

S§= eig,e 3, ,
2 2

z%-2z+1 = (x? -y - 2x + 1) +i(2xy +2y). L'équation équivaut a x> -y?-2x+1 = 0 et 2y(x+1) = 0.
Siy=0:(x-12=0,x=1.Six=-1:4-y2=0,y=2. |S={1, -1+2i, -1-2i}|

Maths Olympiad @
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B Corrigé de l'exercice 12

1.

r,:z-1=i(z-1),s0itz’ =iz+1-i; r,: 2 +i=i(z+i),soitz' =iz-1-i; ry: 2 +i=-i(z+1i),
soitz' =-iz+1-1i.
ryr,(z)=i(iz+1-i)-1-i=[-z]: symétrie de centre 0. r,-ry(z) = i(iz-1-i)+1-i =
: symétrie de centre 1-1i. ry-r (2) =-i(iz+1-i)+1-i = : translation de vecteur d’affixe
-2i (angles 7 - 7 = 0). Lescentres O et 1-i différent: r,-r, #r, -r,, la composition n'est pas
commutative.

. L (-D)-(1+30) ki [o: . _ . . Ry . _ in
Par soustraction : a = owm - —2’ = , puis b = (1+3i)-2i(2+1i) = . Comme a = 2¢'2
n'est pas réel et |a| # 1, f est la composée de la rotation de centre Q et d’angle g et de

I'homothétie de méme centre et de rapport 2, avec w = % = (3")(5;2’) =[1+i]

f multiplie les distances par 2 : l'image est le cercle de centre f(A), d'affixe 2i +3-i =3 +i, et

derayon 2. f.ry(2) = 2i(-iz+1-i)+3-i= : homothétie de rapport 2 et de centre

5+ _ & _;
=2l

® Corrigé de l'exercice 13

1.

En développant, avecj® =1,j*=jetj+j>=-1:
(a+bj+cj?)(a+bj?+cj)=a’+b?+c?+ab(j+j?)+ac(j +j2)+bc(j> + j*) = a® +b? +c*-ab-ac-bc.

ABC est équilatéral < il est direct ou indirect & a+bj+cj?=0oua+bj’?+cj=0 < le
produit est nul & a?+b?+c?>=ab+bc +ca.

13
L'équation équivaut a (7) =1, s0itz-i€{2,2j,2%): a=2+i,b=i+2j=-1+ i(1 +J§),
c=i+2j2=-1 +i(1 -ﬁ).
1® facon. Avecu =i:a=u+2,b=u+2j,c=u+2j? donca+b+c=3uetab+bc+ca-=
3uP+bu (1 +j+j2)+a(j +j2 +j3) = 3u?; ainsi a®+b?+c? = (a+b+c)?-2(ab+bc+ca) = 3u? = ab+bc+ca
: critére de 1.
2¢ facon. b-i=j(a-i),c-i=j(b-i)eta-i=j(c-i): larotation de centre Q(i) et d'angle 2?"
envoie Asur B, B sur C et C surA, donc AB=BC=CA(= 2\/5).
Les affixes de I, J, K sont o D0 of et 002 (a+bj+c?)+(a +bj+ )] =0
: 1JK est équilatéral direct.

® Corrigé de l'exercice 14

Tho

La)Z -i=i(z-i),s0it|Z =iz+1+i|; RB):i(1-i)+1+i=

a)A=(3+i)2-16=-8+6iet(1+3i)>=1+6i-9=-8+6i v.
z= B30 9420 et 1-i. Comme |2+2i] = 202 > V2 = [1-i]

tla=2+2i, b=1-i|
b) a = zﬁei%, b= \/fe'i%, % = 2¢'7 = 2i. Donc OA = 20B et
(OB, 0A) = I : 0AB est rectangle en O.

2+2i=a .

b)c=i(2+2i)+1+i=[-1+3i} d=i(-1+3i)+1+i=[-2] et

R(D): -2i+1+i=1-i=b v.

Maths Olympiad @
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c) R - R est la symétrie de centre Q (angle m) ; elle envoie B sur C et A sur D, donc Q est le
milieu de [BC] et de [AD] : BACD est un parallélogramme. Ses diagonales ont méme longueur
(QA = OB, la rotation conservant les distances) et sont perpendiculaires ((OB,QA) = %) : BACD

est un carré de centre Q. Enfin QA= QB =QC=QD = |b-i| = |[1-2i| =/5: (I') est le cercle de
centre Q(i) et de rayon +/5.
3. a) Le coefficient 1 +i = /2 €'+ n’est pas réel et son module n’est pas 1 ; lunique point fixe est

1_(11+’.) = _l’ =i,cestQ. Doncz -i = \/Eei%(z - i) : F est la composée de la rotation de centre Q

et d'angle % et de 'homothétie de centre Q et de rapport /2.

b) F(I) est le cercle de centre F(Q) = Q et de rayon /2 x /5 = J10|. Le milieu I de [AB] a pour
affixe ﬂ ,et(1+ :)3*’ 1= ﬂ 1=2+2i=a v (letriangle QIA est rectangle isocéle en I).

® Corrigé de U'exercice 15

1. a)A=(1 +i)2(m+1)2 - 4i(m? + 1) = 2i (m? + 2m + 1) - 4im? - 4i = -2i(m - 1)?, et (1-i)* = -2i :

A=[(1-i)m-1] .
b) z = LDMDADMT) Ayec (e signe +: 22 - m+i;avec le signe -

. 2+2im

2 =1+im. (Sim=1,

racine double 1 +1i.)
22a)R:Z-(1+i)=i(z-1-1i),soitz =iz+2; RM,): im+i)+2=1+im =2z, /. Comme
~(1+i)=m=-1#0,M, #Q:QM, = QM, et (QM,,QOM,) = I, le triangle M, M, est rectangle
isocéele en Q.
b)z, +z, = (1+i)m+1) =p+(1+i): les segments [M,;M,] et [OP] ont le méme milieu, donc
OM, PM, est un parallélogramme ; ayant un angle droit en Q et deux cotés consécutifs égaux,
c’est un carré.

3. a)m#-i,doncz, #0, et O, M, M, sont alignés <= j—jeR = 2,2, €R.0rz,=(1-y)+ix

etz, = x-i(1+y), d'otIlm(z,z;) = x> - (1-y)(1+y) = x> +y*> - 1. Donc: alignés <= x?+y* =1,
c'est-a-dire M(m) décrit le cercle de centre O et de rayon 1, privé des points d’affixes 1 et -i.

q o (0.1 7 o (0.1
b)z, =e+e'2 = 2cos(9 Z)e’(TZ) etz, =1+ ei(®3) - 2cos(9 + %) i(3+%). Pour 6 e ]0 E[

% - % ] O[ et 24 Z € ]4 2[ les deux cosinus sont > 0, ce sont des formes exponentielles.

z, et z, ont le méme argument > 8.1 0, M,, M, sont alignés (sur une méme demi-droite),
conformement aa)car|mj|=1.

® Corrigé de l'exercice 16

1. &6f2(1+i)=8 (‘/_ ‘/_) 8e's| Avecz=re?: 3 =8, 3p=

E[2rr],doncr=2et(p=1+@: s={2e'T, 207, 2677}
N

2. a)a= 2(£+l£) \/EH\/E etae =2ei(3Tn'2?n)=2ei%=c
v/ . Donc

=(-\/§+i\/5)(_% ,_3) \/_\/_+i\/€—\/5'

2

et, en identifiant avec 2cos% + 2isin%

r J6V2 . o2
C0S 15 = == Sin 0= = =—— |,

Maths Olympiad @
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m,2m
b) ja = 2e(T ) - 2’ = b etj%a = 2¢/%5 = c. La rotation de centre O et d’ angle 2¢ 3 envoie
Asur B, Bsur C et CsurA: AB = BC = CA, et ABC est équilatéral de centre O (d’ailleurs

2
arbec=a(1+j+j2)=0). Cté: AB = |a| [j- 1] =|2/3 ;aire:@(zﬁ) -[3/3]

3. a)% — % =j+1=-2= e'5, doncc-a = eig(b—a): C = r(B). Comme 1-¢'5 = 75 :
1 V62 | /62
2 2 -

i _m . ;51 ;51 . .
r:z =e'sz+ae’'s =(§ +l§)z+2e’12,avec 2e'2 = 2sm%+21cos% =

b) Le cercle circonscrit a pour centre O, doncd = -a. Orb+c = a(j+j?) = -a: ,

soit OD = OB + OC ; OBDC est un parallélogramme avec OB = OC = 2 : c’est un losange (et
BD = DC = 2).

€ Corrigés du niveau 3

® Corrigeé de l'exercice 17

1. ry:z,=a+e%z-a)etry : 2 = b+eP(z, -b), donc f : 2’ = ®PFlz+ constante, avec |e/*F)| = 1
et e/(®*B) 2 1: f est une rotation d’angle a + B, dont le centre est lunique point fixe Q. f(w)= w
s'écritw - b = e’P(a - b) + @B (w - a) ; en ajoutant b-a:

w-a=(1-¢eP)(b-a)+e@P(w-a), dou (1-e@P)(w-a)=(1-eP)(b-a).

- g o o it . +
2. Par l'angle moitié, 1 - €'t = -2i sin %e’Z, et sin % 20:

. iB .
sin£ e’ sinf
w-a-= (b-a)= e’'2(b-a).
- /3 it sin &E
sin == '3 >

De méme, en partant de w - b = e’B(a - b) + e@F(w - b) + (b - a)): (1-€@P)(w-b) =
e (1-€)(a-b), doiw-b = ,Sma%ﬁ eig(a - b). Ainsi (AB,AQ) = - et (BA,BQ) = g []: on
sSin T
construit Q avec les demi-angles.
3. sing = sin I = sin 2?" = sin %, doncw-a=e’3(b-a): AQ = AB et (AB,AQ) = -1, ABQ est
équilatéral (indirect). Exemple:r, :z, =jzetry: 2 =2 +](Z -2)=j?z+2-2j; le point fixe

vérifie w (1-j2) = 2(1 —j),soitw=1i+}.-_—-—2j-1—l\/_ 2e75 v,

® Corrigé de l'exercice 18

1. Enz=-1:(-1)" -1 =-2 (N impair), et TTyJ (-1 - w*) = NV (1 + w*) = 2127, (1 + w) (le
facteur k = 0 vaut 2). D'od 137, (1 + wk) =1.

2. Par l'angle moitié 1+ wk = 2cos &0 m Mo et 1- wk = ~2isin %"e’ v, d'ou les modules. Pour
1<k< n, N ]0 [ cosinus et sinus sont > 0 ; et |cos (- k)"| = |cos( %’)| = cos— de
méme pour le sinus. En passant aux modules dans 1. et en regroupant ket N -k :

2n o n o 2 2n A n r 2
- k| _ (9n k _ i k| _ (9n ok
1-ﬂ2|cosN|-(2 ﬂcosN) et N-ﬂ2|5|nN|-(2 ﬂ5|nN).
k=1 k=1 k=1 k=1
Les produits étant positifs : ﬂcos = — et ﬂsm _ven+t
p p + - n +1 2” F
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n
3. Par quotient: ﬂ tan

=\2n +1 ;pourn:1:tang:\/§/. Pourn:2:cosgcosz?":%
k=1

; avec ¢ = cos ¥ et cos2 = 2¢? - 1: c(2¢2-1) = %, soit 8¢® - 4c -1 = 0, ou encore (2c +

‘I+\/§

4

(racine positive). On obtient

1)(4c®-2c-1)=0. Commec>0: 4c>-2c-1=0et|c=

aussi tan I tan 2?" = /5.

B Corrigé de U'exercice 19

o

Sho(1+wh) =S 3n (p)w* =35 (7) Zho w™. Pour 0 < p < n, n divise p si et seulement si
p €{0,n}: la somme vaut n [(”) (" )] =|2n].

-0 o 0 - - 0
e _ it _ifcosd-ising) 4 i cos(9/2)
1 =-2isin? e 3 # 0, donc 7 e,e = S2isin? = 25n =22 T2
Pour 6 = % (1 < k < n-1),la partie imaginaire vaut % . % : celle d’'indice n - kR en est
'opposée (cos(m-t) = - cost, sin(m-t) = sint), et elle est nulle si 2k = n. Les parties imaginaires
n-1 n-1
s'annulent deux a deux : = —|
== wk 2

Show(wk-2)=n- sz o (w )k =[n], car w™ # 1 et (w‘1)n = 1. Par l'inégalité triangulaire,
avec [w™| =1:n<3p ) |wh-2|.

Interpreétation : lasomme des distances d'un point M auxsommetsA, (wk) du polygone régulier
inscrit dans le cercle unité vaut au moins n ; pour z = 0, elle vaut n : le minimum est atteint au
centre O.

® Corrigé de l'exercice 20

o

. -0
1+¢® = 2cos2e'2, donc [z+1] = 2|cos 2| Alors [z+1] =1 & |cos?| =1 & 2=
T[n] < 6:=:2[2n] <= zelj,j?}).
SI |Z| =letz"+z+1=0,alors [z+1] = |_z”|=1,doncze{j,j2}pal’1. Orjh+j+1=j"-j2;

avecn=3p+r,ref{0,1,2},onaj" =)’ etj"=j2 < r=2. En conjuguant (coefficients réels),
j2 est solution si et seulement si j U'est. Conclusion : il existe des solutions de module 1 si et

seulement si|n =3p + 2, et ce sont alors j et j°.

Si|z|=1etz"=z+1,alors [z+1| = 1,doncz e {j,j?}, etz" =1+z=-22 Pourz=j: j" €{1,j,j?}
(arguments 0, 2?”, "?"), alors que -j2 = e's impossible. De méme pour j2 = j. Aucune solution

de module 1.

® Corrigé de l'exercice 21

Tho

p(z) =c+e 3(z c) donc p(A) = B’ par déﬁnition de B'. Ensui.tne qn’ -c=(a-b)y+(b-c)-=
(e e )(c b)=e3(b-c), car1-e'3 =¢e'3;doup(A)=c+e’3e3(b-c)=b. La rotation p

transforme [AA'] en [B'B] : [AA" = BB’ |et b- b’ = 73 (a’ - a), soit (A", B'B) = -2 [2m].
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2. Les relations sont invariantes par la permutation circulaire A
A - B —» C - A: avec la rotation de centre A et d’angle -Z, C
on obtient de méme BB’ = CC'. Donc AA’ = BB’ = CC'.
3.a+b'+c' =(a+b+c)+e”'3[(c-b)+(a-c)+(b-a)| =a+b+c: les
centres de gravité, d’affixes 2= “*b*c et 4 "’; *¢' sont confondus. A
c
a=0,b=2,c=2i:
AA" =BB’ = CC' =/8+4/3

® Corrigé de U'exercice 22

1. 2%P cos? x = (e +e‘ix)2p = S (3F)ef2p-Rixgritx - 52 (°P)e* @)X, Le terme k = p vaut (%) ;
- - p
pour 0 < k < p - 1, on regroupe les termes k et 2p - k, de méme coefficient ((2 P) = (ka)) :
(2p)( 2i(p-R)x —2:(p k)x) - 2(2p) COS( (p _ I’\’)X)

2im qm

2. Soitw =emet1lsqgsp<m: wq¢1(car0<— 2qim

< 2m) et (w9)" = 1, donc 3" cos == =
Rey " (w9)' = 0. En appliquant 1. & x = E et en sommant sur [ (avecqg=p-ke{1,..,p}):

22P Z cosz” g (2p) +2 Z( ) Z cos 2P Rlm )n m(zpp).

620 _| 15
6: s )
220G

= ; 'hypothése m > p est indispensable (pour

s +O+i+g

(m=2). p=3,m-= 64 64 G4

3.p Zl -0 cos? =S

‘ = 2m % (contréle: 1+2+

35 ). Pourp=m=2:cos"0+cos"g=‘l¢
g=m,wi=1).

M Corrigé de l'exercice 23

1. sin(n +2)6 + sinnB = Im[e/(™" (&% + e7)] = 2 cos @ sin(n + 1)6. Comme sin6 # 0, la suite

sinn@ ~ . . . P
S e vérifie Vo=0,v, ="Tet la méme relation que (un) ; par récurrence (sur la propriété «
Y Ll tout
u,=v, etu, , =v, ,»),u,= <in b pour tout n.

2.g=e?%21car0 ¢nzZ Avec 1-e2t=2jsinte:

3

-1 2' 0 . . _in6 .
oin-1-2k)8 _ gin-10 1 =€ 7™ _ jn-1)p 2iSinn@e™™ _sinn@

1—e216 2isinBe-®  sinB "

=
1l

0

Par l'megallte triangulaire, |u,| < Y37, "1=n.

3.0=%:2cosb=1etu,,=u,,-u,:01,10,-1,-1,0,1,1,... ; la suite est périodique de
N LI _ sin(nB+2pm) _
perlode 6.516 = 7 " Uni2g= " sne = Une

4. Pourn =2, lestermes k = 0 et k = 1 de 2. ont pour somme e/(""18 4 ¢i(n-3)8 = 5 cos 9 (™28 de
module 2| cos 6] < 2 ; les n - 2 autres sont de module 1. Donc |u,| < 2| cosB| +n-2<n.
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Q V d )
€ Corrigés du niveau 4

u Corrigé de U'exercice 24

11= |z|2' doncRe = Telj jet|z+1]2-|z-11>=(z+1)(Zz+1)-(z-1)0z-1)=2(z+Z) = 4Rez Par
. _ 1
récurrence: siRez, >0, alorsz, # 0O etRez, , = S Rez, (1 E |2) > 0.
2. Rez >0d 1 1] (etz, +1#0),d 1. Ensuite z_ 71 = 272"l _ @1
. Rez, >0donne |z, -1| < |z, +1|(etz, +1#0),donc|w,| < 1. Ensuitez, , %1 = T P
d’od, par quotient, |w, . = w?2 |
3. Par récurrence, w, = w2, donc |w, | = |W 12" < |wy|" > 0(car2" 2 net0 s |wy| < 1). De
w,(z,+1) =2z, -1,0ntirez, = : n SiRez, <0, la suite (-z,) vérifie la méme relation
avec Re(-z;)>0: -z, — 1,soitz, 5.
i 7 = josB o 1 _ _jsinB -
4. Siz, =g g avec cosB # 0 (sinon z, = 0 et la suite s'arréte), alors 2 = “lcosh etz =
i, cos? B- -sin? B cosZB cos(2”a)
> “Snpeosp " 'anap (sin2B # 0) : par récurrence, z, = i n@ra)”
a=1: lesangles 2”7 valent % 27”, ‘*7”, 87" = T[] : la suite est périodique de période 3. a=1=
Z =i(1 +\/§),z1 -I% i,z,=0: 2z, nestpasdeﬁnl
® Corrigé de l'exercice 25
1. a-p=i(b-p) & p(i-1)=ib-a < p-= "1‘—i’f’ - —("‘ibz)(1*’) -
. - R
"2;” +3(a-b). De méme : 5
c
g=2¢+ib-c), r=2%+lc-d), s=%L2+i(d-a). s
B Q
2. Aveck = &£ p-k = bT la-b)etg-kr=581+1(b-¢) A /
;ori(p- k) = ;(b c) - 5(0 by=qg-k . Le meme calcul P

avec (¢, d,a) a la place de (a, b, ¢) ([CA] a aussi pour milieu
I) donne s -k = i(r - R). Interprétation : la rotation de centre
| et d’angle g envoie Psur Q et R sur S.

3.5-q=(s-k)-(q-R) =i(r-R)-i(p-k) = i(r - p)|: QS = PR et (PR, d5) = X (si P # R) : les droites
(PR) et (QS) sont perpendiculaires.
4. Si ABCD est un parallelogramme, [AC] et [BD] ont le méme milieu I. Le calcul de 2. s'applique
a chacun des triplets consécutifs (4, B, C), (B, C, D), (C,D,A), (D,A, B) (milieu I a chaque fois) :
=i(p-R), r-r=i(q-R),s-k=i(r-R),p-k=i(s-R). La rotation de centre | et d'angle g
envoieP - Q - R —» S — P: PQRS est un carré de centre | (théoréme de Thébault).

® Corrigé de l'exercice 26

1. 9,92, ...,g"" sont dans G (récurrence), qui n’a que n éléments: gP = g9 avec 1 < p < g. Comme
g#0,g9P=1,dou|g|9P=1,|g|=1,et1=g9P €@G.

2. z » gz envoie G dans G et est injective (g # 0) ; G étant fini, elle est bijective. Donc 1, gz =
M, 2 s0itg"M=NavecN=T1],..z#0: . Ainsi G c U, , et ces ensembles ont n éléments

1|6=U,
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3. Si 9 = E (pez qgeN): (e’ke)zq = 2RPT = 1 |’'ensemble est inclus dans U, donc fini. S'il est

ﬁn| il est stable par produit (e™*9e™®' = /(*¥)9) : c'est un U, donc e™® = 1, N6 € 2nZ et £ € Q.

4. U'ensemble G, de ces a contient 1; il est fini (az, € F,donca ZiF) et stable par produit (abF c
. 0 .

aF c F): G, = U, (question 2), et la rotation z - e'®z conserve F < €% e U, < 6¢e %"Z.

Exemple:siae Gp,a=ax1€Festdemodule 1,donca e U, ; 2a € F est de module 2, donc

aelUG.Ainsiazzg—i:’l:GFC{’I,—1},et—F:F:.

B Corrigé de l'exercice 27

1. En remplacant z par % : W -1 =T (— - w’*), puis on multiplie par w". Avec ¢, = 6 + 2k—"

: 22 - 2zcos, +1 = (z- e"”k)(z— e "Pk), ol e = ek et e = e%w* Quand k decrlt
{0,...,n - 1}, w™® = w"* décrit aussi toutes les racines n-iémes de l'unité, donc

-1
(22-2zcos @, + 1) = (2" - €%)(2" - ") = 22" - 22" cos nB + 1.
0

=]

=
11

2. Enz=1,avec2 - 2cost = 4sin2 . 4sin® 18 ”9 = TI"-) 4sin (e ) Avec 8 = 2x : sin’nx =
4N ]'[”'1 sin’ (x + —) d’'ou le resultat en prenant les racines carrées.

3. Pour x € ]0 [ sinx > 0 et 18noxl _ on-1 Mh- |sm(x+ k")l Quand x — Q*: SInnX _ . sinnx,
SInX SInX nx
X

== >N et le membre de droite tend vers 2” L ]'[ sm = (contlnmte ces sinus sont > 0).

D'ou sm — , résultat du cours retrouve.

® Corrigé de l'exercice 28

1. Yho R(wF) = Zg=0 r, Sho (wP)®. Pour 0 < p < d < N, la somme géométrique vaut N si wP = 1,
C est—a dire p € {0, N}, et 0 sinon. D'ou la moyenne: rysid <N, r,+r, sid =N.

2. R(z) = ( ) =1+a, -+ a,z" est un polynome de degré < n < N avec r, = 1. Donc
1= | | Z|R | < max,, [R(w®)| : il existe k tel que [R(w®)| 2 1. Or |R(w")| =
|P(w" )|, etz w” est de module 1.

_1\P N

3. Avec Q(x) = X, c,xP (c, =1): 272" (%) =2"PZ"P (22 + 1)p, polyndme dont les termes ont
des degrés compris entre n - p et n + p. Pour p = n, c'est (z2 + 1)" =7"+..+1;pourp<n, les

degrés sont dans [1,2n - 1]. Donc R est un polynéme de degré 2n avecr, =r,, =1.

Par1. (N = d = 2n, w = e'n): ZZ” o' R(w*) = 2, donc [R(e)| = 2 pour un 6 = & ; or

|R(e”®)] = 2"1Q(cos 6)|, donc x = cos 6 € [-1,1] vérifie |Q(x)| 2 & = 2:_1 )

Cas d'égalité : T, a pour coefficient dominant 2"-1 (cours), donc Q = ZT'11

x=cos0 e[-1,1]: |Q(x)| = 'C;’;f'—ﬂ'e' T 1,avec égalité en x = 1: la borne est optimale.
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B Corrigé de l'exercice 29

1.

Si k =, la somme vaut n. Sinon w® 'z 1(0 < |kR-1] <n) et( ) = 1: la somme géométrique
est nulle. Alors

n-1 1 n-1  n-1

> wf=—=>aq w0 =Llg noq
p

p=0 N3 o Z

len .
¢, = =Y a, est laffixe de lisobarycentre G. Pour p fixé, c,wP™" = e™n c wP* : ces points

forment un polygone régulier (éventuellement étoilé) de centre 0. D'apres 1 tout polygone
est une « somme » de polygones réguliers.

3. %,la,1°=%,a,a, = 5 5 €oCq Zheo T wP-ak 2 =ny,Ic, |2, d'aprés 1. (avec wik = wIk).

w =jet1 donnea, =c,+c,j*+ Czjzk Sic,=0 (et donc ¢, # 0, les sommets étant distincts) :
a,,,-¢, =J(a,-¢,), larotation de centre G et d’ angle env0|eA - A, = A, > A,: letriangle
est équnateral direct. Réciproquement, s'il est eqmlateral dlrect, Ay +0,j + 02] = 0 (cours), or
€, =3(ap+ a2+ ayj™) = 3 (ap + ayj + a,j%) = 0.

w=i:¢,= %(00—01 +a, - a,), nul si et seulement si a, +a, = a, +a,, Cest-a-dire si A A, A, A, est
un parallélogramme. Sic, =c; =0etc, #0:a, = ¢, + c1i", la rotation de centre G et d’angle
g envoie A, » A, = A, - A, - A : carré direct de centre G. Réciproquement, pour un carré
direct de centre Q(g), a, = g+ik(ao-g), et le calcul des ¢, donnec,=g,¢,=a,-9g#0,¢c,=¢;=0
(d'aprés 1.).

® Corrigé de U'exercice 30

1.

+% = bescarab pp passant aux modules (Jabe| = 1) :

Pour |[x|] =1,x=21:a+b+c =14
X abc

|ab + bc + ca|.

En développant etavec b+c+d = -a: (a+b)(a+c)(a+d) = a®+a?(b+c+d)+a(bc+bd +cd)+bcd =
a(bc + bd + cd) + bcd. Puis

1,1
a b
ca

|a+b+c|=|a+b+c

a(bc + bd +cd) + bed = bed[a(1+ 1+ 1)+ 1] = bed[a(b+ c+d)+ 1] = bed (1- aa) = 0,
carb+c+d=-aetaa=|al?>=1. Donca=-b,a=-coua-=-d;sipar exemple a = -b, alors
c +d = 0. Les quatre nombres sont q, -q, ¢, -c : les segments joignant les points opposés sont
deux diamétres du cercle unité (méme milieu O, méme longueur 2), donc les quatre points
forment un rectangle. Pour p impair: aP + (-a)P + cP + (-c)P = 0.

Non:1+j+j2=0et i(1 +j+] ) 0, donc ces six nombres de module 1 ont une somme nulle;

pourtant -1 = ™ n'est pas parmi eux (arguments 0, +2% I 7T £): 1 n'a pas d’opposé.

?1 Er ?r

€@ Corrigés : forme exponentielle
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B Corrigé de l'exercice 31

o T o - 4 o
a) 1-i=+2e’%, donc (1-1i) = (\/5)7 el = 8/2e'%; /3 +i=2es, donc (\/§+i) - 16e 7.
2 j(5-%) | V2 o

N|=l

Ainsi le quotient vaut

2
b) -sina -icosa = [cos(— —a)+lsm(g )] _ eineil5a) = i(F-a) - | grile3) (module 1,
argument -a - g)

. - . . i(T- cosa+isina
c) Le numérateur vaut e'® et, comme en b), sina +icosa = e’(2 a) # 0. Donc ——————— =

sina +icosa

el(0-5+9) _| gi(20-5) (module 1, argument 2a - %).

3n (271 3m

Ll _ —j =] L
d) e = e 14 donc le nombre vaut -3e'\ 1 %) = _3e714 = 3¢l =[3¢e 72 | (un module est

positif : on absorbe le signe dans e™ = -1).

0 _Q _f _iQ S _ja _jQ
e) 1+cosa-isina=1+e'¥=¢"2 (e’z +e’2) = 2cos%e '2. Or% € ]g,n[, donc cos% <0et

le nombre vaut (—2 cos %) eimes = (—2 cos %) ei("'%) , de module -2 cos % > 0 et d'argument

jT jom /3
'3=z¢'3 = -1+1£.

=& 2 2

s . . ; 0 _je 8 ;0 R

3. Par l'angle moitié : 1+ cos@ +isinf = 1+e® = ¢'2 (e "2 +e’2) = 2cosge’z et, de méme,
1+cosO-isinf=1+e’ 2cos e 2 Comme = € ]—— —[ cos— z0etle quotlentvaute
Par Moivre, sa puissance n-ieme vaut( ) = e’”e =cosn@ +isinnb v.

® Corrigé de l'exercice 32
On note a = e* et b = e7%, de sorte que ab = 1, a® + b¥ = 2 cos kx et a® - bk = 2i sin kx.
1. a) (2i) = 32i et, avec la formule rappelée (ol l'on remplace b par -b) :

(a-by ) (a® - b%)-5(a® - b%) + 10(a - b) _|sin5x - 5sin3x + 10sin x
32i 32i 16 i

sin® x =

(a+b)a-b)* (a+b)a-b)
2(2i% 32
(a+b)(a*+b*) = (a®+ b®) +(a® + b?) et (a+b)(a®+b?) = (a>+b*)+(a+b). Donc

b) cosxsin® x =

, avec (a-b)* = (a* + b*) - 4(a® + b?) + 6, puis

(a+b)(a-b)" = (a®+b°)-3(a®+b3)+2(a+b) et cosxsin®x = C°S5X_3C323X+2COSX.

c) (a-b)(a*-b?)=a®+b*-a-b, puis(a®+ b* - a-b)(a® - b?) = (a® - b°®) - (a* - b*) - (a® - b?).
Comme (2i)® = -8i

2i (sin 6x - sin 4x - sin2x) | sin 2x + sin 4x - sin 6x
-8i B 4
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2. Une primitive de sinkx est —% cos kx, donc une primitive de x ~ sin’ x sur R est F(x) =

1 [ cos5x . 5cos3x _| cos5x 5cos3x 5cosx
E(——+——10cosx)-— 30 " 48 8 !

5 3

3. D’une part, Moivre : (c +is)* = cos4x +isin4x. D’autre part, (c +is)? = ¢ - s2 + 2ics, donc

(c +is)* = (c? —52)2 - 4¢?s? + tics(c? - s?). En identifiant : | cos4x = (c* - 52)2 - 4c%s?| et
sin4x = 4cs(c? - s?) | Avecs? = 1-c?: cos4x = (2¢? - 1)2 - 4¢%(1-c?) =8t -8c2+1]

4, Pourx—— cos4x-cos ‘/_doncX—c vérifie 8X2 -8X + 1 - ‘/_ =0: A" =16- 8+4\/_—

2412 ++4/2 . .
4(2+\/§), X = Tﬂ/— Comme 0 < % < %, onac?> %, ce qui exclut le signe - ; avecc >0
ets>0:

s T V2HV2e 21 o 2-V2+W2 | V242442
16 2 16 - 4 ' 16 2 i

® Corrigé de l'exercice 33

1. g = €% 21 car x ¢ 2nZ. Somme géométrique, puis angle moitié en haut et en bas :

n+’I) K
n g1 2isin@eSgin Bk
Z pilarkx) _ oia = eld _ 2 i a+7)
g-1 i% sin £
= 2i sin 5 e'2 D)
. (n+1)x
Le facteur est réel ; parties réelle et imaginaire :
n sin (”+21)X cos(a + ”2—") n sin ("+21)X i (a + %)
Z cos(a + kx) = — Z sin(a + kx) = —
k=0 sIn; k=0 sin'5

2. x = 0 n’est pas solution (le membre de gauche vaut 3). Pour x €10, 2m[, la question 1 (a = 2x,

sin 3 X €0S 3X .
n = 2) donne cos2x + coS3X + COS4X = G X , nul si et seulement si sin 2 = 0, soit
2
2 4m . T km m 2 5m 7m 4w 3m 1111}
X €{%,=hLoucos3x =0,s0itx==+=,0< k< SE { ———————
(551 6" 3 772' 266 3" 2" &
(controle: x = 2" donne -1 +1 -l-0v).

3. cos(R(x + ) = cos kx coskm - sin kx sin ki = (-1)* coskx. Avecy = x + T & 2nZ, a = 0 et 2m
2m+1)y

. L <2m sin ==——= cosmy sy e (x oo X

alaplaceden: 3,7 (-1 )% cos kx = Z 0 COSRy = — Gz OrsinZ =sin(5 + ) = cos?,
. (2m+1 . 2m+1 2m+1

cosmy = cos(mx + mm) = (-1)™ cosmx et sin Q = sm(% + M+ g) = (-1)™ cos %

Comme (-1)®™ = 1, on obtient la formule annoncée.

Pourx=ﬂetm=2:cos57"=cosg=0,donc1—cos%+cosz?"—cos3?"+cos%"=0. Avec
3m_ . i 2 _ : n 2 _1
cos -cos 2 et cos 4T -Cos ¢ : 1 2cos5 +2C0S S =0, soit cos5 cos = <5
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® Corrigé de l'exercice 34

1. Aveca=e*,b=e*(ab=1): (a+b)’ = a®+b3>+3(a+b) et (a-b)* = a>-b>-3(a-b). Donc cos> x =

(a+b)? _ | COS3X + 3 COS X . 3 _ (a-b)® _|3sinx-sin3x L3 - oi el o
= = i et sin”x = “5- = 7 (car (a - b)® = 2i sin3x - 6i sin x
et (2i)® = -8i).

2. D'aprés 1., 4 (cos3 Xsin 3x +sin> x cos 3x) = (cos3x +3cos x)sin3x +(3sin x - sin 3x) cos 3x. Les
termes en sin3x cos 3x se compensent : il reste 3(sin3xcos x + cos3xsinx) = 3sin4x, d'ou

. . 3 .
cos® xsin3x + S|n3xcos3x = Zsm 4x |

3. De méme, 4 (cos3 X COS 3x +sin’ xsin 3x) = cos2 3x-sin’ 3x+3(cos X cos 3x + sin x sin 3x), C'est-
a-dire cos 6x + 3cos2x. Or, d’aprés 1. appliqué a 2x, on a cos 6x + 3 cos 2x = 4 cos> 2x. Donc

cos3 x cos 3x + sin° x sin 3x = cos3 2x |.

4. l'équation équivaut a sin4x = - = sm T soit4x=2+2Rmoubx=2"+2RM: |X= % + ’%T ou
_om, km
ke 7.
"2 2 "€

5. Léquation équivaut a cos> 2x (la fonction u ~ u? est strictement

= (1)3 soit cos2x = +
g~ \2/) 2

croissante sur R, donc injective). Ainsi 2x = % [2m], x = 1% [r]; dans[0,m]: |S = {%, 5?"} 5

® Corrigé de l'exercice 35

: 2 N .. g8 , 2
1. 2(0)-1=-(e*%-2e'%+ 1) = |- (e’ - 1)" | Par l'angle moitié, e® -1 = 2i smge’Z,donc(e’e— 1)

(2i)?sin® 2 €/ et| 2(6) - 1 = 4sin’ g 9|

2. Si0 ¢ 2nz, alors 4sin” 2 > 0: c’est une forme exponentielle de z(6)-1. Donc AM(6) = 4 sin’ g

2(1 - cos ) |et (u,AM(G)) = 0 [2] | Enfin 2(-6) = 2e79 -e721 = | 2() |: la courbe est symétrique

par rapport a 'axe des réels.

3. D'aprés 1., AM(6) et AM(8 + ) ont pour affixes 4 sin’ 2eif et 4sin? (g + g) e'®™ = _4cos? 2 e’ :

ce sont des multiples réels l'un 2 0 et lautre < 0, du vecteur d’affixe e/®. Donc A € [M(6)M (9+rr)]
et M(O)M(6 + 1) = 4sin® € + 4 cos? 2 0 -4]

_ 1+Z(9) 1+2e16_e219 io _ 1_e2i9 h-c _ e—ie_eie _ B L o o , ~
4, h= > ,donch-c= ————=-e"= T'etT = = -i sin @ |: imaginaire pur. D’apres

1., 201 _ 14 sin? . , réel non nul.
¢ 2/
La tangente T en C est la perpendiculaire en C a (OC) : c’est 'ensemble des points P(p) tels
que 2= soit imaginaire pur ; donc H € T. De plus (AM(8)) || (OC), donc (AM(6)) L T. La droite T,
perpendlculalre a [AM(8)] en son milieu, en est la médiatrice : M(0) est le symétrique de A par

rapportaT.
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® Corrigé de l'exercice 36

1.

En regroupantj et -j : D,(x) = 1 + 2}11 (el + e i) =142 Z cosjx | Par ailleurs, e* # 1 et
=

2k i(2he @re1)x iDL (ke T)x
D.(x) - goitx z i _ gl 1 = ei(2k+1)x _ gritx -2isin > e 2 i sin =—
k 1-e —lemze% sin 5
car 'exposant total vaut -Rx + (Zk%)x - % = (i}
. . 2 ip_p-ip\(iq_po-iq o) ~
Euler : ZSInpsmq = (e e(z?)(ze e _ _2cos(p q)22cos(p 9 - cos(p - q) - cos(p + q). Avec p =
(Zk”)", g=2%2:p-qg=~Fkxetp+q = (kR+1)x dou l'égalite. En sommant (télescopage) :
2sinZ Zk 0 SiN (2'“1)" = Y775 (coskx - cos(k + 1)x) = 1 - cosnx = 2sm2 2 et, commesinZ #0:
oot 2k+1)x Sin2M
sin —
par Sin >
.« 2 n_x
. 1 (2k+1)x SIS & =
Par 1. puis 2. : F (x) = = hasin = >= | D'autre part, avec la premiére forme
nSln nsin X
2

de D,, le terme cosjx (1 < j < n - 1) apparait dans D, pour kR = j,..,n - 1, soit n - j fois :

n-1
YD) =n+2 z}'='11(n -j)cosjx, donc|F, (x) =1+ % X(n -j)cosjx|.

Si x ¢ 2nZ: F (x) 2 0 (question 3), C'est-a-dire Z(n j)cosjx 2 -=| Si x € 2nZ, la somme
j=1

n(n 1)

vaut L'égalité a lieu si et seulement si x & 2nZ et sin % = 0.

Pourn =4: 3 COS X +2C0S2X +C0os3x = -2, avec égalité si et seulement sisin2x =0 et x ¢ 2nZ
X = I%T k € Z, kR non multiple de 4|, c’est-a-dire x = g, T ou 37" [2m]. (Contrdle : x = m donne

-3+2-1=-27))

€ Corrigés : racines n-iémes

® Corrigé de l'exercice 37

1.

Maths Olympiad

-64 = 64e™:avecz=re?: r® =64 et 66 = m[2m], 50|tr-2et9——[ ] Les racines sixiemes
sontleszk-Ze(6 3) 0<RkR<5: \/§+l, 20, =3+, —\/5—1, -2i, \/5—1.

Comme z,,, = e 3zk (et z, = e’izs), la rotation de centre O et d'angle
% envoie chaque sommet sur le suivant : I'hexagone Z,Z, ...Z. (Z,
d’affixe zk) est régulier, de centre O, inscrit dans le cercle de rayon

2. Son c6té vaut |z, - z,| = 2 |eig —1| =2x2sin T =[2]; il est formé

de six triangles équilatéraux de coté 2, d’oli l'aire 6 x @ x22 =|6,/3|.
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2. @) (3+2i)2=9+12i-4=5+12i,donc (3+2i)3 = (5+12i)(3 +2i) = 15+ 10i + 36i - 24 =| -9 + 46i |
Si z3 = a, alors (zoj)3 = (zojz)3 =z3 = a(carj? = 1), et z,, z,j, z,j? sont distincts : ce sont les
trois racines cubiques de a. Avec j = —% + i@, les racines cubiques de -9 + 46i sont ,

3+2/3 .3/3-2 2/3-3 .3/3+2

2 2 2 2

(3 +2i) = et (3+2i)?=

b) 22 = -9-46i = 7> = -9+ 46i : les racines cubiques de -9 - 46i sont les conjuguées des
_32/3 ;332 233 3342
2 2 72 2
22 = 9-46i < (-2)3 = -9 + 46i : ce sont les opposées des racines du a) : -3 - 2i,
3423 _ ;332 3-2/3  ;3/3+2
o

2 2 ! 2

précédentes: 3 - 2i,

3. a) OnposeZ=z-1+i:2%=-64,doncZ est l'une des racinesdu 1, et z=Z+1-i (hexagone du 1
translaté par le vecteur d’affixe 1-i): S={1 f3;1+i;1-3:1-3-2i; 1-3i; 1 +\/§—2i}.

b) Si z3 =z, alors |z|® = |z|, donc |z] =0 ou |z]| = 1. z =0 convient. Si|z| =1, alorsz = % et
l'équation devient z3 = %, soit z* = 1: z € {1,i,-1,-i}; réciproquement, ces nombres sont

de module 1 etvériﬁentz3=§=%=2 ’S:{O; 1;i0;-1; —i}‘.

® Corrigé de l'exercice 38

3

1. j2=e?=1;commej=1,1+j+j%= ; jj = 0. Ensuitej_':e’iz?n:eil'?n:jzetjszz1,donc

5 1 .3 5 1 A3

I I S L
J =g li=5 i et |j > ik

2. 2026 = 3x675+1, donc %% = (3)°""j =[j]. Comme 1+4j = ~j2 1 (14)20% = j4052 = j3:1350:2 - 2|

La somme compte 2027 = 3 x 675 + 2 termes ; chaque bloc j3™ +j3M1 4 j3m+2 = j3m (1 4 j 4 j2) est

2025 | 72026

nul, il reste j JoP=1+j =% =

3.(1-)(1-2)=1-(+j2)+?=1+1+1=[3] et (1-j)2=1-2j+j2=(1+j+j2)-3j=|-3j|

Comme 1-j2=1-j, la premiére égalité donne |1-j|2=3, |[|1-j| =3 | Puis1-j = %—i? =

ﬁ(@ - é) = /3eE | et (1-j)8 = (-3))° = -27j3 = (contrdle : (\/5)6 em=-27 v).

4. On développe, avec > = 1,j* =j etj+j? = -1: le produit vaut a® + b? + ¢? + (ab + ac + bc) (j + j?) =

a’? +b? +c% -ab - bc-ca. Pour a, b, c réels, a+ bj% +cj = a+bj +cj2 (carj = j? et j2 = ), donc le
produit vaut |a + bj + ¢j |2, et (en développant le membre de droite) a® + b? +c? -ab - bc-ca =
>[(@-b)* +(b-c) +(c-a)] Ainsia+bj+cj’> =0 < (a-bY+(b-c)*+(c-a)’ =0 < a=b=c
(somme de carrés de réels).
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B Corrigé de l'exercice 39

2ipm . . . .
1. wP=e™m =1 < ndivise p. Si n divise p, chaque terme vaut 1 et la somme vaut . Sinon,

c’est une somme géométrique de raison wP # 1: 371 (wP)* = L Cl [0]
g q P ko0 = =|0]

1-wP
: 2R .
2. D'aprés 1(n 2 3 ne divise pas 1) : Y- ei(0+5) < i Yhoowk = 0; parties réelle et imaginaire :
= 2km) & 2km -
Zcos(6+ )=Zsin(6+ )=0.SiMapourafﬁxez, 5, MA, a pour affixe ¥, (w* - z) =
k=0 n k=0 n
-nz, celle de n MO .
3. IMAZ=r?+1- 2rcos(cp - Zan) : en effet, MAZ = (z - w")(E—J) = |z]2+1-2 Re(zm) et zwk =
rello-).

Modulo 2m, les réels @ - 27 (0 < k < n - 1) sont les @ + 257 (k" = 0 pour k = 0, k" = n - k sinon):

leur somme de cosinus est nulle (question 2). D'ot g MAZ = n(r? + 1) =|n(OM? + 1)

2
4. En notant ¢, = cos((p— ZkT") MA} = (r* +1)" - 4r(r> +1)c, + 4r’c;. Avec Y c, = Oetycp = 5
(méme réindexation) :

-1

S

MAL = n(r2 1) +4r? x 2 = n(OM2 +1)° + 2n OM2 |

=~
11

0

Si M est sur le cercle circonscrit (OM = 1) : la somme vaut 4n + 2n = , quelle que soit la
position de M sur le cercle.

Pourn=4etM=Ay(1): MAy=0,MA, = |1-i| =\/2,MA, =2, MA, =/2; 0+4+16+4=24=6x4
v.

® Corrigeé de l'exercice 40
1. Pourz=-i:1+iz=2et1-iz=0,donc2" =0: impossible, -i n'est pas solution. Pour z # -i,
(’I +iz
1-iz

n
1-iz#0et, endivisantpar(1-iz)": () < ) =20 = w"=e?q

+iz
-iz
Si e® = -1, cela s'écrit 0 = -2 : pas de solution. Sinon cos% # 0 et, par l'angle moitie, z =

‘ ®

i _ 2isinZ ¢’ > R 2 . g e o .
e 1 - =|tan ol reel donc different de -i : c’est l'unique solution.

2. Pourz#-i: 1 =€ = 1+iz=€eY(1-iz) < iz(1+e?)=€"-1.

2

i(1+eiq)) ) 2icos 2 el
2

INTES LSS

3. Les solutions de w" = %9 sont les n complexes distincts w, = e, avec ¢, = %, 0 <

ksn-1.0re% =-1 e @, en+2nZ < &0

€ g + Z, ce qui est exclu. D'aprés
1 et 2, chaque w,, fournit exactement une solution, z, = tan % = tan "*nk", et des w, dis-

tincts donnent des z, distincts (z détermine w). Donc (E) a exactement n solutions, réelles
a+Rm

iz, =tan ,0<skRsn-1|
4. n=3ete?=jpoura-= % Lhypotheése est vérifiée : %+% = §+mrr équivaudraita 4k = 5+12m,
. . .. . 1-cos I
impossible (parité). Les solutions sont tan %, tan ?—’ZT, tan 37" = -1, avec tan % = Sic:s,'_ﬁ =2-3
6
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ettan—-tan(——l)=——2+\/§ ={ \/_2+\/_—}.Contr6[e:(1—i)3=—2—2iet

12 2
i(1+iP=i(-2+2i)=-2-2i v.

5. Icia =0, n = 4, et 'hypothése tombe en défaut pour k =2 (2—’r = E) Parmi les solutions 1, i, -1,
-idew* =1, w=-1nedonnerien,etp=0,Z 2,—— donnentz=0,1,-1: ‘S:{O; 1; -1}, trois

solutions seulement. En effet, (1+X)*-(1-X)* = 8X+8X3, d'ou, pourX =iz: (1+iz)*-(1-iz)* =
8iz(1-2%); les termes en z* se simplifient, l'équation est de degré 3.

B Corrigé de l'exercice 41

1. On applique a” - b" = (a - b)(a™" +a"2b+--+b" ") aveca = zet b = w®: le produit vaut
() =~ ) =[Z1]

2. Comme z" # 1, 0n a z # w® et, d’aprés 1, 217 = 2”1—1 >, 2" Mwk™. On somme sur k et on
échange les sommes; comme ZZ;S wkMvautnsim=0et0si1<msn-1(sommegéométrique

de raison w™ # 1), seul le terme m = 0 subsiste :

S zn—1—m(n 1 wk ) Z" " xn - nz"!
-1 -1 zn-1/
m=0 k=0
Pourn=3,z=2:(2-j)(2-j2)=4-2(j+j?)+j>=7 et (2-]2)+(2-j)=5,donc217+2l_j+$=
5 _ 12 _ 3x2?
T+3=7 =55
3. Pour z = x réel: —L = |X ‘”lz, avec |x WF|* = (x-c,)° +sin? 2 24 = x? - 2¢,x + 1 : sa partie
28=
réelle est =5 Comme S(x) = , il est égal a la somme de ces parties réelles,
CpX
d’ou l'égalité.
Pour n = 4, x = 2 (cosinus 1, 0, -1, 0) : %+§+§+§ % ‘2*42?

zw

4. A, _M a pour affixe z-wF, et == > est l'affixe de A M2A ~M; en sommant, V(M) a pour affixe

z- w’? |z wk|

AinsiV(M) =0 < S(z)=0 < 2""'=0 < z=0: |[V(M)=0 < M=0

:

— =(5(2) |
Zk z-wk ( .
(O n'est pas un sommet). (En physique, V est proportionnel au champ électrique créé en M par n fils

chargés identiques, perpendiculaires au planen A, ..., A, , : le centre est la seule position d’équilibre.)

~

® Corrigeé de l'exercice 42

1. Le module d’un produit est le produit des modules: |z" - 1] = HZ;; |z - wk| =|MA, x - x MA

- nb .

i no
ez -¢’

2|sm—
2

i
> [¢]

2. | -1]| = |e’

|2:sm”

La plus grande valeur est , atteinte si et seulement si |sin % =1, soit ”79 =1[m)], 6= %

: ce sont les n points d'affixes e » , milieux des arcs A A, ., de C.

3. Avecz=Re®: |z -1|° = (R"ei"® - 1)(R"e7"® - 1) = R2" - 2R" cos n®+ 1. Comme -1 < cosné < 1
: (R"-1)° < [2"-1|% < (R"+1)%, donc |R" -1 < MA, x - x MA__. <R" + 1| (tout est positif car

R > 1). Egalité a gauche < cosnf=1 < 06:=0 [27"] : M est sur une demi-droite [OA,).

Maths Olympiad @



Chapitre 6. Nombres complexes (partie 2) 2° Bac Sciences Mathématiques

Egalité a droite < cosnf = -1 < 0 = % [zn—"] : M est sur une demi-droite [ON,), ou

i @ke 1)
, (5),

g
I3 .

=

Ay = 1, MA, = |§-:§| = V3, MA, = |§—:§| = /7, MA, = 3, MA, = MA, = /7,

MA; = MA, = \/§(symétrie par rapport a l'axe réel). Produit: 1xy/3x/7x3x/7x:/3 = 63 = |26 -1 |
v (cas d’égalité a gauche du 3: M € [0A))).

€@ Corrigés : éguations complexes

® Corrigé de l'exercice 43

1. Avec 6 = x +iy : x*> - y? et 2xy sont les parties réelle et imaginaire du nombre, x*> + y? son
module.

a) xX2-y?=3,x>+y?=5,2xy=-4<0: x> =4,y%> =1, x et y de signes contraires : .

b) [-21+20i| = /441 +400 = 29: x2 = 4, y? = 25, xy > 0: |#(2+5i)].

Q) |-7-24i|=25: x* =9,y =16, xy < 0: | (3 - 4i)].

d) x2-y?=0,x2+y? =4, xy>0: x> =y? =2: i(\/5+i\/§). Contrdle : 4i = 4e'2 a pour racines
carrées +2 et = 1(\/§+ lﬁ) v.

2.a) A=(3-i)’-4(8+i)=8-6i-32-4i=-24-10i; x*-y* =-24,x*+y? =26,xy<0:6="1-5i.
Donc z = 320 [5 = (2 - 375 1+ 2i} | (contrble: (2-3i)(1+2i)=8+i v).

b) A= (4+2)2-16(1+i)=12+16i-16-16i = -4 = (2i)2. Donc z = 420220 ; &bi _ 5 o 4 _q _j

201+0) ° 2420 2:2i
1 1S={2;1-i}|

Q)N =Q+i)2-6=-3+4i; x>-y?>=-3,x2+y?=5,xy>0:8 =1+2i.Doncz=2+i+(1+2i):
S={3+3i; 1-i}| (contrdle: (3 +3i)(1-i)=6 v).

3. Deux complexes u et v de somme s et de produit p sont les solutions de z2 - sz+p = 0 (car

(z-u)(z-v)=2*-sz+p).Ici: 2> - (1+4i)z-5+5i =0, A=(1+4i)*+20-20i =5-12i = (3-2i)
z= M’T(H’) Les deux nombres sont ]2+i et -1 +3i\.

® Corrigé de l'exercice 44

1. Pour x réel: P(x) = (x> -2x? + 1)+i (-2x? + 3x - 1). Donc P(x) = 0 si et seulement si x*-2x?+1 = 0
et 2x? -3x + 1 = 0. La seconde équation donne x = 1 ou x = % ; X =1 annule aussi la premiéere

. 1011 5y g T
(1-2+1=0), mais pas x = 3 (5 -o+1= 5). L'unique racine réelle de Pest.

2. (z-1)(2% + Bz +y) = 22 +(B-1)z* +(y - B)z - y. Par identification: B-1=-2-2i et -y = 1-1, soit
’B=—1 -2i,y=-1 +i‘ (controle: y-B =3i v).

Z2-(1+2i)z-1+i=0: A=(1+2i2+4-4i=1, z=121 I5={1;14i; i}

3. A(1),B(i),C(1+i).Onac-a=i=i(a-0): AC=0Aet(0OA) L (AC);deplusa+b=1+i=0+cC
: [OC] et [AB] ont le méme milieu, OACB est un parallélogramme. Avec un angle droit et deux
cotés consécutifs égaux, c’est un carre.
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4. Les coefficients de Q(z) = 23 - (2 - 2i)z% - 3iz+ 1 + i sont les conjugués de ceux de P, donc

Q(2) = P(2) Ainsi Q2)= 0 <= P(2)=0 &= Ze{1;1+i;i}: [S={1;1-i; -i} (contrdle:
Q(-i)=i+(2-2i)-3+1+i=0 7).

® Corrigé de U'exercice 45

1.

a) Avec (2+i)? =3 +4i: A= (3+4i)m?+(4+2i)m+1-(4+4i)(m?+m)=-m?-2im+1 =
(1-im)?|

(2+i)m+1+(1-im) 2m+2 ot (2+2i)m
2 2 2 :

confondues <= A=0 < im=1 < (solution double 1 - ).
0)z,=2, &= (1+iim=m+1 < (x-y)+i(x+y)=(x+1)-iy < (y=-Tetx=2),dou

[m=2-il;alorsz, =3-i etz =3+i(somme 6, produit 10): ’22—62+10=0‘.

—m=i L Qem o asi _Tq i LU = 10. MB) =
a) z,-m=imz#0et ~o = T8 = & =[1-i| Comme 2= = -i, on a MB = MO et (MO, MB) =

1-2im+i’m? =

b) Avec6=1-im:z= , Ssoit . Elles sont

z,=m+1, z,=(1+i)m

—% [2r] : OMB est rectangle isocéle en M.

b) m#0:Mz0,B#0,BzM;m#-1:A20;m#-i:A#B;etz,-m=1#0.Si0,M,Asont
alignés, la droite (MA), paralléle a 'axe des réels, est cetaxe: y = 0, etalors z, = (1+i)x ¢ R
; les quatre points ne sont donc pas alignes.

g = (m+1)x g = (m+ DI = 11 +i)(m + 1)}, et (1+)[(x+1)+iy] = (x+1-y) +ix+1+),

doncgeR < |x+y+1=0]|

c) 1-2ivérifiex+y+1=0;A(2-2i),B(3-1i). Le centre Q est sur la médiatrice x = % de [MA],

ofs-51)

doncw=2+iB, et |w|’ = w-2|> & 2+p>=1+(B+2)’ < B=-1. Centre

/7o /i )
iU 7

2

rayon (contréle: [3-i-w]| =

Il faut m ¢ {0,-1} (A # O, B # O). Alors OAB est rectangleen 0 <= Zz,z, € iR;0rz,z, =
(1+iym(m+1) = (1+0)[(x* +y? +x) +iy] a pour partie réelle x> + y> + x - y. Clest le cercle de
centre K(—% + é) et de rayon g, privé de O etde P(-1) (exemple: m=-1+i,z, =i,z,=-2 ).

® Corrigé de l'exercice 46

1.

Maths Olympiad

AvecZ = z3: Z2-(1+i)Z+i = (Z-1)(Z-i) = 0 (somme 1+i, produiti). Doncz3 = 1ouz3 = = 2 (les
m, 2kn { j2m _j2m

g g 9 (s j3n i L jom i
racmescublquesdelsontlese'(6+ 3 ),ete’z =e'2):|S={1;¢€e'3;e'3;¢e6;¢€% ;e’Z}.

a) Pour z = 0, le membre de gauche vaut 2 # 0. Pour z # 0, on divise par z* : (E) <
2(z2+;—2)—(3+2i)(z-§)+3i-4 =0.0rz2=22-2+%,donc 22 + L =22+ 2, et (F) &

272 +4-(3+2i)Z+3i-4=0 < |27°-(3+2i)Z+3i=0|

b) A= (3 +2i) - 24i = 5-12i = (3-2i)?, Z = 22262, z=% ouZz=il
0)z-1=32 & 222-37-2-0 & ze{z;—%} ;Z-1=i & Z2-iz-1=0, A=-1+4=3,
z=i*;/§. S= 2;—%;§+é;—§+é (somme: 2 +j =22 v),
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3.a) 2(z+3)=22+3z=Z et (z+1)(2+2)=22+32+2=2+2: z(z+1)(z+2)(z+3)=.

b) (') & Z?2+2Z+10=0; A =-9=(3i)? Z=-1+3i. 22+32z+1-3i=0:A=5+12 =

(3+2i)2,z:%3*2”,soitiou-3-i; 22+3z+1+3i =0: A = (3 -2i)? soit -i ou -3 +i.

]S ={i; -i; -3+i; —3—i}‘ (controle: i(1+i)(2+i)3+i)=i(1+i)x5(1+i)=-10 /).
c) Avec A(i), B(-i), C(-3 - i), D(-3 +i): &€ = 224 = 3 et |c-a| = |d - b] = /13 : ABCD est un
parallélogramme a diagonales de méme longueur, un rectangle de centre Q (—5).

® Corrigé de U'exercice 47

1. (0+1)"=1=0"+1:0estsolution; (-1+1)"=0et(-1)"+1=0 < nimpair. (E,) < 2z=0,

d'oii[S ={0}]; (E;) & 32(z+1)=0,d'ou|S={0; -1}]

2 .
2. () & 422+622+42=0 < 22(222+3z+2)=0;A=—7=(i\/7) e S={O; '31"/7},de

module,/ T =1v.

3.a) 1+j+j2=0,donc1+j=-j2et(1+j)"=(-1)"w? avecw =" €{1,j,j?}. Si n est impair, j est
solution si et seulement si -w? = w + 1, c'est-a-dire 1 +w + w? = 0; or 1 + w + w? vaut 3 si

= 1 (c'est-a-dire si 3 divise n), et 0 si w = j ou w = j2 (car j* = j). Si n est pair, il faudrait

w2 -w -1 = 0, dont les solutions ‘/_ ne sont pas de module 1: impossible. Doncj est

solution de (E,) < ’n impair et non multiple de 3 ‘

b) Bindme: (z+1)°-2°-1=5z*+102>+102% + 52 = 52(2* + 22° + 2z + 1), et (z+ 1) (2 + 2+ 1) =
22+222+2z+1 /. Commez?+z+1=0 < ze{j,j*}: |s={0; -1;j; j*}|

c) (22+z)(zz+z+1)2=(zz+z)(z‘*+223+3zz+22+’|) 2% +32° + 574 + 523 + 322 + 7 ; fois 7, ce
sontles(Z)zk(1sks6)/. s={0;-1;j; j’}}

4. @) (z+1)°-25-1=62°+152" +202% + 152% + 62 = (62" + 152> + 202% + 152 + 6).
b) Pour z # 0, on divise par22:6(z +Z—)+15(z+—)+20 0, et 2 +— = 7% -2 : on obtient
1622+152+8=0|,

) A=33>0et5</33<6:27 = '151*2‘/_ e|-2,-2 e] 5 3[sontreels dans
1-2,2[. Puis z +% =7, & o -Z,z+1=0,de dlscrlmlnant 22 4 < 0 : deux solutions

conjuguées non réelles, de produit zz = |z|? = 1. Les quatre solutions obtenues (distinctes,
carz, # Zz) sont de module 1, comme pourn =4,5,7.

[etZ = '15‘/_

® Corrigeé de l'exercice 48

2 2 2 2

2,+2,) =222 -2

1. 2,2,=q#0,doncz #0etz #0. Avecz, +z, = -p: u+1 =22 o &) 24n _p a_|2~ 5l
1%, v 1 2 1+2; y = 2,2 27, G q

2.u+lestréel & u+l=0+1 = UW-T)+L =0 = (u—U)(1—L2)=O < (u=uou
u u u uu |ul
lul =1).

D'aprés 1, & - "eR = u+—eR < (ueRoulul=1).0rueR < z, =uz,avecu réel
= O,M, M, allgnes,etlul-‘l = |z,|=|z,| < OM, =OM,.
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- 2 - - . . -
Si p et g sont réels, % est réel : c'est cohéerent, car les solutions sont soit reelles (M1, M, sur
l'axe des réels, alignés avec 0), soit conjuguées (OM, = OM,).
3. a) OM,M, rectangle isocéle en 0 & 2z, =iz, & u’=-1 < u+l=0(caruz0)

= ‘;—2=2 = |p?=2q|

b) OM,M, équilatéral < OM, = OM, et (OM,,OM,) = 1 = u-= e*'3. Or e*'5 sont les

solutions de u?-u+1=0; donc OM, M, équilatéral < u+% =1 < L =3 < |p?>=3qg|

Sip? =2qoup? = 3q,alors A = p?>-4q = -2qg ou -q est non nul: 'hypothése M, # M, estautomatiquement
verifiée.
2
4. a) p = —(3+i\/§),p2 = 6 + 6i\/3, donc g = £ = 2+2iV3] Alors A = p2-4q = -q = -2 - 2i\/3;
_ 3+i\/§t(1—i\/§)

X2-y2=-2,x2+y2 =4, xy<0:86=1-i/3. R —— 8 S={2;‘I+i\/§}. Controle :

1+iy3=2 eig, le triangle de sommets O, 2, 1 + iv/3 est bien équilatéral v.

b) p=2m,q =m: 4m? = 2m avec m # 0, donc m=%. L'équationzz+z+% = 0 a pour

et 7 = —j x =L . e triangle est bien rectangle

discriminant -1 =i%: |S = {-1 +i, -1 -,} 2 2

2 2

isocéleen O v.
€© Corrigés : transformations du plan

® Corrigé de l'exercice 49

1. h:Z-w=-2(z-w) < 7' =-2z+3w = .
r:z-w=iz-w) & z =iz+(1-Hw =iz+(1-i)? =
liz-2i]

2. 1-2x(-1)-3 =0: Q € (D). Le vecteur v(2, 1), d'affixe
2 +i, dirige (D) : C'est W.

- t(D) est la paralléle a (D) passant par t(Q) € (D) :
t(D) = (D);

« h(D) est la paralléle a (D) passant par h(Q) = Q :
h(D) = (D);

« pour r(D) : si M(x +iy) € (D), alors z' = i(x +iy)-2i = -y +i(x-2),s0itx =-yety =x-2,
doncx =y +2ety=-x";ainsiMe (D) < (y'+2)+2x'-3=0: ’r(D) 12x+y -1 =O‘(la
perpendiculaire a (D) en Q).

3. X2+y?-4x-2y+1=0 < (x-2)>+(y-1)> = 4: centre K(2 +1i), rayon 2. Les images sont des
cercles centrés en l'image de K : t(C) a pour centre 4 + 2i et pour rayon 2 ; h(C) a pour centre
h(K) = -1-5i et pour rayon 2 x | - 2| = 4; r(C) a pour centre r(K) = -1 et pour rayon 2.

4. h:siQe(b)etM e (h), QM = -20M, donc M’ € (A) : la droite h(A) est contenue dans (), elle
lui est égale. Si Q & (A), soit M € (A): M" # M (le seul point fixe est Q) et O, M, M’ sont alignés ;
si 'on avait M’ € (A), alors (A) = (MM’) contiendrait Q : absurde. Donc h(A) # (A).

t:siw dirige (A), M € (A) = M+w € (A), donc t(A) = (A) ; réciproquement, si t(A) = (A) et M € (A),
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alors M’ € (A) et MM’ = W dirige (A).

r:pourM # N sur (), z,. -z, = i(zy - z,): r(b) est perpendiculaire a (4), donc distincte de (A).
® Corrigé de l'exercice 50

1.a) Z-z=b-a=2-2i: z =z+2-2i,translation de vecteur AqB(Z - 2i).
b) z-a=b-2 = Z' =-z+4+2i:symétrie centrale de centre le milieu /(2 +i) de [AB] (point
fixe %).
c) Z-z=3(a-2) & z =-2z+3+6i: homothétie de rapport -2 et de centre 31162’ =1+ 2i,
c'est-a-dire A.

d) PourM # B: BM' = BM et (B

de centre B et dangle I, z' = (3 + éi)z + % - %
e) PourM#0: 7z -z=¢e'2(0-z),soitz = (1-i)z encore vraie siM = 0. Comme 1-i=2e%
: composeée de la rotation de centre O et d’angle —% et de 'homothétie de centre O et de

rapport /2.

fn=a+i(z-a)etz = %, dou z -a = 17*"(2—0), soit z' = 17*"z+3—*". Comme % = gei%
: composeée de la rotation de centre A et d’angle % et de 'homothétie de centre A et de
rapport g

2. foof(2)=4+2i-(z+2-2i)=-z+2+4i:symétrie de centre 1+ 2i, cC'est-a-dire .
s\ 3

fgefy-fg:2-3= (e’i) (z-3)=-(z-3): symétrie de centre | B |(rotation d’angle m).

Enfin, avec M’ = ff(M): z-Z =(z-a)-(Z -a) = %‘i(z—a) eta-2 = —17*"(2—0). Pour M # A :

z-7 1-i

=-—— =~(-i)=i. DoncM'M = M'A et (M7A, M7M) = I . AM'M est rectangle isocéle en M'.
a-2z 1+ 2

® Corrigé de l'exercice 51

1. f(f(2)) = aaz + b) + b = @’z + (a + 1)b.
2. On identifie avec l'écriture z’' = az + B de la transformation cherchée: a®> =a et (a + 1)b = .

a)a’=1et(a+1)b=0:a=1etb=0(lidentité), oua=-1etb quelconque: z =-z+b. Les
solutions sont Id et toutes les symétries centrales.

b) a> =1et(a+1)b=4-2i:a=-1estimpossible, donca=1,b=2-i: latranslation de
vecteur 0.

)lciz =92-8-8i. a=3,b==28=_2-2i: oua=-3b==28 =444 Pointsfixes:

) . 4 -2
-2-2i =1+jet 4241

1-3

d) a®> = -4 = (2i)?,donca=+2i,et(a+1)b=0aveca+1=0,doncb=0:2 =2izouz =-2iz,
composées de la rotation de centre O et d’angle % (resp. —g) et de 'homothétie de centre
O et de rapport 2.

=1+i: les homothéties de centre Q et de rapports 3 et -3.

2im

y _ an iZy2 iz i
e) a’ = e’ =(e3),donca=e3 oua-=-e
d'angles £ et -2,

2im

=e 3,etb =0: les rotations de centre O et

wlx
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f) a> =3+4i. Aveca=x+iy: x> -y?>=3,x>+y? = |3+4i| =5, xy >0, donc a = (2 +i). Puis

_ s2-hi
b===:
) -2 -4i)3-i ) . 2+ 4i)1-i .
a=2+l,b=w=—1—l ; a=—2—l,b=w=3+1.
10 2
Les deux ont pour point fixe 1 (== - = T =1): 2z -1=%(2+i)(z-1), composées de la rotation
de centre O(1) et d’angle 8, = arg(2 + i) (resp. 6, + m) et de 'homothétie de centre Q et de
rapport /5.
3. Sia’#1,alorsa#1: lepoint fixe de f est w = 2, et celui de f - f est (‘1“;);’ = & = w. Cétait
prévisible : f(Q) = Q entraine f- f(Q) = Q, et f - f n'a qu’un point fixe. On le constate en c), e)

et f).

® Corrigé de l'exercice 52

1. h multiplie les distances par |R| : h(C,) est le cercle de centre h(0,) et de rayon 2|R|. Deux
cercles sont égaux si et seulement s'ils ont méme centre et méme rayon : h(C,) = C, <
h(0,) = 0, et 2|R| =

0,-ko

2. k=#2,eth(0,)=0, < 0,-wW=R0,-W) &= w= 1—k1 : un seul centre pour chaque k.

Aveco,-0,=6+3i:w,-0,=-(6+3i)etw, -0, = %(6 +3i) sont des multiples réels de o, - o,
: Q,,0Q, €(0,0,).

3. (B) passe par le centre Q, de h,, donc h,(A) = () (exercice 49). Si (A) n C, = {T}, comme h, est
une bijection, (&) n C, = h,(8) n h,(C,) = h,((8) n C,) = {h,(T)} : (B) est tangente a C,. De méme
avec h, : une tangente a C, passant par Q, est une tangente commune.

4. T € C;: (x-1)%+(y-1)° = 4. Le triangle
0,TQ, est rectangle en T, donc Q,T% = 0,07 -
0,T? = |2+i|*-4 = 1. En soustrayant les deux N
équations: 4x + 2y = 14, soit y = 7 - 2x, puis ‘

-

- \0;}

(x-12+(6-2x)?=4 < 5x?>-26x+33=0,

d’oﬂx=30ux=%: T1(3+i)etT2(%+§i).
Réciproquement, ces points vérifient QZT2 +
0,T? = 0,07 : (Q,T) est perpendiculaire au
rayon [0, T], donc tangente a C,.
Les tangentes communes passant par Q, sont (Q,T,): , et(Q,T,), dirigée part,-w, = —% + %i,
donc de vecteur normal (3, 4) : . Avec h, : z' = -2z + 3w, = -2z + 9 + 6i, les points

de contact avec C, sont h,(T,) = et h,(T,) = % + %i . Controle : la distance de 0,(7,4) a

x=3eta3x+4y =17 vaut s (M = 4) /. (En orange sur la figure, les deux autres tangentes

communes, qui passent par Q,.)
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® Corrigé de l'exercice 53

1.

r:z =esz doncc-21( éi)=—3+i.z’—z= AC
(eig—1)z=e3 z, donc MM’ = |z| = MB ; c’—z’=eig(c—
z), donc M'C" = MC. C' &
-
Par l'inégalité triangulaire (deux fois) : “so. O F
S(M)=AM + MM" + M'C' 2 AM" + M'C" 2 AC'. B A
2
AC'=|—2-J§+:‘ =\/8+4\/§=\/2 (1+3) =|vV2+ 6|
1-/3)+i(1+/3
)fl - f ( )’( ) t(3 \/E)(1—\/§) =
6—4\/_,( \/_)( +/3) = 23 fe1-2B.5,
b)c' -a=-2-3+i. AvecA-1 (2 \/—) §=Re(f-a)etA=Im(f—a),donc
f-a=A(c -a). Avecu- (2 \/_) %,doncf’—a:u(c’—a).Et0<A<y<1(car

A<p & 3<2/3). Les pomts A, F, F’, C' sont alignés dans cet ordre :

S(F)=AF +FF' +F'C" = (A+(u-2)+(1-p))AC’ = AC".

Le minimum de S est|/2 + /6|, atteint en F (C'est le point de Fermat du triangle).

\/_ V321 \/_+1_ o3 a
Comme 1z \/_et eV €os =, 2\/5‘5'”12'

27 -in P o V2(V3-1) s (\/_+1)+:(\/_1) 27 I
a-f= =e 2, b-f-= ﬁ(1+l)— 5 e 4, c-f-= = = e’
D’oﬂz—;:%e'(_%J'%):%e_zé_n ettc):—f:ﬁe'(z_n+37n):(\/§+1)em7n:(\/§+’I)e 3 /. Donc

(FA,FB) = (FB, FC) = -2, puis (Chasles) (FC,FA)= 0+ 41 = -2 [om].

F voit chacun des trois c6tés sous un angle de 120,

® Corrigé de l'exercice 54

Tho

La rotation de centre X(x) et d’angle —g s'écritz’ = -i(z-
X)+x=-iz+(1+1i)x. Donc

PpPR(2) = -i(=iz+(1+D)r)+(1+D)p = -z+(1=i)r+(1+i)p,
puis,avec -i(1-i)=-1-iet-i(1+i)=1-1i:

9(2)=iz-(1+i)r+(1-i)p+(1+i)q.

il =1eti# 1: g estune rotation d'angle g ; elle a
un unique point fixe, son centre. Or g(A) = pQ(pP(B)) =
po(C) = A: le centre est A. Donc (1-i)a=(1-i)p+(1+
i)q -r), et comme 1—*: =i: \a=p+i(q—r)\.
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3. Les hypothéses sontinchangées par la permutation circulaire (4, B,C,P,Q,R) — (B,C,A,Q,R, P),
d’'ou
b=qg+i(r-p) et c=r+i(p-q).
a-p = i(q - r) signifie PA = RQ et (RQ, PA) = 2+ le segment qui joint un sommet au centre du
carré oppose est égal et perpendiculaire au segment qui joint les deux autres centres.

boa=h+3i+i(-3+4i)=[0] b=-1+2i+i(-2-5i)=[4], c=2-2i+i(5+i)=[1+3i] Contrdle:
Lo-jE8=2-2i=rv,et&l= % a une partie imaginaire positive : ABC est bien direct.

5. La rotation de centre X et d’angle —2?" s'écrit 2 = j?z + (1 -j2) x, donc g(2) = (j2)3z +B=z+P
: g est une translation. Comme g(A) = A, B = 0 et g = Id. Mais alors, pour tout point A,
les points B, = pg(Ay) et C; = p,(B,) Vérifient aussi po(C,) = g(A;) = A, : les trois relations
ne déterminent plus le triangle (il y a une infinité de solutions). Ce phénomeéne est lié au
théoréme de Napoléon.

© Corrigés : géométrie et complexes

® Corrigé de l'exercice 55

1. AF = AE et (A*E,A*F) =:7. Orarge € [0,%] et a?:gf = [%,g], donc D F / c
l'angle vaut % : AEF est équilatéral < f=¢'3e. Or
e"§(4+it)=(2-§t)+i(z\/_+§)=s+4i ;
donnet=8-4/3ets=2-Lt=8-4/3: [t=5-8-4/35107 ¢ A g
[0, 4].
2.e-c=-i(b-t)etf-c= —(4—t),donc% =+ =-i:CE=CFet

(CE,CF) = -2 CEF est rectangle isocéle en C. Comme AE = AF et
CE = CF, les points A et C sont sur la médiatrice de [EF]: c'est la
droite (AC).

3. EF = V2CE = V2(4/3-4) = 4(V6-v2). AE = VT6+2 = 128~ 643
EF=AE: J8-4/3=6-2 (contrale:(\/E—\/E)2=8—2\/ﬁ /).

4. A(AEF) = %AE2 = % x 16(8—4\/5) = |32V/3- 48|~ 7,43 ; rapport a l'aire du carré : 32‘/1_% =

4\/8 - 4\/5. Comme

21/3- 3= 0,46. Contrle par différence: 16-2x 1 x4t~ 1(4-t)? =8-L = 8- (56 - 32J§) v,
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® Corrigé de l'exercice 56

1. Carrédirect: d-a=i(b-a)=i(3+i),doncd = etc =b+d-a-= ¢
[3+6i Carréindirect: d’ = a-i(b-a) =2 -i|etc’ = b+d'-a =[5]. D
2. Q est le milieu de [AC]: w = 3 + 3i. La rotation de centre Q et
d'angle 7 envoie AsurB: b=w+i(a-w)=3+3i+i(-2-1) =,
puisd = 2w -b =[2 +5i] (contrdle: d -a=1+3i =i(b-a) /).

3. La rotation de centre G et d’angle 23—” permute les sommets : <

{b,c} = {g+jla-g), g+j*(a-g)} = {2 +i+2j, 2+i+2j% soit D’
1+(1V3)i | coté: |b-c| =2/3(=36A)
4. A est l'image de C par une rotation de centre le milieu w = 1 +i de [BC] et d’angle :g 1 a-=

wii(c—w)=1+iti(2+i),soita=oua=.

5. La médiane (Al) est aussi une hauteur, et IB = &, Al = éBC : (IB) L (Al) et IB = %. Donc

b-z = tﬁ(z,—a) = i(—'l +i\/§), d’ou {b,c} = {2+2i\/§, 4} (controle: |b| =|c|=|b-c| =4 V).

® Corrigé de l'exercice 57

1. a) I est le milieu de [AB], donc s,(A) = B ; de méme s,(B) = C et D
5¢(C) = Az s5.+5,°5/(A) = A. Puis s,°5/(2) = 22,-(22,-2) = 2+2(2;-2)) 5 K
ets s, -5(2)=2(z-2+2)-z E C
b) Cette symétrie centrale a un seul point fixe, d'affixe z, -Z+2, M f
: Cc:g:, b=2z-a =, c=2z-b = (contréle
s = 3=l 0 A I B

2

2.5,:5,°5,°5/(2) =2+2(z, -z, + 7, - 2) : translation de vecteur V.
Si ABCD existe, A est fixe, donc v = 0, soit 2,+z, =z+2 : lJKL est
un parallélogramme. Réciproquement, si ¥ = 0, pour tout point
A, les points B = s/(A), C = 5/(B), D = 5,(C) vérifient s, (D) = A:
une infinité de solutions.
Application : z,+z, = 3+5i. Avec L(5i): Z+2 = 3+7i,aucun quadrilatére. Avec L(3i): z,+z, = 3+5I,

]
une infinité ; pourA=0: ‘ B(2), C(4 + 4i), D(6i) ‘

3. 5y:S,°S¢*S,°5/(2) = 2(2,- 2, + 2 - 2, + 2,,) - 2: symétrie de centre d'affixe 2 - (5 + 2i) + (4 + 5i) -
5i+(-1+2i)=0,donca=0, puis’ B(4), C(6 + 4i), D(2 + 6i), E(-2 + 4i) ‘ En général, la composée
de n symétries centrales est z = (-1)"z + B : si n est impair, c’est une symétrie centrale et le
polygone est unique ; si n est pair, c’est une translation : aucun polygone, ou une infinité (si
z,-2z,+=-2z,=0).
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® Corrigé de U'exercice 58

1. by, = Wk + t(w*? - wF) = W1 -t + tw) = Aw®. Comme ImA = A A
tsin 27" >0,A#0: B, est 'image de A, par z » Az, composée B By
de la rotation de centre O et d’angle argA et de 'lhomothétie Ao Ay
de centre O et de rapport |A|. Limage d'un polygone régulier
de centre O est un polygone régulier de centre O. n=h t=

2. Aveca=2": [A|2=(1-t+tcosa)? +t2sina=(1-t)%+2t(1-
t) cos o:+t2 et(1-t)2+t?> = 1-2t(1-t), d’ot la formule. Les aires

2
sont multipliées par |A|?; or t(1-t) = % - (t = %) est maximal

pour |t = % , et alors |A|? = 2% = cos® I, d'oti |A| = cos ™
(positif car n 2 3).
211,48 |3 n bi-by A _ 3 i(E-2m)
3 /\-§+ j=+i= ?es. b,-b,=Aw-1)eta,-a, = w(w-1),donc ——> e, ;-?e(6 7)

@i: imaginaire pur, donc (B,B,) L (A,A,). Ici |A]2 = 1-3t(1-t), et1-3t+3t = % =

9t2-9t+2 =0 < te{1 Z}.

A2 =1-20(1-1)=2 <> 1612-16t+3=0 < te{l E}.

® Corrigé de l'exercice 59

1. OAB équilatéral direct < b-0 %( 0): b=ua;de
Zin

=e
-e3 =¢'3 =y,

=

4in
3

mémed = uc, f =ue. -j2=e"e

2. 2(p+qj+rj?) = (ua+c)+(uc+e)j+(ue+a)? =a(u+j?)+
c(1+uj)+e(j+uj?). Avecu = —j2 etj* =1: u+j* =0,

T+uj=1-j2=0,j+uj?=j-j*=0.Donc|p+qj+rj>=0|

Si deux points sont confondus, par exemple p = g, alors
p(1+j)+rj2 =0, soit-pj?+rj> =0etr = p: lestrois le sont.
Dong, s'ils ne sont pas confondus, P, Q, R sont distincts et
PQR est équilatéral direct (cours).

1eu _ 1 arcre _ 1+ 3G
2(a+c+e) donc z; = == - == ~ 2, 0U G estle

£ \/§e 6 : G estlimage de G’ par la composeée de

3.p+q+r=2(ua+c+uc+e+ue+aq)s=

centre de gravité de ACE. Or 1+ u =

le

la rotation de centre O et d'angle % et de 'homothétie de centre O et de rapport g

4. OA = OB = AB (rayon) : OAB est équilatéral, et direct car I'hexagone est parcouru dans le
sens direct ; de méme pour OCD et OEF. Les cotés [BC] et [DE] d’'un hexagone convexe, non
consécutifs, sont disjoints, donc leurs milieux sont distincts : d’aprées 2, le triangle formé par
les trois milieux est équilatéral.
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® Corrigé de l'exercice 60

1. |[p-al=|bl=pet|p-b|=|al=p:Pel,nl,. Les quatre
cotés de OAPB mesurent p : c'est un losange (AP = OB). Les
cercles I, et I';, de centres distincts, sont distincts : ils ont
au plus deux points communs, O et P(P # O cara+b # 0).
Le méme calcul vaut pour Q et R.

2. Aveck =a+b+c: |kR-p| =|c| =p, |R-q| = |a] = p,

|[k-r] =|b| =p. Donc P, Q, R sont sur le cercle I de centre
K(a+b +c)|et de rayon p.

3. 2 - % =<k - Oz—k = "Tbc c'est l'affixe w du milieu
commun Q. La symétrie de centre Q,z' =2w-z=a+b+c-z,
envoie A, B, C sur Q, R, P; elle conserve les distances: QR =

AB, RP = BC, PQ = CA.

4. p=[8+4il g =[8i) r=[2+ai

de module 5 .

,k=]5+8i\(ﬁgure); R-p=-3+4i,R-q=5,kR-r=3+4isont

5. Si ABC est équilatéral, la rotation de centre O et d'angle 2?" (ou —2?") permute ses sommets :
{b,c} = {ja,j?a}, eta+b+c =a(1+j+j%) = 0. Alors K = O: T est le cercle circonscrit a ABC,

ik
etp=-c,q=-a,r=-b.Sib=jaetc =j?a les points A, P, B, Q, C, R ont pour affixesaes ,
kR =0,..,5 (dans l'autre cas, k = 0,5, 4,3,2,1) : APBQCR est un hexagone régulier.

© Corrigés : défis de concours

® Corrigé de l'exercice 61

1 lal = If(1)- f(0)] = 11-0] = 1, donca = 0; |g(z)-gw)| = LETL = 17 w|, g(0) = 0 et
g(1)=2=1.
2. 19(2)| = 19(2) - 9(0)| = |z| et |g(z) - 1| = |g(z) - g(1)| = |z- 1|. Pour tout complexe Z, |Z- 1| =

|Z|2 - 2ReZ +1: en comparant, Re g(z) = Rez. Puis (Img(2))> = |9(2)|? - (Re g(2))* = (Im 2)?,
doncimg(z) = tlmz: g(z2) € {z,z}.

3. Comme [Z-i|?=|Z|?-2ImZ+1et|Z+i|?=|Z]?+2ImZ+1:
«sig(i)=i:19(2)-il=19(2)-9g(i)] =z-i] donne Img(z) =Imz; avec la question 2, g(z) = z;
+sig(i)=-i:|g(z)+i| =|z-i| donne Img(z) = -Imz, donc g(z) = z.

Attention : on a montré que le méme cas vaut pour tous les z (pas de « mélange »).

4. f(z) = ag(z) + b, donc f(z) = az + b pour tout z, ou f(z) = az + b pour tout z, avec |a|] = 1.
Réciproquement |a(z - w)| = |a(E—W) | = |z-w]|. Les applications z — az + b (]a| = 1) sont les
translations (a = 1) et les rotations (a # 1).

5. Dans les deux cas f(2) - f(0) = 2a(car2 =2),donca=ietb=1+i:

14
1-i

. fz(z)=if+1+i. Avec z = x+iy: f(2) = (y+ 1) +i(x+1), et f(2) =z & x=y+1et
y = x+1, ce qui donne 0 = 2 : aucun point fixe. Puis f,(f,(2)) = i (-iz+ 1 -i)+1+i =[z+2+2i]
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: translation de vecteur d’affixe 2 + 2i.

® Corrigé de l'exercice 62

1.

Une barre horizontale couvre les cases (x +R,y),0< k<n-1,de 7
somme w’“y(1 o w’”) = 0 (somme des racines n-iéemes i
de l'unité) ; de méme pour une barre verticale. Comme w # 1, la 4
a b
somme sur le rectangle vaut S = (Y5 w*)(Io w¥) = 1L . L, ; _h —]{ }
R ) . . ) | ==
Sin divise a, on decoupe chaque ligne en % barres (de méme avec o ][_[ )

les colonnes si n divise b). Réciproquement, si le pavage existe, 01234567
lasomme S de tous les poids est celle des poids des barres, nulle

(1-w)(1-w) = (1-wPS=0;0rw=en =1 e 2ez:

n divise a ou b. Ni 6 ni 10 n'est multiple de 4 : impossible (bien

que 60 = 15 x 4).

a)y! j* = % = % =1+j = -j2, donc la somme vaut (—jz)2 = j* = . Si le pavage existe, les

63 cases restantes ont une somme nulle : j*™ = j, donc 3 divise x, +y, - 1.

b) Une barre a encore une somme nulle: j*¥ (1 +j +j2) ou j*¥ (1 +j71 +j2) = j*¥ (1 + j2 +j). Sur
léchiquier: (3] j*)(Z)-0J7) = (1+j)(1+)%) = 1, donc j*0™o = 1: x, = y, [3]. Alors 2x, = 1 [3],
d'ou x, = 4x, = 2 [3]: X, € {2,5}, et de méme y, € {2, 5}.

c) Figure : le carré 5 x 5 du coin, privé de son centre (2,2), est couvert par quatre rectangles
3x2 « en moulinet » (deux barres chacun), la bande x > 5, y < 4 par 5 barres horizontales et la
bande y > 5 par 8 barres verticales : 21 barres. Les symétries x = 7-x ety —» 7 -y échangent
2 et 5: le pavage est possible si et seulement si la case retirée est (2,2), (2,5), (5,2) ou (5, 5).

B Corrigé de l'exercice 63

1.

Le polygone est fermé: 5} A A, =AA . =0,soite®y e, v =0,dou le résultat.

2.aud=em"=-1; u+U=2cos%=1etuU=1,doncuestracinedeX2—X+1 cu?=u-1. Avec

u*=-uetu’=-u?:

6
0= QUi = (8, =)+ (&~ L) u+ 8y - ) (u-1)= (8, -, - & + ) + (8, - &5 + &, - ).
k=1

Si x + yu = 0 avec x, y réels, la partie imaginaire donne yé = 0, donc y = 0, puis x = 0. Ainsi
b -0, =0, -8 etl, -8 =0 -0,

b) Avec £, =1,0,=2,0,=3,8, =4: 8 =0,+ (¢, -2,)=-1<0: impossible.

c) Il suffit de former trois couples (£,,2,), (£5, %), (!5, 2,) de méme différence : (1, 4), (3,6), (2,5)
(différence -3). Les coOtés \ 1,5, 3, 4, 2, 6| (dans cet ordre) conviennent. (En prolongeant un
coté sur deux, on obtient un triangle equilatéral de coté €, + £, + 0, = 0, + 8, + 8. =0, + 0, + ¢, :
c’est la méme condition.)

Avecv = e'%, v* = -1, et en posant dp=8,-2,,€0Q: d +d,v+dv?+d,v? = 0,avecv = %(1 +1),
3_42

v2 =i, v? = ¥3(-1 + ). Parties réelle et imaginaire :

d,+2(d,-d)=0 et d;+%2(d,+d,)=0.
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Sid,zd,, alors /2 = ;_?4 € Q: absurde. Doncd, =d, etd, =0;de mémed,+d, =0etd, = 0.

Finalementd, =d, =d; =d, = 0: les c6tés opposés sont égaux.

® Corrigé de l'exercice 64

1.@) Ay = Qppg =W (W -1) = w-wwh(w-1)=w(a,, -a,).

g ; . x+iy _ (x+iy)(x'-iy")
b) a, - a, et a, - a, sont non nuls, de la forme x + iy avec x, y entiers ; or iy C xgr @

. - . . . . a,-a - .
des parties réelle et imaginaire rationnelles. Donc w = ﬁ a ses coordonnées cos 27, sin 27"

1799 i
rationnelles. Or sin &¥ = sin I = @ et cos% = g sont irrationnels : pas de triangle équilatéral

(n = 3), d’hexagone (n = 6) ni d’octogone (n = 8) régulier a sommets entiers. Le carré de
sommets 0, 1, 1 +i, i montre qu'il existe des carrés (w = i).
2. a)b, =a,+a,,,-aq,,, estentier; etb, =s+ww"(1+w? - w).
b)1-w+w? = ww+w-1) = (ZCOSZTH— )w (carw™' =w). Sin=27:0«< 27" < %, donc
%<cosz7"<1 et0<2cos27"—1 <1.Sin:5:2cosz?"—1 :@e]—LO[(caH <\/5<3).
c) Avec p = 2 cos 27" -letw =pww=#0:b,=5s+ w'wk ; c’est un polygone régulier, 8 sommets
entiers, de c6té &' = |w'| |w - 1| = |u| £, donc 0 < ¢ < £. Enfin #2 = |a, - a,|* = x* + y? et £2 sont
des entiers naturels non nuls.

d) En itérant, on obtient des polygones réguliers a sommets entiers de cotés £, = [u|™¢:
la suite ({’,zn) serait une suite strictement décroissante d’entiers naturels non nuls, ce qui est
impossible (ou: 2 2 1 alors que 2 = |u|?™¢? - 0). Avec la question 1: les seuls polygones
réguliers a sommets entiers sont les carrés.

® Corrigé de l'exercice 65

1. |u| = |3+—54’| =1. 3+4i)™! = (X, + 1y, )3+ &i) = (3x, -4y, )+i(4x, +3y. ). Pourm=1:x, =3,

y,=4.Six, =3+5aety =4+5B(a,Be2Z):
X .,-3=53a-48-2) et y_ . -4=50ka+3B+4)
La récurrence est établie. En particuliery, =4+ 5B # 0 (car 5 ne divise pas -4).

X, +i o g oG — .
2. UM = ’"S—my’” a une partie imaginaire non nulle. Avec u = % etm=j-k:

2|y,

|u2j_u2k| _ |u2k| |u2m_1| = |u™| |um_Um| = |2ilmu™)| = =m

3. 1z | = 5N1: les M, sont sur le cercle de centre O et de rayon 5"". Pour 0 s k<j < N-1et

m=j-kRe{l,..,N-1}: MM, = 5""1% =2.5"1"™|y |, entier non nul (donc les points sont
distincts).

by, =b,y, =24,y = bt (car (3 +4i)? = =7 + 24i et (3 + 4i)> = 117 + 44i).

N =3:rayon 25, MyM, = MM, =2-5-4 =40}, MM, = 224 = | 48](contrdle : |25~ (-7 +24i)]| =
32 - 24| = 40 ).

N = 4: rayon 125, MyM, = MM, = M,M, =200}, M,M, = M,M, =240}, M M, =88]
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5. Les points U, (u?*), k € N, sont sur le cercle unité ; ils sont deux & deux distincts, car u? = u
Iy, kl
5i-k

avec j > k donnerait u?0-) = 1 réel, contraire a 2 ; et UpU; = est rationnel. (On en déduit

aussi que u n’est pas une racine de l'unité.)

® Corrigé de U'exercice 66

1. Par la formule du binéme, (cos 8 +isin6)" = ZQ'=0 (’(‘7’) cosV"90 (i sin 0)9, et par Moivre sa partie
imaginaire est sin N. Seuls les g = 2p + 1 impairs donnent une partie imaginaire, avec i?**! =

(-1)Pi :

2(n-p) 2p+1 2(n-p)
sinN@ = Z( 1)”( )cos P’ @ sin“""" B = sin epzo( 1)”( 2p+ 1)cotan n-plg,

i =g )= 2 - p) etsin”"" 6 =sin" 6 sin 2" P g,

2. Pour1<k<n,6, N ]0,2[ (car 2k < N), sinN@,, = sinkm = 0 et sinB, # 0: P (x,) = 0.

Comme cotan est positive et strictement décroissante sur ]0, 5[, les x,, sont distincts. P, estde
degreé n, de coefficient dominant (’;’) = N, et a n racines distinctes : en factorisant n fois (cours),
P_=NTIp_,(X - x,). Le coefficient de X"~" vaut —(’;’) d'une part, -N 'y x, d'autre part:

ix _l(N)_ (N-1)N-2) 2n(2n-1) [n(2n-1)
. =

2 %" N\3 6 6 3
i _i1+x n(2n—1)_ 2n(n +1)
- 2 - ]
k=1 Sin k=1 3 3
3. Sur |0,5]: 0 <sinx < x < tanx, donc L .Avecx = 0, - = X . en sommant
tan X X2 s|n X kR ek n2k2
pourk=1,..,n: @ 25n < 2n(;1+1), d’ou l'encadrement.
4. Les deux bornes valent "? : (5;’1;’2 et "?2 : (22”;:12)’2’ et tendent vers "?2 2= %2 par encadrement,
limS—"—2 Enfiny? . —1_=5 -y" 1 _-g 15_)17_2_rr_2_"_2
n "~ 6 I k=1 (2r-1)2 ~ ~2n k=1 (2r)2 ~ ~2n 6 24 8 I
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. 3
Mown bilan sur le chapitre

Niveau Exercices Réussis seul(e) A refaire
1a8 /8
9216 /8
/7
24430 /7
Théme Exercices Réussis seul(e) A refaire
Théme A - Forme exponentielle et Euler 31336 /6
Théme B - Racines n-iémes 37a42 /6
Théme C - Equations dans C 43 3 48 /6
Théme D - Transformations du plan 49 a 54 /6
Théme E - Géométrie et complexes 55 a 60 /6
Théme F - Défis de concours 61a 66 /6

Conseil : refais dans une semaine les exercices ratés, sans regarder le corrigé.

Prochain chapitre : = Fonctions exponentielles
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